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Jak sie rozmnazaja punkty okresowe? Elzbieta KREPSKA '™

Rys. 1. Wielomian W: [0, 6] — [0, 6], dla
ktorego punkt 1 jest punktem okresowym
oorbiciel =4 —-2—>5—-3—1
dltugosci 5. Punkty orbity oznaczono
rombami.
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Rys. 2. A-graf odpowiadajacy punktowi 1
dla funkcji W z rysunku 1.

*studentka, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

Bedziemy zajmowaé sie funkcjami f: [a, b] — [a,b], ktérych wykres mozna
narysowaé bez odrywania otdéwka od kartki, tzn. funkcjami cigglymi. Sa to,
na przyktad, wielomiany, doskonale znane kazdemu uczniowi liceum.

Zauwazmy, iz jeSli wezmiemy pewien punkt p z dziedziny f, to dobrze okreslony
jest inny punkt f(f(p)) — dwukrotna iteracja funkcji f w punkcie p, ktéra
oznaczamy przez f2(p). Jesli ,przypadkiem” trafimy z powrotem do p,

tj. f(f(p)) = p, to znalezlidmy punkt okresowy p o okresie 2. Analogicznie
méwimy o f™, n-krotnym zlozeniu f, a takze o punktach okresowych

o okresie n. Jedli p jest punktem o okresie n, to zbidér (réznych) punktéw

{p. f(p), f2(p), .-, f"~'(p)} nazywamy orbitq dla p.

Zacznijmy od prostego zadania: wskazaé przyklad funkcji ciaglej, ktora ma
punkt okresowy o okresie 5. Takich funkcji jest oczywiscie ogromnie duzo.
Przypus$émy, ze poszukujemy orbity 1 — 4 — 2 — 5 — 3 — 1. Narysujmy
wiec odpowiednie punkty (1,4), (4,2), (2,5), (5,3) 1 (3,1) i polaczmy je
bez odrywania oléwka. Voila. Wynik moze wygladaé tak, jak wykres W

na rysunku 1.

Zauwazmy, ze funkcja W ma punkt o okresie 1, tzw. punkt staty. Znajduje sie
on na przecieciu wykresu wielomianu W i funkeji y(z) = x, w okolicach p ~ 2,55.
Jesli dobrze sie przyjrzed, to zauwazymy réwniez punkt o okresie 2 (p & 2,22).

A czy istnieje punkt okresowy o okresie 37 A 99 albo 20077 Zadanie wyglada

na nietatwe.

Zadajmy jeszcze ambitniejsze pytanie: czy mozna znalezé taka funkcje, ktora
ma punkt okresowy o okresie 5, ale nie ma punktu o okresie 27 Zauwazmy,

ze na pewno punkt o okresie 1 jest nieunikniony. Jak by nie rysowaé, gdzie$
przetniemy y(z) = z, gdyz wykres nie moze mieé¢ zadnych ,dziur”. Mozna
wykazaé, ze réwniez punkt o okresie 2 musi sie pojawi¢. A czy mozna znalezé
funkcje, ktéra ma punkt okresowy o okresie 7, ale nie ma punktu o okresie 57
Tym razem odpowiedz jest pozytywna, taka funkcja istnieje, ale jej zgadniecie
nie jest bynajmniej takie proste! (Przyktad mozna znalezé w ksiazce Roberta
Devaney’a An Introduction to Chaotic Dynamical Systems.)

Bedziemy rozwazaé nastepujace ogélniejsze zagadnienie. Niech k,l € N. Czy
jesli wiemy, ze funkcja ciggla ma punkt okresowy o okresie k, to czy wiemy cos
o punktach okresowych o okresie [7 Tak, i to zdumiewa!

W roku 1975 w USA Tien-Yien Li i James Yorke opublikowali prace pod
kultowym juz tytutem Okres trzy wywoluje chaos. Uproszczona wersja zawartego
w niej twierdzenia brzmi nastepujaco.

Twierdzenie 1. Niech f:J — J, gdzie J jest przedzialem domknietym.
Przypu$émy, ze f ma punkt okresowy o okresie 3 i orbicie a — b — ¢ — a dla
a<b<cluba>b>c Wbowczas dla kazdego k € N istnieje w J punkt okresowy
o okresie k.

Zatem z istnienia jednego punktu 3-okresowego dostajemy od razu nieskonczenie
wiele innych, cale multum punktéow, o dowolnych okresach. Na przyktad, jesli
znajdziemy taki punkt dla naszego W, to bedziemy wiedzie¢, ze ma punkty

o okresach i 100, i 2007, i dowolnych innych. Ale skad one sig, u licha, biora —

te miliony punktéw? Zrozumiemy to za pomoca A-grafu.

Definicja 2. Powiemy, ze przedzial I nakrywa J przy funkcji f, gdy f(I) 2 J.
Niech z bedzie punktem okresowym o okresie n > 11 orbicie {x1,x2,...,x,}
uporzadkowanej 1 < z3 < ... < x,. Oznaczmy przedzialy Iy, = [xg, zr41] dla
k=1,...,n— 1. Graf o wierzchotkach Iy, I, ..., I,_1 nazywamy A-grafem.
Krawedz I; — I, wystepuje w A-grafie, gdy przedzial I; nakrywa Ij.

Zobaczmy, jak zbudowaé A-graf dla W ip =1 (patrz rys. 1). Orbita p jest
dlugosci n = 5. Zatem A-graf ma 4 wierzchotki I, = [k, k+ 1), k=1,...,4.
Przedzial I nakrywa I, bowiem W(I1) = [4,5.8] D [4,5] = I4, a zatem w grafie
wystapi krawedz skierowana Iy — Iy. Przedzial I3 nakrywa m.in. sam siebie,
wiec w grafie wystapi réwniez petla Is — I5. Caly A-graf przedstawiony jest

na rysunku 2.
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Rys. 3. Cykl w A-grafie to ciag
nakladajacych si¢ przedzialéw.
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Rys. 4. Funkcja z twierdzenia Li—Yorke’a.

Rozwigzanie zadania M 1171.
Zauwazmy najpierw, ze z pewnego
punktu wychodza co najmniej 4 odcinki;
w przeciwnym razie wszystkich odcinkéw
3-6
2

bytoby co najwyzej 252 = 9, a jest ich 10.

Oznaczmy wigc dane punkty przez A, B,
C, D, E, F oraz przyjmijmy, ze punkt A

jest potaczony z punktami B, C, D, E.

7Z punktu F' wychodzi co najwyzej piec
odcinkéw, a zatem skoro wszystkich
odcinkéw jest 10, to pewne dwa punkty
sposréd B, C, D, E musza by¢ potaczone.
Punkty te wraz z punktem A daja zadany
trojkat.

Odpowiemy wreszcie na pytanie zawarte w tytule artykulu: punkty okresowe
o okresie k mozna generowac za pomoca cykli dltugoéci k w A-grafie. Postarajmy
sie zaagitowad, dlaczego tak jest.

Pomyslmy o cyklu J; — Jo — ... — Ji — J1. Nakrywanie sie
kolejnych przedzialéw jest jak zalewanie ,ciaglymi” falami
wody (patrz rys. 3). Mozna uwierzy¢, ze pewien, by¢ moze
malutki, przedzial kropel K C J; wpadnie kolejno do Ja,
nastepnie do J3, pod koniec do Jj i stanie si¢ z powrotem
Ji. Zatem f*(K) nakryje przedzial K — zostanie rozciagniety
i nalozony na siebie. Przypomnijmy nastepujaca wlasnosé
funkcji ciaglej: musi ona przyjmowaé wszystkie wartosci
posrednie miedzy wartosciami na konicach przedzialu (jest to
wlasnosé Darboux). Eureka! Gdy przedzial K rozciagniemy

i natozymy na siebie za pomoca f*, to przeksztalcenie

f* musi mie¢ punkt staly wewnatrz K. Ten punkt staty f* jest jednoczesnie
poszukiwanym punktem okresowym o okresie k dla f.

J1

Ju

Wiemy zatem, ze punkty okresowe mozna wyprodukowaé z jednego takiego
punktu, znajdujac cykle w jego A-grafie. Zastosujmy te technike, zeby dowies¢
twierdzenia 1.

Dowdd twierdzenia Li—Yorke’a. Zalézmy, ze zachodzi przypadek a < b < c.
W przypadku a > b > ¢ rozumowaliby$my analogicznie. Niech K = [a, ]
i L = [b,c]. Spéjrzmy na wykres funkcji f. Sa na nim punkty (a,b), (b, ¢) oraz
(c,a). Przedzial K nakrywa L, a przedzial L nakrywa zaréwno K, jak i sam
siebie (rys. 4). Zatem A-graf powinien mieé przynajmniej nastepujacy ksztalt:
K2 LoO.

Tworzymy cykl dlugosci k:

L, L,L,...,L, K,

—_———

k—1

ktéry generuje punkt okresowy o okresie k.

Chwytliwy tytul i rozpoczynajacy sie ,boom na chaos” sprawity, ze praca

Li i Yorke’a zyskalta duzy rozglos. Dopiero wéwczas odkryto wczedniejsze
prace ukrainskiego matematyka Aleksandra Szarkowskiego (ur. 1936 r.), ktére
zawieraly znacznie mocniejsze twierdzenia. Lecz Szarkowski opublikowal swoje
wyniki w roku 1964 w malo znanym czasopi$mie ukrainskim, i po ukrainsku,
dlatego tez nie zostaly one dostrzezone w $rodowisku matematycznym.

Szarkowski zdefiniowal pewien specyficzny porzadek, oznaczany <1, na liczbach
naturalnych N, w ktérym najmniejsza liczba jest 3, a najwigksza 1:

3 ) a7 <9 <

3:2 952 Q72 €992 «

3.22 9522 9722 9922 g ...
< 23 < 22 A a1

Twierdzenie Szarkowskiego opisuje wystepowanie punktéw okresowych za
pomocy tego porzadku.

Twierdzenie 3. Niech f:J — R bedzie funkcja ciagla. Jesli f ma punkt
okresowy o okresie k oraz k < [, to f ma punkt okresowy o okresie [.

Oryginalny dowdéd podany przez Szarkowskiego byl zawily i wielokrotnie

go pdzniej upraszczano. Dowdd mozna przeprowadzié za pomoca pojecia
A-grafu: szuka sie szczegdlnej orbity nieparzystej dtugosci, tzw. orbity Stefana,
ktéra rozmnozy punkty okresowe w sposéb analogiczny, jak w dowodzie
twierdzenia Li—Yorke’a. (Ten nietrudny dowdd twierdzenia Szarkowskiego
znajduje sie w Lecture Notes in Mathematics, tom 1513, str. 5-23, Springer
1992.) Zauwazmy réwniez, ze twierdzenie Li—Yorke’a jest trywialnym wnioskiem
z twierdzenia Szarkowskiego, méwiacym, ze 3 stoi na samym poczatku porzadku.
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Rozwigzanie zadania M 1172.

Kazda liczba zakoniczona w systemie
dziesigtnym cyframi ,,10” jest parzysta,
lecz niepodzielna przez 4. Wobec tego,
gdy rozpatrywany iloczyn konczy

si¢ cyframi ,,10”, dokladnie jeden

z czynnikéw (a + b), (b + ¢), (c+d),

(d 4+ a) rozpatrywanej liczby jest parzysty,
pozostale trzy sa nieparzyste. Jednak
wtedy liczba

(a4+b)+b+c)+(c+d)+(d+a) =
=2(a+b+c+d)

bytaby liczba nieparzysta. Uzyskali$my
sprzecznosé, ktoéra dowodzi, ze nie istnieja
liczby a, b, ¢, d spelniajace podane

w treéci zadania warunki.

Mozna sie zastanawiaé¢, jak mocne jest twierdzenie Szarkowskiego, tzn. czy
wystepuja, by¢ moze, jeszcze inne zaleznosci miedzy liczbami punktéw
okresowych? Okazuje sie, ze twierdzenie jest najlepsze mozliwe: dla kazdego n
mozna podaé przyktad funkcji, ktéora ma punkt okresowy o okresie n, a wiec ma
tez punkty o okresach m ,wigkszych” od n (n < m), ale nie ma zadnego punktu
o okresie m ,mniejszym” od n (m < n).

Inne ciekawe pytanie to: czy twierdzenie zachodzi w przypadku dwu- i wiecej-
wymiarowym? Tu odpowiedzZ jest negatywna. Kontrprzykladem jest obrét

na plaszczyznie o 120° wokol ustalonego punktu. Ma on jeden punkt staly,

a wszystkie pozostale punkty sa okresowe o okresie 3.

Jeszcze bardziej fascynujacym zdaje sie by¢ fakt, ze porzadek Szarkowskiego
pojawia sie w innych miejscach w matematyce i chcialoby sie nazwaé go
uniwersalnym, w takim sensie, jak uniwersalne sa liczby 7 lub e. Drzewo
Feigenbauma to temat na caly wyklad, jednak sprébujmy pokrétce powiedziec,
jak ono powstaje i gdzie w nim wida¢ porzadek Szarkowskiego.

Rozpatrzmy rodzing przeksztalcen logistycznych f,.(z) = rz(1 — x) dla x € [0, 1],
indeksowana wspélczynnikiem ,zgniecenia” paraboli r € [0, 4]. Wybieramy
punkt dziedziny z¢ i wielokrotnie aplikujemy f,, otrzymujac ciag punktéw

Ty = (o), czyli trajektorie punktu xo. Pytamy, co robi ,typowa” trajektoria
w nieskonczonosci, w zaleznosci od r? Naturalnie zatrudniamy komputer

do zobrazowania tej zaleznosci: dla ustalonego r zaznaczamy na wykresie punkty
typowej trajektorii. Wynik jest przedstawiony na rysunku 5.

Rys. 5. Drzewo Feigenbauma. Kolorowe pelne kropki to punkty
tworzace orbite rzedu 3, puste — orbite rzedu 5, czarne puste — orbite rzedu 6.

Dla r € [0, 3] kolejne iteracje punktéw zbiegaja zawsze do jednego

punktu stalego. Dla r = 3 nastepuje podwojenie okresu (to pierwsze
rozgalezienie drzewa), teraz typowa orbita w nieskonczonosci bedzie miata
okres 2. Dalej nastepuja kolejne podwojenia okreséw, az do pewnego momentu,
gdzie na wykresie robi si¢ bardzo czarno. Dzieja si¢ rzeczy dziwne, chaotyczne.

Przyjrzyjmy sie teraz niezakropkowanym fragmentom diagramu, tzw. okienkom,
patrzac od prawej do lewej. Najwigksze z okienek przeciete jest w trzech
miejscach, wiec mamy do czynienia z punktem okresowym o okresie 3. Dalej

na lewo wida¢ znacznie wezsze okienko przeciete w pieciu miejscach. Jesli

wzia¢ obraz duzej rozdzielczosci, zauwazymy okienka odpowiadajace okresom
nieparzystym: 3,5,7,9,.... Zobaczymy réwniez przeskok i dalsze okienka
przeciete w 3 - 2,5 -2, ... miejscach. Odpowiadaja one kolejnym partiom
porzadku Szarkowskiego. Ostatnig partie, potegi dwéjki, widzimy naturalnie
przy zjawisku podwajania okresu 1,2,22,.... W tym coé glebszego musi tkwi¢!

Bardzo ciekawe jest, ze dostaliSmy trudne i silne wyniki, nawet uniwersalne,
uzywajac prostych pojec i nie stosujac zadnych matematycznych fajerwerkdw.
Podstawowym powodem, dla ktorego twierdzenie Szarkowskiego zachodzi, jest
wlasnos¢é Darboux. Dzieki niej punkty rozmnazaja sie elegancko, wskakujac
na cykle.
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Rys. 1. Symulacja peku atmosferycznego
powstalego w wyniku uderzenia

w goérne warstwy atmosfery fotonu

o energii 100 GeV. Kazda linia
odpowiada torowi ruchu elektronu badz
pozytonu wykreowanego w kaskadzie
elektromagnetycznej.

© o

*Centrum Astronomiczne Mikolaja
Kopernika, Warszawa

Obserwatorium HESS Rafal MODERSKI*

Zycie na Ziemi zawdziecza swoje istnienie obecnoéci atmosfery. Stanowi ona nie
tylko mieszanine gazéw niezbedna w procesach oddychania czy fotosyntezy,

ale tez $wietnie chroni wszelkie organizmy przed wplywem niekorzystnych
czynnikéw pochodzacych z przestrzeni kosmicznej. Jednym z takich czynnikéw
jest promieniowanie kosmiczne. W ciagu sekundy kazdy metr kwadratowy
zewnetrznych warstw atmosfery jest bombardowany przez ponad tysiac

czastek tego promieniowania. Promieniowanie kosmiczne w 99,8% sklada

sie z czastek naladowanych, gltéwnie protonéw, ale wystepuja w nim takze
czastki alfa, a nawet niewielkie iloéci elektronéw czy jonéw zelaza. Ich energie
dochodza do 10%° eV — to ponad sto milionéw razy wiecej, niz bedzie w stanie
wytworzy¢ budowany obecnie w CERN potezny akcelerator LHC. Najwyrazniej
natura jest w stanie przyspieszaé czastki znacznie efektywniej, niz moze

tego dokona¢ czlowiek. Niestety, pochodzenie promieniowania kosmicznego
pozostaje nierozwiazana zagadka. Czastki majace tadunek elektryczny,
przemieszczajac sie w przestrzeni miedzygwiazdowej i miedzygalaktycznej,
ulegaja znacznym odchyleniom ze wzgledu na obecno$é¢ pola magnetycznego.
Uniemozliwia to zlokalizowanie obszaréw, z ktorych pochodza czastki, a tym
samym poznanie mechanizméw odpowiedzialnych za ich przyspieszanie. Wydaje
sie, ze promieniowanie kosmiczne ma dwie skladowe: jedng pochodzaca z naszej
Galaktyki oraz druga — pozagalaktyczna. Poszukiwanie zrédel promieniowania
kosmicznego stanowi obecnie jeden z gléwnych kierunkéw badan astrofizyki
wysokich energii.

Przypuszcza sie, ze procesom przyspieszania czastek powinna réwniez
towarzyszy¢ emisja promieniowania elektromagnetycznego o bardzo wysokiej
energii. Promieniowanie elektromagnetyczne nie ulega odchyleniu w polu
magnetycznym, moze wiec bezposrednio wskazywaé zrédlo promieniowania
kosmicznego. Niestety, préby obserwacji tak wysokoenergetycznego
promieniowania napotykaja ogromne trudnosci. Ziemska atmosfera jest
praktycznie nieprzezroczysta dla fotonéw o energiach powyzej 1 eV. Uczeni
probuja obejsé te niedogodnosé, umieszczajac detektory na pokladach

satelitow. Ta metoda doskonale sprawdza sie w przypadku obserwacji fotonéw
promieniowania rentgenowskiego, a nawet gamma do energii okoto 30 GeV.
Zwykle stosuje si¢ wtedy detektor wypelniony materiatem, w ktérym foton
gamma wytwarza pare skladajaca sie z elektronu i pozytonu. Pomiary energii tej
pary oraz jej ruchu umozliwiaja okreslenie energii fotonu i kierunku, z ktérego
przybyl. Niestety, w zakresie bardzo wysokich energii, powyzej 100 GeV, dociera
do Ziemi jedynie jeden foton na 1500 m? na godzine. Zaobserwowanie takiego
fotonu wymagaloby wyniesienia na orbite ogromnych detektoréw, co nie jest
mozliwe przy zastosowaniu wspolczesnych technologii.

Peki atmosferyczne

Okazuje sie, ze w przypadku promieniowania o bardzo matej dtugosci fali
mozemy do badania jego wlasnosci wykorzysta¢ mechanizm ochronny atmosfery.
Ot6z foton o bardzo wysokiej energii, docierajac do gérnych warstw atmosfery,
oddzialuje ze znajdujacymi si¢ tam czastkami, kreujac pare elektron-pozyton.
Sktadniki tej pary emituja promieniowanie hamowania, ktére réwniez kreuje
pary elektronowo-pozytonowe. Proces ten postepuje lawinowo i nosi nazwe
kaskady elektromagnetycznej. Jeden foton o energii 1 TeV jest w stanie
wytworzy¢ nawet sto tysiecy par ete™. Maksimum ich produkeji przypada

na wysokosci okoto 10 km nad powierzchnia Ziemi i zanika zupelnie kilka
kilometréw nizej. W wyniku dzialania kaskady nieomal cala energia pierwotnego
fotonu zostaje rozproszona w gérnych warstwach atmosfery. Rozwijajaca sie
kaskada nosi nazwe peku atmosferycznego (rys. 1). Jego ksztalt i rozmiary zaleza
od energii pierwotnego fotonu.

Promieniowanie Czerenkowa
Elektrony i pozytony w peku atmosferycznym maja bardzo wysokie energie.
Ich predkosé jest wieksza niz predkosé Swiatla w atmosferze.

4



Rozwigzanie zadania F 694.
Natezenie pradu wewnatrz kondensatora
wynosi

E = (£ —-1R)/d,

gdzie natezenie pradu I jest réwne
tadunkowi, przeniesionemu przez
elektrony padajace na oktadki,

w jednostce czasu. Na oktadki pada
ta czes¢ wigzki elektronow, ktéra jest
ograniczona elektronami padajacymi
na przeciwne konce oktadki.

Niech y bedzie odlegloscig w pionie
takiego elektronu od oktadki, a ¢t czasem
spadania. Zatem
at? eEl?
Yy=-—="—5-
2 2mug

Liczba elektronéw padajacych
w jednostce czasu na oktadke
kondensatora wynosi

I = eyxnyug.
Zatem
elanyl?
I = eyanyvg = —— (€ — IR)
2muvod
i stad
&

I= .
R + 2muod/(e2zny1?)
Jedli cata wigzka elektronéw spadnie
na oktadke, tzn. y = d, wtedy

I = enydzug.

Rys. 2. Dwa z czterech teleskopéw systemu HESS. Widoczne sa
wielosegmentowe lustra oraz znajdujace si¢ w ognisku zwierciadet
detektory. Gdy teleskop nie prowadzi obserwacji, detektory
chowane sa do malych schronéw widocznych w dole zdjecia.
Stojace w poblizu teleskopéw maszty to instalacja odgromowa.

Poruszajace si¢ tak czastki emituja promieniowanie Czerenkowa. Stanowi

ono odpowiednik fali uderzeniowej przy przekraczaniu predkosciach
naddzwiekowych. Promieniowanie Czerenkowa jest emitowane pod katem ¢
do kierunku ruchu czastki, okreslonym przez cos ¢ = ¢/(vn), gdzie ¢ to
predkosé¢ swiatla, v — predkosé czastki, a n — wspolezynnik zalamania $wiatta
w atmosferze. Poniewaz wigkszos¢ elektronéw i pozytonéw w peku porusza
sie¢ prawie réwnolegle, emitowane przez nie promieniowanie tworzy stozek

o rozwartosci okoto 1° i podstawie o promieniu okoto 120 m. Promieniowanie
Czerenkowa z peku atmosferycznego jest bardzo stabe. Na skutek pochlaniania
do powierzchni Ziemi dociera jedynie okolo stu fotondéw na metr kwadratowy.
Calo$¢ blysku trwa zaledwie kilka nanosekund.

Jedli w obrebie podstawy stozka promieniowania Czerenkowa umiescimy
dostatecznie czuly teleskop, mozemy zarejestrowaé te fotony (oktadka).
Efektywna powierzchnia zbierajaca takiego urzadzenia wynosi tyle, ile

podstawa stozka, czyli prawie 50 000 m?, co stanowi znaczaca réznice

w poréwnaniu z detektorami satelitarnymi, ktérych powierzchnie efektywne
rzadko przekraczaja 1 m2. Na podstawie obserwacji promieniowania Czerenkowa,
mozemy odtworzy¢ obraz peku, a co za tym idzie — okresli¢ energie i kierunek
przyjscia pierwotnego fotonu gamma.

Niestety, wpadajace do atmosfery protony i inne czastki promieniowania
kosmicznego rowniez powoduja powstawanie pekéw atmosferycznych. Ich liczba
jest znacznie wieksza niz liczba pekow pochodzacych od fotonéw gamma, a wiec
stanowia one gltéowne zrédlo zakldécen podczas obserwacji. Peki protonowe maja
jednak o wiele bardziej skomplikowana strukture od pekéw fotonowych. Skladaja
sie z wielu galezi, a emitowane przez nie promieniowanie Czerenkowa nie

tworzy jednolitego stozka, lecz rozdziela sie na wiele matych stozkow o réznych
kierunkach. Innym Zrédlem zaklécen sa miony, ktére praktycznie nie oddzialuja
w atmosferze, emituja jednak promieniowanie Czerenkowa, ale w bardzo waskim
obszarze.

Trudnosci zwiazane z wystepowaniem zaklécen spowodowanych pekami
atmosferycznymi innymi niz fotonowe mozna czesSciowo przezwyciezy¢, jesli

do obserwacji peku zastosuje sie wiecej niz jeden teleskop. Technika taka

nosi nazwe stereoskopii. Pozwala ona na lepsza rekonstrukcje ksztaltu peku

i oddzielenie pekéw protonowych i mionowych od fotonowych. Jej zastosowanie
polepsza réwniez znacznie zdolnos¢ rozdzielcza calego urzadzenia.

Obserwatorium HESS

Jednym z najlepszych obserwatoriéw wykorzystujacych opisana powyzej
technike jest zespol czterech teleskopéw o nazwie High Energy Stereoscopic
System (HESS), tj. Wysokoenergetyczny System Stereoskopowy (rys. 2).
Nazwa obserwatorium ma rowniez uhonorowaé
osobe Viktora Hessa, ktéry w roku 1912 po raz
pierwszy wysunat hipoteze istnienia promieniowania
kosmicznego, opierajac sie na obserwacjach
roztadowywania sie elektroskopu w czasie

lotu balonem na duzej wysoko$ci. Za swoje

odkrycie otrzymal Nagrode Nobla w roku 1936.
Obserwatorium HESS znajduje si¢ w Namibii i jest
kierowane przez miedzynarodowy zespél uczonych,
w sktad ktorego wchodza réwniez naukowcy z Polski.
Kazdy z teleskopéw systemu sklada sie ze sferycznego
zwierciadla o powierzchni 107 m?, zlozonego z 382
okragtych luster. Do rejestracji promieniowania
Czerenkowa stuzy detektor skladajacy sie z 960
fotopowielaczy (rys. 3) wyposazony w bardzo
szybka elektronike. Prébkowanie sygnaltu zachodzi
w odstepach 1 ns. Dzigki duzej powierzchni
zwierciadel urzadzenie ma prawie dwudziestokrotnie
lepsza czulosé niz urzadzenia poprzedniej generacji.
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Rys. 3. Detektor jednego z teleskopéw systemu HESS.
Widoczne sg tuby fotopowielaczy.

.1

Rozwigzanie zadania F 693.
Elektrony zblizaja si¢ do preta
symetrycznie wzgledem punktu A,
zatem natezenie pradu /4 = 0. Wraz
z odlegloscig od punktu A liniowo rosnie
natezenie pradu i w odleglosci [ wynosi
l
I = —,

2L
gdzie L = AB.
Z prawa Ohma mamy, ze

Uap = I R/2,

Iee = (Ia+1Ip)/2=1/4.
Zatem Uap = IR/8.

Uzycie czterech teleskopéw pozwala

na zastosowanie stereoskopii, a zatem uzyskanie
dobrej zdolnosci rozdzielczej, ktéra w tym
przypadku wynosi okolo 3’. Nie jest to

wielko$é¢ oszalamiajaca, jesli poréwnacé ja np.

ze zdolnoscig rozdzielcza kosmicznego teleskopu
Hubble’a, ktéra jest ponad 50 tys. razy lepsza,
ale w zakresie wysokich energii jest to i tak
osiagniecie bardzo znaczace. Dla poréwnania
katowa zdolno$¢ rozdzielcza ludzkiego oka
wynosi okolo 1’ 1 pozwala zauwazy¢ reflektory
samochodu jako dwa oddzielne punkty

z odleglosci ponad 5 km. Obserwatorium HESS
dziala w pelnej konfiguracji od 2004 roku i przy
jego uzyciu dokonano juz wielu znaczacych
odkry¢ i obserwacji.

RX J1713.7-3946

Réwnolegle z pracami obserwatoréw nie ustaja wysilki teoretykéw probujacych
wyjasni¢ pochodzenie promieniowania kosmicznego. Jednymi z najbardziej
obiecujacych kandydatow na galaktyczne zrédla tego promieniowania sa
wybuchy supernowych. Okazuje sie, ze zsumowana energia wszystkich wybuchdw
supernowych wystarczy do wyjasnienia obserwowanego strumienia galaktycznej
sktadowej promieniowania kosmicznego. Dodatkowo, materia wyrzucona podczas
wybuchu z gwiazdy, zderzajac sie z oSrodkiem miedzygwiazdowym, powoduje
powstanie fali uderzeniowej, w ktorej czastki moga by¢ przyspieszane do bardzo
wysokich energii. Nie dziwi wiec fakt, ze jednym z pierwszych obiektow,

jakie poddano badaniom przy uzyciu zespotu teleskopow HESS, byly wlasnie
pozostalosci po wybuchach masywnych gwiazd. Najciekawszym obiektem tej
klasy okazal sie RX J1713.7-3946 — mloda pozostalo$é po wybuchu supernowej
obserwowanej w roku 393. Obiekt ten znajduje si¢ w odleglosci okoto 1 kpc

w gwiazdozbiorze Skorpiona, w sasiedztwie duzego obtoku molekularnego,

co stwarza bardzo dogodne warunki do przyspieszania czastek. Obserwacje
przeprowadzone przez obserwatorium HESS okazaly sie niebywalym sukcesem.
Nie tylko bez trudu wykryto obiekt w zakresie energii powyzej 300 GeV,

ale jego promieniowanie okazalo sie na tyle silne, ze w polaczeniu ze $wietna
czuloscia i zdolnoscig rozdzielcza teleskopow udalo sie stworzy¢ mape obiektu
w promieniach gamma. Jest to pierwszy taki obraz w tym zakresie energii
(okladka). Pokazuje wyraZnie silnie niejednorodna strukture pozostatosci po
wybuchu supernowej i miejsca oddzialywania wyrzuconej materii z obtokiem
molekularnym. Promieniowanie gamma w tych miejscach jest najsilniejsze, co
wydaje si¢ potwierdzaé hipoteze fali uderzeniowej jako obszaru przyspieszania
czastek. Niestety, teoretyczna interpretacja obserwacji nie daje jednoznacznego
rozstrzygniecia, czy zrédlem promieniowania gamma sg relatywistyczne protony,
czy moze jedynie elektrony oddzialujace z promieniowaniem w odwrotnym
procesie Comptona. Dokladne badania widma wydaja sie sktania¢ ku pierwszej
hipotezie. Jedli okaze sie prawdziwa, po raz pierwszy uzyskamy bezposredni
obraz zrédla promieniowania kosmicznego.

Obserwatorium HESS pracuje pelna para. Oprdcz pozostatoéci po wybuchach
supernowych obserwuje réwniez pulsary, pleriony, mikrokwazary, a takze
aktywne jadra galaktyk.

Pleriony to mglawice powstale w wyniku oddzialywania wiatru pulsara z otaczajacym go osrodkiem
migdzygwiazdowym.

Mikrokwazary to uktady podwdjne gwiazd, w ktérych jeden ze skltadnikéw stanowi gwiazda

neutronowa badz czarna dziura, charakteryzujace si¢ obecnoscia dzetéw radiowych.

Oproécz znanych obiektéw odkrywa rowniez dotad nieznane Zrodla
promieniowania gamma. Jesli kiedy$ uda si¢ definitywnie rozwiazac¢ zagadke
promieniowania kosmicznego, niewatpliwie obserwatorium HESS w znacznym
stopniu sie do tego przyczyni.
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W kazdym wierzchotku narysowanych
nizej parkietéw spotykaja si¢ trzy
tréjkaty i dwa kwadraty, sa to wiec
parkiety jednorodne:

parkiet (3,3,3,4,4) — regularny,

parkiet (3,4,3,4,3) — regularny,

\
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i
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parkiet nieregularny, choé¢ wida¢ w nim
wyrazny rytm. Czy mozna z wielokatéw
foremnych zbudowaé parkiet, w ktérym
nie ma zadnego rytmu?

Rachunek to za malo

Parkiet to szczelne pokrycie plaszczyzny niezachodzacymi na siebie wielokatami.
Tu bedzie mowa tylko o parkietach, ktére skladaja sie z wielokatow foremnych
stykajacych sie calymi bokami. Taki parkiet nazywamy jednorodnym, gdy

w kazdym wierzcholku spotykaja sie te same wielokaty i w tej samej liczbie (np.
trzy trojkaty i dwa kwadraty). Parkiet jednorodny nazywamy regularnym, gdy
(cykliczny) porzadek tych wielokatéw jest stale taki sam (np. stale (3,3,3,4,4)
albo stale (3,4,3,4,3)). Powstaje pytanie, jaka jest liczba mozliwych parkietéw
regularnych.

Kat k-kata foremnego to k—f -180°. Gdy w wierzchotku stykaja sie trzy

wielokaty, majace odpowiednio ki, ko, k3 boki, to musi by¢ spelniony warunek

=2 ggpe 4 22 ggpe 4 Pe 2
ky 2 3
11 1 1 1 1 S S N
zatem 5—]{—1—1—5—]{—24—5—]{—3—1, czyli k—1+k—2+k—3_§.
Sprawny Czytelnik bez trudu uogdlni ten wynik na przypadek, gdy
w wierzcholku styka sie m wielokatéw — bedzie to
1 1 1 m 1
k1+k2+"'+km72 .
To sg réwnania na k;, przy czym interesuja nas tylko rozwigzania w liczbach
catkowitych wiekszych od 2. Od razu widaé, ze przesadziliSmy z tym
uogolnianiem: lewa strona kazdego z tych réwnan nie przekracza 7,
rozwigzania moga by¢ tylko dla m speliajacych warunek
m_m
372 7
Z nieskonczonej liczby réwnan zostaly wiec tylko cztery: dla m réwnego 3,4,5
lub 6. Zacznijmy je rozwiazywaé. Na poczatek wezmy m = 3 oraz dla ustalenia
uwagi przyjmijmy, ze k1 < ko < k3. Rozpocznijmy od przypadku, gdy k1 = 3.
Wtedy bedziemy mieli
1 1 1 1 1 1 1 6ko
37 Tk 2  h ks 6 T ho6
Ostatni warunek bierze si¢ stad, ze k3 musi by¢ liczba catkowita. Sprawny
Czytelnik bez trudu stwierdzi, ze odpowiednie wartosci ko to 7, 8,9, 101 12, bo
dla wiekszych wartosci, spelniajacych ostatni warunek (jakie to liczby?), bedzie
ko > k3. Stad mamy pie¢ kandydatur na regularny parkiet: (3,7,42), (3,8,24),
(3,9,18), (3,10,15) i (3,12,12). Kandydatur, bo Dociekliwy Czytelnik, kolega
Sprawnego, stwierdzi — prébujac te parkietaze narysowacé — ze istnieje tylko jeden
z nich: ten ostatni.

- 180° = 360°,

a wiec

czyli m <6.

= (ks — 6)|6ks.

Kolejny przypadek, k1 = 4 daje
1 1 1 1 1 11 4k
R M A e N
skad otrzymamy trzy rozwiazania (4,5,20), (4,6,12) i (4,8,8) — tu jest lepiej: tylko
pierwszemu rozwiazaniu nie odpowiada parkiet. Dla k; = 51 k; = 6 otrzymamy
odpowiednio
10k 3ko
3k — 10 ko —3
co daje rozwiazanie (5,5,10), ktéremu nie odpowiada parkiet, i (6,6,6)
z oczywistym parkietem.

= (kQ — 4)|4k2,

ks

= (3k2 — 10)|10]€2 oraz ks = = (1{32 — 3)|3k2,

Analogiczne rozwazania mozna przeprowadzi¢ dla m = 4,5, 6, znéw uzyskujac
wiecej rozwiazan, niz bedzie odpowiadajacych im parkietéw regularnych: dla

m = 4 istnieja trzy parkiety (zapisze je zgodnie z porzadkiem wielokatéw przy
wierzchotku): (4,4,4,4), (3,6,3,6), (3,4,6,4); dla m = 5 trzy: (3,3,3,3,6), (3,3,3,4,4)
i odpowiadajacy temu samemu rozwiazaniu (3,4,3,4,3); dla m = 6 tylko jedno:
(3,3,3,3,3,3), zreszta rozwiazanie tez jest tylko jedno.

Czy to znaczy, ze nie mozna rachunkiem uzyskaé¢ tego samego, co rysunkiem?
M. K.



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

REKORD SWIATA PRZEDSTAWIA JEGO AUTOR
24-wyrazowy postep arytmetyczny liczb pierwszych

W kwietniu 2004 roku Ben Green i Terence Tao
udowodnili, ze istnieja dowolnie dtugie postepy
arytmetyczne ztozone z liczb pierwszych. W owym
czasie najdtuzszy znany postep arytmetyczny liczb
pierwszych mial 22 wyrazy (rekord ten zostal
ustanowiony w roku 1993).

Dowdéd twierdzenia Greena-Tao jest niekonstruktywny,
tzn. w zaden spos6b nie pomaga w znalezieniu
konkretnych przyktadow.

W lipcu 2004 roku Markus Frind, Paul Jobling
i Paul Underwood znalezli postep arytmetyczny liczb
pierwszych majacy 23 wyrazy.

Majac do dyspozycji 75 komputeréw (w tym 30
komputerow 64-bitowych, okoto 10-krotnie szybciej
wykonujacych méj program niz komputery 32-bitowe)
w pracowniach studenckich Instytutu Matematycznego
Uniwersytetu Wroctawskiego, 11 stycznia 2007 r.
rozpoczatem poszukiwanie 24-wyrazowego postepu
arytmetycznego liczb pierwszych. Z moich oszacowan
*

Prébkowanie grawitacji

W kwietniu 2004 roku rakieta amerykanskiej agencji
kosmicznej NASA wyniosta na orbite biegunowa

o wysokoéci okoto 650 km satelite ,,Gravity Proble B”.
Celem jego misji byla doswiadczalna weryfikacja ogdlnej
teorii wzglednosci (OTW), obecnie najlepszej znanej
teorii grawitacji, oraz przetestowanie jej wobec kilku
konkurencyjnych teorii grawitacji. Satelita GR-B mial
za zadanie sprawdzi¢ dwa przewidywania OTW: tzw.
efekt geodezyjny i efekt Lense-Thirringa.

Obydwa badane efekty nie wystepuja w teorii grawitacji
Newtona. Bez wchodzenia w matematyczne szczegdly
mozna powiedzieé, ze oba polegaja na zmianie kierunku
wirowania zyroskopu podczas swobodnego obiegania
Ziemi po orbicie.

7 podstawowego kursu fizyki wiemy, ze zyroskop to
urzadzenie, ktére zachowuje rownolegla os obrotu
pomimo proéb jej zmiany. Wydaje sie wiec, ze kiedy
satelita obiega Ziemie, swobodnie wirujace zyroskopy
powinny pokazywacé stale ten sam kierunek. Okazuje
sie jednak, ze przy kazdym obiegu ich oS obrotu bedzie
ulega¢ niewielkim zmianom.

Efekt geodezyjny jest silniejszy i wystepuje dla
kazdego cigzkiego ciala. O§ wirowania zyroskopu
orbitujacego wokot tego ciala doznaje powolnego
skrecenia w plaszczyznie jego orbity. Jest to zwiazane
z zakrzywieniem geometrii wokot tego ciala.

Efekt Lense-Thirringa jest subtelniejszy i duzo stabszy.
Spowodowany jest ruchem obrotowym Ziemi: wedlug
OTW pole grawitacyjne jakiego$ ciala zalezy nie tylko
od masy, ale i od ci$nien oraz przeplywéw materii

8

wynikalo, ze szansa znalezienia takiego ciagu po kilku
miesiacach poszukiwan jest na tyle duza, ze warto
sprobowac.

Jakiez bylo moje zaskoczenie, gdy juz po tygodniu
(18 stycznia) pojawil sie upragniony przyktad:
an, = 468395662504823 4+ 205619 - 23# - n
dlan=0,1,2,...,23, gdzie
23#=2-3-5-7-11-13-17-19 - 23 = 223092870.
Najwigkszy wyraz postepu ass = 1523454717745013 ma
16 cyfr.

Jak dotad, jest to jedyny znany 24-wyrazowy postep
arytmetyczny zlozony z liczb pierwszych.

Zainteresowanych $ledzeniem rezultatow zwigzanych

z postepami arytmetycznymi liczb pierwszych odsytam
na strone
http://hjem.get2net.dk/jka/math/aprecords.htm

Jarostaw WROBLEWSKI

*

wewnatrz tego ciata. W zwiazku z tym obracajaca sie
Ziemia, w ktorej materia wiruje jako calos¢, wytwarza
nieco inne pole grawitacyjne, niz wytwarzalaby Ziemia
spoczywajaca. Ta niewielka réznica powoduje m.in.
skrecenie osi obrotu zyroskopu w kierunku obrotu Ziemi.
7 uwagi na analogie z dzialaniem pola magnetycznego,
wytwarzanego przez poruszajace sie ladunki, zjawisko
nazywa sie tez efektem grawimagnetycznym.

Zauwazmy, ze dla satelity na orbicie biegunowej
kierunki skrecen pochodzacych od obu efektéw sa
prostopadle, w zwiazku z tym latwo je rozréznié. Oba
sa niezwyKkle stabe: efekt geodezyjny to 6,6 sekund

na rok, efekt grawimagnetyczny to 0,041 sekundy

na rok. Aby uzyskaé¢ pozadang wysoka dokladnosé
pomiaru, cztery zyroskopy na pokladzie GR-B izolowane
byty dokladnie od wplywéw otoczenia, utrzymywane
byty w temperaturze okolo 2 K, a oS ich obrotu byta
odczytywana poprzez badanie pola magnetycznego
wytwarzanego przez ich nadprzewodzaca powloke.
Satelita wyposazony jest tez w teleskop nakierowany
stale na gwiazde IM Pegasi w celu dostarczenia uktadu
odniesienia.

Etap zbierania danych zakonczyt sie¢ w lutym 2006 roku.
Na kwietniowym zjezdzie Amerykanskiego Towarzystwa
Fizycznego ogloszono pierwsze, jeszcze niepelne

wyniki. Zaobserwowano efekt geodezyjny zgodny

z przewidywaniami z dokladno$cia 1%, za$ efekt
Lense-Thirringa jest na razie mniejszy od wartosci bledu
systematycznego. To powinno jednak zmieni¢ sie wraz

z dokladniejsza analiza danych. Pelne wyniki obiecano
za okolo 8 miesigcy.

Mikolaj KORZYNSKI



O pewnych réwnosciach sum algebraicznych

FLatwo sprawdzi¢, ze iloczyn dwéch sum dwoch
szescianéw mozna na dwa sposoby wyrazié¢ jako sume
czterech szescianéw, bowiem

(a® +b3)(c® + d®) = (ac)® + (ad)® + (be)? + (bd)? =

= (ac + bd — ad)?® + (ac + bd — bec)® + (ad + bc — ac)® +
+(ad + be — bd)3.

Analogiczna zalezno$¢ zachodzi dla pierwszej potegi.

A oto przyklady:
9(r3 4+ 83) = 2373 42353 + 13 + 53 =
= (2r —s)3 +2(r +s)® + (2s — r)3, por. [1];

(3 + 53)2 = (r2)3 + 2353 + (%)% =

7Z tych przykladow widzimy, ze przedstawiony

na wstepie wzér jest uogélnieniem pewnych wzoréw
wystepujacych w literaturze. Zmieniajac w nim znaki,
uzyskujemy

(@™ =b") (" —d™) = a"c” — ad" — V" + bd" =

= (ac + bd + ad)™ + (ac + bd + be)™ — (ad 4 be + ac)™ —
—(ad + bc+ bd)", stuszny dlan =1,2,3.

Wzor ten, napisany w postaci

(ac)™ + (bd)™ + (ad 4+ be + ac)™ + (ad + be 4+ bd)™ =
= (ad)™ + (bc)™ + (ac + bd + ad)™ + (ac + bd + be)™
pokazuje, ze uktad réwnan

= (2rs —r?)3 +2(r? —rs + 523 + (2rs — s%)%;

T(r3+53) = (23 = 13)(r3 + 83) = 2393 42353 — 3 — 3 =
= (2r —3s)3 + (3r —s)3 +

a® =% = (a® +b%)(a® — b%) =

o +ah +ah ol =y +ys +ys +yfdan=1,2,3
ma nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach
(3s — 1)%; naturalnych z;, y; (i =1,2,3,4).

Aleksander GORSKI

= (a®+ ab—b*) + (a® — ab — b*)3 — a® + b8

skad 2(a® — b%) = (a® + ab — b?)3 +

por. [2];

7-91=(23-13)(43+3%) =8 +63-4%-3% =

=-1°4+9%-6%+5°

Literatura:
(a® — ab — b?)3,
[1] A. Makowski, Sur quelques problémes concernant les sommes de
quatre cubes, Acta Arithmetica V.2 (1959) pp. 121-123.

[2] A. Makowski, A cubic identity and its consequences, Demonstratio
Mathematica XVI (1983), pp. 537-539.
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Redaguje Waldemar POMPE

Ponizsze zadania pochodza z 2 etapu II Olimpiady Matematycznej
Gimnazjalistow.

1171. W przestrzeni danych jest 6 punktéw, z ktérych zadne cztery nie
leza na jednej plaszczyznie. Laczac niektére z tych punktéw, narysowano

10 odcinkéw. Wykazaé, ze w ten sposéb uzyskano co najmniej jeden trojkat.
Rozwiazanie na str. 2

1172. Rozstrzygnaé, czy istnieja takie dodatnie liczby S
calkowite a, b, ¢, d, ze liczba (a + b)(b+ ¢)(c + d)(d + a)

jest w systemie dziesigtnym zakoniczona cyframi ,,10”.

Rozwiazanie na str. 3

1173. Tréjkat ABC' jest podstawa ostrostupa ABCS (rys.),

w ktorym <X ASB = < BSC = <CSA = 20°. Wykazaé, ze

obwdd tréjkata ABC' jest nie mniejszy od dhugosci kazdej c
z krawedzi AS, BSiCS A

Rozwigzanie na str. 16

B
Redaguje Ewa CZUCHRY

F 693. Jednorodny strumien elektronéw pada na jednorodny pret

o oporze R uziemiony na obu koncach. Znalez¢ réznice potencjaléw miedzy
srodkiem preta A a jego koficem B (rys. 1). Natezenie pradu w przewodzie
uziemiajacym DF wynosi I.

Rozwiazanie na str. 6

F 694. Jednorodna wiazka elektronéw z predkoscia vy wpada miedzy oktadki
kondensatora plaskiego tak, ze wypelnia ona calg przestrzen miedzy okladkami
(rys. 2). Kondensator podlaczony jest za posrednictwem opornika R do zrédla
sity elektromotorycznej £. Znalez¢ natezenie pradu plynacego przez ten opornik.
Strumien elektronéw w jednostce objetosci réwny jest ny .

Rozwiazanie na str. 5

9
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Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Maia delld

Jak daleko jest od kota do kwadratu?

Chodzi nam tutaj nie o odlegtodci punktéw tych figur, lecz o zmierzenie
w jaki§ sposéb, jak bardzo te figury sie réznia. W tym celu najpierw
sprébujmy okreslié odlegtosé miedzy konkretnymi figurami. Nasuwajacym
sie sposobem jest stwierdzenie, ze odlegtosé dwdch figur to najmniejsza
z odlegloéci punktu jednej figury od punktu drugiej. Taki sposéb
mierzenia ma jednak mato cech, jakie wigzemy ze zwykla odlegtoscia.

W szczegdélnosci nie jest prawda, ze tak mierzona odlegto$é¢ daje wynik 0
tylko wtedy, gdy figury pokrywaja sie. Nie jest tez spelniona tzw.
nieréwnosé tréjkata, czyli ze suma odleglosci A od B i B od C nie moze
by¢ mniejsza od odlegtosci A od C' — kazdy tatwo poda taki przyktad —
dla leniwych: rysunek 1.

W jednym ze sposob6éw wprowadzenia porzadnego pojecia odlegtosci
figur postugujemy sie pojeciem otoczki. Otoczka o szerokoéci a jakiej$
figury to zbiér wszystkich punktow, ktére sg odlegle od jakiegos punktu
tej figury nie wiecej niz o a. Na rysunku 2 mamy narysowana otoczke
czworokata — punkty, o ktére otoczka jest wicksza od tego czworokata, sa
zacieniowane: jest to suma czterech prostokatow i czterech fragmentéw
kota, ktére skladaja sie na jedno kolo (oczywiscie o promieniu a). Zreszta
dla dowolnego n-kata wypuklego jego otoczka, poza punktami tego
wielokata, zawiera n prostokatéow i n fragmentéw kota sktadajacych

sie na jedno cale koto. Dla wielokatéw niewypuktych i innych figur
dodatkowe punkty otoczki trzeba opisywaé juz w bardziej skomplikowany
sposob, choé narysowaé je latwo (rys. 3).

Za pomoca otoczki odleglosé figur okresla sie bardzo prosto. Najpierw
znajdujemy najmniejsza szerokosé otoczki figury A, ktéra zawiera figure
B — oznaczmy ja r 4. Potem znajdujemy najmniejsza szerokos¢ otoczki
figury B, ktéra zawiera figure A — oznaczmy ja rp. Odleglosé figur A

i B to wigksza z tych liczb. Jezeli érednica kota A i bok kwadratu B

na rysunku 4 sg réwne 2, to — jak tatwo obliczy¢ — 74 jest réwne v10 — 1
(dlaczego?), podczas gdy rp to 2. Odleglo$¢ A i B jest zatem réwna

V10 — 1.

Rys. 4
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Wypada powiedzie¢ (na marginesie, by
nie przeraza¢ Czytelnika), ze ten sposéb
mierzenia odlegltosci migdzy figurami
(dodajmy: ograniczonymi i domknigtymi)
nazywa sie¢ metrykqa Hausdorffa.

£ 0
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S
e

D
N\~ __~ 7

~_

Ten sposéb mierzenia odleglosci figur spelnia warunki wymagane

na to, by by¢ pelnoprawna odlegtoécia. Odleglosé jest w sposdb
oczywisty réwna 0 wtedy i tylko wtedy, gdy mierzymy odlegtosé figury
od niej samej. Symetria tez wynika z definicji. Troche trudniej jest
sprawdzi¢, ze spelniona jest nieréwnosé trdojkata, ale Cierpliwy Czytelnik
we wspolpracy z Sumiennym z pewnoscia sobie z tym poradzi.

Pamietajmy jednak, ze ten sposéb mierzenia odlegtosci jest dla nas tylko
srodkiem do celu, jakim ma by¢ nie okreslenie, jak daleko jest konkretne
koto A od konkretnego kwadratu B, lecz jak ,w ogdle” koto jest odlegte
od kwadratu.

Co to znaczy ,w ogdle”? Co chcielibySmy przez to rozumieé¢? Wydaje

sie, ze warto poszukaé jakiej$ miary, jak dalece koto nie jest kwadratem.
Sprobujmy zatem zobaczy¢, jak dalece koto moze sie do kwadratu zblizyé
(w sensie zaproponowanej odleglosci). Mozemy przy tym kolo dowolnie
przemieszczaé, powiekszaé i zmniejszaé, starajac sig, by odleglos¢ miedzy
nim a kwadratem uczyni¢ najmniejsza.

Koto opisane na kwadracie o boku 2p jest odleglte od niego o p(v2 — 1)
(tyle réwna sie rp, natomiast 74 = 0 — rys. 5). Kolo wpisane w ten
kwadrat jest od niego odlegle tez o p(v/2 — 1) (tyle wynosi 74, natomiast
tym razem rp = 0 — rys. 6), ale kazdy wpadnie na pomysl, ze mozna
te odlegtos¢ zmniejszy¢, powodujac, by — méwiac potocznie — kwadrat
wystawal z kola tyle samo, co kolo z kwadratu (rys. 7). Promien r
takiego okregu spelnia warunek pv2 —r = r — p, zatem r = p@. Wobec
tego

TA :p\/i—p@, B :p@ -p, czyli ra=rp :P@-
Uzyskaliémy wynik dwukrotnie mniejszy niz poprzednio i chyba
nie trzeba specjalnie przekonywaé, ze to jest wynik najlepszy (czyli
najmniejszy). OdpowiedZ na tytulowe pytanie brzmi zatem:
odleglosé kola od kwadratu jest réwna % boku kwadratu.

Ale idZzmy dalej. W podobny sposéb stwierdzimy (rys. 8), ze

odleglosé kola od trojkgta rownobocznego jest rowna § boku trojkgta,

Moze nawet przyjdzie nam do glowy, zeby to poréwnaé — w tym celu
nalezy to w obu przypadkach przeliczy¢ na promien okregu.
Otrzymamy wtedy (prosze¢ samemu sprébowac), ze

odlegtosé kola od kwadratu jest réwna 3 — 2v/2 promienia kola,

a od trjkqta réwnobocznego réwna 3 promienia kola,

zatem, zgodnie z intuicja, kwadrat jest blizej kota niz tréojkat
rownoboczny.

Gdy jednak sprébujemy obliczaé¢ odleglosé kwadratu od tréjkata
réwnobocznego, zobaczymy, ze sprawa, ktora juz wydawala sie tatwa,
taka jednak nie jest. Bo zapewne optymalne wzajemne polozenie
kwadratu i tréjkata rownobocznego to takie, w ktérym ich érodki sie
pokrywaja, ale jak trojkat powinien by¢ obrécony? Ten konkretny
problem zapewne uda sie Czytelnikom rozwiazac.

A co z innymi figurami? Gdy beda trudnosci, zrazaé si¢ nie nalezy.
Bowiem prawda jest taka, ze rozstrzygniecie, jak badaé opisana tu
odlegtos¢ dowolnych dwu figur, jest jeszcze — jak wszyscy sadza — daleko
przed nami, a istniejace przyblizone algorytmy pozostawiaja wiele

do zyczenia.
Malqg Delte opracowat Marek KORDOS
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Ciggi Somosa
Lev KURLYANDCHIK *

W tym artykule zajmiemy si¢ ciagami, ktore rozwazal Michael Somos, badajac
pewne krzywe eliptyczne.

Przyktad 1. Niech bedzie dany ciag (a,) okreslony wzorami: a3 = ag = ag =1

oraz

an+3 =

Ap4-20n41 +1
an

dla n>1.

Udowodni¢, ze kazdy wyraz tego ciagu jest liczbg naturalna.

Rozwiazanie. Udowodnimy najpierw, ze v, =

On 1 Gnt2 jest liczba naturalng dla

An+1

kazdej liczby naturalnej n.

Po pierwsze mamy a4 = 2, 1 = al;r—z‘“' = 2 oraz
o = %249 — 3 Dla n > 3 zachodzi

as

Antian+1
an + An42 an + An—1
")/n = = =
An+41 An+41
_anan—l + ApQn+1 +1 _ Ap4+10n—2 + GpQn+41 _
Ap—10n+1 Ap+4+10n—-1
Gp—2 + Qn,
= = Tn-2-
an—1
Dlatego vor =72 =3, 7Yopt+1 = 71 = 2. Zatem
Q2k+2 + a2 3 2k+3 + Qok+1 9
- ) - — )
a2k+1 A2k+2

czyli asy2 = 3asx+1 — G2k 1 A2x43 = 2a2k42 — A2k41, CO
konczy dowdd dla ciagu a,.

Przyktad 2. Niech (a,) bedzie ciagiem spelniajacym
warunki: a1 = as = ag = a4 = 1 oraz

2
Ont30n41 + 0y g0 s q
>l

Apt4q4 = a
n

Udowodnié, ze kazdy wyraz ciagu (a,) jest liczba
naturalna.
Rozwiazanie. Obliczamy: a5 =2, ag =3, a7y =7
iag = 23. Mamy
NWD(am, am—1) = NWD(tm, am—2) =1
dla 3 <m <8.
Zalézmy, ze n > 8 i wszystkie liczby ay, aq, ..., a, sa
catkowite oraz dla 3 < m < n zachodza réwnosci:
NWD(am, am-1) = NWD(a,, am—2) = 1.

Udowodnimy, ze liczba a1 jest réwniez catkowita oraz
zachodza réwnosci:

NWD(ap+1,an) = NWD(ant1,an-1) = 1.
7 réwnosci
2
Op—30n—7 = Qp—40n—6 1+ G;,_5
wynika, ze
2 _
(1) Op—40n—¢ +a,_s =0 (mod a,_3),
a z réwnoéci
2
On—20p—6 = Qp—30an—5 + Ay _4,
ze

(2) Un—20n_¢ =a>_, (mod a,_3).

* Uniwersytet Mikotaja Kopernika, Torun
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Nastepnie z T6Wnosci ap,—1ay—5 = Gp_2an—4 + a2 _4
otrzymujemy
(3) Up—10p—5 = Gp—20n—yg (mod ap_3).
Wreszcie z rOWNosci apay_4 = Qp_1Gn_3 + ai_g mamy
(4) UnGn_g = a2 _5 (mod a,_3).
Korzystajac teraz z réwnosci (1)—(4), otrzymujemy
dpy_5an—a(anan_o +ay_1) =

= ai_5an72(anan74) + (anflan75)2anf4 =

= al_5an—20s_o + (An—20n_4) an_4 =
= 555y + 5 _pUn—aa;_4 =
—5‘1?1—2 =+ ai—zan74(an72an76) =
_o(ad 5+ an—san ) =
0=0
Tak wigc liczba a2 _ga,—4(anan—2 + a?_;) jest podzielna
przez a,_s. Poniewaz

NWD(an_g, an_4) = NWD(an_g, an_5) = 1,

wigc liczba anan—2 + a?_, jest podzielna przez a, s,
a wobec tego liczba

=a

= a

W ISWw SN S

a (mod ay,—3)

n—2"

ApQp—2 + afl_l
pyl = ———————
Gp—3

jest caltkowita.
Pozostaje do wykazania, ze

NWD(an+1, an) = NWD(an+1, an_l) =1.
Zalézmy, ze NWD(ay41,ay,) > 1.
Niech p bedzie taka liczba pierwsza, ze plan4+1 oraz pla,.
Z réwnosci

n+10n—3 = AnlGn—2 + 0,72171
wynika, ze p|a,—_1. Przeczy to jednak warunkowi
NWD(ay, an—1) = 1.

Przypu$émy teraz, ze NWD(an41,a,-1) > 1. Niech
p bedzie taka liczba pierwsza, ze pla,1 oraz pla,—_1.
7 réwnosci
An+10n—3 = AnlGn—2 + 0’721—1
wynika, ze albo pla,, albo p|a,—2. Przeczy to jednak
warunkowi
NWD(an, an-1) = NWD(ap—1,an-2) = 1.

Teza wynika zatem z indukcji.



Przyktad 3. Ciag (a,) jest okre$lony wzorami:
a1:a2:a3:a4:a5:10raz
Apn+4+4Qn+1 + Ap420n43

Ap+5 = (TL > 1)
an

Udowodnié, ze kazdy wyraz ciagu (a,) jest liczba
naturalna.
Rozwiazanie. Obliczamy: ag = 2, a7y =3, ag =5
ag = 111 a9 = 37. Zauwazmy, ze dla 4 <n < 10
zachodza réwnosci:
NWD(an, an—1) = NWD(ay, an—2) =
= NWD(ay,, an—3) = 1.

Za pomoca indukcji udowodnimy, ze:
1) kazdy wyraz ciagu (a,) jest liczba naturalna;
2) dla kazdej liczby naturalnej m > 4 zachodza réwnosci:
NWD(am, am—1) = NWD(am,, am—2) =
= NWD(apm, am-3) = 1.

Niech n > 10 oraz niech wszystkie liczby a1, asz, ..., an
beda calkowite i spelniaja warunek 2). Udowodnimy,
ze liczba a,41 jest réwniez calkowita oraz spetnia
warunek 2).
7 ré6wWnosci G,y 5 = Gn_105n_4 + Gn_20,_3 Wynika, ze
(5) UnQn—5 = Up—2an—3 (mod an_4).
7 rOWNOSCi ap—10n—6 = Gp—20Gn—_5 + Gn_30n_4 Wynika,
ze
(6) An—10n—6 = p_20n_5 (Mod an_4).
Z rOWNOSCI Gy 90y _7 = Qp_30p_6 + Qpn_a0p_5
otrzymujemy
(7) Ap—20n_7 = ap_3an_¢ (Mod an_4).
Nastepnie z rOWNosci an—30,—8 = Gpn—40n—7 + Gp_50n_g
otrzymujemy
() Up—30n-8 = ap_5an—¢ (Mod ap_4q).
Wreszcie z TOWNOSCL Gy —4Gp—9 = Qp—50p—8 + Ap—gln_7
mamy
(9) An—50n-8 + Gn_gan—7 =0 (mod a,_4).
Korzystajac teraz z réwnosci (5)—(9), otrzymujemy
nastepujace rownosci modulo a,,—4:
an—5an—6an—7(anan—3 + an—lan—Q) =
- (anan—5)an—6an—7an—3+

+ an75anf7an72(an71an76) =

an—2an—3an—6an—7an—3+

+ Gn—50n—70n—20n—20n—5 =
= an—2(An-6an—707_3+ a5 _5(an_2an_7)) =
- (an—ﬁan—mi,g + ai,5an—3an—6) =
(
(

= Qnp—2

2 _
= n—2(Gn—6an—70;_35+ (An_50n—6)an—50n_3) =
2
= ap—2(@n—60n—70;_3 + Qp—30n_80n_50n_3) =
2 —
= ap—2a;_3(an—6an—7 + Gn_50n_38) =

an—2a2_5-0=0 (mod a,_4).

Zatem liczba naturalna
Ap—50n—60n—7(Anan_3 + an_1an_2) jest podzielna przez
liczbe naturalna a,,—4.
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Ale poniewaz
NWD (an—4,an-5) = NWD (a4, an_¢) =
= NWD (an—4,0n-7) =1,
wiec ap—q dzieli liczbe
ApQp—3 + AQpn—10n—2,

a zatem
Anan—3 + Ap—1An—2

Ap+4+1 = a .
n—

jest liczba naturalna.

7 réwnosci rekurencyjnej
Ap—40n4+1 = Anlnp—3 + ap_1Gn_2

wynika, ze warunek 2) zachodzi dla liczby n + 1.
Teza wynika zatem z indukcji.

Po tych przyktadach rozpatrzmy ciag (a,) okreslony
wzorami: a1 = as = a3 = a4 = a5 = ag = 1 oraz
2
An+6 = Ont50n+1 T+ Antddnt2 F Gns (n>1).
Qnp

Dalsze poczatkowe wyrazy tego ciagu to 3, 5, 9, 23,
75,421, 1103, 5047, 41783, 281527, 2534423, ... Dean
Hickerson udowodnit, ze wszystkie wyrazy tego ciagu sa
liczbami catkowitymi.

Rozwazmy kolejny ciag:
a1 =a2 =a3 = a4 =as = ag = a7y = 1 oraz

A7 = An+6an+1 + an+2an+2 + Ap+4Qn4+3 (n > 1)

n

Dalsze poczatkowe wyrazy to: 3, 5, 9, 17, 41, 137, 769,
1925, 7203, 34081, 227321, ... Raphael Robinson
wykazal, ze wszystkie wyrazy tego ciagu sa liczbami
catkowitymi.

Idziemy dalej. Nastepny ciag to:
a1 =0y =a3 =04 = a5 = ag = a7y = ag = 1 oraz

2
An+70n+1 + An+6An+42 + An+5An+43 + an+4

ap+48 =
Qn
(n>1).
Dalsze poczatkowe wyrazy to: 4, 7, 13, 25, 61, 187, 775,
420514
5827, 14815, ———

nie jest liczba catkowita!

, czyli osiemnasty wyraz tego ciagu

Wreszcie rozpatrzmy ciagg:
a1 =02 =03 =04 = A5 = Qg = Q7 = ag = ag = 1 oraz
An+8Un+1 + An+70n42 + An+6An+3 + An+5An44
429

Ap+9 =
(n > 1);

jego dalsze poczatkowe wyrazy to: 4, 7, 13, 25, 49,
755098
115, 355, 1483, 11137, 27937, ———

dwudziesty wyraz nie jest liczba catkowita.

. Tym razem
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

®

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch

— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene¢ mnozymy przez wspo6tczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VIII 2007

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegbtowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
527 (WT = 2,06) i 528 (WT = 1,00)
z numeru 10/2006

Piotr Kumor — Olsztyn 45,89
Krzysztof Dorobisz — Krakéw 43,42

Michat Jastrzebski — Warszawa 43,27

Lukasz Garncarek — Opole 43,00
Andrzej Jozwik — Warszawa 42,67
Tomasz Wietecha  — Tarnéw 39,00

Andrzej Daniluk — Warszawa 37,86
Krzysztof Kaminski — Pabianice 36,52
Dariusz Kurpiel — Posada

Zarszyn 35,82

Piotr Kumor idzie jak burza. Punktéw
liczb¢ magiczng czterdziesci-i-cztery
zgromadzil na swym koncie juz po raz
dziesigty!

Zadania z matematyki nr 543, 544
Redaguje Marcin E. KUCZMA

543. Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace warunki
a(f(z+1) = f(z)) = f()
|f (@) = f(y)l < |z =yl

544. Jak wiadomo (od czaséw Eulera), réwnanie 2 + y3 = 2
w liczbach catkowitych dodatnich z, y, z. A czy réwnanie

dla z € R,
dla z,y € R

3 nie ma rozwiazan

£3/2 +y3/2 — ,3/2

ma rozwigzania w liczbach catkowitych dodatnich z, y, 27
Zadanie 544 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Rozwigzania zadann z matematyki z numeru 2/2007

Przypominamy tresé¢ zadan:

b a—>b
535. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze postaci p = e gdzie a, b sa liczbami
a D

naturalnymi.

2

536. Znalez¢ wszystkie wielomiany W (o wspélezynnikach rzeczywistych) spelniajace réwnanie

W(z) + W(dx) + W (6z) + W (Tx) = W(2z) + W (3z) + W(5x) + W (8z) dla z € R.

535. Przyjmijmy, ze liczby a, b, p spelniaja podane warunki
i wprowadzmy oznaczenie a — b = d (wigc d € N). Wéwczas
4p?® = b*d/(2b + d), czyli

db* — 8p*b — 4dp® = 0.
Liczba naturalna b jest pierwiastkiem tréjmianu
kwadratowego dz? — 8p*x — 4dp?, wiec jego wyrdznik
A = 16p*(4p® + d?) musi by¢ kwadratem liczby catkowite;.
Zatem

1?4 &=

dla pewnej liczby naturalnej q.

W takim razie 4p®> = (¢ + d)(¢ — d); czynniki w nawiasach sa
jednakowej parzystosci, musza by¢ oba parzyste. Przyjmujac
q+d = 2u, ¢ — d = 2v, mamy
uv=p2, u>0v 21
a skoro p jest liczba pierwsza, to u = p?, v = 1, czyli
g=u+v=p’+1,
Wspomniany tréojmian kwadratowy ma pierwiastki réznych
znakéw, wiec liczba b jest jego wigkszym pierwiastkiem:
_ 8p? + VA _ 4p* 4 2pq _ 4p? 4 2p(p* + 1) —opt 4p
B 2d o d o p?—1 - P
To pokazuje, ze liczba 4 dzieli sie przez p — 1, a zatem p jest
jedna z liczb 2, 3, 5.

d=u—v=p>—1

b

Dla kazdej z tych wartosci p napisane wyzej wzory
wyznaczaja wartosci b, q, d, a. Dostajemy nastepujace trojki
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(p,a,b): (2,15,12), (3,20,12), (5,39, 15), ktore istotnie
spelniaja wymagane warunki.

536. Niech W bedzie wielomianem nie réwnym
tozsamosciowo zeru,
W(z)=anz" +...+ a0 (n>=0; an#0).
Lewa strona zadanego réwnania jest wielomianem, w ktérym
wspoétezynnik przy ™ jest réwny
(1" +4" 46" +7")an;
po prawej stronie analogiczny wspotczynnik wynosi
(2" 4+ 3" +5" +8")an.
Jedli réwnanie jest tozsamosciowo spelnione, to
Ta réwnosé zachodzi dla n = 0, 1, 2; nie zachodzi dla n =3
(bo 624 # 672) ani dla zadnego wigkszego n, bowiem jej lewa

strona ma dla n > 4 wartos¢ mniejsza niz sam skladnik 8"
po prawej stronie.

Rozwazane rownanie nie jest wiec spelnione przez zaden
wielomian stopnia wigkszego od 2, jest za$ spelnione przez
jednomiany

Wo(z) =1, Wi(z) =z, Wa(z)=az>
Jest tez spelnione przez kazda kombinacje liniowa tych

jednomianéw. Zatem ogdlnym rozwigzaniem réwnania jest
zbiér wszystkich wielomianéw stopnia co najwyzej 2.



Klub 44

Zadania z fizyki nr 440, 441
Redaguje Jerzy B. BROJAN

440. Ja$ mieszka w wysokim budynku i zabawia si¢, oblewajac przechodniéw
woda z okna. Uzywa w tym celu konewki (schemat — zob. rys. 1), a zeby siegnaé
strumieniem wody blizej lub dalej, zmienia jej kat pochylenia «. Jaki kat da

mu najwiekszy zasieg strumienia? Jak daleko powinien staé przechodzien, aby
czué sie bezpiecznie? Dlugo$é konewki [ i wysoko$¢ spadku h sa dane (oczywiscie

[ < h). Opér powietrza nalezy pomingé.

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VIII 2007

441. Dwa réwnolegle dtugie przewodniki prostoliniowe o promieniu 7 = 1 mm sg
odlegle o d = 10 cm. Z jednej strony do ich koncow przylozono pewne napiecie,
a z drugiej polaczono je opornikiem R (rys. 2). Opér samych przewodnikéw
mozna pominaé¢. Jaka powinna by¢ wartos¢ R, aby sila elektrostatycznego
przyciagania tadunkéw na jednym i drugim przewodniku réwnowazyta sie z silta
magnetycznego odpychania przewodnikéw, wynikajaca z przeptywu pradu?
Wzgledna przenikalno$é elektryczna i magnetyczna o$rodka wynosi 1.

Rys. 1
l Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 2/2007
+ . ‘s ,
_ Przypominamy tres¢ zadan:
T 432. Prosty polaryzator (rys. 3) jest zestawem réwnoleglych plytek szklanych ustawionych pod
katem Brewstera i umieszczonych w pudetku pomalowanym od srodka na czarno. Gdy skierujemy
Rys. 2 na nie wiazke Swiatta niespolaryzowanego, wychodzace $wiatlo staje si¢ spolaryzowane, w stopniu
zaleznym od liczby plytek. Z ilu pltytek powinien sktadacé sie¢ przyrzad, aby zawierato ono nie wiecej
niz 10% ,niewlasciwej” sktadowej? Pudetko jest szerokie, tak ze trzeba uwzglednié¢ dowolng liczbe
odbié¢ $wiatta od réznych powierzchni ptytek. Przyja¢ n = 1,5, pominaé¢ pochlanianie $wiatta w szkle
> i efekty interferencji.
Wskazéwka: gdy promien pada na powierzchnie szkla pod katem Brewstera (lub wybiega pod katem
Brewstera) i jest spolaryzowany w plaszczyznie prostopadlej, wspétczynnik odbicia R wynosi
Rys. 3

2 4\ 2

n- —1

R = - -
<’H,‘2 + l>

433. W jednym z artykuléw ze Swiata Nauki w zeszlym roku mozna byto przeczytaé, ze powyzej

pewnej energii progowej (tzw. granica GZK) proton moze rozproszy¢ si¢ na niskoenergetycznym

fotonie promieniowania reliktowego wypelniajacego przestrzen miedzygwiazdowa, w wyniku czego

powstaje mezon . Obliczyé warto$é granicy GZK. Dana jest energia fotonu Ey = 1073 eV, masa

5 ;e S or 2
protonu m, = 938 MeV /c?, masa mezonu m, = 135 MeV/c?.

432. Przyjmijmy, ze promien padajacy jest spolaryzowany
w plaszczyznie prostopadlej, a jego natezenie jest
rowne 1. Oznaczmy wspotczynnik przejécia T'=1— R.
Wiazka przechodzaca przez jedna ptytke sktada sie
z promienia przechodzacego bez odbicia, ktérego natezenie
wynosi T2, promienia dwukrotnie odbitego wewnetrznie
o natezeniu T2 R?, promienia czterokrotnie odbitego
wewnetrznie o natezeniu T2R* itd. — lacznie natezenie wiazki
przechodzacej jest rowne
2 2 2 2 pd T

Th=T"+T°R°"+T°R =5
W podobny sposéb mozna wyprowadzi¢ wzoér rekurencyjny
na wspélczynnik przejscia dla k plytek

Ti'Th

T +1T — Ty Ty
Postawiony w zadaniu warunek ma postaé

T < 0,1(1 + T}),

Tiy1 =

czyli
T, < 0,111.

Obliczenia wykazuja, ze przy podanej wartosci
wspolczynnika zalamania minimalng liczba plytek jest

k = 24. W praktyce wystarczy znacznie mniejsza liczba,
gdyz zalozenie o uwzglednieniu dowolnej liczby odbi¢ nie
odpowiada rzeczywistosci, a wtasnie wielokrotne odbicia
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przyczyniaja sie do zwigkszenia natezenia niewtasciwej
skladowej w wiazce wybiegajacej z przyrzadu.

433. Oznaczmy catkowita energie protonu przez E. Jego ped
wyraza si¢ wzorem

Py = VE? [P —mic?

Najnizsza warto$¢ E niezbedng do wytworzenia mezonu
otrzymamy zakladajac, ze pedy protonu i fotonu sg,
skierowane przeciwnie, czyli catkowity ped jest rowny

p=pp,— Ey/c.
Catkowita energia w ukladzie §rodka masy wynosi
E.=\/(E+ Ey)? — p2c?
Te energie nalezy przyréwnaé¢ do sumy energii
spoczynkowych protonu i mezonu. W wyniku przeksztatcen

otrzymujemy warunek

2ppcEs +2EE; = 2mpmwc4 + mfrc4

Jesli zauwazymy, ze

E > myc”,
to mozemy oszczedzi¢ sobie rozwiazywania réwnania
kwadratowego i przyblizy¢ po lewej ppc = E, czyli
mact
4Ey

E = (2mp 4+ my) =6,8-10"eV.
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Rozwigzanie zadania M 1173.

Rozetnijmy powierzchnie ostrostupa
wzdluz krawedzi AC, BC, SC, po czym
roztézmy ja na plaszczyznie.
S
Cz 03
B
A
C

W ten sposéb uzyskujemy siatke
ostrostupa ABC'S, sktadajacy sie

z tréjkatow ABS, ABC1, ASCy, BSCs.
Poniewaz SCy = SC3 oraz

LC25C3 =

=JASB+ 4BSC+ 4CSA =

=3-20° = 60°,

wiec tréjkat C2C3S jest rownoboczny.
Stad
CA+ AB + BC =CyA+ AB + BCs >

> C2C3 = SCy = CS.

Analogicznie dowodzimy, ze obwod
trojkata ABC' jest nie mniejszy od
diugosci krawedzi AS i BS, co konczy
rozwiazanie zadania.

Czerwiec

Patrz w niebo

Gwiazdy Wolfa—Rayeta (WR) to bardzo gorace i bardzo masywne gwiazdy
znajdujace sie w stadium poprzedzajacym ich wybuch jako supernowych.
Promieniowanie takiej gwiazdy jest tak potezne, ze rozdmuchuje zewnetrzne
warstwy jej atmosfery, przez co gwiazda z reguly otoczona jest mgltawica
powstala z wlasnej materii (patrz Delta 5/2007). Uklad podwdjny WR 140

w Labedziu sklada sie z dwu bardzo goracych gwiazd: sktadnik typu O obiega
masywniejsza i jeszcze goretsza gwiazde WR. W takim ukladzie mozna by
spodziewaé sie ,,wszystkiego” tylko nie pylu. Jest tam po prostu za goraco,
tymczasem kilka lat temu wtasnie zaobserwowano w tym ukladzie ciagta
produkcje pylu.

Mechanizm tego dos¢ niezwyklego zjawiska moze byé nastepujacy. Co 8 lat
gwiazdy osiagaja minimum wzajemnej odleglosci (tyle wynosi okres obiegu),
wynoszace 2,5 j.a. Wiatry gwiazdowe zderzaja sie wtedy, tworzac fale
uderzeniowa, ktora tak dalece zgeszcza gaz, ze staje sie w nim mozliwe
powstawanie ziaren pylu. Badacze tego ukladu podwdéjnego $ledzili go

przez kilka lat za pomoca 10-metrowego teleskopu Kecka na Hawajach,
zastosowawszy niecodzienng technike. Mianowicie, na lustro teleskopu zatozono
przestone z 36 niewielkimi otworami, przez co stalo si¢ ono 36-elementowym
interferometrem. Pomiar sygnaléw od tych 36 miniteleskopéw pozwolil

na uzyskanie w bliskiej podczerwieni zdolnoéci rozdzielczej rzedu 20 milisekund
tuku. Jest to wprawdzie teoretycznie mozliwe dla 10-metrowego lustra, ale gdyby
teleskop znajdowal sie poza atmosfera! W efekcie uzyskano jakby kilka klatek
filmu ukazujacego, ze ukltad podwdjny wyrzuca spiralne smugi pytu podobne
do strug wody wylatujacych z wirujacego zraszacza trawnikow. Teoretycy
doszli réwniez do wniosku, ze okolo 20% wytworzonego przez gwiazdy pytu

ma szanse przetrwaé pobyt w sasiedztwie goracych gwiazd i zasili¢ osrodek
miedzygwiazdowy. Analiza promieniowania podczerwonego smug pylu pozwolila
tez na ocene rozmiaréw ziaren pylu — okazalo sie, ze sa one w przyblizeniu 100
razy wieksze, niz spodziewano sie na podstawie wspblczesnej wiedzy o pyle
miedzygwiazdowym. Nie wiadomo na razie, dlaczego tak jest. Obecnie uktad
WR 140 w Labedziu nie jest juz jedynym znanym ukladem dwu goracych
gwiazd WR4-O tak sie zachowujacym.

Tomasz KWAST

Mamy teraz okres najkrétszych nocy, a wtasciwie tzw.
noc astronomiczna w czerwcu w ogble w Polsce nie
zapada. Podczas nocy astronomicznej Stonce powinno
znajdowac si¢ formalnie ponad 18° pod horyzontem.
Liczba ta wzigla si¢ prawdopodobnie z praktyki,
mianowicie gdy Slonice zapadnie glebiej pod horyzont,
to i tak ciemniej juz nie bedzie. Podczas przesilenia
letniego noc astronomiczng moze mie¢ obserwator,
ktérego szerokosé geograficzna nie przekracza 489 5.
Tymczasem poludniowy skraj Polski, np. Tatry, lezy
na szerokosci 49°10". Tak wiec w czerwcowe wieczory
niebo mamy nie tak ciemne, jak mogtoby by¢, bo po
pierwsze — jest dopiero wieczor, a po drugie — nawet
o pbéinocy nie ma w Polsce nocy astronomiczne;j.

W kierunku potudniowym i wysoko widzimy jedna

z najjasniejszych gwiazd calego nieba, Arktura, alfe
Wolarza. Ten pomaranczowy olbrzym o zerowej
wielkosci gwiazdowej jest gwiazda stosunkowo bliska
(11 pc), nic wiec dziwnego, ze to u niego Halley
zauwazyl (przez poréwnanie polozenia z danymi
starozytnymi) ruch wlasny.

16

Merkury 2 VI znajdzie sie najdalej od Stonca i mozna
probowaé go znalezé po zachodzie. Wenus jest w Raku
i wida¢ ja wieczorem, a 9 VI znajdzie si¢ ona najdalej
katowo od Stonca. Mars jest w Rybach, wschodzi wiec
przed wschodem Stonica. Jowisz jest w Wezowniku
i wida¢ go przez cala noc; 5 VI znajdzie sie w opozycji.
Saturn jest we Lwie, wida¢ go na zachodnim niebie
i kolo polnocy zachodzi. Pelnia Ksiezyca jest w czerwcu
dwa razy: 1 VIi 30 VI, a néw 15 VI. Ksiezyc zakryje:
Antaresa 1 VI, co zobaczg mieszkancy potudniowej
czesci Ameryki Poludniowej i czeéci Antarktydy;
Wenus 18 VI, co w zasadzie powinni zobaczy¢ m.in.
Europejczycy, ale bedzie to w dzien (okolo godz. 17);
Saturna 19 VI, a to zakrycie bedzie wida¢ w Azji
i na wschodzie Europy; Regulusa 20 VI, co zobacza
mieszkancy Syberii i Pélnocnej Ameryki; i ponownie
Antaresa 28 VI, co zobacza mieszkancy Oceanii.
Przesilenie letnie bedzie 21 VI — zacznie sie¢ lato
i dlugie dni zaczna si¢ skracaé. Przewidywalnych rojow
meteordéw nie bedzie.

T. K.



Kontra d’Alemberta na twierdzenie Dooba Rafat SZTENCEL

Miesigc temu opowiadaliSmy o martyngatach: sa to takie
ciagi zmiennych losowych (X,), ze:

E(Xn+1|Xn,...,XQ):Xn, n:0,1,2,...

Jesli X, jest taczna wygrana w pewnej grze do chwili n,

to powyzsza réwnosé¢ mowi, ze srednia wygrana w chwili

n + 1, gdy znamy histori¢ gry do chwili n, wynosi X,,.
Sredni przyrost wygranej jest zatem zerowy, a gre nazwiemy
sprawiedliwa. W literaturze martyngaly nazywa sie zreszta
czasami ,ciggami absolutnie fair”.

Dla hazardzisty martyngal oznacza sposéb ustalania

stawek, ktory miatby zwigkszaé szanse wygranej. Martyngatl
klasyczny wymaga podwojenia stawki po kazdej przegrane;j.
Jest wiele martyngatéw, nierzadko o fantazyjnych nazwach:
wielki, amerykanski, holenderski, piquemouche, paroli, kontra
d’Alemberta. Zaczynamy sie¢ domyslaé, ze skoro jest ich

tak wiele, to zaden nie jest skuteczny. I rzeczywiscie, nawet
kontra d’Alemberta nie pomoze przeciwko podstawowemu
twierdzeniu teorii — twierdzeniu Dooba.

Powody sa dwa: po pierwsze, gra w kasynie nie jest
oczywiscie sprawiedliwa, bowiem wygrane tworza,
nadmartyngal, czyli

E(Xpi1|Xn, .., X0) < Xn, n=0,1,2,...

Z punktu widzenia kasyna mamy do czynienia
z podmartyngatem.

Po drugie, ze wspomnianego twierdzenia wynika, ze nawet

w grze sprawiedliwej zadna taktyka, polegajaca na wycofaniu
sie z gry w chytrze wybranym momencie, ani zaden sposéb
ustalania stawek nie zmieni faktu, ze srednia wygrana

w kazdej turze jest zerowa.

Dlaczego kazda realistyczna metoda obstawiania zamienia
martyngal na martyngal? Stawka w (n + 1)-szej turze moze
zalezeé jedynie od historii gry do chwili n (wykluczamy
przewidywanie przyszlodci), jest wiec postaci f(Xo,..., Xn).
Jedli tyle postawimy, to wygramy

f(Xoy.o s Xn) - (Xng1 — Xn).
Gdyby Czytelnik mial watpliwosci co do tego wzoru, niech
sobie przypomni Jasia, grajacego z Malgosia w orta i reszke.
Jesli Jas postawil a zt na orta, musi dostaé¢ zwrot stawki
plus a zt, gdy wypadnie orzel. Obliczamy srednia wygrana
w (n + 1)-szej turze:

E(f(Xo,..., Xn) * (Xns1 — Xn)| X0, ..., Xp) =
= f(Xo,..., Xn) - BE(Xnt1 — Xn|Xo, ..., Xn) = 0.

SkorzystaliSmy ze znanej wlasnosci warunkowej wartosci
oczekiwanej. Wymaga ona zatozenia, ze zmienna

losowa f(Xo,...,Xn) jest ograniczona — woéwczas
E|f(Xo,...,Xn) - (Xnt1 — Xn)| < 00, z czego wynika, ze
warunkowa warto$¢ oczekiwana ma sens. Zaltozenie to mozna
ostabiaé, ale i w tej postaci nie jest zbyt ograniczajace, bo
wyklucza jedynie nieskonczony kapitat gracza.

Mozna sobie poradzi¢ i bez jawnego uzywania warunkowej
wartosci oczekiwanej. Jesli zdecydowaliSmy juz, ze stawiamy
a z1, to wygramy a - (Xn4+1 — X») 21, zatem $rednio — zero.

Zbadamy teraz, czym charakteryzuja sie dopuszczalne
sposoby wyboru chwili wycofania sie z gry, zwane
momentami stopu lub momentami Markowa. Rysunek
przedstawia schemat zmodyfikowanej gry w orta i reszke
z poprzedniego odcinka.

Jak widaé, P(Xo =0) =1; P(X; =3) =1, P(X1 =
WlQC EX1 = 0; P(X2 = 4|X1 = 3) = P(XQ
=1 zatem E(X:|X: = 3) = 3, etc.

29

—-1) =
=2|X; =3) =

e

)
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Zmienne losowe X, X1, X2, X3 tworza martyngat. Mozna to
wyrazi¢ inaczej: jesli prawdopodobienstwa wyobrazimy sobie
jako masy, to na wszystkich czterech rysunkach drzewka sa
zréwnowazone w tym sensie, ze wysoko$¢ srodka masy gatezi
wyrastajacej z wezta jest rowna wysokosci tegoz wezla.

W szczegblnosci, srodki masy wszystkich drzewek (punkty
O',0",0") sa na tej samej wysokosci, co korzen.

Na drzewku po prawej zaznaczono kolorem mozliwe historie
gry, odpowiadajace taktyce ,wycofaé sie, gdy wygrana
osiggnie 3 z1”, opisanej przez zmienna losows,

7 =inf{n: X, =3V n =3}
Jest to taktyka dopuszczalna. Z rysunku odczytujemy, ze
P(XT:3):ivP(XTzié):é7P(XT:_%):éa
P(X, = —3) = 5. Jak mozna bylo przewidziec,
EX, = FEXo=0. Tak bedzie dla kazdej dopuszczalnej
taktyki: przerwanie gry w momencie stopu 7 jest
rownowazne obcieciu niektérych gatezi i przemieszczeniem
mas do wezla, z ktérego wyrastaty. Taka operacja nie
zmienia wysokosci §rodka masy.

Czytelnik zechce si¢ zastanowié, jak przedstawié¢ na rysunku
jawnie niedopuszczalng taktyke: ,wycofaé sie, gdy wygrana
osiggnie maksimum”. Na przyklad w punkcie A nie mozemy
na podstawie wartosci Xo, X1 i X2 podjaé decyzji, czy
koniczymy gre, chyba ze wrézka powie nam, jaka wartos$é
przyjmie Xs.

Udowodnilismy — co prawda w prostym przypadku

Twierdzonko. Jesli (X,) jest martyngalem, a 7
ograniczonym momentem stopu, to EX; = EXj.

Oto réwnowazne sformutowanie, ktére Czytelnicy majacy
pewne obycie z warunkowa wartoscia oczekiwana moga
sprobowaé¢ udowodnié technika drzewek:

Twierdzenie Dooba. Jesli (X,) jest martyngalem,
a T1 < T2 8¢ ograniczonymi momentams stopu, to
E(sz |X7'1) =X

Stad interesujacy wniosek: jesli deterministyczne chwile
1,2,...,n zastapimy przez ograniczone momenty stopu

71 <72 £ ... < Ty, to clag X7, Xry, ..., X5, bedzie nadal
martyngatem!

Céz wiec wynika z twierdzenia Dooba dla gracza stosujacego
wyrafinowang metode stopowania 77 Nie da si¢ zmienié
faktu, ze EX; = 0. Ale jesli chcemy wygraé 1 zl, a mozemy
zaangazowaé 1000 zl, to mamy duza szanse sukcesu (i to
niezalezng od metody!), bowiem

0=EX,=1-P(X, =1)—1000 - P(X, = —1000),

i P(X,=1)+ P(X, = —1000) = 1, wigc P(X, =1) = %
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ZADANIA ZAWODOW II STOPNIA

1. Pewien fotograf posiada aparat fotograficzny

z obiektywem o ogniskowej f zmiennej w zakresie od fimin
do fimax. Srednica otworu przystony obiektywu jest réwna d.
Fotograf pragnie wykonaé¢ portret kolezanki w taki sposéb,
by jej twarz byta ,ostra” na zdjeciu i zajmowala potowe jego
wysokosci, a znajdujacy sie w odlegtosci | za nia budynek
byl jak najbardziej rozmyty. Przy jakiej wartosci ogniskowej
fotograf powinien wykona¢ to zdjecie? Rozwaz nastepujace
przypadki:

a) érednica otworu przystony d nie zalezy od f;

b) d zmienia si¢ wraz ze zmiana f tak, ze d/f jest stale.
Uwaga: Rozmycie obrazu punktu B przy ostrosci ustawionej

na punkt A jest okreslone przez wielko$¢ ($redniceg) plamki, jaka

na matrycy (lub kliszy) aparatu utworzy $wiatto wychodzace

z punktu B. Przyjmij, ze dla danego f obiektyw jest cienks, idealng
(brak aberracji i dyfrakcji) soczewka o $rednicy d oraz ze odleglosé
kolezanki od obiektywu jest znacznie wigksza od ogniskowej.

2. Rura o masie M sktada si¢ z odcinkdéw o érednicach di

i d2, w ktérych moga poruszaé sie bez tarcia dwa ttoki
(patrz rys.). Prawy tlok ma mase mz. Rura moze swobodnie
poruszaé si¢ w poziomie.

dy d2I

W chwili poczatkowej ciSnienie powietrza pomiedzy ttokami
byto réwne ci$nieniu zewnetrznemu, rura i prawy tlok

byly nieruchome, a lewy tlok mial predkosé vi, w prawo.
Powietrze z obszaru pomiedzy ttokami nie wydostaje sie

na zewnatrz, a jego masa jest zaniedbywalna w poréwnaniu
z masami tltokéw i rury. Przemiana tego powietrza jest
odwracalna i adiabatyczna. Przyjmij, ze sila, z jaka
powietrze dziata na element powierzchni tloka lub rury, nie

zalezy od predkosci tego elementu. Stwierdzono, ze lewy tlok
zatrzymal sie w chwili, gdy ciSnienie powietrza pomiedzy
ttokami powrdcito do wartoéci poczatkowej. Wyznacz mase
m1 lewego tltoka. Podaj warto$é liczbowg, m1 dla ma = 1kg,
M = 3kg, di = 0,2m, d2 = 0,1 m. Zaktadamy, ze wszystkie
parametry sa tak dobrane, iz do momentu zatrzymania lewy
ttok nie uderzy w zwezenie, a prawy nie wypadnie z rury.

3. Znajdz opér zastepczy miedzy punktami A i B
nieskonczonej sieci oporéw przedstawionej na rysunku

(a > 0). Dla jakiej wartosci a ten opor zastepczy jest
« réwny R?
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Zadanie do$wiadczalne. Energia elektronéw

w polprzewodniku moze przybieraé wartosci pasmo nalezace
do dwéch przedziatéw: dolnego (tzw. pasmo walencyjne)

i przewodnictwa gérnego (pasmo przewodnictwa), natomiast
wykluczone sg energie lezace w przerwie miedzy tymi
pasmami. Odktadajac energi¢ na osi pasmo pionowej,
otrzymujemy schemat przedstawiony na rysunku. Jesli
elektron przeskoczy z pasma przewodnictwa do pasma
walencyjnego, to utracona energie moze emitowaé¢ w postaci
kwantu promieniowania. Na tej zasadzie dziata dioda
elektroluminescencyjna (LED). Wymaga ona zasilania
takim napieciem, aby przeptywajacy przez diode elektron
uzyskal energie réwna co najmniej szerokosci przerwy
wzbronionej. Najwieksza energia kwantu wystanego przez
diode (krétkofalowa granica widma emitowanego $wiatta,
zob. przedstawione ponizej przykladowe widmo dla pewnej
diody) odpowiada przetworzeniu w kwant $wiatta calej
energii pobranej przez jeden elektron ze zrédta zasilania.

E

N>
N
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- 2
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A Dlugosé fali
Podany powyzej opis jest skrajnie uproszczony. Dioda
sktada sie z dwbch stykajacych sie warstw pélprzewodnika:
jednej (typu n), w ktorej elektrony zajmuja wszystkie

stany w obrebie pasma walencyjnego, a ponadto wystepuje
pewna liczba elektronéw w pasmie przewodnictwa oraz
drugiej (typu p), w ktérej nie ma elektronéw w pasmie
przewodnictwa, a takze nie wszystkie stany nalezace

do pasma walencyjnego pozostajg zajete. Emitowanie swiatta
przez diode wymaga przylozenia ujemnego bieguna napiecia
zasilajacego diode do warstwy n, a dodatniego do warstwy p.

Swiatto jest emitowane z obszaru zlgcza (zetkniecia dwdch

warstw).

Majac do dyspozycji:

e trzy réznokolorowe diody elektroluminescencyjne,

e plyte CD,

e linijke,

e zasilacz pradu stalego o regulowanym napieciu,

e woltomierz,

e opornik o rezystancji 460 €2,

e przewody, zaciski itp. elementy umozliwiajace zestawienie
obwodu elektrycznego,

e statyw,

e papierowa tasme klejaca,

e papier milimetrowy.

A) Wyznacz dlugosé fali Swiatta odpowiadajaca

krotkofalowej granicy widma emitowanego przez

poszczegblne diody. Przyjmij, ze dane na ptycie CD

zapisywane sg na spiralnej $ciezce, a odlegto$é pomiedzy

kolejnymi ,nawinigciami” spirali wynosi 1,55 + 0,05 pm.

Pomiary wykonaj dla kilku wartosci natezenia pradu

plynacego przez diody, w zakresie od 3mA do 10 mA.

B) Wyznacz stala Plancka. Przyjmij, ze predkosé swiatta

wynosi 2,998 - 108 m/s, natomiast tadunek elektronu

1,602 - 1071 C. Mozesz tez przyjaé, ze w przypadku

bedacych do Twojej dyspozycji diod, przy wartosciach

pradu powyzej 3 mA, napiecie na zlaczu p-n nie zmienia

sig. Wzrost napiecia na koncéwkach diody przy pradzie

wzrastajacym powyzej 3mA wynika z niezerowego (stalego)

oporu doprowadzen do obszaru zlacza.

Uwagal! Diode mozna tatwo uszkodzié¢ przepuszczajac przez nig

prad o natezeniu przekraczajacym 10 mA. Dla bezpieczenstwa,

diode nalezy podtlaczy¢ do Zrédla napiecia szeregowo

z opornikiem. Dioda bedzie $wieci¢ pod warunkiem, ze jej dluzsza

noézke podlaczy sie do bieguna dodatniego, a kréotsza do bieguna

ujemnego zrédla pradu.

ZADANIA ZAWODOW III STOPNIA

1. Pitka uderza w pozioma podtoge pod katem «

z predkoscia vo. Wspodlczynnik tarcia pitki o podtoge

jest réwny p. W jakiej odleglodci od miejsca pierwszego
uderzenia pitka ponownie uderzy w podltoge?

Podaj wartosci liczbowe dla oo = 45°, vo = 10m/s w dwoch
przypadkach: = 0,11 u =0,8.

Pilka nie obraca sie przed zderzeniem. Czas zderzenia

jest bardzo krotki, a w trakcie zderzenia ugiecie pitki jest
zaniedbywalnie male w poréwnaniu z jej promieniem.
Pitka jest idealnie sprezysta, tzn. w przypadku, gdy nie
obracajac si¢ uderza pionowo w podloge, zderzenie jest
idealnie sprezyste. Grubosé powtoki pitki jest bardzo

mala w poréwnaniu z promieniem. Powtoka nie ulega
odksztatceniu stycznemu. Masa powietrza w pilce jest
zaniedbywalnie mala w poréwnaniu z masa jej powloki.
Pomin opory aerodynamiczne.

Przyspieszenie ziemskie g ~ 9,8 m/527 a moment
bezwladnosci sfery o promieniu R i masie m wzgledem osi
przechodzacej przez jej érodek I = (2/3)mR?.

2. Kuliste naczynie sktada si¢ ze wspotérodkowych, cienkich,
metalowych sfer o promieniach r2 i 1 (gdzie r2 > r1) miedzy
ktérymi jest préznia (patrz rys.). Zewnetrzna sfera jest
podzielona plaszczyzng na dwie czesci, z ktérych mniejsza
ma powierzchnie S3. W wewnetrznej sferze umieszczono
mieszaning wody o masie mw i lodu o masie mr. Wigksza

czesé zewnetrznej powloki naczynia ma stalg temperature t2,
a mniejsza — stalg temperature t3 (t2 i t3 sa temperaturami
w skali Celsjusza).

N
. R

mieszanina

wody
z lodem

Po jakim czasie 16d ulegnie catkowitemu roztopieniu?
Podaj wynik liczbowy dla r1 = 0,04 m, r2 = 0,08 m,

Ss = 0,03m?, mw = 0,1kg, mz, = 0,1kg, t2 = 20°C,

t3 =10°C.

Powierzchnie sfer sg doskonale czarne. Pojemnosé cieplna
naczynia mozna zaniedbaé. Przyjmij, ze 16d jest stale

w stanie réwnowagi termodynamicznej z woda. Cisnienie
wewnatrz wewnetrznej sfery jest stale réwne ci$nieniu
normalnemu.



Cieplo topnienia lodu wynosi ¢ = 334kJ/kg, stala
Stefana-Boltzmanna o = 5,7 - 1078 W .- m™2 - K=*, cieplo
wlagciwe wody ew = 4,2kJ - kg™! - K1, ciepto wladciwe
lodu ¢z, = 2,1kJ -kg™! - K~!, temperatura topnienia lodu
w warunkach normalnych Ty = 273,15 K.
3. Cienki, jednorodny pierécienn o masie m i promieniu r
spoczywa na poziomym blacie stotu. Pierscien jest
zrobiony z jednego zwoju drutu, ktérego opér na jednostke
dlugosci wynosi A. Pod blatem znajduje sie wspélosiowy
7 pierscieniem solenoid.
Zalezno$¢ od czasu t natezenia pradu ptynacego
w solenoidzie jest dana wzorem

0 dla t <0,

I;=q It dla0<t<T,

Iy dlat > T,
(gwarantuje to odpowiedni uktad elektroniczny, do ktérego
solenoid jest podtaczony).
a) Znajdz najwigksza warto$é Iy (= Iom), dla ktérej pierscien
jeszcze nie podskoczy ponad blat.
b) Zaktadajac, ze Io > Iom (patrz punkt a)), wyznacz
wysokos$é, na jaka podskoczy pierscien.
W rozwigzaniu uwzglednij nastepujace informacje:
(i) gdy pierscien jest umieszczony (wspo6tosiowo
z solenoidem) na niewielkiej wysokosci z nad blatem, a prad
plynacy w solenoidzie ma natezenie Is, to z bardzo dobrym
przyblizeniem strumien indukcji magnetycznej przechodzacy
przez pierscient jest dany wzorem ® = (a — bz) I, gdzie a, b
sa dodatnimi statymi;
(ii) w kazdym punkcie pole magnetyczne pochodzace
od pierscienia mozna pominaé¢ w poréwnaniu z polem
pochodzacym od solenoidu;
(iii) mozna pominagé wplyw ruchu pierscienia na natezenie
plynacego w nim pradu;
(iv) parametr T jest na tyle maly, ze droga przebyta przez
pierécien do chwili ¢ = T jest pomijalnie mata;
(v) blat jest niemagnetyczny i nieprzewodzacy, a solenoid
jest nieruchomy;
(vi) efekty zwigzane z promieniowaniem oraz opér
aerodynamiczny powietrza mozna pominag.
Podaj wartosci liczbowe szukanych wielkosci dla
m=23-10"%kg, r=2-10"%m, A=0,9-1072Q/m,
a=10"T-m?> A7, b=10"2T -m/A, T = 1035,
In=10A, g = 9,8m/s? (przyspieszenie ziemskie).

Zadanie doswiadczalne ,,Praca wyj$cia wolframu”.

Masz do dyspozycji:

e zaréwke samochodowg 12V z dwoma widknami
wolframowymi o mocy nominalnej 5 W oraz 20 W,
odizolowanymi od siebie elektrycznie,

e woltomierz cyfrowy o oporze wewnetrznym 10 M(,
niezaleznym od zakresu napiecia statego,

e miernik uniwersalny, ktéry moze by¢ uzywany jako
woltomierz i amperomierz pradu statego,

e zasilacz pradu stalego o napieciu regulowanym w zakresie
0+12V,

e bateri¢ 9V,

e przewody elektryczne, krokodylki, foli¢ aluminiows i inne
elementy umozliwiajace wykonanie odpowiednich potaczen
elektrycznych,

e papier milimetrowy.

1) Wyznacz zaleznosé¢ temperatury widkna zaréwki

o mocy nominalnej 5 W od przylozonego do niego napigcia

w zakresie0 — 12 V. Uzyskang, zaleznosé przedstaw

na wykresie.

Przyjmij, ze zaleznosé oporu widkna od temperatury mozna
opisa¢ wzorem:

(1) Ruw(T) = Ro(1 4+ ar(T — Tb)),

gdzie T — bezwzgledna temperatura widkna, natomiast
Ry — opér widkna w temperaturze pokojowej To. Przyjmij
ar=45-102K"1, Tp = 295 K.

2) Wyznacz prace wyjscia W dla wolframu.

Przyjmij, ze dla temperatur nizszych niz 2000 K, liczbe

n elektronéw emitowanych w jednostce czasu w wyniku
zjawiska termoemisji przez widékno wolframowe mozna opisaé
wzorem:

(2) n = noe” *T ,

gdzie W — praca wyjscia, T — temperatura bezwzgledna
wtékna, k = 1,38-1072% J/K (stala Boltzmanna), no — pewna
stata, e = 2,718 ... — podstawa logarytmu naturalnego.

Uwaga:

a) W celu unikniecia efektéw elektrostatycznych mogacych
zakldci¢ pomiary, szklang banke zaréwki nalezy owinaé¢ folia
aluminiowa. Folia powinna by¢ polaczona elektrycznie z koncéwka
jednego z widkien.

b) Miernik uniwersalny, ktéry moze by¢ uzywany jako woltomierz
i amperomierz pradu statlego ma obudowe o kolorze czarnym.
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LVIII OLIMPIADA MATEMATYCZNA 2006/2007
ZADANIA ZAWODOW II STOPNIA (23, 24 lutego 2007)

1. Wielomian P(x) ma wspdlczynniki catkowite. Udowodnié,
ze jezeli wielomiany P(z) oraz P(P(P(z))) maja wspolny
pierwiastek rzeczywisty, to maja takze wspélny pierwiastek
caltkowity.

2. Dany jest pieciokat wypuklty ABCDE, w ktorym

BC =CD, DE =FEA, <BCD = 14DEA = 90°. Udowodnié,
ze z odcinkéw o dlugosciach AC, CE, EB mozna zbudowaé
tréjkat. Wyznaczyé miary jego katéw, znajac miare « kata
ACE i miare [ kata BEC.

3. Z n? plytek w ksztalcie tréjkata réwnobocznego o boku 1
utozono tréjkat réwnoboczny o boku n. Kazda ptytka

jest z jednej strony biata, a z drugiej czarna. Ruch polega
na wykonaniu nastepujacych czynnosci: Wybieramy plytke
P majaca wspoélne boki z co najmniej dwiema plytkami,
ktorych widoczne strony maja kolor inny niz widoczna
strona plytki P. Nastepnie odwracamy plytke P na druga
strone.

Dla kazdego n > 2 rozstrzygnadé, czy istnieje poczatkowe
utozenie plytek, pozwalajace wykonaé nieskoniczony ciag
ruchow.

4. Udowodnié, ze jezeli a, b, ¢, d sg liczbami calkowitymi
dodatnimi oraz ad = b 4 be + ¢2, to liczba a® + b? + ¢ + d>
jest ztozona.

5. Czworokat wypukly ABCD, w ktérym AB # CD, jest
wpisany w okrag. Czworokaty AKDL i CM BN sa rombami
o bokach dtugosci a. Dowiesé, ze punkty K, L, M, N lezg
na jednym okregu.

6. Liczby dodatnie a, b, ¢, d spelniaja warunek
%—&—%—&—%—1—524. Wykazaé, ze

3/a34b3 3/b3+c3 3/c3+4d3 3/d3+4a3
¢“¥'+¢ ?'+¢“§'+¢ 7 <

<2a+b+c+d) —4

ZAWODY III STOPNIA (18, 19 kwietnia 2007 r.)

1. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkt O jest srodkiem
okregu opisanego, odcinek C'D jest wysokoscia, punkt F lezy
na boku AB, a punkt M jest srodkiem odcinka C'E. Prosta
prostopadta do prostej OM i przechodzaca przez punkt M
przecina proste AC, BC odpowiednio w punktach K, L.

LM _ AD

Dowies¢, ze 177 = 5%

2. Liczbe catkowita dodatnia nazwiemy bialg, jezeli jest
rowna 1 lub jest iloczynem parzystej liczby liczb pierwszych
(niekoniecznie réznych). Pozostale liczby catkowite dodatnie
nazwiemy czarnyms.

Zbadaé, czy istnieje taka liczba calkowita dodatnia, ze
suma jej biatych dzielnikéw jest réwna sumie jej czarnych
dzielnikéw.

3. Plaszczyzne podzielono prostymi poziomymi i pionowymi
na kwadraty jednostkowe. W kazdy kwadrat nalezy

wpisaé liczbe catkowitg dodatnig tak, by kazda liczba
calkowita dodatnia wystapita na plaszczyznie doktadnie raz.
Rozstrzygnaé, czy mozna to uczyni¢ w taki sposéb, aby

kazda napisana liczba byta dzielnikiem sumy liczb wpisanych
w cztery kwadraty sasiednie.

4. Dana jest liczba catkowita n > 1. Wyznaczyé
liczbe mozliwych wartoéci iloczynu k - m, gdzie k, m
sg liczbami calkowitymi spelniajacymi nieréwnosci
n?<k<m< (n+1)2

5. W czworosécianie ABC D spelnione sa zaleznosci
XBAC + «<BDC = XABD + xACD,
XBAD + ¥xBCD = xABC + <ADC.

Udowodnié, ze $rodek sfery opisanej na tym czworoscianie
lezy na prostej przechodzacej przez $rodki krawedzi AB
iCD.

6. Ciag ao, a1, az, ... jest okreslony przez warunki: ag = —1
oraz
An—1 An—2 ai ao
an oo+ — =0 dlan > 1.
+ 5 + 3 + + n + il

Wykazaé, ze an, >0 dlan > 1.

Informacje o przebiegu LVIII Olimpiady Matematycznej

1. W zawodach stopnia pierwszego wzieto udzial 1259
uczniéw, do zawoddéw stopnia drugiego zakwalifikowano 567
uczniéow, a do zawodéw stopnia trzeciego — 123 ucznidw.

2. Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej

na posiedzeniu w dniu 20 kwietnia br. postanowit
przyznaé¢ 20 osobom tytul laureata i nagrody pierwszego,
drugiego i trzeciego stopnia. Otrzymali je nastepujacy
zawodnicy (w nawiasie podano liczbe uzyskanych punktéw
na 36 punktéw mozliwych):

Nagrody stopnia pierwszego

1 miejsce: Przemystaw MAZUR (36 pkt.), uczen klasy
drugiej II LO im. Kréla Jana IIT Sobieskiego w Krakowie.

Nagrody stopnia drugiego
Miejsca 2—4
Piotr DOBEL (30 pkt.), uczen klasy trzeciej Zespotu Szko6t
Ogodlnoksztalcacych w Przemyslu.

Tomasz KULCZYNSKI (30 pkt.), uczen klasy trzeciej VI LO
im. Jana i Jedrzeja Sniadeckich w Bydgoszczy.

Wojciech ZAREMBA (30 pkt.), uczen klasy trzeciej I LO
im. Adama Mickiewicza w Kluczborku.

Nagrody stopnia trzeciego

5 miejsce: Tomasz KOBOS (26 pkt.), uczen klasy trzeciej
V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.

Miejsca 6-13
Joanna BOGDANOWICZ (24 pkt.), uczennica klasy drugiej
XIIT LO w Szczecinie.

Przemystaw CHOJECKI (24 pkt.), uczen klasy trzeciej
XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie.

Marcin DUBLANSKI (24 pkt.), uczen klasy trzeciej T LO
im. Edwarda Dembowskiego w Zielonej Goérze.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje mozna znalezé w internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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Maciej GAWRON (24 pkt.), uczen klasy trzeciej V LO
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.

Jakub KONIECZNY (24 pkt.), uczen klasy drugiej V LO
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.

Maciej MACHULEC (24 pkt.), uczen klasy trzeciej V LO
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.

Jakub OCWIEJA (24 pkt.), uczen klasy pierwszej V LO

w Bielsku-Biatej.

Karol STRZALKOWSKI (24 pkt.), uczen klasy trzeciej LO
im. Marii Sktodowskiej-Curie w Katowicach.

Miejsca 14-18

Mikotaj BINKOWSKI (23 pkt.), uczen klasy pierwszej II LO
im. Kréla Jana IIT Sobieskiego w Krakowie.

Karol DASZKIEWICZ (23 pkt.), uczen klasy trzeciej III LO
im. Marynarki Wojennej w Gdyni.

FLukasz MAZUREK (23 pkt.), uczen klasy drugiej XIV LO
im. Stanistawa Staszica w Warszawie.

Maciej WAWRO (23 pkt.), uczen klasy trzeciej I LO
im. Mikolaja Kopernika w Jarostawiu.

Karol ZEBROWSKI (23 pkt.), uczeii klasy drugiej XIV LO
im. Stanistawa Staszica w Warszawie.

Miejsca 19-20

Jakub OSEKOWSKTI (22 pkt.), uczen klasy trzeciej III LO
im. Adama Mickiewicza we Wroctawiu.

Michal SOSNOWSKI (22 pkt.), uczen klasy pierwszej XIII
LO w Szczecinie.

3. Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej na tym
samym posiedzeniu postanowit wyrdzni¢ 23 zawodnikow:
Miejsca 21-23

Malgorzata Bladoszewska (20 pkt.), uczennica klasy trzeciej
XIIT LO w Szczecinie.

Michatl Jastrzebski (20 pkt.), uczen klasy trzeciej XIV LO
im. Stanistawa Staszica w Warszawie.

Joachim Jelisiejew (20 pkt.), uczen klasy drugiej I LO

im. Adama Mickiewicza w Bialymstoku.

Miejsca 24-37

Marcin Andrychowicz (18 pkt.), uczen klasy drugiej XIV LO
im. Stanistawa Staszica w Warszawie.

Radostaw Burny (18 pkt.), uczen klasy drugiej LO
im. Marszalka Stanistawa Matachowskiego w Ptocku.

Mikolaj Dadela (18 pkt.), uczen klasy trzeciej IT LO
im. Profesora K. Morawskiego w Przemyslu.

Michal Derezifiski (18 pkt.), uczen klasy trzeciej XIV LO
im. Stanistawa Staszica w Warszawie.

Patryk Drobinski (18 pkt.), uczen klasy pierwszej VI LO
im. Jana i Jedrzeja Sniadeckich w Bydgoszczy.

Jakub Kallas (18 pkt.), uczen klasy trzeciej III LO

im. Marynarki Wojennej w Gdyni.

Karol Konaszyniski (18 pkt.), uczen klasy pierwszej XIV LO
im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu.

Szymon Majewski (18 pkt.), uczen klasy drugiej XIV LO
im. Stanistawa Staszica w Warszawie.

Krzysztof Opalski (18 pkt.), uczen klasy trzeciej LXVII LO
im. Jana Nowaka-Jezioranskiego w Warszawie.

Damian Orlef (18 pkt.), uczen klasy drugiej Gimnazjum nr 3
w Zabrzu.

Sebastian Ruszkowski (18 pkt.), uczen klasy piatej
Gimnazjum i Liceum Akademickiego w Toruniu.

Wojciech Smietanka (18 pkt.), uczeri klasy trzeciej IIT LO
im. Marynarki Wojennej w Gdyni.

Radostaw Wadotowski (18 pkt.), uczen klasy drugiej II LO
im. Marii Konopnickiej w Opolu.

Maciej Weksej (18 pkt.), uczen klasy trzeciej XIII LO

w Szczecinie.

Miejsca 38-42
Krzysztof Danielowski (17 pkt.), uczen klasy trzeciej V LO
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.

Dariusz Grala (17 pkt.), uczen klasy trzeciej XIV LO
im. Stanistawa Staszica w Warszawie.

Jacek Jendrej (17 pkt.), uczen klasy drugiej III LO im. Unii
Lubelskiej w Lublinie.

Marcin Koscielnicki (17 pkt.), uczen klasy drugiej I LO
im. Juliusza Stowackiego w Chorzowie.

Blazej Osinski (17 pkt.), uczen klasy trzeciej ZSO nr 6, VI
LO im. Jana i Jedrzeja Sniadeckich w Bydgoszczy.

43 miejsce: Damian Lesniak (16 pkt.), uczen klasy drugiej V
LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.

4. W tym roku pozegnaliémy Andrzeja Makowskiego,
wieloletniego cztonka Komitetu Gléwnego Olimpiady
Matematycznej. Pamigtamy Go jako osobe, ktéra zawsze
dbata o czystos$é jezyka i klarowno$é wypowiedzi. Dla
uczczenia Jego pamigci Komitet Gléwny postanowit
przyznaé¢ nagrode im. Andrzeja Makowskiego za najlepiej
zredagowane poprawne rozwigzanie jednego z zadan z finalu
LVIII Olimpiady Matematycznej.

Nominowano nastepujace osoby (w nawiasie podano
numer zadania): Patryk Drobinski (2), Jacek Jendrej (2),
Milosz Krupski (2), Tomasz Kulczyriski (1),

Przemystaw Mazur (5), Damian Rusak (2)

i Urszula Swianiewicz (1).

Spoéréd nich nagrodzeni zostali:

Mitosz Krupski, uczen klasy drugiej XIV LO im. Polonii
Belgijskiej we Wroctawiu.

Damian Rusak, uczen klasy drugiej I LO im. Tadeusza
Kosciuszki w Legnicy.

Urszula Swianiewicz, uczennica klasy trzeciej XIV LO
im. Stanistawa Staszica w Warszawie.

Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej dzigkuje
wszystkim, ktérzy pomagali laureatom i wyréznionym
uczniom w przygotowaniach do zawodéw. Sa to, oprocz
nauczycieli uczacych w szkole, nastepujace osoby:

Sylwia Antoniuk, Zbigniew Badura, Zof ia Baratniczuk,
Maltgorzata Bladoszewska, Irena Brzozowska, Piotr Butryn,
Stawomir Dinew, Zywomir Dinew, Krzysztof Dorobisz,
Nadbor Drozd, Zbigniew Garncarek, Maciej Gawron,
Ryszard Gruca, Witold Jarnicki, Joanna Jaszunska,
Grzegorz Kapustka, Michal Kapustka, Lev Kurlyandchik,
Michat Matuszczyk, Michal Matyjewicz-Maciejewicz,
Przemystaw Mazur, Michat NiedZwiedZ, Henryk Pawlowski,
Leszek Pienigzek, Michal Pilipczuk, Aleksandra Porazik,
Michat Skrzypczak, Maciej Sokotowski, Oscar Szwed,
Urszula Szwedzicka, Tomasz Szymezyk, Slawomir Smiarowski
i Maciej Zdanowicz.



IT OLIMPIADA MATEMATYCZNA GIMNAZJALISTOW 2006/2007
ZADANIA ZAWODOW III STOPNIA (10 marca 2007)

1. Wyznacz wszystkie tréjki (a, b, ¢) liczb rzeczywistych
spetniajace uktad réwnan:

ab=a+b
bc=b+c
ca=c+a

2. Kazdemu wierzchotkowi 100-kata foremnego trzeba
przyporzadkowa¢ pewna dodatnia liczbe rzeczywista. Czy
mozliwe jest takie przyporzadkowanie, w ktorym kazda
liczba jest réwna wartosci bezwzglednej réznicy liczb, ktére
z nig sgsiaduja? Odpowiedz uzasadnij.

3. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkty M i N sa
odpowiednio $rodkami bokéw AC i BC. Wysokos¢ tréjkata
ABC poprowadzona z wierzchotka C' przecina odcinek M N
w punkcie D. Symetralna boku AB przecina odcinek M N
w punkcie F. Wykaz, ze MD = NE.

4. Ile jest takich liczb n nalezacych do zbioru

{1,2,...,2007}, dla ktérych liczba n* — 1 jest podzielna
przez 97 OdpowiedZ uzasadnij.

5. Czy istnieje taki ostrostup czworokatny, ktérego kazda
$ciana boczna jest trojkatem prostokatnym? Odpowiedz
uzasadnij.

Informacje o przebiegu II Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw

W zawodach stopnia I uczestniczylto 448 ucznidéw. Sposréd
nich do zawodéw II stopnia (okregowych), ktére odbytly sie
w dniu 13 stycznia 2007 r. zakwalifikowano 315 uczniéw,

a do zawodéw III stopnia (finalowych) — 70 uczniéw.

Na posiedzeniu w dniu 11 marca 2007 r. Komitet Gtéwny
Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow postanowit
przyznaé 42 osobom tytut laureata (w nawiasie podano
liczbe uzyskanych punktéw na 30 mozliwych do zdobycia):

Nagrody stopnia pierwszego
Miejsca 1-4
Andrzej Dorobisz (30), uczen kl. IIT Gimnazjum nr 2 im.
A. Mickiewicza w Krakowie. Nauczyciele: Ryszard Gruca,
Marta Lichosik.
Jan Milczek (30), ucz. kl. II Gimnazjum nr 24 w Gdyni,
n.: Witold Zakrzacki.
Damian Orlef (30), ucz. kl. IT Gimnazjum nr 3 w ZSO nr 11
w Zabrzu, n.: Roman Drohojowski.
Anna Piekarska (30), ucz. kl. III Gimnazjum nr 49 w ZS
nr 14 we Wroctawiu, n.: Irena Dulgba.
Miejsca 5-8
Magdalena Bojarska (30), ucz. kl. IIT Gimnazjum
Przymierza Rodzin im. Jana Pawla II w Warszawie,
n.: Wojciech Guzicki.
Kajetana Buczek (30), ucz. kl. III Gimnazjum nr 28 im.
J. Pilsudskiego w Krakowie, n.: Krystyna Lenart.
Maciej Duleba (29), ucz. kl. I Gimnazjum nr 49 w ZS nr 14
we Wroctawiu, n.: Bogustaw Merdas, Stefan Mizia.
Katarzyna Jastrzebska, ucz. kl. III Gimnazjum nr 16
w Szczecinie, n.: Eliza Siewnik, Adam Neugebauer.

Nagrody stopnia drugiego

Szymon Kanonowicz (26), ucz. kl. IIT Gimnazjum i Liceum
Akademickiego w Toruniu.

Maciej Rzeszut (26), ucz. kl. III Gimnazjum nr 16

z oddzialami integracyjnymi w Warszawie.

Piotr Szefler (26), ucz. kl. II Gimnazjum i Liceum
Akademickiego w Toruniu.

Radostaw Tekiela (26), ucz. kl. III Gimnazjum im. Orla
Bialego w Ustroniu Morskim.

Anna Lewicka (25), ucz. kl. III Zespolu Szk6l Stowarzyszenia
Rodzin Katolickich Archidiecezji Katowickiej im. prym. kard.
Augusta Hlonda w Chorzowie.

Katarzyna Mandziuk (25), ucz. kl. III Gimnazjum nr 16 im.
F. Chopina w Lublinie.

Michal Miskiewicz (25), ucz. kl. IIT Gimnazjum nr 76

z oddzialami integracyjnymi w Warszawie.

Przemystaw Juda (24), ucz. kl. IIT Gimnazjum
Samorzadowego nr 2 w Bolestawcu.

Adam Wyrzykowski (24), ucz. kl. IT Gimnazjum nr 8 w ZSO

nr 4 im. C. K. Norwida w Olsztynie.

Piotr Byrski (23), ucz. kl. II Gimnazjum Towarzystwa

Szkolnego im. M. Reja w Bielsku-Biatej.

Bukasz Kowalewski (23), ucz. kl. IIT Gimnazjum nr 16

w Szczecinie.

Stawomir Niajko (23), ucz. kl. III Gimnazjum nr 16

w Szczecinie.

Rafal Podzinski (23), ucz. kl. III Gimnazjum nr 29 im.

ks. J. Twardowskiego w F.odzi.

Adam Chudziak (22), ucz. kl. IT Spolecznego Gimnazjum

,2Dwojka” nr 45 w Warszawie.

Piotr Markowski (22), ucz. kl. IIT Gimnazjum nr 1 im.

H. Sienkiewicza w Rawiczu.

Lukasz Szydetko (22), ucz. kl. III Gimnazjum nr 16 im.

S. Banacha w Bielsku-Biatej.

Michal Zajac (22), ucz. kl. I Publicznego Gimnazjum nr 2

im. J. Korczaka w Brzesku.

Michal Arndt (21), ucz. k1. IIT Gimnazjum nr 24 w Gdyni.
Nagrody stopnia trzeciego

Agata Maciocha (20), ucz. kl. III Publicznego Gimnazjum

nr 9 z oddziatami dwujezycznymi w Ozimku.

Adrianna Zoierczuk (20), ucz. kl. IIT Gimnazjum

Przymierza Rodzin im. Jana Pawta II w Warszawie.

Joanna Rojek (19), ucz. kl. III Gimnazjum nr 8 w Toruniu.

Albert Balinski (18), ucz. kl. II Gimnazjum nr 24 w Gdyni.

Paulina Cholewik (18), ucz. kl. IIT Gimnazjum w Jasienicy.

Joanna Joniczyk (18), ucz. kl. IIT Publicznego Gimnazjum

nr 52 oo. Pijaréw im. ks. S. Konarskiego w Krakowie.

Maja Nguyen (18), ucz. kl. IT Spolecznego Gimnazjum nr 20

w Warszawie.

Michalina Pacholska (18), ucz. kl. II Gimnazjum nr 1 im.

H. Steinhausa we Wroctawiu.

Martyna Wataszewska (18), ucz. kl. III Gimnazjum nr 50

w ZSO nr 6 w Bydgoszczy.

Przemystaw Bielec (17), ucz. kl. III Gimnazjum im. Orla

Biatego w Ustroniu Morskim.

Mateusz Bonin (16), ucz. kl. IIT Gimnazjum nr 50 w ZSO

nr 6 w Bydgoszczy.

Roman Kowalewski (16), ucz. kl. IT Gimnazjum nr 24

w Gdyni.

Wojciech Lis (16), ucz. kl. III Gimnazjum nr 10 im.

J. Kochanowskiego w Chorzowie.

Piotr Miska (16), ucz. kl. III Gimnazjum nr 5 w ZSO nr 12

w Sosnowcu.

Mariusz Olszewski (16), ucz. kl. III Gimnazjum SEC ,Arka”

we Wroctawiu.

Marcin Smulewicz (16), ucz. kl. I Gimnazjum Integracyjnego

w Skierniewicach.



w jednym z obserwatoriéw astronomicznych.

L OLIMPIADA ASTRONOMICZNA 2006,/2007
ZADANIA ZAWODOW II STOPNIA

1. Tabela zawiera wyniki pomiaréw geocentrycznej predkosci
radialnej Arktura (a Bootis), przeprowadzone w ciggu roku

Na podstawie danych zawartych w tabeli sporzadz wykres
zmian predkosci radialnych Arktura oraz zinterpretuj

otrzymany wynik.

Data | v, [kmm/s] | Data | v, [km/s] | Data | v, [km/s]
115 +21,1 IIT 02 +12,2 VII 23 -30,1
119 +21,0 IIT 21 +4,9 VII 30 -29,5
127 +20,4 VI 21 -28,1 VIII 06 -28,6
11 03 +19,3 VI 24 -28,6 VIIT 11 -27,8
II 07 +18,6 VII 01 -29,4 VIII 15 -27,0

II 10 +18,0 VII 08 -30,1 VIII 23 -25,2

II 15 +17,0 VII 11 -30,1 IX 21 -15,0
11 22 +15,1 VII 16 -30,2 XII 21 +19,0
11 24 +14,3 VII 20 -30,2

2. Planetoida typu NEO obiega Storice po elipsie w tej
samej plaszczyznie, w tym samym kierunku i z tym
samym okresem co Ziemia. Mimoséréd orbity planetoidy

e = 0,6. W pewnym momencie planetoida byta w opozycji
i w aphelium.

Jaka jest minimalna odleglos¢ tej planetoidy od Ziemi?
Podaj logiczne uzasadnienie przyjetej odpowiedzi oraz

zaznacz na rysunku w skali 1j.a. = 6 cm potozenia planetoidy

i Ziemi w momencie, gdy odlegto$¢ miedzy nimi jest
minimalna.

W rozwiazaniu pomin oddzialywania perturbacyjne
i przyjmij, ze orbita Ziemi jest okregiem.

F,00 [10° W-m™nm™ ]
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3. Zblizenie sie galaktyk, po zajéciu pewnych warunkow,
moze spowodowaé rozpadanie si¢ jednej z nich. Jest to
skomplikowany proces, jednak dla celéw szacunkowych
rozpatrz nastepujacy prosty model.

Mata galaktyka o masie m i promieniu r obiega po okregu
o promieniu ! duzo wieksza od niej galaktyke o masie M.
Galaktyki maja ksztalt sferyczny. Zaktadamy, ze mata
galaktyka nie obraca si¢ wokét wlasnej osi oraz ze r < [.

Przyjmujac taki model, oszacuj krytyczna odlegtosé i
miedzy galaktykami, po przekroczeniu ktérej rozpocznie sie
odrywanie z malej galaktyki jej peryferyjnych gwiazd.
Uwaga: Szacowanie prowadzimy na podstawie analizy sit
dzialajacych na skrajne (najdalsze i najblizsze w stosunku
do wiekszej galaktyki) i polozone w centrum gwiazdy malej
galaktyki.

4. Swiatto przechodzac przez osrodek materialny ulega
ostabieniu. Strumien swiatla w wiazce biegnacej przez
warstwe pochtaniajaca ulega ostabieniu, zgodnie ze wzorem:
d = Ppe™ %, gdzie: P¢ — strumien swiatta dla x =0
(nieostabiony), x — grubo$¢ warstwy, przez ktéra przechodzi
strumien, o — wspo6tczynnik absorpcji.

Zaktadajac, ze obiektyw refraktora sktada si¢ z dwoch
soczewek (dublet), a grubosé¢ kazdej soczewki stanowi

0,15 jej $rednicy D, przedyskutuj problem nieoptacalnosci
budowy duzych refraktoréw — ostatni powstal jeszcze w XIX
wieku.

Wskazéwki: znajdz przebieg funkcji ® = ®(D), potraktuj
obiektyw jak dwie lezace blisko siebie ptyty ptasko
réwnolegte.

ZADANIA ZAWODOW III STOPNIA

1. Na wykresie dolaczonym do zadania przedstawiono
widmo ciggle pewnej gwiazdy. Widmo to zostato ztozone

z danych uzyskanych za pomocy kilku spektrograféw

o niskiej zdolnosci rozdzielczej (linia ciggta). Korzystajac

z obszaru pomigdzy 550 nm a 800 nm, do zaobserwowanego
widma dopasowano widmo opisane funkcja Plancka (linia
przerywano-kropkowa), otrzymujac warto$é temperatury

T = 6420 K. Dopasowanie to pozwolito réwniez na kalibracje
wzglednych natezen do wartosci bezwzglednych w ten
sposéb, ze 0$ rzednych przedstawia moc wypromieniowywang,
w jednostkowym przedziale dtugosci fali przez jednostke
powierzchni gwiazdy.
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Widmo gwiazdy obejmuje zakres dtugosci fal od 270 nm
do 800 nm. Poréwnanie zaobserwowanego widma
i dopasowanej funkcji Plancka (tzn. dopasowanego rozktadu

vii

widmowego promieniowania ciata doskonale czarnego)
pozwala stwierdzié, ze w zakresie 270 nm—400 nm
funkcja Plancka Zle opisuje widmo gwiazdy, w zakresie
400 nm-550 nm opisuje je zaledwie zadowalajaco, natomiast
dla fal krétszych od 270 nm i dtuzszych niz 550 nm — bardzo
dobrze. Przy tym zaltozeniu, korzystajac z dotaczonego
widma, znajdz przyblizong warto$¢ temperatury efektywnej
gwiazdy.
2. Wedtug hipotezy wysunigtej przez Johanna Keplera
biblijne zjawisko Gwiazdy Betlejemskiej mogto byé kojarzone
z koniunkcjami Jowisza i Saturna, ktére nastapity w 7
roku przed nasza era. Wtedy jednak, nawet w momencie
minimalnego zblizenia, odlegtos¢ katowa obu planet na niebie
wynosita okoto jednego stopnia.
Opisz przebieg takiego zjawiska, gdyby zachodzito ono
w poblizu opozycji Jowisza i doszlo do centralnego zakrycia
jednej planety przez druga.
Przyjmij nastepujace granice jasnosci i §rednic
rozpatrywanych planet:
Jasno$¢ Jowisza obserwowanego z Ziemi: —1,7 +~ —2,9 mag
Jasno$¢ Saturna obserwowanego z Ziemi: +1,3 + —0,3 mag
Srednica katowa Jowisza obserwowanego z Ziemi:

30,4"” = 50,1"
Srednica katowa Saturna obserwowanego z Ziemi:

15,0” + 20,9”

Okres obiegu Jowisza wokdt Stonca wynosi 11,9 lat,
a Saturna — 29,5 lat. Zdolnos¢ rozdzielcza oka wynosi
1 minute tuku.



3. Zmiany potozen na sferze niebieskiej sktadnikéow gwiazdy
fizycznie podwdéjnej sa wywotane wzajemnym ruchem
obiegowym gwiazd oraz ruchem calego uktadu w przestrzeni.
Na rysunku zaznaczono potozenia skladnikéow A i B dla
trzech réznych momentéw. Zaktadajac, ze uktad jest
odosobniony oraz ze, masa sktadnika B jest rowna masie
Stonca wyznacz mase sktadnika A.

4. Zamieszczone mapki www.mimuw.edu.pl/delta/ola.zip
obejmuja fragmenty sfery niebieskiej o powierzchni okoto
24° x 30° wokol jasnych gwiazd — gwiazdy te nie sg jednak
zaznaczone na mapkach.

Po przeprowadzeniu identyfikacji poszczegdlnych obszardw
nieba, na kazdej mapce:

— zaznacz polozenie brakujacej jasnej gwiazdy,

— okresl jej jasnosé za pomocy okregu o odpowiedniej
wielkosci,

— podaj nazwe tej gwiazdy oraz nazwe gwiazdozbioru,

do ktérego nalezy,

— zaznacz za pomocy strzatki kierunek ku péinocnemu
biegunowi niebieskiemu.

5. Mierzalnymi parametrami kosmologicznymi sa
przesuniecie ku czerwieni z oraz warto$¢ statej Hubble’a,
ktérej obecna warto$é Ho wynosi okoto 70km/s - Mpc.

Wszelkie czasy, a wiec te odpowiadajace konkretnym
przesunieciom ku czerwieni wylicza si¢ z modeli
wynikajacych z przyjecia odpowiedniego sktadu i wlasnosci
materii zawartej we Wszechswiecie. Dlatego w pracach
naukowych, podajac odpowiednie czasy, informuje sig,
jakiego modelu uzyto do ich obliczenia. Aby przekonaé sie,

ze nie chodzi o drobne réznice, oblicz obecny wiek
Wszechéwiata oraz moment odpowiadajacy przesunieciu ku
czerwieni z = 7 w dwu réznych modelach

a) R(t) = Av/t — wszechéwiat zdominowany przez
promieniowanie,

b) R(t) = A(t)% — wszech$wiat zdominowany przez pyt

(czyli np. gwiazdy), przy czym R(t) jest czynnikiem skali,
natomiast A jest stala.

Sprébuj dopasowaé wykladnik o modelu opisanego ogdlnym
wzorem R(t) = A(t)“, do obecnie przyjmowanego wieku
Wszech$wiata wynoszacego ok. 1,35 - 10'° lat. Réwniez w tak
uzyskanym modelu oblicz czas odpowiadajacy z = 7.

Uwaga. Przesunigcie ku czerwieni jest zwiazane z czynnikiem
R(to)
R
Swiatta, a to — chwile obecna.

skali wzorem: z = gdzie t. oznacza moment emisji

Stata Hubble’a jest stala w przestrzeni, natomiast jej

zalezno$é od czasu opisuje wzoér: H(t) = ‘“;Et) . ﬁ.

6. Pochlanianie i rozpraszanie swiatla (ekstynkcja)

w przestrzeni miedzygwiazdowej sg powodowane gldéwnie
przez pyl. Rozmiary pylu sa na tyle mate, ze ekstynkcja
zalezy miedzy innymi od dtugodci fali $wiatla. Jednak przy
rozwazaniach szacunkowych mozna zalozy¢, ze oslabienie
$wiatta dalekich obiektéw zalezy jedynie od dlugosci
przebytej drogi.

Przyjmujac, ze $wiatlo ulega e-krotnemu (e & 2,72)
ostabieniu po przejsciu pewnej drogi [, réwnej sredniej
drodze swobodnej fotonu w oérodku, znajdz wzor okreslajacy
roznice miedzy wielkoscia gwiazdowa obiektu, ktorego
Swiatto przeszto w osrodku miedzygwiazdowym droge L,

a wielkoScig gwiazdowa tego obiektu, gdyby jego swiatto nie
uleglo ostabieniu.

W terminologii astronomicznej t¢ réznice wielkosci
gwiazdowych nazywa sie¢ ekstynkcja i tak rozumiana
ekstynkcja stuzy do okreslania poprawek obserwowanych
wielkosci gwiazdowych dalekich obiektow.

Przyjmujac, ze w okolicy Stonica (w promieniu kilku tysiecy
lat $wietlnych) $rednia droga swobodna fotonu wynosi

3000 lat Swietlnych, oblicz tak szacowana ekstynkcje dla

a Cyg (Deneb) o jasnosci absolutnej M = —7,2™ i jasnosci
obserwowanej m = 1,25™. Jaki popelniliby$my btad w ocenie
odlegtosci do tej gwiazdy, gdyby$émy w zmierzonej jasnosci
obserwowanej gwiazdy nie uwzglednili tej poprawki?
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