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Kolorowanie wierzcholtkéw kwadratu 1 szeScianu

Wojciech GUZICKI™

Przyklad 1. Wierzcholki kwadratu mozna dwoma kolorami pokolorowaé
na 16 réznych sposobéw:

Himim|

I

Ay

Przyklad 2. Gdy za geometrycznie nierozréznialne uznamy te pokolorowania,
ktére roznig sie jedynie polozeniem kwadratu, czyli takie, dla ktérych istnieje
izometria kwadratu nakladajaca jedno z nich na drugie (np. obrét o 90°
naklada drugie na trzecie narysowane wyzej pokolorowanie), to geometrycznie
rozréznialnych pokolorowan dwoma kolorami bedzie 6.

LI

Przyklad 3. Uzywajac trzech koloréw, mozna pokolorowaé¢ wierzchotki
kwadratu na 21 geometrycznie rozréznialnych sposobéw.
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Przyklad 4. Fizycznie realizowalne izometrie szeécianu, nakladajace go

na siebie, to jedynie obroty. Istnieja 23 fizycznie rozréznialne pokolorowania
wierzcholtkow szeécianu dwoma kolorami.

A /] /]
vy Y v . -

Y /I q

Izometrie sze$cianu to jednak nie tylko obroty, lecz takze symetrie. Dlatego
tez geometrycznie rozréznialnych pokolorowan wierzchotkéw szescianu jest
mniej: 22. Pozostawiamy Czytelnikowi odnalezienie na rysunku tej pary
pokolorowan, ktére fizycznie si¢ réznia, lecz geometrycznie — nie.

Widzimy wiec, ze liczba rozréznialnych pokolorowan zalezy od tego, jak
okreslimy nierozréznialnosé pokolorowan. Dogodnie jest uzywaé tu terminologii
algebraicznej.

Zajmowac sie bedziemy tylko przeksztalceniami zbioréw skoniczonych. Grupg
przeksztalcen zbioru X na niego samego nazywamy taki (niepusty) ich zbiér G,
ze wraz z dwoma przeksztalceniami o i § naleza do niego ich zlozenie o

i przeksztatcenia odwrotne o', 8~1. Najwieksza grupa przeksztalcen zbioru X

*Instytut Matematyki, Uniwersytet
Warszawski

to grupa jego permutacji, wszystkie inne sa w niej zawarte (sa jej podgrupami).
Kazda permutacja daje si¢ przedstawié jako suma cykli — piszac (1,2, 3),
bedziemy mieli na my$li cykliczna zamiane 1 na 2, 2 na 31 3 na 1. Oto rozktad
na cykle wszystkich o$miu elementéow grupy przeksztalcen wierzchotkdw
kwadratu na siebie:

2 2 1 1 4 3 4 1 2 2 3 4 1

1 2 ™3 T4 5 6 ™7

(1,2,3,4) (1,3)(2,4) (1,4,3,2) (1,2)(3,4) (1,4)(2,3) (1)(2,4)(3) (1,3)(2)(4)



Symbol | X| oznacza liczbe elementéw
zbioru X. Poniewaz rozpatrujemy tylko
zbiory skoriczone, wiec jest to liczba
naturalna.

Jedli G jest pewna grupa przeksztalcen zbioru X oraz z € X, to zbiér

O(z) :={m(z): 7€ G}
nazywamy orbitq x (ze wzgledu na G). Z kolei charakterem przeksztalcenia m
nazywamy liczbe jego punktéw statych w X:

x(m) = {z e X ¢ m(z) =}
Przyjmiemy bez dowodu nastepujacy fakt, wiazacy te pojecia.
Lemat Burnside’a. Liczba orbit ¢(G) w zbiorze X ze wzgledu na grupe G jest

réwna
1
@ : Z x(m).

TeG
Tyle o narzedziach. Powr6¢émy do sprawy kolorowan.

Niech bedzie dany zbior skoniczony A. Kolorowaniem zbioru A nazwiemy
dowolna funkcje ¢: A — {1,... k}. Méwimy tez wtedy, ze elementy zbioru A
kolorujemy za pomoca k koloréw (nawet jesli nie wszystkie kolory zostaly
uzyte). Niech K bedzie zbiorem wszystkich kolorowan zbioru A za pomoca

k koloréw. Przypusémy nastepnie, ze dana jest pewna grupa G przeksztalcen
zbioru A na siebie — za jej pomoca definiujemy teraz grupe G* przeksztalcen
zbioru K. Dla dowolnego przeksztalcenia m € G definiujemy przeksztalcenie

7% K — K wzorem 7*(c) := con~!. Wreszcie przyjmujemy G* := {7* : 7 € G}.
Cwiczenie. Udowodnié, ze jesli k > 2, m,0 € G oraz 7 # o, to 7 # o*.

W szczegblnosed, ze |G*| = |G].

Moéwimy teraz, ze dwa kolorowania ¢ i d zbioru A sa nierozréznialne (ze wzgledu

na grupe G), jedli istnieje takie przeksztalcenie m € G, ze 7*(c) = d.

Przyklad 5. Popatrzmy na nastepujace dwa kolorowania kwadratu, c i d
(dla latwiejszego zapisu uméwmy sie, ze kolorowi bialemu odpowiada liczba 1,
niebieskiemu 2 i czarnemu 3 — sa to wiec kolorowania {1,2,3,4} — {1,2,3}).

46 3 4 »3
c: d:
1e 2 1 > 2

Zauwazmy, ze kolorowanie d powstato przez to ,,obrécenie” kolorowania c, ktore
nazwali$my 3. Sprawdzimy, ze rzeczywiscie d = 75 (c). Mianowicie

m3(c)(1) = e(mz ' (1)) = ¢(2) = 1 = d(1),
5 (c)(2) = e(m5 ' (2)) = ¢(3) = 3 = d(2),
m5(c)(3) = e(m3 ' (3)) = c(4) =2 = d(3),
m5(c)(4) = c(my ' (4)) = c(1) = 3 = d(4).

Przypu$émy teraz, ze dany jest zbiér A i pewna grupa jego przeksztalcen.
Rozwazmy zbiér K kolorowan zbioru A za pomoca k koloréw i grupe G*
przeksztalcen zbioru K. Wéwczas liczba orbit grupy G* jest rowna

HG )2?' Z X(U)ZE'ZX(W ).
G 4. Gl =,
Dla dowolnego przeksztalcenia m € G chcemy obliczyé x(7*). Przypusémy zatem,
ze ¢ € K. Zauwazmy, ze nastepujace warunki sg rownowazne:

() = ¢,
cowfl:c,
c=com

Va € A (¢(n(a)) = c(a)).

Ostatni warunek jest réwnowazny temu, ze wszystkie elementy tego samego
cyklu (w rozkladzie permutacji 7 na cykle) sa pokolorowane tym samym
kolorem.
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Zatem, jesli z(m) oznacza liczbe cykli permutacji 7, to

x(m*) = k*,
Stad otrzymujemy wzér na liczbe rozréznialnych kolorowan — jest to przeciez
liczba orbit w K wzgledem G*:

1
oMy = LY R,
|G| TeG
‘ Whiosek 1. Liczba cykli o$miu izometrii kwadratu (patrz strona 1) to
odpowiednio
4,1,2,1,2,2,3,3.

Zatem liczba geometrycznie rozréznialnych kolorowan wierzchotkéw kwadratu za

- pomoca k koloréw jest réwna
1 1
g(k4+k3+k’2+k’+k2+k’2+k3+k3) = g(k4+21~c3+3kQ+2k).

I (prosze sprawdzi¢) dla k = 2 otrzymujemy 6, a dla k = 3 mamy 21
rozréznialnych geometrycznie kolorowan, co obliczyliSmy juz poprzednio

,ha piechote”. Ale teraz mozemy obliczy¢ liczbe rozréznialnych kolorowan dla
dowolnej liczby kolorow!

Aby wyprowadzi¢ analogiczny wzér na liczbe fizycznie rozréznialnych kolorowan
wierzcholkéw sze$cianu, musimy przyjrzeé sie jego grupie obrotéw (czyli
fizycznie realizowalnych izometrii).

Grupa ta sklada sie z 24 obrotéw. Pierwszym z nich jest identycznosé —
oczywiscie ma ona osiem cykli: (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8).
Nastepnie mamy 3 obroty wokdl osi przechodzacej przez érodki przeciwlegtych
$cian (sa trzy takie osie).

7 6 6 5 5 8

4 1 3 4 2 3
obrét 0 90° (1,2,3,4)(5,6,7,8)  obrét o 180° (1,3)(2,4)(5,7)(6,8)  obrét o 270°% (1,4, 3,2)(5,8, 7, 6)

7Z kolei mamy obrét wokol osi przechodzacej przez srodki przeciwleglych
krawedzi (jest 6 takich osi) i 2 obroty woké?t osi przechodzacej przez przeciwlegle
wierzcholki (sa 4 takie osie).

2 3 8 4 8 5
4 3 1
=11 7 1
o, 7 1 6
1/6 5 7
5 8 6 2 3 2
obrét o 180°: (1,5)(2, 8)(3,7)(4, 6) obrét o 120% (1, 3,6)(2)(4,7,5)(8) obrét o 240°: (1,6, 3)(2)(4,5,7)(8)

Whiosek 2. Dla realizowalnych fizycznie izometrii sze$cianu mamy zatem jedna
permutacje o 8 cyklach, 6 permutacji o 2 cyklach i 17 permutacji o 4 cyklach.
Stad wynika, ze liczba fizycznie rozréznialnych kolorowan szescianu k kolorami
jest rowna
L s 4 2
ﬂ(k + 17k% + 6k7),
co dla k = 2 daje 23 (to juz poprzednio ustaliliémy), a np. dla k = 3 mamy 333.
Whiosek 3. Grupa wszystkich izometrii szeScianu sklada sie z 48 izometrii.
Wiéréd tych permutacji zbioru wierzchotkéw jedna permutacja ma 8 cykli, 6 ma
6 cykli, 21 ma 4 cykle i 20 ma 2 cykle. Zatem liczba kolorowan geometrycznie
rozroznialnych jest réwna
1
48
co dla k = 2 daje 22 kolorowania (to tez ustaliliSmy), a np. dla k = 3 daje ich
267.

(k® 4 6k° + 21K 4- 20K2),

3



Rozwigzanie zadania M 1168.

Niech d oznacza najwiekszy wspoélny
dzielnik liczb a i b. Wtedy a = da;

i b = dby, gdzie liczby catkowite dodatnie
a1 1 by sa wzglednie pierwsze. Wowczas

2

2
a® — b~

2 2
ay — by

ab a1by
skad w szczegdlnosci wynika, ze liczba a;
jest dzielnikiem liczby b% A skoro liczby
a1 1 by sa wzglednie pierwsze, to a; = 1.
Analogicznie wnioskujemy, ze by = 1, co
w efekcie daje a = b.

Uniwersalna kosmiczna predkos¢
Krzysztof REJMER ™

Szczegblna teoria wzglednoséci Alberta Einsteina opiera si¢ na dwdch
postulatach.

1. Zasada wzglednosci: wszystkie prawa fizyki sq jednakowe w kazdym
iercjalnym ukladzie odniesienia.

2. Predkos¢ swiatla: predkosé swiatla jest taka sama w kazdym inercjalnym
ukladzie odniestenia.

Za ,0jca” zasady wzglednosci mozna uzna¢ Henri Poincarégo, natomiast
(szokujacy dla kazdego, kto wychowal sie na mechanice Newtona) postulat
niezaleznosci predkosci swiatta od wyboru ukladu odniesienia pochodzi od
Alberta Einsteina. Przyczyna, dla ktorej Einstein zdecydowal sie zaprzeczyé
pozornie oczywistym faktom, nie lezala w klasycznej mechanice, lecz

w elektrodynamice klasycznej. W konsekwencji powstala nowa teoria nazwana
mechanika relatywistyczna, stara mechanika klasyczna za$ jest jedynie
przypadkiem granicznym, odpowiadajacym sytuacji, w ktorej predkosci
wszystkich poruszajacych sie¢ cial sa male w poréwnaniu z predkoécia $wiatla.

Okazuje sie, ze istnienie uniwersalnej predkosci, niezaleznej od wyboru

uktadu odniesienia, jest konsekwencja samej zasady wzglednosci. Nazwiemy

ja uniwersalng kosmiczng predkoscia. Nie wynika z tego oczywiscie, ze
chodzi tu akurat o predko$é¢ swiatla. Pokazemy, iz szczegdlna teorie wzglednosci
mozna wyprowadzi¢ jedynie z zasady wzglednodci, nie odwolujac si¢ do drugiego
postulatu. A ze elektrodynamika pozwala zidentyfikowaé¢ te uniwersalng
kosmiczna predkosé, to tym lepiej.

Rozwazymy zatem jednorodng i izotropowa przestrzen oraz jednorodny czas.
Sa to naturalne zalozenia wspélne dla mechaniki Newtona i szczegdlnej teorii
wzglednosci. Przyjmiemy tez zasade wzglednosci. I to sa juz wszystkie nasze

zalozenia.

Rozwazymy teraz dwa uktady odniesienia U i U’. Wybieramy wspdlrzedne
kartezjanskie zwiagzane z tymi uktadami, tak by ich osie byly réwnolegle,
a zegary synchronizujemy w ten sposéb, by w chwili, gdy poczatki uktadéw
wspOtrzednych pokrywaja sie, t = t’ = 0; wielkoéci primowane dotyczg uktadu U,
a nieprimowane uktadu U’. Uklad U’ porusza si¢ z predkoscia v wzgledem U
wzdluz osi  w kierunku dodatnim, a uktad U porusza si¢ z predkoscia —v
wzgledem U wzdtuz osi 2’ w kierunku ujemnym. Mozemy wyrazi¢ wspélrzedna
2’ przez x it, oraz x przez x’ it/,

=2y f oraz T = il + 2

F, G, F, G,

Poniewaz znamy wzgledne predkosci ukladéw, mozemy znalezé zwigzki miedzy
wspdlczynnikami Fli, 1 Giy:

F
.CC/:O:}U:E:——U,
t Gy
oraz
/
F_
r=0=— = o= Y
G,
7 zasady wzgledno$ci wynika takze réwnanie
F_,=F,.
Otrzymujemy stad
v t—kyx
F, 7
przy czym wielkosé
1-F?
kv = . )
v

*Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski W jezyku angielskim nazywana jest chronocity; polskiej nazwy brak.
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Rozwigzanie zadania M 1169.
Przyjmijmy, ze dlugo$é¢ krawedzi
szeScianu wynosi 2.

D c’
R L b
1
’
A 1
1
| Q
1
1
. p
0
1 ,'
',
D/ /e
A P B

Wtedy B’P = /5 = PD. Analogicznie,

B'Q = QD oraz B'R = RD. Zatem
punkty P, Q, R leza w plaszczyznie
bedacej symetralng odcinka B’ D.

Dodajmy teraz trzeci uklad odniesienia U”. Osie kartezjanskich uktadéw
wspdlrzednych, zwiazanych z U, U', U, sa réwnolegle, w pewnym momencie
ich poczatki pokrywaja sie, a zegary sa zsynchronizowane w ten sposob, ze
t =t =t" = 0 wlasnie w tym momencie. Uklad 4’ porusza siec wzgledem U
w kierunku osi z z predkoscia v, uktad U” porusza sie wzgledem U’ w kierunku
osi 2’ z predkoscia u, natomiast przez w oznaczymy predkosé U wzgledem U” .
Prosta algebra daje nastepujace wyniki:
v+ u v+ u

(%) wW=———— oraz —w=-_——.

1+ ’Uku 1+ Uk'u
(W tym celu raz nalezy rozwazy¢ predkos$é U wzgledem U”, a raz predkosé U”
wzgledem U.) Poréwnujac powyzsze réwnania, otrzymujemy

uk, = vky,, czyli ﬁ = k—u =Q.
v u
Wielko$¢ (2 jest wigc niezmiennikiem ze wzgledu na wybér inercjalnego uktadu
odniesienia, ma ona wymiar odwrotnosci kwadratu predkoéci. Zauwazmy, ze
postugujac sie trzema uktadami odniesienia U, U’ i U"”, mozemy te wielkosé
zapisaé jako
uU+v+w
wow

Jest to nowa, uniwersalna stata (o ile 2 # 0). Latwo sprawdzié, ze

F, =vV1+ Q2

wiec mozemy zapisa¢ transformacje wspolrzednych czasoprzestrzennych z ukladu
U do U’ w nastepujacy sposob:

r — vt . t — Qux
V1—Qu?’ V1—Qu?’
Dla © = 0 jest to transformacja Galileusza, natomiast dla dodatniej wartosci €2
otrzymujemy transformacje Lorentza, w ktérej Q odgrywa role ¢ =2 (c jest
predkoscia $wiatla).

Q=—

/

/

Ujemne wartosci 2 musimy odrzucié. Jesli we wzorze () polozymy u = v, to

2v
14027
Gdyby Q byta wielkoécia ujemna, to dla v = 1/y/—Q otrzymalibyémy wyrazenie
nieokreslone. Latwo sprawdzié, ze skladajac trzykrotnie te sama predkosé v
(trzeba wprowadzi¢ jeszcze jeden uklad odniesienia U""), otrzymujemy
wyrazenie, ktére jest nieokreslone dla v = 1/4/—3Q. To postepowanie mozna
kontynuowaé, otrzymujac kolejne przypadki, kiedy predkos¢ nie jest okreslona.
Ale predkosé jednego uktadu odniesienia wzgledem drugiego nie moze byé
nieokreslona.

—w

Opisane przez nas rozumowanie ujmuje mechanike Newtona (£2 = 0) i mechanike
relatywistyczna (Q > 0) we wspSlnym schemacie. Fakt, ze juz sama zasada
wzglednosci (niezaleznie od elektrodynamiki) wymusza istnienie uniwersalnej
predkosci, niezaleznej od wyboru inercjalnego odniesienia, zostal odnotowany
niejednokrotnie po powstaniu szczegolnej teorii wzglednosci, jednak kilka
artykuléw poswieconych temu zagadnieniu pozostalo niezauwazonych.
Pierwszenstwo nalezy oddac rosyjskiemu fizykowi o polsko brzmiacym nazwisku,
Wiadimirowi Ignatowskiemu. Ignatowski urodzit sie w Gruzji w 1875 roku,
natomiast opisana powyzej idea zostata opublikowana w artykule zamieszczonym
w Arch. Math. Phys. w 1910 roku. W 1942 roku podczas oblezenia Leningradu
Ignatowski zostal skazany na Smier¢ za rzekome szpiegostwo na rzecz Niemiec.
Zrehabilitowano go posmiertnie w 1955 roku. Na koniec oddajmy gltos samemu
Witadimirowi Ignatowskiemu. W wyktadzie wygtoszonym w Moskwie w 1909
roku méwil w ten sposob:

Na podstawie samej zasady wzglednoSci mozna udowodnic, ze must istnie¢
uniwersalna stata kosmiczna, w przeciwienstwie do metody Finsteina, ktory obok
zasady wzglednos$ci przyjmuje predkosé swiatta a priori jako uniwersalng stalq.
Dowodzgc jej istnienia, nie odwolujemy sie do predkosci swiatla, dowodzimy jej
istnienia w seygi/g«oéélnym, nie za$ na podstawie jakiegos szczegolnego zjawiska
fizycznego. 7



Galaktyki Wolfa—Rayeta Krzysztof CZART”

Aby méc omawiaé galaktyki Wolfa—Rayeta, trzeba najpierw wyjasnié, co

to sa gwiazdy Wolfa—Rayeta. Ich historia rozpoczyna sie w 1867 roku,

gdy dwaj francuscy astronomowie, C.J. Wolf i G. Rayet, odkryli trzy

gwiazdy, wyrdzniajace sie spoérdd innych znanych wtedy gwiazd obecnoscia
silnych, szerokich linii emisyjnych w widmach. Tymi trzema gwiazdami
Wolfa—Rayeta byty, wedlug dzisiejszych oznaczen, WR, 134, WR 135 i WR
137. Pézniej opracowano system klasyfikacji takich gwiazd. System zostal
oparty na stosunkach natezen linii emisyjnych azotu, wegla i tlenu w zakresie
optycznym. Symbolem WN oznacza sie gwiazdy z dominujacymi liniami azotu,
WC z silnymi liniami wegla, gdy wreszcie w widmie wystepuja szczegélnie silne
linie tlenu — mamy podtyp WO.

Gwiazdy WR to koncowe stadia ewolucji gwiazd o bardzo duzej masie
poczatkowej (ponad 40 mas Stonica). Gwiazdy te ewoluuja z typu widmowego O
i s uznawane za poprzedniczki supernowych typéw Ib i Ic. Gwiazdy WR
charakteryzuja sie bardzo silnymi wiatrami gwiazdowymi, osiagajacymi predkosé
3000 km/s i unoszacymi mase nawet 10~° masy Stofica na rok. Na rysunku 1
mamy przyktad gwiazdy tego typu; jest to gwiazda WR, 124.

*Centrum Astronomii, Uniwersytet
Mikotaja Kopernika w Toruniu

O galaktykach Wolfa—Rayeta mozemy mowi¢ od roku
1976, kiedy to Allen, Wright i Gloss zidentyfikowali
lini¢ He II (zjonizowanego helu) 468,6 nm w widmie
galaktyki He 2-10. Ta linia helu wystepuje w widmie
gwiazd WR (aczkolwiek nie tylko u nich). Kilka
obrazow tej galaktyki przedstawia rysunek 2. He 2-10
to niebieska galaktyka kartowata, majaca dwa obszary
gwiazdotwdreze z silnymi liniami emisyjnymi goracego
gazu miedzygwiazdowego. Atomy gazu sa wzbudzane
przez promieniowanie duzej liczby gwiazd typu O. Jesli
narodziny gwiazd sa odpowiednio liczne i obserwujemy
je w odpowiednim momencie (kilka milionéw lat po
rozpoczeciu tych proceséw), to gwiazdy WR moga byé
obecne w liczbie wystarczajacej do tego, aby ich linie
emisyjne byly silniejsze od widma ciaglego galaktyki.
W roku 1991 Conti zaproponowal termin ,galaktyka
Wolfa—Rayeta” i przedstawil liste 37 takich obiektow.
Natomiast katalog z 1999 roku (Schaerer, Contini

Rys. 1. Gwiazda Wolfa-Rayeta WR 124 (NASA, HST, WFPC2). i Pindao) zawieral juz 139 galaktyk Wolfa—Rayeta.

Tak wiec galaktyka Wolfa—Rayeta nazywamy taka
galaktyke, ktéra wykazuje charakterystyczne cechy
widma WR w zintegrowanym widmie calej galaktyki
lub okreslonego jej regionu. Definicja ta jest prawie

32" o ‘S niezalezna od jakosci widma i odréznia galaktyki

36" ‘ b odlegle od pobliskich, w ktérych gwiazdy WR mozna

«" obserwowaé bezposrednio. Galaktykami WR moga
26'24'a4” - by¢ galaktyki réznych typéw, np. galaktyki spiralne,
niebieskie galaktyki kartowate, galaktyki Seyferta,
galaktyki z aktywnym jadrem, galaktyki z nadwyzka
podczerwieni. W naszej Galaktyce, wedlug katalogu
Huchta z 2001 roku, znajduje sie 227 gwiazd WR.
W sasiednich galaktykach ich liczebno$¢ przedstawia
si¢ nastepujaco: Wielki Oblok Magellana — 135,
Maly Obtok Magellana — 9, M31 — 49, M33 — 141.
Oprécz tego zaobserwowano pojedyncze gwiazdy WR,
w galaktykach IC 10, NGC 6822, IC 1613, NGC 300,
NGC 55.

24"

28"

08"36™8% 15%

Rys. 2. Galaktyka He 2-10. Lewy gorny rég: obraz w swietle

widzialnym z teleskopu naziemnego. Prawy gérny rég: obraz . .
z teleskopu kosmicznego w nadfiolecie. Na dole: powigkszenie rejonu Sposobem ha oceng hCZby gw1azd WR w galaktykaChv

gwiazdotworczego w centrum galaktyki. w ktérych nie potrafimy wyodrebnié¢ poszczegdlnych



w galaktyce otrzymamy, oczywiscie, jako Nywr = Lwgr/LY, 5. W roku 2000
Guseva i Izotov przeprowadzili takie oceny dla grupy 39 galaktyk WR. Rozrzut

% okazal si¢ ogromny: od kilku do kilkunastu tysiecy gwiazd. W wigkszosci
}7 przypadkéw liczba gwiazd WR, stanowila kilka procent gwiazd typu O, z ktérych

gwiazd, jest poréwnanie natezen linii emisyjnych, charakterystycznych dla
widma WR. Jezeli oznaczymy przez Ly g jasno$é (Scislej — moc promieniowania)
galaktyki w jednej lub kilku wybranych liniach, a przez LY, ; jasno$¢ w tej
linii lub liniach dla pojedynczej gwiazdy WR, to liczbe Ny g tych gwiazd

gwiazdy WR powstaja. Z kolei liczbe gwiazd O autorzy szacowali z natezen
linii wodorowych Hg. Zauwazono, iz stosunek liczb gwiazd WR do O wykazuje

spadek wraz ze wzrostem metalicznosci galaktyki. Pod pojeciem metalicznosci
* rozumie si¢ zawarto$¢ w materii miedzygwiazdowej pierwiastkow cigzszych

od helu. Sa one produktami przemian termojadrowych we wnetrzach gwiazd
% na kolejnych etapach ewolucji, a dostaja sie¢ do materii miedzygwiazdowej np.

za posrednictwem wiatrow gwiazdowych lub wskutek wybuchéw supernowych.

W galaktykach WR mamy tez do czynienia z intensywnymi procesami
gwiazdotwérezymi zachodzacymi w ciagu ostatnich kilku milionéw lat.
Wszystkie te procesy i stworzenie spéjnego modelu galaktyki WR wymagaja
jeszcze wielu dalszych badan i prac. Dokladniejsze poznanie galaktyk WR
niewatpliwie pomoze lepiej zrozumie¢ procesy powstawania gwiazd i ich ewolucji.

m Zadania Redaguje Waldemar POMPE

1168. Dane sg takie liczby catkowite dodatnie a, b, ze liczba
D' ' a2 — b2

ab

jest catkowita. Wykazaé, ze a = b.
Rozwiazanie na str. 4

1169. Dany jest szescian ABCDA'B'C'D’ (rys. 1). Punkty P, Q, R sa

odpowiednio $rodkami krawedzi AB, CC’, A’D’. Udowodnié, ze plaszczyzna
¢ PQR jest prostopadla do prostej B'D.

Rozwiazanie na str. 5

1170. Niech M bedzie 10-elementowym podzbiorem zbioru {1,2,...,99}.
Dowieéé¢, ze zbior M ma takie dwa roztaczne niepuste podzbiory A i B, ze suma
elementéw zbioru A jest rowna sumie elementéw zbioru B.

Rozwiazanie na str. 10

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 691. Dwa réwnolegte idealnie przewodzace prety odleglte o [ = 0,1m
V1 leza w plaszczyznie prostopadlej do jednorodnego pola magnetycznego
B = 1T, sa polaczone na stale przewodnikiem o oporze Ry = 32 oraz dwoma
przewodnikami o oporach r1 = 1Q 1 ry = 20 (rys. 2), poruszajacymi sie
w przeciwnych kierunkach. Oddalaja sie one od przewodu umieszczonego
QB na stale z predkosciami v1 = 0,3m/s i v2 = 0,2m/s. Znalezé natezenie pradu
Rys. 2 w pierwszym przewodniku.
Rozwiazanie na str. 11

———— RO

F 692. Pierscien przewodzacy o promieniu R ma dodatkowy przewodzacy
tacznik biegnacy wzdluz $rednicy pierécienia (rys. 3). Do lewego i prawego
polokregu zostaly podlaczone kondensatory o pojemnosciach Cy i Cy. Caly

o Ch uktad zostal umieszczony w polu magnetycznym B = Bo%, rosnacym liniowo
z czasem i prostopadlym do powierzchni pierscienia. W pewnej chwili usunigto
tacznik, a pole magnetyczne przestato rosnaé. Jaki tadunek indukowat sie

na kondensatorach?

Rys. 3 Rozwiazanie na str. 16

®b:u

®m¢
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Rys. 1

Rys. 2

Maia delld

O polu wieloboku

Jak dobrze wiemy ze szkoly podstawowej, pole P tréjkata ABC

réwne jest potowie iloczynu dowolnej z jego wysokosci i dlugosci boku,
wzgledem ktérego wysokosé te wyznaczono. Zalézmy dla uproszczenia,
ze A znajduje si¢ w poczatku uktadu wspédlrzednych i ze wspotrzedne B
oraz C' to odpowiednio (x,y) oraz (z’,3"). Niech ponadto punkt K ma
wspOtrzedne (1,0), a o i 8 beda miarami katéw skierowanych K AB oraz
KAC.

Wéwecezas

pP= %|AB| h= %|AB| JAC|sin(B — o) =

= %|AB| -|AC|(sin S cos @ — sinacos B) = = (zy’ — z'y).

N —

Wyrazenie postaci zy’ — 2’y jest znane w matematyce i nazywa sie

w i : A i Y
YZNACZNIKILEM MACIETZY 2 y, oznacza s1€¢ go CZQStO yl .

Uméwmy sie jednak, ze bedziemy mowi¢ tez o wyznaczniku pary punktow
B=(z,y)iC=(2y):

xl

det(B,C) = zy’ — 2'y.
Mamy zatem wzér na pole tréjkata ABC
(1) P = 5 det(B,0).

Zauwazmy przy tym, ze jesli punkty B i C' zamienimy miejscami, to
otrzymamy wynik ujemny, czyli wzér (1) daje nam wartosé pola tréjkata
ABC tylko wtedy, gdy punkty A, B i C' ulozone sa przeciwnie do ruchu
wskazéwek zegara, czyli — jak to zazwyczaj méwimy — prawoskretnie.

W przeciwnym za$ przypadku (1) bedzie liczba przeciwna co do wartosci
do tego pola. Z tego powodu, jesli wzér (1) pojawia sie¢ w szkole Sredniej,
to dodatkowo wstawia si¢ w nim wartos¢ bezwzgledna wyznacznika.

Nie uzywajac takich sztuczek, zobaczymy, ze sytuacja, w ktorej wynik
wychodzi ujemny, moze by¢ nam na reke.

Sprébujmy zatem uwolnié sie¢ od zatozenia o A. Rozpatrzmy tréjkat
w polozeniu ogélnym i poprowadzmy odcinki taczace jego wierzchotki
z ©, poczatkiem uktadu wspdirzednych.

Wéwecezas

Pipc = Poap + Popc — Poac = (det(A,B) —{—det(B,C) +det(C’, A))

8
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Rys. 3

A=(-1,1)

Rys. 4

Rozwazmy teraz dowolny czworokat wypukly ABCD. Wéwczas,
oczywiscie, pole

Papep = Pasc + Pacp =
_ %(det(A, B) + det(B, C) + det(C, A)+
+det(4, C) + det(C, D) + det(D, A)) =
— %(det(A, B) + det(B, C) + det(C, D) + det(D, A)),
edy? det(C, A) = — det(4, C).

Indukcyjnie dowodzimy, ze dla dowolnego wieloboku wypuktego
A1As ... A,, zachodzi

1 n—1
(2) PAlAzmAn = 5(2 det(Aj,Aj+1) +d€t(An,A1)>
j=1

Wykorzystujemy przy tym fakt, ze dowolna przekatna dzieli wielobok
na dwa wieloboki o mniejszej liczbie bokéw.

Nieco wiecej zachodu sprawiaja wieloboki niewypuktle, bo na pierwszy
rzut oka nie wida¢ dlaczego i w tym przypadku znajdziemy przekatna
zawarta we wnetrzu wieloboku.

Przenumerujmy wierzchotki wieloboku tak, by kat przy A; byl mniejszy
niz 180°. Jezeli odcinek A, As zawarty jest we wnetrzu wieloboku, to jest
on szukana przekatna. W przeciwnym przypadku w tréjkacie A, A1 A,
znajduja sie jakie$ inne wierzchotki wieloboku. Przez kazdy z nich
poprowadzmy prosta réwnolegla do prostej A, As. Niech prosta, ktéra
znajduje si¢ najblizej punktu A, bedzie wyznaczona przez punkt A;
(rys. 3). Wtedy odcinek A;A; jest szukana przekatna catkowicie zawarta
we wnetrzu wieloboku. Zatem wzér (2) jest prawdziwy dla dowolnego
wieloboku.

Przyklad. Obliczmy pole obszaru z rysunku 4.

Mamy
1f|-1 1] |0 o] |2 1
PAIAQ"'A9:§{ 0 0‘+‘2 1‘+‘2 1‘+
o 1| |5 2| |4 3
45=(5,2) BE 2‘+’4 3‘+’3 2‘+
3 2] |1 4] |1 2
ak 4’+‘1 2’+’1 1‘}
= S(0+0-44947-14+10-2+3) =
22
=3 =11

Studenci kierunkéw $cistych poznajg ogdlny wzér na obliczanie pola
powierzchni ograniczonej w miare porzadna krzywa, ktéry — zastosowany
do wielobokéw — przyjmuje postaé¢ (2). Wyprowadzenie tego wzoru
wymaga jednak zaawansowanych technik analizy matematycznej. Tutaj
wystarczyl nam prosty wzér na pole trojkata. . .

Matqg Delte przygotowal Adam KOLANY

PS. Autor serdecznie dzickuje za cenne uwagi Teresie Kurkowskiej
i Dariuszowi Bakowskiemu.
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Jest to skrécony zapis odczytu
wygloszonego na Konfrontacjach
Matematycznych w listopadzie 2006.

.. ]

Rozwigzanie zadania M 1170.
Wszystkich niepustych podzbioréw
zbioru M jest
2'% — 1 =1023.

Suma elementéw kazdego z tych
podzbioréw nie przekracza

90 + 91 + ...+ 99 = 945 < 1023.
Stad wynika, ze istnieja takie dwa
niepuste podzbiory X i Y zbioru M
majace taks sama sume elementéw. Tym
samym zbiory A = X \ (X NY) oraz
B =Y \ (X NY) sg rozlaczne i maja taka
sama sume elementéw.

*Instytut Matematyki, Uniwersytet
‘Warszawski

Po co matematykowi nieskonczonosc¢?
Andrzej BIALYNICKI-BIRULA *

Najpierw nalezy odpowiedzie¢ na pytanie: co to jest matematyka? Sg

dwie odpowiedzi: otwarty, stale uzupelniany, zasob rozumowan, albo nauka
poznawcza badajaca pewne abstrakcyjne twory przy uzyciu rozumowan jako
narzedzia badawczego. Pierwsza jest precyzyjna, bo pojecie rozumowanie mozna
zdefiniowaé. Druga mglista, bo trudno okredli¢, o jakie twory chodzi. Zadna
chyba nie jest zadowalajaca i prawda pewnie jest gdzies posrodku. Matematyka
rozumiana jako zaséb rozumowan jest w swej istocie skonczona. Dotyczy to
zaréwno syntaktyki (wyrazen), jak i wnioskowan.

Wyrazenia sa skoiiczone i rozumowania tez sa skonczone. Moze troche
szkoda, ze nie jesteSmy w stanie ogarna¢ informacji z nieskonczonej liczby
danych zawartych w nieskoniczonej liczbie wyrazen. Moze troche szkoda, ze
kazde rozumowanie sklada sie ze skonczonego ciagu elementarnych kwantéw
wnioskowan. Nie ma tu nieskonczonych zlepkéw rozumowan elementarnych,
chociaz takimi, ale skonczonymi, zlepkami si¢ postugujemy.

Jedli chodzi o to drugie rozumienie matematyki, to dodajmy, ze te abstrakcyjne
twory: liczby, figury geometryczne itp. istnieja w naszych umystach, a nabieraja
obiektywnego znaczenia przez trudna do wytlumaczenia zgodnos¢ ich rozumienia
przez poszczegblnych ludzi. Wobec tego matematyka moze by¢ uwazana za
nauke poznawcza. Tyle ze przedmiotem poznania sg nasze wspélne urojenia.
Skad to sie bierze, jedni uwazaja za problem psychologii spotecznej, drudzy za
problem teologii.

Te matematyczne twory nie sa w swej naturze skoficzone. Zaden twoér skonczony
nie moze by¢ przedmiotem badan matematycznych, gdyz poznanie tworu
skoficzonego nie wymaga rozumowania, lecz jedynie sprawdzenia.

Twoér matematyczny moze byé, i czesto jest, zdefiniowany konstrukcyjnie przez
podanie elementéow wyjéciowych oraz okreslenie operacji, ktore w obrebie

tego tworu maja by¢ wykonalne. Operacje te moga mie¢ rézny charakter:
przedtuzania, rozdrabniania, brania punktéw wspdlnych. Nasza matematyka
uformowana przez nasze doswiadczenia, do§wiadczenia istot Sredniego rozmiaru,
sklania zaréwno do nieograniczonego rozdrabniania, jak i nieograniczonego
przedhuzania. Przy tym operacje te moga by¢ stosowane jedynie skonczona liczbe
razy, ale liczba ta nie jest ograniczona.

Wobec tego badanie takiego tworu mozna ogranicza¢ do badania jedynie
wlasnosci skonczonych uktadéw. Rozpatrywane tu uklady sa skonczone, ale ich
liczebno$¢ nie jest i nie moze by¢ ograniczona. Jesli nie wychodzimy poza te
ramy, to mamy do czynienia jedynie z potencjalna nieskonczonoécia. Przykladem
jest klasyczna teoria liczb i geometria euklidesowa. Wielkie Twierdzenie

Fermata dotyczy czteroelementowych ukladow liczb, twierdzenie Pitagorasa
tréjelementowych uktadéw punktow. Formalnie chodzi tu o postugiwanie

sie¢ wyrazeniami ze zmiennymi dla zbioréw skonczonych. Nie ma tu mowy

o nieskoficzonoéci, nie uzywamy slowa ,nieskoficzony”. Swiat, ktéry opisujemy,
jest nieskonczony, ale do jego opisu uzywamy jedynie zbioréw skonczonych. Taka
matematyka ukladéw skonczonych, tworzacych $wiat potencjalnie nieskoniczony,
jest juz bardzo bogata i mozna przypuszczaé, ze wszelkie walory i cala
uzytecznosé matematyki moze by¢ w ramach tej matematyki pokazana. Gdyby
zatem na tym poprzestaé, to na pytanie ,,po co matematykowi nieskoniczonosé?”,
mozna by odpowiedzie¢ wymijajaco. Nieskonczonos$¢ — jako pojecie — nie jest
potrzebna, jako brak wiezéw ograniczajacych rozmiary badanego swiata — jest
nieodzowna.

W ramach tej matematyki nie mozna by jednak formulowaé globalnych
wlasnosci rozpatrywanych twordw, to znaczy wtasnosci twordéw jako catosci.
Chodzi tu o takie wlasnosci, ktore nie dotycza i nie wyrazaja sie¢ przez wlasnosci
zadnego skonczonego ukladu, ale moga, na przyktad, te wlasnoéci skonczonych
ukladéw przybliza¢, by¢ granicznym przypadkiem, lub te wlasnosci usredniac.
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Rozwigzanie zadania F 691.
Indukowana w poruszajacych sie
przewodnikach sila elektromotoryczna
wynosi

€12 =T ,2m1,2 F IoRo.
Z prawa Faradaya wiemy, ze

E1,2 = Blvi 2.

Poniewaz Iy = I; — Iz, zatem

E1rg — Earq

h=———"—"—" —
r1r2 + Ror1 + Ror2
v1T2 — V2Tl

2

co daje Ip = 3,6 mA.

rir2 + Ror1 + Ror2

To przejscie do granicy jest znakiem wyjsécia poza ramy matematyki
korzystajacej jedynie z potencjalnej nieskonczonosci badanego tworu.
Faktycznym obiektem badan staja sie nieskoniczone zbiory jako catosci.
Formalnie to przej$cie mozemy okresli¢ jako dotaczenie do zmiennych rowniez
tych, ktére przebiegaja zbiory nieskoniczone. W tej matematyce pojawia sie juz
stowo nieskornczony.

To rozszerzenie zakresu badan o wtasnoéci globalne pozwala na wypowiedzenie
pewnych wlasnosci niewidzialnych z perspektywy zadnego z osobna uktadu
skonczonego, ale odnoszacych sie z pewnym przyblizeniem do wtasnosci
ukladéw skonczonych. Jako przyklad wezmy funkcje zeta Riemanna zawierajaca
informacje o zbiorze wszystkich liczb pierwszych. Matematycy uciekli w ten
sposob od trudnych do wystowienia i uporzadkowania badan uktadow
skoniczonych. Jest to zatem pewien wyraz niemocy, ale takie rozszerzenie
zakresu badan okazalo sie niezwykle owocne, rozszerzylto problematyke

i przydalo matematyce nowej mocy i blasku. Pojawily sie nowe rozumowania
korzystajace juz z poje¢ zwiazanych z nieskoniczonoscia. Pozwolily one rozwiazaé
wiele otwartych probleméw, w tym probleméw starej, jedynie potencjalnie
nieskoniczonej matematyki (do ktérej, na przyklad, nalezy Wielkie Twierdzenie
Fermata). Czy mozna by je rozwiazaé¢ starymi metodami, niekorzystajacymi

z nieskonczonosci? Chyba nie.

W zakres tej rozszerzonej problematyki weszty tez badania nad sama
nieskonczonoscia. Okazalo sie, ze nie wszystkie nieskonczonoéci liczbowe sa
takie same i to, co tu najwazniejsze, oprocz najtatwiejszej do zrozumienia
nieskonczonosci przeliczalnej mozna rozwazaé nieskonczonosci nieprzeliczalne.
Czy nie wystarczyloby rozwazanie jedynie zbioréw przeliczalnych? Formalnie,
czy nie wystarczyloby ograniczenie sie do zmiennych, ktére przebiegaja zbiory
przeliczalne, by juz wypowiedzie¢ i udowodnié wszystkie podstawowe rezultaty
wspotczesnej matematyki?

W matematyce slowem nieskoriczonosé postugujemy sie przede wszystkim

w znaczeniu liczebnosci zbioru. W teorii mnogosci definiujemy zbidr
nieskonczony jako ten, ktory jest réwnoliczny ze swoim podzbiorem witasciwym,
co jest réwnowazne temu, ze dla kazdego zbioru skoficzonego (to znaczy:

ktéry nie jest nieskoficzony) zawiera podzbidr z nim réwnoliczny. Oprécz

tego podstawowego uzycia, nieskonczono$é wystepuje w zestawieniach

punkt w nieskonczonosci, nieskonczenie male otoczenie punktu, z regulty

dla podkreslenia, ze mamy do czynienia z sytuacja, w ktorej konstrukcja
omawianego obiektu wymagataby nieskonczenie wielu, w sensie liczebnosci,
pewnych standardowych krokéw. Jednakze, chociaz w matematyce wszystkie
znaczenia slowa nieskonczono$é mozna sprowadzi¢ do nieskonczonosci liczbowej,
to pierwotne geometryczne intuicje, na przyklad nieskoriczonej rozcigglosci
plaszczyzny, moze nie maja liczbowych zrédel. Mozna jednak nada¢ im liczbowe
uzasadnienia.

Stowo nieskonczony spotyka sie tez w teologii. Nie ma ono tam tak Scisle, jak

w matematyce, okreslonego sensu, ale zapewne intuicyjnie ma mieé¢ te same
wladciwoéci i wobec tego nieskonczonosé matematyczna, jesli jest taka potrzeba,
moze shuzy¢ jako model nieskonczonoéci teologiczne;j.

Zwykle przy okazji nieskonczonos$ci méwi sie o bardzo duzych liczbach. Zdajemy
sobie jednak sprawe z tego, ze pojecie duzej liczby ma charakter wzgledny.
Zalezy od skali. Ostatecznie trzy miliardy to tylko trzy, tyle ze miliardy. Dla
napisania tej liczby wystarczy 3 i potem juz same nieznaczace zera. Obiektywne
jest tu to, ile cyfr znaczacych trzeba napisaé, by dang liczbe okresli¢. W naszym
codziennym zyciu zapewne wystarczyloby pie¢ cyfr znaczacych, w réznych
naukach moze nalezaloby zwiekszy¢ te liczbe do dziesieciu. Jednak rekordy bija
tu banki. Numer w banku zawiera 26 cyfr, ale jest to raczej seria znaczkdéw, a nie
liczba. Natomiast w praktycznej, na co dzien uzywanej kryptografii, w bankach
uzywa sie liczb (prawdziwych liczb bedacych przedmiotem dodawania, mnozenia,
itp.) o kilkuset cyfrach znaczacych. Tak duzych liczb juz w przyrodzie nie ma,
wymy$lili je sami ludzie. Zreszta nieskoniczonosé tez.
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Niebieskie niebo

Obserwowany przez nas blekitny kolor nieba bierze sie z rozpraszania swiatta
stonecznego na czasteczkach powietrza w atmosferze, a dokladniej na drobnych
fluktuacjach gestosci powietrza. Najmocniej jest rozpraszana niebieska

cze$¢ widma stonecznego, zatem kawalki nieba, ktére widzimy w Swietle
rozproszonym, wydaja si¢ by¢ blekitne. Ale dlaczego niebieskie, a nie fioletowe?
Poniewaz trzeba jeszcze uwzgledni¢ specyfike rozrézniania koloréw przez ludzkie
oko, a takze dlatego, ze w widmie stonecznym jest stosunkowo malo promieni
fioletowych, mniej niz niebieskich.

Czy wiedzac juz, dlaczego niebo jest niebieskie, potraficie odpowiedzieé¢
na ponizsze pytania?

1. Dlaczego, patrzac na goéry, wydaje nam sie, ze te blizej sa ciemniejsze, a te
dalsze jasniejsze i niebieskawe?

2. Nalejmy do szklanki z woda pare kropel mleka i popatrzmy przez nia
na Swiecaca zaréwke, bedzie ona miata kolor zéttoczerwony. Ale jesli
popatrzymy na promien odbity od szklanki, bedzie on niebieski. Dlaczego?

3. Dlaczego nisko na tle drzew dym z ogniska wydaje sie by¢ szary, ale juz
wyzej, na tle jasnego nieba, bedzie on zoltoczerwony?

4. Dlaczego wieczorem, koto zachodu Stonica, ludzie wydaja sie bardziej opaleni
niz w ciagu dnia?

5. Dlaczego w zimowy, stoneczny dzien cienie widoczne na $niegu maja niebieskie
zabarwienie?

E. Cx.

Odpowiedzi

“Sotus 988l Azs[arq 1 Azs)sAzd wil ‘Auzoopim

[o1zpreq wiky 9sol uey 13J "dreimsod Bysorqeru 1moIorus alepop 1 niuatunijAzid

e3o[N oIUu 07 dIUudIMIR(RZ ‘AUO[IOIMSO Oorupalsodzoq 9sol otu A101y ‘©0zIezsqo m ‘N3orus
tutpzioimod [oferq e\ eqaru Io0[oy el ome) ‘orusImIeqeZz 9IsoIqaru (e vOUOLS
oruerwold ouozsoldzold usizp Ausel Auzoouols A\ ourezo ostujpodnz auo AqAjAq
‘ouozso1dzol ofyerms otu AQApS ‘1 00u0}g zozid orupeaisodzoq bue[jeimsosru kruyoziormod
s o1URI) "9ZIdJSOU)e M WAU0ZS01dZol wefjeIms 1 el ‘TuAuzosuols Turerustold
rupaisodzoq ouUMOIeZ BUO[IDIMSO )sol TeIZ erutypzIaimod eTup NSRBI A\ °G

TITUS}OIMSO WINR) M euzius[edo

ezs[oTUUWIA ZRIO NPOYDRZ I NPOYDISM dISBZD M BIUOJS I0[0Y AUOMIDZD 7o) PRIS "OUOMIIZO
[o1zpIeq 31s BlepAm eouolg orusturold BWIPIM 108370 [omsarqaru erdruojydod npomod

Z 1 030UZOoUO}S RIJRIMS oluezseIdzOol erudemwzm OF, ‘WOJUOZAIOY prU OMosAm 9sof

20u0}g Ap3 ‘“erup NSk m ziu Arejsourye dmjsrem bzsqnid zozid oglozid zsnur ou)oIMS
orustwold ‘wejuozAIoy peu oysiu As ofnpleuz 0ouojg ApS ‘WoI0ZooIM T ouRy “j

“Byj0zZOUOMIOZ) dmIeq ofnwlAzid ‘ofeysoz 00 ‘01 OdIm ‘030INSOICEIU eIUPRLYS
089u0zs01dz01 1 089)1qPO alnyRIq WA S[JOIMS M ZeMAIUO] ‘DAU[)SIMs TusTwrold oFsru
zozid yoAdkzpoyoezid po 1zpoysod NWAP IO[OY ‘MOZIP [UENJOUDIZISIM peu ‘[ozAm
Jseroje N "WApP AWIZPIM 9ZIO[OY WINR) M [ “RUWIPIM I$IZD exsoIgoru eurezseldzol

9sal [otupisfeu ezijeimod 10509533 yorIdSOUpOIOUpS(oTU BU NIuezseidzol Azid el
dIUQOPOJ ‘MWAP ozd0)skZd PO WANQPO 9[10IMS M AURIZPIM 1S0[ S[Op U NWAP IO[0Y ‘¢

"TA}JOZOUOMIDZD 9ZIO[ON M DIIZPIM o Awe1zZpdq ‘epyeims

o1poiz sonel eu duezs zozid okziyed 5dm ‘oFarysoIqeru eNIUpR]YS Auoimeqzod
o1Zpdq ‘wtow z dpom zazid jpozsezid A101y ‘epperms uorword ‘Oruj0IMpPO T
“Byse1qatu BU 9ePR[SAM 91ZpdQ 2oUR[NZS M BpOM ‘eqalu niojoy nypedAzid m el el
‘7o) 0307e[p ‘[o1yselqoru almIeq O dU[IRIMS oTe] Blezseidzol oru[ls exo[wl 1Zd9)sez)) g

"(€002/8 P#2() nse| dtuy] Bd[ep eU

d1s Az1yed yorzp Auzoouogs Ausel m 1ol ‘Aurmomrasqo 31sof 13ejo Auqopoq “RIULIOPO
o3eryserqeru eleioiqeu 1 azslorugel 04q d1s klepAm A108 oro[ep zo) 0399e[(] ‘WINSOIGoIU
9ZIO[OY M oURIZPIM 1sol WAUZOOUO]S 9[101Ms WAUO0ZSOIdZOI M 9109y ‘0FouzdAIojsounje
ezi1joimod emisrem eqnid dts a[npleuz ruizsrep e seu [oziq 1wAokzo] ael103 AZpdIy T

12



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Najskuteczniejsze naturalne borygo

Wiasnoéci fizykochemiczne wody umozliwiaja rozwdj

i podtrzymywanie zycia na bardzo wiele sposobdow.
Anomalny wspélczynnik rozszerzalnosci cieplnej
zapewnia przetrwanie zimy gatunkom wodnym

w wystarczajaco gtebokich, niezamarzajacych w catosci
zbiornikach. Jednak ta sama cecha, ktéra pozwala na
utrzymywanie na dnie stalej temperatury okoto 4 stopni
Celsjusza (w przypadku zbiornikéw stodkowodnych),
moze powodowaé Smieré¢ osobnikéw po obnizeniu

sie temperatury ponizej punktu zamarzania. Woda,
zamarzajac, zwieksza swoja objetos¢ i niszczy struktury
komérkowe.

Jest wiele gatunkéw roslin, owadow, grzybéw, a nawet
kregowcéw (gltéwnie ryb), ktére potrafia przezyé
temperature nizsza od tej, w ktorej woda zamarza.
Jest to mozliwe dzigki proteinom, ktore utrudniaja
tworzenie sie lodu. Od dawna prowadzone sg prace
zmierzajace do dokladnego zrozumienia mechanizmu
ich dziatania. Postep w tej dziedzinie spowodowal
upowszechnienie terminu proteiny formugjgce léd (ang.
ice structuring proteins), gdyz te makroczasteczki maja
zdolno$¢ do wiazania sie z okre$lonymi ptaszczyznami

krystalograficznymi powstajacego lodu. W rezultacie
16d tworzy tylko niewielkie krysztalki o innych niz
normalnie ksztattach, dzieki czemu woda w komérkach
nie zamarza calkowicie. Skuteczno$¢ dzialania tych
protein zalezy od tego, o ile potrafig one obnizy¢
efektywna temperature zamarzania. Wiekszo$¢
wyodrebnionych zwiazkéw tego typu powoduje
powstawanie bipiramidalnych krysztalkéw. Ostatnio
okazalo sie [1], ze substancja wystepujaca w ciele
szkodnikéw z gatunku Choristoneura (ang. spruce
budworm), niszczacych pénocno-amerykanskie lasy,
dodatkowo ogranicza rosniecie bipiramidalnych
krysztatkéw ,wzwyz” i przez to jest najbardziej
skuteczna tego typu substancja.

Ekstrahowanie tego typu protein moze mieé¢ wiele
potencjalnych zastosowan, od lepszej techniki
przechowywania organéw do transplantacji, przez
ochrone upraw przed mrozem, do produkcji
odtluszczonych lodéw.

Moze kiedys i ptyn borygo zostanie zastapiony
nietoksycznymi produktami zawierajacymi tego typu
proteiny.

Kwantowa komunikacja teleskopéw

Szyfrowanie kwantowe jest jedynym znanym sposobem przekazywania
informacji catkowicie odpornym na podstuchiwanie. Nawet jezeli nie stanie
sie w najblizszym czasie szybkie, to ma szanse znalez¢ zastosowanie przy
przesylaniu najbardziej krytycznych informacji.

Krokiem, wiodacym do praktycznego zastosowania, jest demonstracja skutecznej
komunikacji na duza odleglosc.

Wydaje sig, ze krok ten zostal wladnie zrobiony [2]. Kwantowa tacznosé

zostala nawiazana pomiedzy teleskopami Europejskiej Agencji Kosmicznej
(ESA) zlokalizowanymi na Wyspach Kanaryjskich: La Palma i Teneryfa.
Odlegtosé¢ miedzy teleskopami wynosi 144 km i jest o rzad wielkosci wigksza od
poprzedniego rekordu. Doswiadczenie to pokazuje, ze nic nie stoi na przeszkodzie
w nawiazaniu kwantowej komunikacji z satelitami. Gdyby to sie udalo, to

do rozwiazania problemu globalnej komunikacji kwantowej pozostalyby tylko
problemy inzynierskie i. .. finansowe. Uzycie teleskopéw w tym eksperymencie
moze wydawaé si¢ nadmiarowe, ale tylko teleskopy maja rozsadna efektywnosé
przechwytywania pojedynczych fotonéw, a wtasnie na przesytaniu pojedynczych,
kwantowo splatanych fotondéw, ten eksperyment polegat.

Piotr ZALEWSKI

[1] Ido Braslavsky i inni, Fluorescence microscopy evidence of quasi-permanent attachment
of antifreeze proteins to ice surfaces, Biophys J BioFAST, luty 2007
(www.phy.ohiou.edu/ braslavs/APS2007)

[2] Anton Zeilinger i inni, Free-Space distribution of entaglement and single photons over 144 km,

quant-ph/0607182
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Klub 44

Skrét regulaminu

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene¢ mnozymy przez wspo6tczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VII 2007

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegbtowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 438, 439

Redagugje Jerzy B. BROJAN
438. Jednorodny pret wisi na bardzo lekkiej nici, ktérej drugi koniec jest

zaczepiony w nieruchomym punkcie. Wprowadzono pret w ruch obrotowy wokél
osi pionowej przechodzacej przez ten punkt, tak ze w obracajacym si¢ uktadzie
odniesienia pozostawal nieruchomy. Czy mozliwe jest, ze przy pewnej predkosci
katowej obrotu zalaczony rysunek dokladnie przedstawia polozenie preta?
(Nalezy zmierzy¢ na rysunku niezbedne wielkosci)

439. W fizyce jadrowej, a takze w przemysle elektronicznym, bardzo
poszukiwany jest oléw wydobyty z rud w odleglej historii (np. starozytnosci

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
428 (WT = 3,10) i 429 (WT = 1,78)
z numeru 12/2006

i oczyszczania?

Tomasz Tkocz
Konrad Kapcia
Marian Lupiezowiec — Zebrzydowice 35,00

i sredniowieczu). Jakie zalety moze mieé¢ taki oléw w pordéwnaniu
z ,normalnym”, tzn. pochodzacym ze wspolczesnego procesu wydobycia

_ Rybnik 10,79 Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 1/2007

— Czestochowa 38,99 Przypominamy tresé zadan:

Tomasz Wietecha  — Tarnéw 31,64 430. Oto fragment artykulu z gazety codziennej, dotyczacy mozliwosci bezposredniej obserwacji
Jerzy Witkowski _ Radlin 28,91 planet pozastonecznych metoda zaslonigcia gwiazdy (ktérej Swiatlo jest znacznie silniejsze): )
Krzysztof Magiera — Losiéw 28,26 - satelita. .. rozwinie parasol o $rednicy 30-50m, ktéry posluzy za przeslone dla teleskopu. Zeby
Andrzej skutecznie wyeliminowaé swiatlo gwiazdy docierajace z odleglosci kilkudziesieciu lat Swietlnych

Nowogrodzki — Chocianéw 20,26 t réownoczesnie umozliwic obserwacje ukladu planetarnego tej gwiazdy, przeslona musi znajdowac
)

Jacek Konieczny

_ Poznah 18.39 sie¢ kilkadziesiqt tysiecy kilometréw przed teleskopem.
)

Skad wynikajg podane wyzej wartosci srednicy przestony i jej odlegtosci? Czy nie mogtaby by¢ ona

np. 10 razy mniejsza i znajdowac si¢ odpowiednio blizej? Przy

A D
% I:l o do Ukladu Stonecznego, a obserwowany jest w $wietle widzialnym.

jacé, ze uklad planetarny jest podobny

431. Na osi betonowego walca A w duzej odleglosci od niego znajduje si¢ mate zrédto

promieniowania gamma, a za walcem znajduje si¢ detektor promieniowania D. Drugi z narysowanych

ukladéw rézni sie od pierwszego tylko wieksza gruboscia walca B. Okazato sie, ze natezenia

% I:I o Ppromieniowania zmierzone przez detektory nie byly jednakowe. Ktéry z detektoréw wskazywat

wieksze natezenie promieniowania i dlaczego?

430. Srednica katowa gwiazdy wielkosci Stonica odleglej
0 50 lat $wietlnych (czyli ok. 5 - 10' km) wynosi
1,4-10°/5-10" rad ~ 3- 10 rad,
za$ analogiczna $rednica katowa orbity ,Ziemi” (planety
krazacej po orbicie o promieniu réwnym promieniowi
orbity Ziemi) wynositaby ok. 3 - 1077 rad. Natomiast
$rednica katowa przestony o = d/R (d — $rednica przestony,
R — odleglo$é do niej) wynosi wg cytowanego artykutu
ok. 107% rad. Zatem obserwacja ,Ziemi” jest wykluczona,
ale obserwacja ,Jowisza” (krazacego kilkakrotnie dalej od
macierzystej planety) — owszem.

Ponadto nalezy wziaé¢ pod uwage efekty dyfrakcji

na przestonie. Jes$li ma ona skutecznie zastaniaé¢ cokolwiek,
to kat dyfrakcji A/d musi by¢ znacznie mniejszy od
$rednicy katowej o % < %, tzn. d* > AR. Podstawiajac
R~ 50000kmi\=>5-10""m, otrzymujemy d > 5m.
Widaé, ze dyfrakcja nie pozwala na zmniejszenie rozmiaréw
przeszkody — przy dziesieciokrotnie mniejszej przeszkodzie
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musiataby byé ona 100 razy blizej, a wtedy zastonitaby nie
tylko ,,Jowisza”, ale wszystkie planety (moze z wyjatkiem
,Neptuna” i ,,Plutona”).

Jedli przestona ma dziataé efektywnie na catej szerokosci
wiazki, to jej srednica musi by¢ wyraznie wigksza od
apertury (Srednicy wejéciowej) teleskopu. Wobec podanych
wyzej wartosci liczbowych warunek ten nie jest dodatkowym
ograniczeniem nawet dla najwiekszych istniejacych
teleskopéw pojedynczych, natomiast mégtby wykluczyé
zastosowanie kilku polaczonych teleskopéw (tzw. synteza
apertury).

431. Promieniowanie gamma jest w materii nie tylko
pochtaniane, ale i rozpraszane. Z cienkiego walca rozproszone
kwanty v wylatuja przez sciany boczne, a w grubym istnieje
pewne prawdopodobienstwo rozproszenia wielokrotnego,

w wyniku czego kwant moze jednak trafi¢ do detektora.
Wigksze jest wskazanie detektora za walcem B.



Klub 44
X
|-

Zadania z matematyki nr 541, 542
Redaguje Marcin E. KUCZMA
541. Majac dana dodatnia liczbe catkowita (w zapisie dziesietnym), mozemy

dopisa¢ na konicu 0 lub 4 (otrzymujac liczbe majaca o jedna cyfre wiecej);
ponadto, jedli dana liczba jest parzysta, wolno nam podzieli¢ ja przez 2.

o Dowiesé, ze startujac od liczby 4 i wykonujac opisane operacje, mozna uzyskaé
kazda liczbe caltkowita dodatnia.

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VII 2007
Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
525 (WT = 2,24) i 526 (WT = 1,75)
z numeru 9/2006
Jerzy Cisto — Wroctaw 47,70
Piotr Kumor — Olsztyn 42,83
Michat Jastrzebski — Warszawa 42,27

Krzysztof Dorobisz — Krakéw 40,36
Fukasz Garncarek — Opole 39,94
Tomasz Wietecha — Tarnéw 35,94

Krzysztof Kaminski — Pabianice 35,52
— Posada

Zarszyn 34,82
I znéw na czele listy dwa bardzo dobrze
znane nazwiska. Jerzy Cisto zamyka
swoja piata runde. A rzut oka na
dalszy ciag tabeli pozwala oczekiwad
w nieodleglej przysztosci gromadnego

Dariusz Kurpiel

fofo...

przekraczania ,linii 44”.

533. Przypusémy, ze podstawy sa n-katami foremnymi,
podobnymi w skali A > 1. Niech a bedzie dtugoscia krawedzi
mniejszej podstawy, a r promieniem kota w nig wpisanego;
przez ¢ oznaczmy dlugosé krawedzi bocznej ostrostupa,

a przez w wysokosé Sciany boczne;j.

a
w U
Aa/2
Aa
Ta $éciana jest trapezem o bokach a, ¢, \a, ¢, wiec
2
(1) 62:102—1—()\—1)2(%) A

Istnieje koto wpisane w éw trapez ($lad kuli pétwpisanej

w wielodcian), a zatem

(2) 20 =(A+1)a.

Wezmy pod uwage przekréj ostrostupa pélptaszczyzna,
ktorej krawedzia jest prosta przechodzaca przez $rodki
podstaw i ktéra prostopadle potowi jedng ze Scian bocznych.

T
<\

Ar

Punkt stycznosci kuli wpisanej z ta Sciang dzieli jej wysokosé
na odcinki o dtugosciach r i Ar, wobec czego

(3) w= A+ 1r

Podstawiajac wartosci (2) i (3) do réwnania (1),
otrzymujemy zaleznosé

2
2 _ 42 A-1 2
(4) a” =4r +<)\+1)a,
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542. Cztery okregi 01, 02, 03,04 0 jednakowym promieniu i réznych srodkach sg
polozone na plaszczyznie tak, ze 01, 02,03 maja punkt wspdlny A, zas 02, 03, 04
maja punkt wspdlny B, rézny od A. Wykazaé, ze punkty przeciecia tych
okregow, rozne od A i B, sa wierzchotkami rownolegltoboku.

Zadanie 542 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadann z matematyki z numeru 1/2007

Przypominamy tresé¢ zadan:

533. Ostrostup $ciety prawidlowy ma kule wpisang (styczna do wszystkich §cian) oraz kule
potwpisang (styczng do wszystkich krawedzi). Wyznaczy¢ liczbe wierzchotkéw oraz skale
podobienstwa podstaw ostrostupa.

534. Czy istnieje taka funkcja f: R — R, ze dla kazdej liczby calkowitej dodatniej n wykres funkcji
o f (n-krotnej iteracji funkcji f) przechodzi przez dokladnie n punktéw kratowych

(tj. punktéw o obu wspoétrzednych catkowitych)?

z ktérej wynika, ze a > 2r. Jedynym wielokatem foremnym
o boku dtuzszym niz $rednica kota wpisanego jest tréjkat
réwnoboczny. Tak wiec n = 3, a® = 12r?, i z réwnania (4)
wyznaczamy skale podobienstwa

A=5+2V6.

534. Istnieja takie funkcje. Oto przyktad. Ustalmy liczbe
niewymierng « oraz liczbe rzeczywista 0, ktora nie jest
calkowita ani nie jest calkowita wielokrotnoscia liczby a.
Okreslamy funkcje f:R — R wzorami:

f() =fla) =1
flE+1)=f((k+1)a)=ka dlak=1,23,...;
fz)y=p dla innych z € R
(w szczegblnoscei f(B) = (). Szukamy punktéw kratowych
na wykresie funkcji f™ (tym symbolem bedziemy oznaczaé

n-krotna iteracje funkcji f); to znaczy, pytamy: dla jakich
liczb catkowitych m warto$é f™(m) jest liczba catkowita?

Jedli m <0, to f(m) = B3, idalej f2(m) = f3*(m)=...=0;
jest to wartosé niecaltkowita.
Dlam = 1 mamy f(1) =1, i dalej f2(1) = f*(1) = ... = 1;

wartos¢ catkowita.

Dla liczb catkowitych m > 1 mamy
f(m) = (m—1)a,
f2(m) = (m—2)a, ...,
i m) = a
(wartoéci niecatkowite), po czym f™(m) = 1, i dalej
T m) = T m) = =
wartosé¢ catkowita.
Reasumujac: dla liczb catkowitych m, n (n > 0) zachodzi
réwnowaznosé
f"(m) jest liczba catkowita <= m € {1,2,...,n}.

To znaczy, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n wykres
funkcji f™ przechodzi przez doktadnie n punktéw kratowych.



Rozwigzanie zadania F 692.
Do momentu usuniecia tgcznika, na mocy

prawa Faradaya, mamy
q1 Ad, TR? By
S=G T AL T Tar
oraz
q2 Ad, wR?By
B T A T Tar
stad
w="pc - -pe
q1 = o7 coLi1, Qg2 = T 0C2
Po usunieciu tacznika z prawa zachowania
tadunku mamy
/ / TTRZ ~ ~
g1 +42 =q1 +q2 = ?Bn((m —C2),
a z réwnosci potencjatéw na okladkach

kondensatorow:

,  wR’ByC, C1 — Cs
9 = — 5+

2T C1+C2’
oo 7R*BoCs C1 — C3
L= Tr oy os

Patrz w niebo

Gwiazdy normalne, czyli te zwyczajne kule wodorowe, $wiecace w wyniku
reakcji termojadrowych prowadzacych do przemiany wodoru w hel, nie moga
by¢ ani za matlo, ani za bardzo masywne. Przy zbyt matej masie nie dojdzie —
podczas formowania si¢ gwiazdy — do wystarczajaco silnego SciSnigcia materii,
by nastapit zaplon tych reakcji i taka protogwiazda nigdy gwiazda sie nie
stanie. Granica jest tu 0,08 masy Stonca. Z kolei gwiazda zbyt masywna, a wiec
Swiecaca bardzo energicznie, juz na etapie formowania pozbywa sie nadmiaru
masy, gdyz — méwiac w uproszczeniu — cisnienie jej wlasnego promieniowania nie
dopuszcza do skondensowania sie¢ wigkszej ilosci materii. Tu granica jest znana
o wiele mniej dokladnie. Uwaza sie, ze gwiazd masywniejszych niz 100 Stonc
nie ma.

Wyznaczenie masy gwiazdy w ogole nie jest latwe. Najlatwiej to zrobié¢, gdy
gwiazda jest skltadnikiem ukladu podwdjnego, poniewaz oceny mas skladnikéw
mozna dokonaé na podstawie praw mechaniki nieba. Otdz, kilka lat temu

grupa amerykanskich astronoméw na podstawie obserwacji wykonanych za
pomocy teleskopu Hubble’a wyznaczyla masy sktadnikow uktadu podwdéjnego

w gromadzie R136 w mgtawicy Tarantula (30 Doradus) w Wielkim Obloku
Magellana. Ogromne znaczenie mial tu fakt, ze odlegtos¢ Obloku jest juz od
dawna niezle znana. W kazdym razie mase jednej z gwiazd uktadu R136-38
oceniono na 57 mas Stonca z btedem 0,6 masy Stonica, a wigec bardzo doktadnie.
Kilka lat temu byl to rekord masy, cho¢ moze wkrétce dowiemy sie, ze juz jest
nieaktualny. Przy okazji wyznaczono, oczywiscie, rozmiary, temperatury i moce
promieniowania obu gwiazd. Okazalo sie, ze wszystkie te parametry sg zgodne
ze znanymi obecnie modelami gwiazd — zawsze milo stysze¢ o zgodnoéci teorii

z obserwacjami! Nie mozna tu nie wspomnieé¢ o od dawna podejrzewanej o to, ze
jest rekordzistka, Eta Carinae, o masie szacowanej na 100 Stonc. Jednak stowo
»szacowanej” jest w jej przypadku istotne: masa Ety Carinae jest znana z badan
prowadzonych bardzo ,,okreznymi drogami” i bardzo niedoktadnie.

Tomasz KWAST

Maj

W majowe wieczory Droga Mleczna lezy niemal wzdluz horyzontu, a wiec
praktycznie jej nie wida¢ i mamy przed sobg niebo z mnéstwem galaktyk,
niestety, niedostepnych amatorskim obserwacjom. Za to np. dobrym ¢wiczeniem
w orientowaniu si¢ na niebie moze by¢ przesledzenie przebiegu Hydry,
najdluzszego gwiazdozbioru calego nieba. Hydra rozcigga sie teraz doé¢ nisko
nad potudniowym horyzontem; jej glowa znajduje sie pod Rakiem, a ogon
konczy sie pod Waga. Nie jest tatwo odtworzy¢ jej przebieg wlasnie wskutek
blisko$ci horyzontu (wiekszosé jej obszaru lezy juz na poludniowej p6tkuli)
oraz tego, ze zawiera niezbyt jasne gwiazdy. Dysponujac mapa nieba i przy
czystym powietrzu, obserwator powinien jednak bez trudu zorientowaé sie, jak
beznadziejnie dtugi jest ten gwiazdozbiér. A majac jeszcze lornetke. ..

Wenus jest w Bliznigtach i widaé ja jako Gwiazde Wieczorna. Mars jest

w Rybach i wschodzi krétko przed wschodem Stonca. Jowisz jest w Wezowniku
i widaé¢ go przez cala noc. Saturn jest na granicy Raka i Lwa, a wiec widaé

go wieczorem na zachodnim niebie. Pelnia Ksiezyca wypada 2 V, a néw

16 V. Ksiezyc zakryje: Antaresa 4 V — zobacza to mieszkancy Nowej Zelandii,
Tasmanii i Potudniowej Afryki; Saturna 22 V — o ile pogoda dopisze, mamy
szanse zobaczy¢é zjawisko osobiscie (okolo godz. 21 czasu letniego); Regulusa

23 V — to zakrycie réwniez bedzie widoczne w Europie, aczkolwiek nie bedzie
wtedy jeszcze calkiem ciemno (okolo godz. 18). Wreszcie 5 V mozna spodziewad
sie maksimum niezbyt obfitego roju eta-Akwaryddw.

T. K.
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OOR +1
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RRR -3

Martyngaty Rafal SZTENCEL
Jas i Malgosia graja w orta i reszke symetryczna moneta. Gdy wypadnie orzel,
Jas wygrywa zlotowke, w przeciwnym razie zltotéwke wygrywa Malgosia.

Ze wzgledu na symetrig gra jest sprawiedliwa: srednia wygrana Jasia w kazdej
turze jest zerowa. Co wiecej, jesli, na przyklad, w pewnej chwili Jas wygrat
juz 7 zlotych, to $redni przyrost wygranej w dalszej grze (jesli gra sie ustalona
liczbe tur) jest zerowy, jako ze w kazdym momencie gra niejako zaczyna sie od
poczatku i jej przebieg nie zalezy od historii.

Jas uméwit sie z Malgosia, ze zagraja trzy razy. Postanawia jednak wykorzystac
swoja przewage fizyczna i zakonczy¢ gre, gdy tylko jego taczna wygrana osiagnie
1 z1. Niewiele mu z tego przyjdzie. Jesli nawet Malgosia nie obrazi sie i pozwoli
mu realizowaé opisang taktyke, Jas sam dojdzie do wniosku, ze $rednia wygrana
jest nadal zerowa, chociazby wypisujac (jak obok) 8 mozliwosci przebiegu gry.

By¢ moze Jas dowie sie na studiach (zapewne z pozyczonych notatek Malgosi),

Tlustym drukiem zaznaczono faktycznie
rozegrane tury. Uwazny Czytelnik

ze mial do czynienia z procesem stochastycznym zwanym martyngalem, czyli

stwierdzi, ze zmalala wariancja wygranej. ciagiem zmiennych losowych (X,,) o nastepujacej wlasnosci:

EXpi1|Xn, ., Xo)=Xn, n=0,1,2,...
Definicja martyngalu wymaga pojecia warunkowej wartosci oczekiwanej. Sens
intuicyjny jest taki: jesli znam historie procesu do chwili n, a w szczegdlnosci
wiem, ze wygralem juz X,, zlotych, to moja srednia wygrana w chwili n + 1
bedzie réwna X, (czyli $redni przyrost wygranej bedzie zerowy). Definicje te
mozna uwazaé za formalizacje pojecia gry sprawiedliwej. Zwréémy uwage, ze
z definicji martyngatu wynika, iz

EXpi1 = E(E(Xp11Xn,...,X0)) = EX,,.
Taktyka Jasia polegala na zastopowaniu martyngalu w chwili, gdy albo wygra
1 z1, albo rozegra umowione trzy tury. Wniosek z podstawowego twierdzenia
teorii martyngaléw — twierdzenia Dooba — méwi, ze gdy moment stopu jest
ograniczony, to Srednia wygrana pozostanie w dalszym ciggu rowna wielkosci
FE X, niezaleznej, jak stwierdziliSmy, od n.

Moment stopu nie moze by¢ dowolna zmienna losowa. Musi on odpowiadac
taktyce dajacej sie zrealizowa¢. Na przyktad taktyka, polegajaca na wycofaniu
sie z gry, gdy wygrana osiagnie globalne maksimum, jest doskonata,

ale wymagataby przewidywania przyszlosci.

Jesli czas gry jest nieograniczony, to wygrana Jasia z prawdopodobienstwem 1
osiagnie dowolna warto$é (np. 1000000 zt). Niestety, $redni czas oczekiwania

na te chwile jest nieskonczony. Jas musialby mie¢ zatem nieograniczony kapital
(lub kredyt).

Stowo ,martyngal” pochodzi prawdopodobnie

od miejscowosci Martigues w Prowansji. Wedlug
niektérych zrédel, mieszkancy Martigues oddawali
sie z upodobaniem grom hazardowym. Przypisuje
im sie metode gry, zwana martingale i polegajaca
na podwajaniu stawki po kazdej przegranej. Latwo
stwierdzi¢, ze gwarantuje to wygrana rowna jednej
stawce érednio w dwéch turach, ale tez wymaga —
$rednio — nieskonczonego kapitatu. Istotnie, wygrana

w k-tej turze jest réwna —1 —2 —22 — . — 2kl 4 2k —

= 1, angazuje kapital 2¥ — 1 z prawdopodobiefistwem
27% czyli niezbedny kapital wynosi $rednio

o0 o0

Dok -1 =) "(1-27%) = +o0.

k=1 k=1
Ponadto z ogdlnej teorii wynika, ze kazda metoda
obstawiania przeksztalca martyngal w martyngat, wiec
niewielka z niej korzysé.
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Martingale po angielsku i francusku oznacza takze
element uprzezy konskiej: rzemien taczacy popreg

z nachrapnikiem, munsztukiem lub wedzidlem. Dzieki
niemu kon nie podrzuca tbem podczas biegu. Jeden

z tworcow teorii, Joseph Doob, sfotografowal sie nawet
z takim martyngatem.

Czytelnik moze sie sfotografowac z calkiem sensownym
modelem fizycznym martyngatu. Wystarczy

pojecha¢ do Barcelony. W podziemiach bazyliki

La Sagrada Familia jest wystawa szkicéw i modeli,
wykonanych przez jej tworce, Gaudiego, miedzy innymi
zrownowazony uklad ciezarkow, rozpiety na szkielecie
w ksztalcie drzewa (na ten przyklad martyngatu zwréceit
mi uwage prof. Stanistaw Kwapiel). W nastepnym
odcinku sprébujemy zdefiniowaé momenty stopu

i udowodnié¢ twierdzenie Dooba za pomoca takiego
wlaénie modelu.



