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Pole magnetyczne w galaktykach

Pola magnetyczne wystepuja powszechnie

we Wszechéwiecie. Badanie ich struktury, ewolucji

i roli w réznych kosmicznych obiektach jest jednym

z najbardziej fascynujacych, lecz trudnych przedsiewzie¢
wspolczesnej astrofizyki. Wydaje sie, ze im lepiej
przygladamy sie polu, tym bardziej tez doceniamy jego
role. Ot6z w przypadku Ziemi rozumiemy juz dzisiaj, ze
pole magnetyczne bylo i jest niezbednym czynnikiem
umozliwiajacym istnienie zycia na Ziemi. A to

ze wzgledu na okalajaca nasza planete magnetosfere,
ktéra chroni nas przed zabdjczym strumieniem czastek
wiatru stonecznego. Pole magnetyczne Ziemi

o typowym natezeniu okoto 0,5 Gs (Gs (gaus)=
=10"*T (tesli)) umiemy juz numerycznie modelowac,
odtwarzac jego przebiegunowania i raptowne spadki
jego natezenia, z jakimi mamy do czynienia w przeciagu
ostatniego stulecia. Analogiczne pola istnieja takze

na Jowiszu i Saturnie (oktadka), obserwowane chocby
w widowiskowych zjawiskach zorz polarnych. Znacznie
silniejsze pola, osiagajace natezenia kilkuset gausow,
wystepuja na Stoncu. Sa one zrédlem szeregu zjawisk
rozgrywajacych sie w chromosferze i koronie stonecznej
i sa przyczyna cyklicznej aktywnosci Stonca (rys. 1).

Rys. 1. Zjonizowana materia wyrzucana z powierzchni Stofica porusza
si¢ wzdluz linii pola magnetycznego i powraca ku jego powierzchni
tworzac petle (fot. TRACE, NASA).

Badania pél magnetycznych galaktyk ze wzgledu

na odleglosci i ograniczono$¢ przyrzadoéw
obserwacyjnych sa nieporéwnywalnie trudniejsze,

a nasza wiedza o nich wciaz jeszcze znacznie

ubozsza. Najlepsza obecnie metoda wykrywania

pél magnetycznych w galaktykach sa obserwacje

na falach radiowych. Pozwalaja one na detekcje
promieniowania synchrotronowego — powstatego

w wyniku ,wys$wiecania sie” szybko poruszajacych sie
(relatywistycznych) elektronéw w polu magnetycznym.
Teoria promieniowania synchrotronowego umozliwia
wyznaczenie z obserwacji warto$ci natezenia pola
magnetycznego i jego kierunku. Tg wladnie metoda

od przeszto 30 lat odkrywane sa pola magnetyczne

w pobliskich galaktykach. Okazuje sig, ze osrodek
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miedzygwiazdowy wypelniony jest stosunkowo stabym
polem magnetycznym o typowym natezeniu okoto
1075 Gs. Mozemy wyodrebnié dwie sktadowe tego
pola. Jedna to pole chaotyczne (turbulentne), druga
to pole regularne, zachowujace kierunek w skali wielu
kiloparsekéw (galaktyka M51, rys. 2).

Rys. 2. W galaktyce spiralnej M51 odkryte pola magnetyczne biegna
wzdluz ramion spiralnych i w przestrzeni pomigdzy nimi. Pola
generowane s3 w procesie turbulentnego dynama, napedzanego
szybka rotacja galaktyki i wybuchami supernowych. Na zdjecie
optyczne nalozone sg kontury emisji radiowej, kreski reprezentuja
kierunek regularnego pola magnetycznego, a ich dlugosé — jego wartosé
(fot. R. Beck).

Istnienie wielkoskalowych pél regularnych musi
wynika¢ z dzialania jakiego$ globalnego mechanizmu,
porzadkujacego to pole w calej galaktyce. Ponadto,
gdyby w jakim$ momencie ,wlozy¢” takie pole

do galaktyki, to ono samoistnie zaniknie, w przeciggu
niespelna milionéw lat. Zatem w galaktykach musi
dziala¢, w sposob ciggly, jakis mechanizm podsycania,
wzmacniania pola.

Obecnie uwaza sig¢, ze tym mechanizmem jest tzw.
turbulentne dynamo, podobne do tego, jakie pracuje
w planetach i w Slonicu (patrz rys. 3).

Rys. 3. Mechanizm dynama. Niech poczatkowe pole magnetyczne
ma kierunek poludnikowy (a). Na skutek rotacji réznicowej obiektu
(szybszej na réwniku) pole jest rozciagane i wzmacniane w kierunku

réwnoleznikowym (b—d). Wznoszenie lub opadanie elementéw
gazu pocigga za soba pole magnetyczne. Wskutek sity Coriolisa
(wynikajacej z rotacji obiektu) materia wraz z polem skreca

sig, tworzac petle pola (e). Zgodnie utozone petle (f) prowadza

do powstania wielkoskalowego, wzmocnionego pola, o poczatkowej,
potudnikowej geometrii (a).



Do jego dziatania potrzebna jest rotujaca réznicowo
przewodzaca materia (zjonizowany gaz oérodka
miedzygwiazdowego, czyli plazma). W osrodku

musi wystepowaé turbulencja, czyli drobnoskalowe
ruchy gazu. Ponadto konieczna jest konwekcja,

czyli ciagle wznoszenie i opadanie elementéw gazu.
Przypuszcza sig, ze w galaktykach za turbulencje

i konwekcje odpowiedzialne sa gtéwnie wybuchy gwiazd
supernowych. W tych warunkach energia kinetyczna
rotacji i turbulencji jest zamieniana na energie

pola magnetycznego. Jak taki proces zachodzi

w galaktykach rézniacych sie¢ tempem wybuchow
supernowych, predkoscia rotacji czy wielkoscia? Czy
jest on wystarczajacy do wyjaénienia obserwowanych

w galaktykach struktur pola? Czy struktura spiralna
galaktyki wplywa na proces dynama? Odpowiedzi na te
i inne pytania mozna poszukiwaé, badajac zjawisko
magnetyzmu w galaktykach nietypowych. Powinny

one wskaza¢ na ograniczenia naszych teoretycznych
koncepcji generacji pola.

W tym sensie malte galaktyki nieregularne stanowia
doskonaly poligon doswiadczalny dla wspoétczesnych
teorii dynama. Po pierwsze, pozbawione sa spiralnych
fal gestosci. Po drugie — wolno rotuja. Mozna

sie spodziewaé, ze efekt wzmacniania pola przez
wspomniane klasyczne dynamo jest staby i dziata
powoli. Tymczasem odkryte pola magnetyczne

w galaktyce nieregularnej NGC4449 (rys. 4) sa
zadziwiajaco silne, tak silne jak w typowych galaktykach
spiralnych.
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Rys. 4. Galaktyka nieregularna NGC4449 nie ma ramion spiralnych,
jest stosunkowo mata i bardzo wolno rotuje. Niespodziewanie ma
jednak silne pola magnetyczne wychodzace radialnie z jej centrum

i okrazajace ja niemal dookota (fot. K.T. Chyzy).

Musi tu zachodzi¢ znacznie efektywniejszy proces
generacji pél. By¢ moze pasuje tutaj zmodyfikowana
koncepcja tzw. szybkiego dynama. Dodatkowo
uwzglednia ona ci$nienie promieni kosmicznych (gtéwnie
relatywistycznych protonéw) powstajacych w falach
uderzeniowych po wybuchach supernowych. Prowadzi
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to do szybszego unoszenia komérek gazu wypelnionych
polem magnetycznym i znacznego przyspieszenia pracy
dynama.

Inng kategoria ekstremalnych galaktyk sa kosmiczni
piraci drogowi — galaktyki, ktore si¢ zderzaja.

W znanym systemie ,, Anten” doszlo do bliskiego
spotkania dwéch galaktyk spiralnych i na skutek
oddzialywania grawitacyjnego (plywowego)

do znacznego odksztalcenia ich struktur. Czy tak
zdeformowany, chaotyczny osrodek moze mie¢ pole
magnetyczne? Okazuje sie, ze tak (rys. 5).

Rys. 5. ,,Anteny” — zderzajaca si¢ para galaktyk. Na zdjecie optyczne
nalozone sg kreski reprezentujace pole magnetyczne — wskazujg one
kierunek i regularng sktadowa pola proporcjonalng do ich dtugoéci.
Pole widoczne w srodku zdjecia zostalo uporzadkowane w wyniku
przeplywu gazu pomigdzy galaktykami, a widoczne z lewej strony
zostalo wyrzucone na zewnatrz uktadu wzdtuz ,jogona plywowego”.
Jest ono nawet kilkakrotnie silniejsze niz w zwyktych
galaktykach spiralnych. Z pewnoscig wiaze si¢ to

z duzym tempem formowania sie gwiazd i czestymi
wybuchami supernowych. O dziwo, silne pola
magnetyczne wystepuja rowniez pomiedzy galaktykami.
Tutaj dynamo dziala¢ nie moze. Prawdopodobnie w tym
przypadku pola przemieszczaja si¢ wraz z materia
przeplywajaca pomiedzy galaktykami i porzadkowane
sa w kierunku tego ruchu. W podobny sposéb pola
wyciagane sa na zewnatrz ukladu, daleko w przestrzen
miedzygalaktyczna.

Ostatnio badane galaktyki w gromadzie Panny réwniez
przejawiaja niespotykane dotad wtasnosci. Otéz

pola magnetyczne prawie wszystkich tych galaktyk

sa asymetrycznie rozmieszczone, znacznie silniejsze

po jednej stronie galaktyki. Swiadczy to o dziataniu
jakiegos dodatkowego procesu, poza galaktycznym
dynamem. Mozliwe, ze zwiazane to jest z ruchem
galaktyki poprzez gesty o$rodek gromady. Wtedy po
nacierajacej na ten osrodek stronie galaktyki pole
bedzie $ciskane, a przez to wyraznie wzmacniane.

Pole magnetyczne moze tez byé¢ deformowane jak

w ,Antenach”, podczas grawitacyjnego oddzialywania
z okolicznymi galaktykami. Sprzyja temu duza



koncentracja obiektow, szczegdlnie w centrum gromady. Symulacje komputerowe
pozwalaja w takich przypadkach rozsadzi¢, ktéry z tych mechanizméw zachodzi.

W jednej z galaktyk spiralnych gromady w Pannie, NGC4569, odkryto jeszcze
inng strukture pél magnetycznych. Otdz, symetrycznie po obu stronach
galaktyki, daleko poza jej optycznym dyskiem, widnieja rozlegte obszary

emisji radiowej, przepelnione regularnym polem magnetycznym. Na pierwszy
rzut oka ta podwojna struktura przypomina budowe odlegltych kwazaréw.
Jednak w przeciwienstwie do nich galaktyka ta nie zawiera aktywnego jadra
ani masywnej czarnej dziury. Jej centrum zajmuje natomiast liczna populacja
mlodych, masywnych gwiazd. To one sg prawdopodobnie przyczyna tego
fenomenu. Sa zrédlem bardzo silnych wiatréw (znacznie silniejszych niz

wiatr stoneczny) i wybuchéw supernowych. Zdolne sa wypychaé¢ materie
miedzygwiazdowa wraz z polem magnetycznym poza granice galaktyki.
»Wyrzucaniu” pol magnetyczych na tak wielkie, niespotykane dotad odleglosci,
pomogto prawdopodobnie przejscie galaktyki blisko centrum gromady.
Spowodowalo ono odarcie galaktyki z pytu i gazu w zewnetrznych jej czesciach.
Przez to w rzadszym osrodku wypchniecie materii wraz z polem magnetycznym
stalo sie znacznie latwiejsze. Szacunki pokazuja, ze oba obtoki z polem
formowaly sie w czasie okoto 30 mln lat, a zmagazynowana w nich energia
odpowiada wybuchom okoto 100 tysiecy supernowych.

Prezentowane tutaj badania ujawnily istnienie catego bogactwa struktur

pola magnetycznego w galaktykach. Do ich wyjasnienia klasyczny proces
dynama jest dalece niewystarczajacy. Tam, gdzie istnienia pola w ogdle sie¢ nie
spodziewano, a wiec w galaktykach nieregularnych, pola okazaly si¢ bardzo
silne. W zderzajacych sie galaktykach dynamo réwniez pracuje efektywniej

niz w typowych galaktykach spiralnych. Ponadto pola generowane w procesie
dynama sg w tym przypadku silnie modyfikowane przez wielkoskalowe
przeplywy gazu oraz wyrzucane sa daleko w przestrzen miedzygalaktyczna.
Inna jeszcze ewolucje pél magnetycznych mamy w galaktykach w gromadzie
Panny. Anomalie w polu magnetycznym wskazuja na silna modyfikacje osrodka
miedzygwiazdowego spowodowanego ruchem galaktyk przez osrodek gromady.
Mozna podejrzewaé, ze obserwowane efekty beda sie nasila¢ w odleglejszych
galaktykach, pochodzacych z wczedniejszych epok kosmologicznych. Oérodek
byl wtedy znacznie gestszy, a zderzenia galaktyk bardziej powszechne.

Nowym wyzwaniem staje sie zatem pytanie o strukture pola magnetycznego

w galaktykach wczesnego Wszechswiata i mozliwy wplyw pola na formowanie sie
pierwszych kosmologicznych struktur. Pozostaje mieé¢ nadzieje, ze juz niedtugo
nowe instrumenty radioastronomiczne pozwolg rzuci¢ pierwsze Swiatlo na te
problemy.

Wielomian Ehrharta

Marcin HAUZER

Kazdy, kto styszal o twierdzeniu Picka, wie, ze istnieje prosty zwiazek miedzy polem
wielokata o wierzchotkach w punktach kratowych, czyli takich, ktore maja wszystkie
wspoélrzedne catkowite, a liczbg tychze punktéw w nim zawartych. Dla wielo$cianéw
podobna relacja takze istnieje, cho¢ jest bardziej zawita. Zysk jest taki, ze da sie
ja uogdlni¢ do wyzszych wymiaréw, co pokazal E. Ehrhart w 1962 roku. Ustalmy
zatem n-wymiarowy wieloScian W w R™ o wierzchotkach w punktach kratowych.
7Z takim wielo$cianem mozemy zwiaza¢ w naturalny sposob ciag liczbowy. Mianowicie,
dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej t liczymy, ile jest punktéw kratowych
w wielo$cianie W rozdetym t-krotnie, czyli w obrazie W przy jednokltadnosci o skali ¢.
Wynik oznaczamy przez k; i ciag gotowy. Ehrhart zaobserwowal, ze ciag ten moze by¢
opisany przez pewien wielomian stopnia n o wspoétczynnikach wymiernych:

ki = ant" + an_ltn_l + ...+ ao.
Co wiecej, wartosci tych wspélczynnikow mozna zinterpretowaé geometrycznie.
Objetos¢ wielo$cianu to an, a jego charakterystyka Eulera—Poincarégo réwna
sie ao. Z kolei an—1 to potowa sumy odpowiednio unormowanych objetosci $cian
wielodcianu. W przestrzeni (n — 1)-wymiarowej, zawierajacej pewna Sciane wieloscianu,
objetos$é obliczamy przy zalozeniu, ze najmniejszy zawarty w niej (n — 1)-wymiarowy
prostopadtoscian o wierzchotkach w punktach kratowych ma objeto$¢ 1. Znaczenie
pozostatych wspélczynnikow wielomianu Ehrharta objawia sie jednak dopiero przy
badaniu pewnej stowarzyszonej z rozwazanym wieloScianem rozmaitosci algebraiczne;j.
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Zjawisko Aharonova—Bohma

Jednym z bardziej spektakularnych przyktadow
pokazujacych réznice miedzy mechanika klasyczna

i mechanikag kwantowa jest zjawisko Aharonova—Bohma.
Zjawisko to, ktore za chwile przedstawimy

doktadniej, zostalo przewidziane juz w 1949 roku

przez Ehrenberga i Sidaya, a potem niezaleznie

przez Y. Aharonova i D. Bohma w 1959 roku.
Przeanalizujemy je szczegdtowo na przyktadzie projektu
do$wiadczenia przedstawionego w pracy [1]. Polega ono
na badaniu interferencji elektronéw w obecnoéci pola
magnetycznego.

trajektoria 2 detektor
(tor 2) (D)

I::]’:;;:i ,\' ’ji ) ::7[ po

trajektoria 1
(tor 1) l

Rys. 1. Doswiadczenie interferencyjne z elektronami bez pola
magnetycznego (B = 0).

W doswiadczeniu przedstawionym na rysunku 1
elektrony wychodzace ze Zrédta Z przepuszcza sie
przez dwie szczeliny, ktore sa umieszczone w odleglodci
d od siebie. Fale de Broglie’a tych elektronéw,
przechodzac przez szczeliny, uginaja sie, interferujac

ze soba. Za przestong znajduje sie ekran z ruchomym
detektorem D zliczajacym elektrony docierajace

don w jednostce czasu. Badajac liczbe elektronéw
rejestrowanych przez detektor, mozemy wyznaczy¢
rozklad gestosci prawdopodobienstwa dotarcia
elektronéw do poszczegdlnych obszaréw ekranu.
Rozklad ten jest wynikiem interferencji dwéch fal
prawdopodobienstwa, pochodzacych z przejécia

przez oba otwory w przestonie. Wynik interferencji
(wzmocnienie lub oslabienie sygnaltu) zalezy od réznicy

faz fal
z d

Jezeli x = 0, to fale maja zgodne fazy (wtedy Agp = 0)
i prawdopodobienstwo znalezienia si¢ elektronu

w tym obszarze osiaga maksimum. Gdy Ay = 7, to
fale maja przeciwne fazy, co odpowiada minimum
prawdopodobienstwa znalezienia si¢ elektronu w danym
obszarze. W rezultacie otrzymujemy rozklad w postaci

prazkow interferencyjnych.

Rozwazmy teraz wplyw pola magnetycznego na ten
ukltad doswiadczalny. W opisie klasycznym ruch
elektronu w polu magnetycznym mozna opisaé
réwnaniem

mi = q(t x B),
gdzie m, g, T, T jest odpowiednio masa, tadunkiem,
predkoscig i przyspieszeniem elektronu, B za$ indukcja
pola magnetycznego. W tym opisie pole magnetyczne

*Instytut Fizyki Do$wiadczalnej, Uniwersytet Warszawski
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wplywa na ruch elektronu, gdy jego tor przechodzi
przez obszar o niezerowej indukcji magnetycznej

(B # 0). Zalézmy jednak, ze pole magnetyczne B nie
wystepuje wzdhuz klasycznych trajektorii elektronow
11 2. Mozna to osiggnaé, umieszczajac solenoid za
przestong w ten sposéb, aby znajdowal sie pomiedzy
obydwoma otworami.

trajektoria 2 detektory
(tor 2) (D)
/l( _-" - =y
Zad O)—=
\\\\\‘ -~ -
zrédto
@
trajektoria 1 pole
(tor 1) magnetyczne (B)

Rys. 2. Do$wiadczenie interferencyjne z elektronami z polem
magnetycznym (solenoid).

Potencjal wektorowy, oznaczany A, to pomocnicza wielko$é

fizyczna, ktéra mozemy wprowadzié¢ zamiast indukcji magnetycznej
do opisu pola magnetycznego. W przeciwienstwie do indukcji nie

jest wyznaczona jednoznacznie, gdyz dla danej konfiguracji pola
magnetycznego istnieje nieskonczenie wiele réznych pdél potencjalu jej
odpowiadajacych. Z tego powodu nie jest to wielko$¢ bezposrednio
mierzalna.

W celu dalszych rozwazan wprowadzmy potencjal
wektorowy A odpowiadajacy nieskonczenie dlugiemu
solenoidowi z rysunku 2:

B
;r dla p < R,

Alr) = R?> Bxr
g >R

gdzie R jest promieniem cewki, p za$ odlegloscia punktu
od jej osi.

Rys. 3. Pole wektorowe A(r) dla nieskoniczenie dlugiego solenoidu.

Z rysunku 3 widaé, ze potencjal wektorowy nie znika
na zewnatrz solenoidu, mimo ze pole magnetyczne

B jest w tym obszarze réwne zeru. Fakt ten odgrywa
istotna role w dalszych rozwazaniach.

W ramach mechaniki kwantowej ruch elektronu

w polu magnetycznym opisywany jest réwnaniem
Schrédingera zawierajacym potencjal wektorowy A,

a nie bezposrednio wektor indukcji magnetycznej.

7 rozwigzania tego réwnania wynika, ze po umieszczeniu
solenoidu w uktadzie doswiadczalnym, tak jak to
pokazano na rysunku 2, wystapi przesuniecie prazkéw



interferencyjnych na ekranie o %é/\gbB, gdzie ¢
oznacza strumien pola magnetycznego B przez obszar
miedzy drogami 1 i 2. Wielko$é¢ ta nie jest rowna zeru,
nawet gdy obie drogi przebiegaja w miejscu, gdzie samo
B = 0. Wystarczy bowiem, ze pole magnetyczne obecne
jest gdziekolwiek pomiedzy drogami, np. tylko wewnatrz
solenoidu, aby jego strumien nie znikal. Opisywane
przesuniecie prazkow bylto obserwowane przez kilka
niezaleznych zespoléw badawczych, np. R. G. Chambers
(1960), H. Boersch i in. (1960), A. Tonomura i in.
(1982).

7 punktu widzenia fizyki klasycznej zjawisko
Aharonova—Bohma daje wynik zaskakujacy, gdyz
widoczny jest w nim wplyw pola magnetycznego

na ruch elektronéw w sytuacji, gdy wystepuje ono
jedynie w obszarze, do ktorego elektrony nie docieraja!
7 tego powodu mozliwo$¢é pojawienia sie podobnego
efektu zostala zakwestionowana przez niektorych
fizyk6éw: Bocchieri, Loinger (1978) i Roy, Singh (1983)
zanegowali istnienie zjawiska Aharonova—Bohma,
przypisujac obserwowane przesuniecie prazkéw
interferencyjnych przenikaniu pola magnetycznego B
na zewnatrz solenoidu.

Calkowity kres zarzutom zwiazanym z przenikaniem
pola magnetycznego polozylo do$wiadczenie
przeprowadzone przez A. Tonomure i in. w 1986 roku.
Magnes w ksztalcie torusa zbudowany ze stopu 80% Ni
i 20% Fe (taki stop nazywa sie permallojem) zostal
calkowicie pokryty materialem nadprzewodzacym

(w tym przypadku niobem, Nb). Grubo$é ostony
niobowej byla wigksza niz gtebokos¢, na jaka pole
magnetyczne wnika do nadprzewodnika (dla niobu:
AND ~ 1077 m)

Gdy prébka nadprzewodnika, umieszczona w polu magnetycznym

w temperaturze zbyt wysokiej na nadprzewodnictwo, zostanie
schlodzona do temperatury nizszej niz temperatura krytyczna

(czyli temperatura przejscia do stanu nadprzewodzacego), to pole
magnetyczne przenikajace prébke zostanie z niej wypchnigte (rys. 4).
Scisle méwigc, pole wnika do wewnatrz nadprzewodnika tylko

na niewielkg glebokosé¢, zwang londonowska glebokoscia wnikania.
Zjawisko to nosi nazwe efektu Meissnera—Ochsenfelda.

Rys. 4. Zjawisko Meissnera—Ochsenfelda. Wypychanie pola
magnetycznego z wnetrza nadprzewodnika.

Niob ekranowal wiec pole magnetyczne od solenoidu,
nie powalajac mu przeniknaé¢ do obszaru na zewnatrz.
Przeprowadzono tez badanie zaleznosci przesuniecia
obrazu interferencyjnego od temperatury. Jezeli
temperatura byla nizsza od temperatury krytycznej
nadprzewodnika (9,2 K dla niobu), to strumien

magnetyczny nie przenikal na zewnatrz nadprzewodnika.

5

Zauwazono, ze uklad prazkow interferencyjnych
gwaltownie zmienil sie w momencie przekroczenia tej
temperatury (rys. 5).

um—
2pm

Rys. 5. Obraz interferencyjny uwidaczniajacy przesuniecie funkcji
falowej dla toroidalnego ferromagnetyka odpowiednio w temperaturze:
T=45K, T=15K, T = 300K.

Analogiczne do$wiadczenie wykonano réwniez

z wykorzystaniem interferencji elektronéw

w nadprzewodniku. Interferencje taka mozna
obserwowaé przy uzyciu tzw. zlgcz Josephsona.
Ztacze Josephsona to zestaw dwoch nadprzewodnikow
oddzielonych cienks warstwa izolatora. W czesci
nadprzewodzacej prad przepltywa bez oporu, czyli
bez strat energii. Jezeli warstwa izolujaca jest
dostatecznie cienka, to nosnik pradu elektrycznego,
czyli para elektronéw, moze przeniknaé przez nia
dzieki zjawisku tunelowania i w ukladzie poptynie
prad nadprzewodzacy. Ponadto, gdy prad plynie
przez dwa ztacza dwiema réznymi drogami, réznica
faz powstala w wyniku przeplywu pradu powoduje
interferencje pomiedzy ztaczami. Jesli w ukladzie
zostanie umieszczony solenoid, przesuniecie prazkow
interferencyjnych bedzie zalezalo od wielkosci
strumienia magnetycznego wewnatrz solenoidu.
Podobnie jak poprzednio, pole nie jest obecne wewnatrz
nadprzewodnikow, gdzie tym razem odbywa sie ruch
elektronéw.

Zjawisko Aharonova—Bohma uwidacznia nielokalny
charakter zjawisk opisywanych przez mechanike
kwantowa. Wedlug jej zasad pole magnetyczne moze
wplywaé na elektrony, nawet gdy nie ,dotyka” ich
bezposrednio, czyli wystepuje tylko w miejscach
odleglych od trajektorii ich ruchu.
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Dlaczego 22 =4, czyli twierdzenia o rekursji
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3
o wierzchotkach w danych punktach

Sposréd wszystkich (.—)) = 10 tréjkatow

wybierzmy taki, ktéry ma najwicksze

pole. Oznaczmy jego wierzchotki przez A,

B, C. Przez kazdy wierzcholek tréjkata
ABC poprowadzmy prosta réwnolegla

do przeciwlegtego boku, uzyskujac tréjkat

DEF, o polu niewigkszym niz 4.

E C

D

Poniewaz kazdy tréjkat o wierzchotkach
w danych punktach ma pole niewigksze
od pola trojkata ABC, wiec pozostale
dwa punkty lezag w tréjkacie DEF.
Ponadto w jednym z tréjkatéw ABF,
BCD, CEA nie lezy zaden spoéréd
danych punktéw. Odcinajac trojkat ten
od tréojkata DEF, uzyskujemy trapez

o polu niewiekszym od 3 i zawierajacy
danych 5 punktow.

*Wydzial Matematyki i Informatyki,
Uniwersytet Jagielloriski

Matematyk nie musi wiedzieé, ile jest 2 - 2 — on musi wiedzieé¢, czemu to jest 4.
7 kolei logik zagadniety w tej materii, zanim odpowie, najpierw zada cztery
pytania: co to jest ,dwa”; co to jest ,ile”, co to jest ,razy” i co to jest ,jest”. Te
ostatnia kwestie pozostawmy filozofom, przyjmujac, ze wiemy, co to znaczy. Co
to znaczy ,ile”, nadaje si¢ na caltkiem osobny artykul, wiec i tym nie bedziemy
sobie teraz zaprzataé¢ glowy (szczegdlnie ze chodzi tylko o ,cztery”). Co to jest
»dwa”, wyjasni si¢ niebawem. Tym, czym zajmiemy si¢ w tym artykule, jest to,
co znaczy ,razy”.

We wspolczesnej teorii mnogoéci liczby naturalne definiuje sie jako elementy

najmniejszego zbioru induktywnego (oznaczanego zazwyczaj symbolem w).

Najmniejszego, czyli zawartego w kazdym innym zbiorze induktywnym. Zbior A,

z kolei, jest induktywny, jesli zbiér pusty @ (ktéry uznamy za liczbe naturalna

wzero”) don nalezy (0 € A) oraz spelnia on nastepujacy warunek:
ac€A=aU{a} €A

W dalszym ciagu zamiast a U {a} pisa¢ bedziemy S(a) 1 nazywaé bedziemy

to nastepnikiem a, czymkolwiek a jest. Wowczas, wedle pomystu

J. von Neumanna, 1 = S(0) = {0}, 2 = 5(1) ={0,1}, 3= 5(2) = {0, 1,2},

4=25(3)=1{0,1,2,3}, etc.

Definicja zbioru liczb naturalnych jako najmniejszego zbioru induktywnego
implikuje znang ze szkoly zasade indukcji matematycznej: jesli jakas
wlasnosé @ przystuguje liczbie zero oraz z tego, ze przystuguje dowolnej
liczbie n, wynika, ze przystuguje liczbie nastepnej S(n), to wlasnosé ta
przystuguje wszystkim liczbom naturalnym. Niech bowiem A bedzie zbiorem
tych i tylko tych liczb naturalnych, ktore maja wlasnoéé¢ ®. Wowcezas,
oczywiscie, 0 € A oraz jedli a € A, to takze i S(a) € A, czyli A jest zbiorem
induktywnym. Skoro w zawarty jest w kazdym zbiorze induktywnym, oznacza
to, ze w szczegllnosci zawiera sie w A. I tym sposobem dla dowolnego a € w
zachodzi ®(a).

Rozwazmy teraz rodzing Rg wszystkich relacji p C (w X w) X w (czyli relacji
wiazacych pary liczb naturalnych z pojedynczymi liczbami naturalnymi), ktére
spelniaja nastepujace dwa warunki: (a,0) p a, dla dowolnego a € w, oraz jesli juz
{(a,b) p ¢, to takze {(a, S(b)) p S(c), gdzie a,b, ¢ € w. Oczywiscie, rodzina ta jest
niepusta, bo relacja pelna (w X w) x w do niej nalezy. Niech dalej pg = [ Rg.
Nietrudno wykazaé¢ za pomocs zasady indukcji, ze dla dowolnej pary liczb
a,b € w istnieje ¢ € w, dla ktérego (a,b) pg c. Nieco wiecej zachodu wymaga
zauwazenie, ze owo c¢ jest jedyne. Gdyby bowiem dla jakiej$ pary a,b tych ,c”
bylo dwa, powiedzmy ¢ i ¢, to wéwezas relacja p’ = pg\{{{a,b), c1)} nalezataby
nadal do rodziny Rg, skad wynikaloby, ze pg C p’, co nie jest prawda. Skoro
tak, to znaczy, ze relacja pg jest funkcja, a to jedyne ¢, dla ktorego zachodzi
{(a,b) pg ¢, nazywaé bedziemy suma liczb a i b i oznaczaé je symbolem a + b.
Policzmy sobie cos. Skoro dla dowolnej relacji p z Rg zachodzi (a, 0) p a, oznacza
to, ze a + 0 = a (co zreszta doskonale ,wiemy”). Skoro (a,0) p a, to takze
(a, S(0)) p S(a), dla p € Rg. Czyli, innymi slowy, a + 1 = S(a). Tj. dodanie
jedynki, to po prostu wziecie nastepnika danej liczby. Positkujac si¢ zasada
indukeji matematycznej (czyli wlasciwie definicja liczb naturalnych), mozna
wykaza¢ doskonale nam znane wtasnosci operacji dodawania liczb naturalnych
— przemienno$¢ i tacznosé:
at+b=b+a i a+((b+c)=(a+db)+¢c, a,bceEw.
Warunki ujete w definicji rodziny Rg, przektadaja sie na znane skadinad
formuty:
a+0=a
{a+(b+1) = (a+b)+1
dla a,b € w.
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W rozwigzaniu skorzy

z nastepujacego twierdzenia: prosta p
jest prostopadla do plaszczyzny m wtedy
i tylko wtedy, gdy jest prostopadla do
pewnych dwéch nieréwnoleglych prostych

stamy

zawartych w plaszczyznie 7.

Niech A’ bedzie rzutem prostokatnym

punktu A na prostag BC.

Prosta AD jest prostopadla do
plaszczyzny BCD, skad AD 1 BC.
Ponadto AA’ | BC, a wiec

z zacytowanego twierdzenia wynika,

ze prosta BC' jest prostopadta

do plaszczyzny AA’ D. Zatem kazda

prosta zawarta w plaszczyznie AA’D jest

prostopadtla do prostej BC.

Niech H bedzie spodkiem wysokosci
w tréjkacie AA’ D opuszczonej

z wierzchotka D. Wtedy DH 1 AA’

oraz DH 1 BC. Zatem prosta DH jest
prostopadta do ptaszczyzny ABC. Wobec

tego spodek wysokosci czworoscianu

ABCD, opuszczonej z wierzchotka D lezy
na wysokosci AA’ tréjkata ABC.

Analogicznie dowodzimy, ze spodek ten
lezy na pozostalych wysokosciach tréjkata

ABC, co konczy dowdd.

.. ]

Rozwigzanie zadania F 687.

Temperatura pary jest proporcjonalna
do éredniego kwadratu predkos$ci molekul:

T =p=

3R’

Zatem dla oszacowania temperatury

trzeba znalez¢ $redni kwadrat predkosci.

Ruch czastek w pionie odbywa sig

pod wplywem sily ciezkosci. Z jednej
strony czas ruchu czastki to 7 = —,

Vi

z drugiej jest to czas spadku swobodnego

, 2h
réwny —. Stad vg, =14/ —,

ostatecznie daje:

pl°g

" 6Rh

g
2h

~ 600 K.

l

Cco

Zostawmy jednak dodawanie, bo interesuje nas przeciez mnozenie liczb.

Niech Rg bedzie rodzina wszystkich relacji p C (w x w) X w, ktére spelniaja
nastepujace warunki: (a,0) p 0 dla a € w oraz jedli (a,b) p ¢, to takze

(a, S(b)) p (¢ + a). Oczywiscie, znowu relacja pelna jest w Rg i znowu mozemy
méwié o relacji po = (R, o ktérej bez trudu, podobnie jak bylo w przypadku
relacji pg, pokazemy, ze jest funkcja, czyli ze dla dowolnych a,b € w istnieje
jedyne ¢, dla ktérego (a,b) pg ¢. To jedyne ¢ nazywaé bedziemy iloczynem
liczb a i b i oznaczaé bedziemy symbolem « - b. Teraz, skoro {(a,0) p 0 dla

a €wipée Ry, mozemy to zapisaé jako a - 0 = 0. Ponadto dostajemy stad,

ze {a,1) p(04+a) =a dla p € Re, czyli ze a- 1 =a dla a € w. Bezposrednio

z definicji rodziny Rg dostajemy takze, ze a- (b+1)=a-b+a dlaa,b € w,

co stanowi uszczuplong wersje prawa rozdzielnosci mnozenia wzgledem
dodawania. Pelna wersje tego prawa, jak i tez inne wlasnoéci mnozenia, takie jak
przemienno$¢ i tacznosé, dostaniemy, pracowicie korzystajac z zasady indukcji
matematycznej.

Ile zatem jest 2 - 27 Mamy:

2:2=2-(141)=2-142=242=24(1+1)=2+1)+1=34+1=4.
Uwazny Czytelnik zauwazyl pewien schemat w naszym dotychczasowym
wywodzie. RozwazaliSmy rodziny relacji p spelniajace pewne dwa warunki.
Pierwszy warunek stwierdzal, ze pary postaci (a,0) sa w relacji z jaka$ liczba
g(a). Drugi warunek byt implikacja: jesli (a, b) byl w relacji z ¢, to wtedy
takze (a, S(b)) jest w relacji z ,czym$ tam” zaleznym od a,b i c. UsciSlenie tej
obserwacji prowadzi do nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie (o rekursji). Niech A i P bedg dowolnymi zbiorams i niech
g:P— Aorazh: P xwxA— A. Wowczas istnieje dokladnie jedna funkcja
f: P xw— A, spelniajgca réwnania:
{ f(p,0) = g(p)
f(p,n+1) = h(p,n, f(p,n))
dlape P, ne€w.

Dwa przyklady zastosowania tego twierdzenia widzieli$my wyzej (A = P = w,
jakie g1 h 7).

Przyjrzyjmy sie dokladniej innym.
Przyklad

e (potegowanie) Niech A = P = w i niech g(p) =1 oraz h(p,n,w) =p-w dla
p,n,w € w. Wowcezas funkcja f z twierdzenia o rekursji to f(p,n) = p™, gdzie
PN E W

e (silnia) Niech P = {0}, A=w oraz g(0) =1 i h(p,n,w) =w- (n+ 1),

dlap € P, n,w € w. Wowezas f(0,n), gdzie | jest funkcjqg, o ktérej mowa

w twierdzeniu o rekursji, to n!.

e (poprzednik) Niech P = {0}, A = w oraz g(0) =0 i h(p,n,w) =n, dla p € P,
n,w € w. Wowcezas f(0,n), gdzie f jest funkcjg, o ktérej mowa w twierdzeniu

o rekursji, to 0 dlan =0, a dlan > 0 to liczba, ktorej nastepnikiem jest n.

Funkcje te nazywadé bedziemy funkcjg poprzednika i oznaczymy jg symbolem p.

e (odejmowanie) Niech P = A =w oraz g(a) = a i h(p,n,w) = p(w), dlap € P,
n,w € w. Wowczas f(p,n), gdzie f jest funkcjq, o ktérej mowa w twierdzeniu

o rekursji, to 0 dla p < n, a dla p > n to jedyna liczba k, dla ktorejn+k =p
(czyli réznica p i n, oznaczamy p—n)

Twierdzenie o rekursji mozna na wiele sposobéw uogdélniaé, ale to temat
na calkiem inny artykut.

Pozostaje tylko zapytaé, czy wszystkie ,sensowne” dzialania na liczbach
naturalnych mozna tak zdefiniowaé. Np. dzielenie z reszta? Okazuje sie, ze nie
wszystkie, chociaz dzielenie z reszta akurat tak.
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Maia delld

Wyswietlacze cieklokrystaliczne

W ciagu ostatnich kilku lat kolorowe wys$wietlacze cieklokrystaliczne
(LCD) zdobyly szturmem rynek elektronicznych urzadzen uzytkowych.
Sa obecne w zegarkach, telefonach komoérkowych, aparatach cyfrowych

po monitory i telewizory, o najrozmaitszych ksztaltach i wielkosciach.
Sa wciaz znacznie tansze i prostsze w produkeji niz wyswietlacze
plazmowe i znacznie mniejsze niz kineskopowe.

Kolorowy wys$wietlacz to nic innego jak matryca zlozona
z ogromnej liczby malych, réznokolorowych lampek.
Niby proste, lecz projektanci kazdego wyswietlacza
musza rozwigzaé kilka probleméw: pojedynczy

$wiecacy element (piksel) musi byé bardzo maly,

ale jednoczesnie musi mie¢ mozliwo$¢ wysylania Swiatta
w trzech podstawowych barwach (np. czerwonej,
zielonej i niebieskiej), o bardzo réznej intensywnosci
(aby uzyskaé¢ dobry kontrast), i wreszcie $wiecace
elementy musza szybko reagowaé na zadanie zmiany
jasnodci (aby na obrazie nie powstawaly smugi podczas
wyswietlania czegos w ruchu). Pozadane jest tez, by
urzadzenie bylo jak najmniejsze i zuzywalo mozliwie
malo energii.

Widagé, ze sprawa nie jest prosta. Zanim wyjasnimy,
jak poradzili sobie tworcy LCD, proponuje maly
eksperyment. Prosze spojrze¢ na wlaczony wy$wietlacz
LCD przez polaryzator. Jesli ktos nie ma go w domu,
mozna w zastepstwie uzy¢ np. kawalka szkla, folii

lub plastiku i obserwowaé odbicie obrazu przy
niewielkim kacie padania. Gdy krecimy polaryzatorem
lub plastikiem, tatwo dostrzec, ze widoczna jasno$é
wys$wietlacza zmienia sie, co wskazuje, ze Swiatlo

z wySwietlacza jest calkowicie spolaryzowane liniowo
(zdjecia).

Zjawisko polaryzacji $wiatta stuzy w matrycy LCD

do kontrolowania jasno$ci piksela. Zasada dziatania jest
prosta: $wiatlo wysylane np. przez diode lub dowolne
zrodlo dajace biale Swiatto o duzej, stalej jasnosci
przechodzi przez cienka folie polaryzujaca je liniowo.
Dalej znajduje sie ,,magiczna substancja” skrecajaca
plaszczyzne polaryzacji przechodzacego Swiatla o kat
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regulowany przylozonym do niej napieciem. Wreszcie
drugi staty polaryzator liniowy, skrzyzowany

z pierwszym, wygasza Swiatlo w mniejszym lub
wiekszym stopniu w zaleznosci od kata skrecenia.
Na koniec kolorowy filtr zabarwia $wiatto na ktorys
z podstawowych kolorow.

Wspomniang ,magiczng substancja” jest tzw.

ciekly krysztal. Jest to substancja, ktérej czasteczki
maja postaé¢ dlugich, raczej sztywnych tancuchow.

W odpowiedniej temperaturze i cinieniu czasteczki
maja tendencje do ustawiania si¢ mniej wiecej w jednym
kierunku. W krysztale uzytym w LCD kierunek
uporzadkowania skreca o 90 stopni wzdtuz drogi
Swiatta. Dzigki temu krysztal skreca plaszczyzne
polaryzacji przechodzacego przezen $wiatta. Jesli jednak
wlaczymy pole elektryczne, sily elektrostatyczne beda
staraly sie ustawi¢ wszystkie czasteczki wzdtuz linii sit
pola i skrecenie zmniejszy sie. Przy odpowiednio duzym
napieciu skrecenie zniknie i $wiatlo bedzie catkiem
wygaszane przez drugi polaryzator.

Ciekle krysztaly reaguja szybko na zmiany przylozonego
napiecia, a uzycie polaryzatorow pozwala regulowaé
jasno$¢ piksela w bardzo szerokim zakresie: uktad
wygasza niemal cale Swiatlo, gdy sSwiatto ma
plaszczyzne polaryzacji prostopadta do drugiego
polaryzatora, a przepuszcza wiekszosé, gdy rownolegla.

Stare, czarno-biate wyswietlacze cieklokrystaliczne
znane z kalkulatoréw, dzialaja wedlug podobnych zasad,
ale zamiast wlasnego podswietlenia od tytu korzystaja

z odbitego od wewnetrznej czedci wydwietlacza $wiatta

zewnetrznego.
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Tré jki pitagorej skie Stwierdzenie, czy dla ustalonej trojki liczb catkowitych dodatnich
(a,b, c) istnieje tréjkat, ktorego boki maja taka wlasnie dtugosé, jest
proste. Wystarczy, aby suma dowolnych dwéch liczb z tej tréjki byta
wieksza od trzeciej. Jesli ten warunek jest spelniony, to od razu mozemy
powiedzie¢, czy trojkat bedzie prostokatny. Kwadrat najwiekszej liczby
musi by¢é rowny sumie kwadratéw pozostatych. Takie trojki nazywamy
pitagorejskimi. Kazda tréjka pitagorejska daje nam nowe trojki postaci
(ka, kb, kc), dlatego wystarczy rozpatrywaé tylko tréjki, ktére nie sa
wielokrotnoscia jakiej$ innej. Bedziemy je nazywaé pierwotnymi, a do ich
wyznaczania przyda nam si¢ okrag.

Kazdej pierwotnej tréjce pitagorejskiej (a, b, ¢) przyporzadkujmy punkt
(a/c,b/c) na okregu zadanym réwnaniem x? 4 y* = 1. Obie wspolrzedne
tego punktu sa wymierne. Poniewaz te procedure mozemy odwrécié
(utamki sprowadzamy do wspélnego mianownika), wszystkie pierwotne
tréjki pitagorejskie sa zakodowane przez takie wtasnie punkty na okregu.
IdZmy jednak dalej. Prosta przechodzaca
przez punkty (1,0) i (a/c,b/c) przetnie
o$ OY w punkcie (0, q), gdzie q jest
liczba wymierna wigksza od 1 (rys.).
Odwrotnie, wezmy wzglednie pierwsze
liczby naturalne m i n, tak by m >n
i poprowadzmy prosta przez (1,0)
i (0,m/n). Przecina ona okrag w dwbch
punktach. Jeden z nich to oczywiscie
> (1,0). Wspélrzedne drugiego wyznaczamy,
rozwiazujac uktad réwnan:

——mx—i—m
{y n n .

$2+y2:1

Y

Pamietajac, ze punkt (1,0) jest jednym z rozwiazan i korzystajac
ze wzoru na sume pierwiastkéw réwnania kwadratowego, znajdujemy

drugie:
m?—n? 2mn
m2 + ’I’L2 ’ m2 + ’I’L2 .

Gdy m i n sa réznej parzystosci, utamki te sg nieskracalne, stad ogdlna
postaé¢ pierwotnej tréjki pitagorejskiej to (m? — n?,2mn, m? + n?).
Uzyskany wzor umozliwia podanie warunku koniecznego na to, by trdojka
(a,b,c) byla tréjka pitagorejska bez obliczania kwadratéw. Mianowicie,
w kazdej tréjce pitagorejskiej musi wystapié¢ liczba podzielna przez 3,
liczba podzielna przez 4 oraz liczba podzielna przez 5. Moga to by¢
rézne liczby, tak jak w (3,4,5), a moze to by¢ jedna wspdlna liczba

dla wszystkich dzielnikéw, tak jak w (11,60,61). Przyktadowy dowdd:
jesli 3 dzieli m lub n, to jest to oczywiste. W przeciwnym przypadku,
m? i n? przystaja do 1 modulo 3 i m? — n? jest szukang liczba. Podobnie
dowodzimy dla 5. Dla 4 wynika to bezpoérednio z faktu, ze jedna z liczb
m i n jest parzysta.

Powyzsza metoda moze byé¢ uzyta do poszukiwania rozwiazan

w liczbach wymiernych takze innych réwnan wielomianowych stopnia
dwa z catkowitymi wspotczynnikami (wykorzystala ja, na przyklad,

M. Brambilla w Delcie 10/2006). Najwazniejsze, zeby najpierw znalezé
przynajmniej jeden punkt o wspétrzednych wymiernych na zadanej przez
rownanie krzywej. Ale czy taki punkt zawsze istnieje?

Malg Delte przygotowali Mikolaj KORZYNSKI i Marcin HAUZER



Ciag, ktory lubi nieréwnosci
Praca nagrodzona zlotym medalem

w Konkursie Uczniowskich Prac z Matematyki, Gdansk 2006.

Prace na tegoroczny konkurs mozna nadsytaé do 1 maja 2007 roku.
Regulamin KUPzM zamies$ciliémy w numerze 1(392)/2007.

Rozwazmy ciag (a,) zdefiniowany rekurencyjnie dla
n € Z4 w nastepujacy sposob:

Ay = E (477

0<k<n,(n,k)=1

a1:1,

dla n > 1 (gdzie (n, k) oznacza najwiekszy wspolny
dzielnik n i k). Zatem a,, to suma tych poprzednich
wyrazow, ktére nosza numery wzglednie pierwsze z n;
np. ag = a1 +as, ag = a1 + as + as + ay.

Wartosci tego ciagu dla poczatkowych liczb naturalnych
przedstawiam ponizej.

n|1]2(3[4|5]|6] 78] 9]10
an | 11112137 8]22]32]66 |91

n|11 (12 13| 14 | 15 | 16 | 17 | 18
an | 2331263 (729 (1038|2059 | 3119 | 7674 | 8666

Beda nas interesowaé nieréwnosci spelniane przez
wyrazy ciaggu a,. Zacznijmy od najprostszych, ktére
natychmiast wynikaja z definicji:

(1) An+1 > A,

(2) A2n+1 2 G2n + A2p—1-

Pierwsza z nich wynika stad, ze (n 4+ 1,n) = 1, druga
za$ stad, ze (2n 4+ 1,2n — 1) = 1 dla kazdego n. Réwnie
oczywiste sa nierownosci w drugg strone:

(3) 2n4+1 < A2 + A2p—1 + Q22 + ... + a1,

(4) a2n < A2p—1 + A2n—-3 + A2pn—5 + ... + a1

(druga wynika stad, ze wszystkie liczby wzglednie
pierwsze z liczba parzysta sa nieparzyste). Zauwazmy,

ze w dwoch ostatnich nieréwnoéciach réwnoséé zachodzi
w nieskonczenie wielu przypadkach dla n dodatnich:

w pierwszej, zawsze gdy 2n + 1 jest liczba pierwsza,

w drugiej za$ dla kazdego n bedacego potega dwojki.
Mniej trywialna jest nieréwnosé

(5) Gon+1 > Qo + Gon—2 + ... + as.

Jej dowodd przebiega przez indukcje wzgledem n. Dla

n = 1 teza oczywiscie zachodzi. Przypu$émy, ze zachodzi
rowniez dla n = k, gdzie k € Z ;. Wowczas, korzystajac
z (2) i z zalozenia indukcyjnego, otrzymujemy

(2k+3 2 Q2k+t2 + A2k41 > Q242 + a2k + a2p—2 + ... + a2,
co konczy dowdd kroku indukcyjnego.

Z (5) oraz (1) natychmiast wynika kolejna nieréwnosé:
(6) a2pn41 > A2p—1 + G2p—3 + ...+ ai.

Zauwazmy jeszcze, ze korzystajac z (4) oraz (6),
dostajemy

Aon < Aon—1 + A2pn—3 + ...+ a1 < a@2n—1 + A2p—1,
czyli
(7) Aoy < 20951
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Kiedy zaczalem zajmowac si¢ tytulowym ciagiem,
zainteresowalo mnie, jak zachowuja sie ilorazy kolejnych
wyrazow: czy rosna do nieskonczonosci, czy moze
zbiegaja do jakiejs liczby, czy tez zachowuja sie

w jeszcze inny sposob. Szybko zauwazytem, ze choé
ilorazy te bywaja bardzo bliskie liczby 3, nie wyglada
na to, by ja kiedykolwiek przekraczaly. Z poczatku
probowalem udowodnié¢ te zaleznosé indukcyjnie,
korzystajac z powyzszych nieréwnosci, jednak
bezskutecznie. Na trop wlasciwej metody wpadiem
dopiero wtedy, gdy usitlowalem udowodnié nieréwnosé

(8) a2n + G2n—2 > G2p-1 + A2n—3 + ...+ ay.
Tej nieréwnoéci réwniez nie sposéb dowiesé przez prosta
indukcje. Jednak gdy oznaczymy przez p najmniejsza
liczbe pierwsza nieparzysta, ktéra nie dzieli n, to
liczba 2n — 2 nie dzieli si¢ przez zadna liczbe pierwsza
nieparzysta mniejsza niz p, a wiec jest wzglednie
pierwsza z kazda liczba nieparzysta mniejsza od p.
Zatem 2n jest wzglednie pierwsza z liczbami 2n — 1
i2n —p, a2n—2zliczbami 2n — 3,2n —5,...,2n — p.
Wobec tego
A2n > A2n—1 + A2n—p,
G2n—2 2 A2p—3 + A2pn—5 + ... + A2p—p.
Sumujac powyzsze nieréwnosci i korzystajac z (6),
dostajemy
G2p + A2p—2 2 G2p—1 + A2p-3+ ...+ A2p—p + G2 —p >
> Q2n-1+ G2p-3 + ...+ G2n—pt
+a2n7p72 + A2n—p—4 +...+a,

czyli dowodzona nieréwnosé.

Podobnej, cho¢ nieco subtelniejszej, sztuczki uzytem
w dowodzie (ktéry tutaj pomine) nieréwnosci

9) Q2n > Gon—2 + Q2p—3 + ...+ a1,
z ktérej pozadana przez nas nieréwnosé
(10) Upt1 < 3a,

jest prostym wnioskiem. Dla n nieparzystych mamy
bowiem mocniejsza nieréwnosé (7), a dla n = 2k,
korzystajac z (3) oraz (9), dostajemy

A2k41 < A2k + A2k—1 +Agk—2+ ...+ a1 <

< agg + azk—1 + agk < azk.

Warto przy okazji zauwazy¢, ze nieréwnosé (9) mozna
latwo uog6lnié, poniewaz z (2) dostajemy

A2n41 2 A2p—1 + A2p > Q2p—1 + Q22 + ...+ aq.
Zatem dla kazdego n > 2
(11)
Pojawia sie pytanie, czy nieréwnosé (10) mozna
poprawié, tzn. czy istnieje stata mniejsza niz 3, przy
ktérej nieréwnosé bytaby nadal prawdziwa. Okazuje
sie jednak, ze nie, bo w dowodzie nieréwnosci (10)
wszystkie istotne oszacowania odbywaty sie na poziomie
wyrazéw rzedu asy,—p, ktére przy duzym p sa male
w poréwnaniu z agy,. Scisty dowdéd pomijam.

Qp > Gp—2 +ap-3+ ...+ a1.



Z (10) natychmiast wynika, ze a2 < 9a,. Te
nier6wnos¢ mozna jednak znaczaco poprawi¢. Pokazemy
teraz, ze dla n € Z zachodzi

(12) An+2 < Oy,
Skorzystamy kolejno z (3), (9), (7), (4), (10) oraz (8):
A2k+1 < A2k + Gok—1 + a2p—2+ ...+ a1 <

< 2agk + agkp—1 < dagk-1,
a9k+2 < Aopy1 + A2k—1 + G2k—3+ ...+ a1 <

< 3asgk + agk + ask—2 < dagg.
Okazuje sie, ze wspélczynnik 5 w tej nieréwnosci
wciaz nie jest optymalny, jednak dowdd tego faktu
tutaj pomine. Z kolei ze stala 4 nieréwnoé¢ nie bedzie
prawdziwa, poniewaz mamy ass/asp =~ 4,3. Stad
widaé, ze optymalna stala dla tej nieréwnosci bedzie
niecatkowita. Mozna przypuszczaé, ze bedzie to liczba
niewymierna, a nawet przestepna, jednak ciezko
wyobrazi¢ sobie, jak mozna by to udowodnié.

Interesujace jest, czy dla jakiego$ k > 2 optymalna
stata ¢ w nieréwnosci an4r < cap bedzie liczba
catkowita. Obliczenia na komputerze pokazuja, ze
najwiekszy iloraz a,46/an, dla n mniejszych niz 10 000,
to okolo 35,996. Doé¢ dlugo usitowatem udowodnic
nierownosé a,t¢ < 36a,, jednak bezskutecznie. W koncu
zaczalem sprawdzaé ja dla jeszcze wigkszych n i okazalo
sie, ze

430036 36,02.

30030
Widaé wiec, ze nie zawsze warto polegaé¢ na hipotezach,

ktore dziataja dla dziesieciu tysiecy przypadkow.

Teraz przejde do hipotezy, ktora obliczenia potwierdzaja
z duzym zapasem, i co do ktérej nie wyobrazam sobie,
zeby mogta sie kiedys okazaé falszywa. Stwierdza ona,
ze dla wszelkich n, k € Z ; zachodzg nieréwnosci

(13)
W rzeczywistosci sadze, ze po lewej stronie mogloby
by¢ agt1an, ale nie mam za taka nieréwnoscia zadnych
argumentéw, poza danymi doswiadczalnymi i dowodami
szczegdlnych przypadkow dla matych k. Najwazniejsze
jednak w mojej hipotezie jest to, ze skrajne strony
roznig sie o staly czynnik.

Aplp < Qngk < Ak,

Okazuje sie, ze obie powyzsze nieréwnosci wynikaja
z mocniejszej, choé — przy pewnym obyciu z naszym
ciggiem — dosy¢ intuicyjnej hipotezy. Niech P(n)
oznacza najmniejsza liczbe pierwsza, ktora nie dzieli n.
Wspomniana hipoteza stwierdza, ze dla kazdego k € Z
istnieje takie I > 0, ze dla wszelkich n, m € Z takich, ze
P(n)+1< P(m)in+k > 1 zachodzi nieréwnosé
(14) An+k < Am+k )

Qn Qm
Pokaze teraz szkic dowodu (bez korzystania z tej
hipotezy) lewej nieréwnosci z (13) w przypadku, gdy
Pn+k)>k.

Dla wygody zmienmy troche oznaczenia. Zapiszmy
nieréwnos¢ w postaci

(15)  an > agan—g dla n>k >0, P(n) > k.
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W dowodzie postuzytem si¢ pomocniczym ciagiem
dwuwymiarowym (b; ;), zdefiniowanym dla ¢ > j > 1
w nastepujacy sposob:

bia=1, bij=Y brr gdy i-j#L
0<k<j (i,k)=1
Mozna pokazaé przez indukcje wzgledem j, ze zachodzi
nieréwnosc

k
(07 > Zbi,jan—ia gdy P(n) > k7 1 < ] < k.
i—j

Z niej w szczegoélnosci dla j = k wynika, ze przy
P(n) >k

Qn 2 b pan_.
Jednak wprost z definicji ciagu (b; ;) wynika, ze dla
kazdego ¢ € Z mamy b; ; = a;. Stosujac to do ostatniej
nieréwnosci, dostajemy nieréwnosé (15). W przypadku,
gdy P(n) < k, pozadana nier6wnosé¢ wynika tatwo
z udowodnionego przypadku oraz z hipotezy (14).

W przypadku prawej nieréwnosci z (13) nie udato mi

sie wiele udowodnié bez korzystania z hipotezy (14),
przy zalozeniu za$ jej prawdziwosci dowdd przebiega
do$¢ tatwo, indukcyjnie wzgledem k, przy czym trzeba
w kroku indukcyjnym rozwazy¢ osobno przypadki, gdy
P(n) > k oraz gdy P(n) < k. Stad widaé, ze (13) wynika
z hipotezy (14).

Zastanéwmy sie teraz nad konsekwencjami hipotezy
(13). Zauwazmy najpierw, ze jesli mamy nier6wnoséé
Otk < Clp

dla kazdego n € Z i ustalonych k € Z i c € R4, to
mozemy stad wnioskowaé, ze ciag (a,) mozna oszacowaé
7z gory przez ciag geometryczny o ilorazie /c. Jest

tak, poniewaz kazdy z ciagéw (a;, Gpti, G2k+i, - - -),
dlai=1,2,...,k, mozna — co bardzo tatwo wykazac
indukcyjnie — stabo oszacowaé z géry przez ciag

(a;,ca;, c?a;,. . .).

Zachodzi wiec nieréwnosé
a; .
Amkri < a; (/)™ = (Tzc)i(%)mkﬂ

dla kazdego m € Z . Oznaczmy a;/({/c)’ przez c;.
Widaé wigc, ze jesli oznaczymy przez ¢’ najwieksza
z liczb ¢; dlai=1,2,...,k, to zachodzi¢ bedzie
nier6wno$é¢ a,, < ¢/(/c)™. Analogiczne rozumowanie
mozna przeprowadzié¢ dla nieréwnosci w przeciwna
strone.

Jesli wiec hipoteza (13) jest prawdziwa, to dla
dowolnego k € Z 4 ciag (a,) mozna ograniczy¢ z dotu
iz géry przez dwa ciagi geometryczne o wyrazach
dodatnich i o ilorazach odpowiednio ¢aj, oraz {/5ax.

Jest oczywiste, ze jeSli dany ciag mozna ograniczy¢

z dotu przez ciag geometryczny o ilorazie ¢, to nie
mozna go ograniczy¢ z gory przez ciag o ilorazie ¢’ < ¢
(i vice versa). W przeciwnym bowiem przypadku
mieliby$my dla kazdego n € Z, i dla pewnych ¢, ¢/
dodatnich

cq" < ap < cq™,



czyli

n
c (%) <c.

Jednak po lewej stronie mamy rosnaca funkcje
wykladnicza, zatem otrzymaliSmy sprzecznosé.

Latwo zauwazyé, ze wraz ze wzrostem k roznica liczb
Yay i {/bay, dazy do zera. Wynika to szybko stad,

ze ({/an) jest ograniczony z géry. Z poprzedniego
spostrzezenia wynika, ze jesli moja hipoteza jest
prawdziwa, to kres gérny {/aj nie przekracza kresu
dolnego /bay, zatem musi istnieé taka liczba a, ze dla
kazdego k € Z bedzie

ar < a < Vbay.

Skoro jednak skrajne strony maja wspdlna granice przy
k — o0, to z twierdzenia o trzech ciagach ta granica
musi by¢ a. Widzimy wiec, ze istnieje taka liczba,

ze ciag (a,) mozemy ograniczy¢ z dotu przez ciag
geometryczny o dowolnym ilorazie dodatnim mniejszym
od tej liczby, z géry zas przez ciag o dowolnym ilorazie
od niej wiekszym. Pokazuje to, ze choé iloraz a,11/an,

zalozeniu prawdziwosci hipotezy (13)) zachowanie
ciagu (ay) przypomina troche zachowanie ciagu
geometrycznego o ilorazie a.

Na nieréwnosciach spelnianych przez wyrazy

ciagu nie koncza sie jego ciekawe wlasnosci.
Szukajac informacji o nim w Internecie,

wpisatem jego poczatkowe wyrazy na stronie

The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences
(http://www.research.att.com/ njas/sequences/).
Okazalo sie, ze istnieje on w tamtejszej bazie danych
jako ciag A045545. Znalaztem tam tez informacje, ze
Benoit Cloitre udowodnit, iz réwnosé

an42 = 2an + an+1
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy n i n + 2 sg liczbami
pierwszymi blizniaczymi. Widaé stad, jak szeroka game
problemdéw otwiera omawiany ciag. Zmagania z nim
daty mi wiele radoéci i satysfakcji.

Czytelnikéw zainteresowanych tematem przedstawionym
w niniejszym artykule zapraszam do przeczytania calej
pracy, ktérej aktualna wersja znajduje si¢ pod adresem

nie dazy do zadnej liczby przy n — oo, to (przy

i Zadania
A

http://students.mimuw.edu.pl/~js248325 /praca.pdf.

Redaguje Waldemar POMPE

M 1162. Na plaszczyznie danych jest 5 punktow o tej wlasnosci, ze pole
kazdego trojkata o wierzchotkach w tych punktach nie przekracza 1. Wykazac,
ze punkty te leza w pewnym trapezie o polu nieprzekraczajacym 3.
Rozwiazanie na str. 6

M 1163. Dany jest czworoscian ABC D, w ktérym katy plaskie przy
wierzchotku D sa proste (rys. 1). Wykazaé, ze spodek wysokosci tego
czworo$cianu, opuszczonej z wierzchotka D, pokrywa si¢ z punktem przecigcia
wysokosci tréjkata ABC.

Rozwiazanie na str. 7

M 1164. Niech n > 2 bedzie liczba naturalna. Wykazac, ze kazdy wyraz ciagu
nl+1, nl+2, ...
ma dzielnik pierwszy, ktory nie jest dzielnikiem zadnego innego wyrazu tego

ciagu.
Rozwiazanie na str. 16

,nl+n

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 687. Z butli, w ktérej znajduja sie silnie zageszczone pary potasu, ucieka
przez waska pozioma rurke wiazka atoméw. Oszacowaé temperature par,
wiedzac, ze $rednie obnizenie wiazki w odleglosci [ = 50 cm od butli wynosi

F 688. Nad gazem idealnym wykonano cykl przemian pokazany na rysunku 2.
Zmnalez¢ stosunek maksymalnej objetosci gazu do minimalnej, osiaganych w tym

P

1

2pif---

h =3 um.

pf--s 9 Rozwiazanie na str. 7
1 1
I I
1 1
1 1
1 1
T s T cyklu przemian, objetosci.

Rys. 2 Rozwiazanie na str. 16
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Spiewajace piaski

Urodzili$my sie odkrywcami, a potem postano nas
do szkoty. ..

Madrzy nauczyciele i uczniowie z wytrwaloscig sieja ferment
watpliwosci, ale moga by¢ co najwyzej ziarnami piasku

w trybach mlynéw powoli przerabiajacych mtodziez we
wszystkowiedzacych, mentalnych starcéw. Ten proces
otepiania nie wynika z niczyjej zlej woli. Jest, po prostu,
jednym z dowodéw dziatania doboru naturalnego.

Sposoby oglupiania rowniez ewoluuja. Ostatnie lata to era
nieomylnosci internetu.

Prosze tylko nie mysleé, ze uwazam powyzszy proces za
co$ ztego. Przeciez nie moze by¢é zte cos, co jest naturalne.
To dzigki niemu trwamy jako gatunek. Ewolucja nie jest
jednak mozliwa bez mutacji. Moga one by¢ korzystne lub
nie. Naszym (np. Delty) zadaniem jest wspomaganie genu
chronicznej ciekawosci. Jak przekonaé kogo$, ze, wbrew
temu, czego ucza (badz uczyli) go w szkole, nie wszystko
jeszcze wiemy, a jeszcze mniej rozumiemy (w dodatku
prawdopodobnie btednie)? Moze postuzy¢ sie przykltadem
odkrycia, ktore byto w zasiegu reki od kilkuset lat?

Marco Polo w rozdziale LVII Opisania Swiata wspomina

o donos$nych odgtosach, o stalym tonie, dochodzacych

z pustyni. Cho¢ ten, jeden z najstynniejszych podréznikéw,
by¢ moze nigdy nie dotart dalej niz nad Morze Czarne,

to fenomen Spiewajacych piaskéw jest jak najbardziej
rzeczywisty i przez wieki pozostawal, najpierw w ogdle

nie, a pdzniej nie w pelni wyjasnionym spektakularnym
zjawiskiem naturalnym.

Tak dlugo czekaliSmy na zadowalajace rozwiazanie cze$ciowo
ze wzgledu na rzadkosé zjawiska. Tylko niektére wydmy
potrafia $piewaé. Historycznie pierwszym wytlumaczeniem,
przytoczonym juz przez Marco Polo, bylo przypisanie

tych dziwnych dzwiekéw duchom pustyni. Obecnie
wyjasnienie to uwaza si¢ za nienaukowe, tzn. doswiadczalnie
niesprawdzalne. Nawet jezeli sa to duchy, to jak to robig?

Praktycznie wszystkie instrumenty muzyczne graja,
wykorzystujac rezonans. Nic dziwnego, ze jakiego$ rezonansu

poszukiwano réwniez na pustyni, ale nie udalo si¢ go znalezé.

Wysokosé dzwigku nie zalezy od wielko$ci wydmy. Réwniez
przypisanie dzwieku samemu wiatrowi okazalo sie¢ btedne.
Ostatecznie zrozumiano, ze dzwigk wywoluja przesypujace
si¢ lawiny piasku, ale nadal nie bylo wiadomo, jaki jest
mechanizm jego powstawania.

Pierwsza iloéciows zalezno$é¢ udalo si¢ przewidzieé
Bagnoldowi w 1966 roku. Zaproponowal on proporcjonalnosé
czestosci do pierwiastka z ilorazu przyspieszenia ziemskiego

i érednicy ziaren d: f ~ \/g/_d Grajace pola piasku skladaja
sie z obtych ziaren praktycznie tej samej wielkosci i wtadnie
od tej wielkosci zalezy wysoko$é dzwieku. Nadal jednak nie
wiadomo byto, w jaki sposéb dzwiek powstaje.

Wydaje sie, ze wyjasnienie opublikowal wreszcie w zeszlym
roku [1] zespdét naukowceéw, ktéry zajmuje sie tym
problemem od kilku lat. Pomogto zbadanie $piewajacych
piaskow ,na czterech krancach $wiata”: w Maroku,
Omanie, Chinach i Chile, oraz przeprowadzenie dwéch
eksperymentow, jednego w regionie Tarfayah w Maroku,
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a drugiego w laboratorium (ale z uzyciem piasku zebranego
w rejonie pierwszego eksperymentu).

Eksperyment laboratoryjny bezapelacyjnie pokazal, ze

do $piewu piasek nie potrzebuje pustyni. Do$wiadczenie
przeprowadzono za pomoca urzadzenia przypominajacego
przemystows dzieze¢ do mieszania ciasta. W toroidalnym,

od géry otwartym naczyniu umieszczono piasek, ktéry
przesypywala obracajaca si¢ ze stala, ale regulowang
predkoscia topatka o dodatkowo regulowanym zanurzeniu.
Okazalo sig¢, ze w ten sposéb mozna wydoby¢ dzwigk

w zakresie od 100 Hz do 350 Hz oraz ze jego czestosé jest
proporcjonalna do stosunku predkosci i wysokosci hatdki
przesypujacego si¢ piasku. Dodatkowo stwierdzono, ze
brzmienie nie powstaje, jezeli predkosé topatki jest mniejsza
niz okoto 47 cm/s. Podobny efekt progowy zaobserwowano
w eksperymencie przeprowadzonym na pustyni, polegajacym
na kontrolowanym wywolywaniu lawin piaskowych w duzym,
drewnianym korycie. Tym razem jednak brzmienie nie
wystepowalo, o ile predkosé osypywania sie piasku nie
przekraczala okolo 23 cm/s, czyli zaobserwowano prég dla
dwa razy mniejszej predkosci.

Spoéjny obraz zjawiska mozna uzyskaé, przyjmujac hipoteze
zamieszczong w podreczniku z 1922 roku napisanym przez
J.H. Poyntinga i J.J. Thomsona. Wedlug niej powstajacy
dzwiek jest zwiazany ze wzglednym ruchem ziaren
zsypujacej sie warstwy piasku. Opublikowane w zeszltym
roku wyniki pozwalaja lepiej zrozumieé to zjawisko.
Dzwiek wywoluje oscylujaca powierzchnia osypujacego

sie piasku. Zeby efekt wystepowal, ziarna muszg, poruszaé
si¢ na tyle szybko, aby charakterystyczny czas ruchu
pojedynczego ziarna byt krétszy niz czas rozchodzenia

sie¢ zaburzenia w zaangazowanej w przesypywanie czesci
piasku. W przeciwnym przypadku wywotujaca dzwiek

fala ,plynacego” piasku nie powstaje. W kazdym

razie taka interpretacja pozwala wyjasni¢ czynnik dwa

w predkoéci krytycznej miedzy wymuszonym osypywaniem
(laboratorium) i spontanicznym (wydma), jezeli przyjmie
sig, ze w pierwszym przypadku fala obejmuje dwa razy
dtuzsza, w jednostkach dlugosci fali, czeé¢ piasku. Réznica
ta jest, wedlug autoréw, spowodowana réznymi warunkami
brzegowymi. Wyjasnienie jest do$¢ metne, ale jedyna
mozliwoscia jest przyjecie, ze w pierwszym przypadku
grajaca warstwa piasku ma dwa wezty, a w drugim moze
mie¢ strzatke na jednym z koncow.

Zalezno$¢ czestosci od grubosci ziaren w przypadku
naturalnego $piewu piasku jest zwiazana z tym, ze grubosé
zsuwajacej sie lawiny piasku ma zawsze mniej wiecej tyle
samo warstw, a wiec jest proporcjonalna do $rednicy ziaren.
Spiewajace piaski musza byé bardzo sypkie, a wiec jak
najbardziej suche oraz pokryte warstwg zwietrzenia,

w kazdym razie zbyt intensywnie szuflowany w laboratorium
piasek tracil muzykalnosé.

Autorzy wydali réwniez plyte z muzyks piaskéw. Bycie
naukowcem naprawde moze by¢ ciekawym zajeciem.

Piotr ZALEWSKI

[1] S. Douady, A. Manning, P Hersen, E. Elbelrhiti, S. Protiere,
A. Daerr i B. Kabbachi, Song of the Dunes as a Self-Synchronized
Instrument, Phys. Rev Lett. 97, 018002 (2006)
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Skrét regulaminu

G

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene¢ mnozymy przez wspo6tczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
31V 2007

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegbtowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Rys. 1

Zadania z fizyki nr 434, 435
Redagugje Jerzy B. BROJAN

434. Jednorodna kwadratowa plytka o boku a wisi na dwédch dlugich niciach
przetozonych przez bloki, a na drugim koncu kazdej nici wisi ciezarek o masie
réwnej polowie masy plytki (rys. 1). Obliczyé czestotliwo$é matych obrotéw
plytki w plaszczyznie rysunku.

Wskazéwka: moment bezwladnosci plytki wzgledem osi przechodzacej przez jej
grodek i prostopadlej do jej ptaszczyzny jest rowny %ma

2 (m — masa plytki).

435. Z kondensatora o pojemnosci C' i zwojnicy zestawiono obwod. Drgania
elektryczne w tym obwodzie okazaly sie tltumione, z dwoch powodéw:

a) kondensator charakteryzuje sie pewna niewielka uplywnoscia, co mozna
przedstawi¢ jako rownolegle dotaczony do niego opornik o duzym oporze Rj,
b) uzwojenie zwojnicy ma pewna niewielka oporno$é¢ Rs.

Dobrocig obwodu drgajacego nazywa

si¢ wielko$é 2rE/AE, gdzie E —

energia drgan, AFE — strata energii

w ciagu jednego okresu. Dla drgan stabo
ttumionych jest ona réwna ilorazowi
czestodci w przez podwojony wyktadnik

ttumienia (parametr a w czynniku e™?%).

Aby poprawi¢ dobroé¢ obwodu, mozemy wsuwaé do zwojnicy lub wysuwaé rdzen
ferromagnetyczny, zmieniajac w ten sposob indukcyjnosé L. Straty energii

w rdzeniu (wynikajace z histerezy i pradéw wirowych) sa pomijalnie mate. Jak
nalezy wybra¢ wartos¢ L, aby dobro¢ osiaggneta wartos¢ maksymalna?

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 11/2006

Przypominamy tresé¢ zadan:

s N

Rys. 2

426. Cienki jednorodny pret polozono na poziomym stole koniczacym sie pionows krawedzig (rys. 2)
w pozycji prostopadlej do tej krawedzi. Nastepnie powoli przesuwano pret w strone krawedzi, az
zaczal sie przechylaé i zeslizgiwaé¢. Tarcie miedzy pretem a stolem nie wystepuje, tzn. sita reakcji
stolu jest stale prostopadla do preta. Ktory punkt preta jako ostatni utraci kontakt z podtozem?

Ile w tym momencie bedzie wynosil kat przechytu preta? Dopuszczalna jest odpowiedz oparta

na obliczeniach numerycznych.

Jak zmienilyby sie odpowiedzi na powyzsze pytania, gdyby warto$é przyspieszenia ziemskiego g

ulegta podwojeniu?

427. Przypu$émy, ze masa neutronu bylaby o 0,1% mniejsza od rzeczywistej, przy niezmienionej
masie protonu i elektronu. Jak wplyneloby to na wlasciwosci atomu wodoru? Niezbedne dane wziaé
z tablic.

426. Wprowadzmy oznaczenia: z i y — wspélrzedne wektora
potozenia $rodka preta wzgledem krawedzi stotu (przy
czym of y ma zwrot w dét), s — dlugosé tego wektora,
o — kat przechytu preta, m — jego masa, I — moment
bezwladnosci, R — sila reakcji krawedzi stotu. Réwnania
ruchu postepowego i obrotowego preta majg postac:
m = ZRsina, my = mg — Rcosa, [& = Rs, gdzie kropka
oznaczono pochodna wzgledem czasu. Wykorzystujac zwiazki
T = scosa, y = ssin«, mozna wyeliminowaé¢ zmienne z, y
i R, dochodzac do uktadu dwéch réwnan:
ms(gcos a — 254)

I+ ms?
Autorowi udalo si¢ scatkowaé te réwnania jedynie
numerycznie. (Mozna, oczywiscie, przywolaé stala wartosé
calkowitej energii, ale nie wystarcza to do pelnego
rozwiagzania ukltadu). Nalezy podstawié¢ I = Lmi®

. . .2 .
S =gsina+ sa”, a =

14

(I — dtugosé preta), jako warunki poczatkowe przyjaé trzy
sposrod wielkodci s, 3, a, & réwne zeru, a czwarta bardzo
maly, i zakonczy¢ obliczenia w chwili osiagniecia punktu,
w ktérym & = 0 (wtedy R = 0, tzn. nastepuje oderwanie).
Wynik jest nastepujacy: oderwanie preta od krawedzi stotu
nastapi przy wartoéci s = 0,251, a = 0,686 rad = 39,3°.

Nietrudno sprawdzié¢, ze podwojenie g odpowiada
przeskalowaniu czasu o czynnik v/2 i nie ma wplywu
na powyzsze wyniki.

427. Gdyby masa neutronu byta o 0,1% mniejsza od
rzeczywistej, bytaby mniejsza od sumy mas protonu

i elektronu. Zatem atom wodoru nie bylby trwaty —
przeksztalcitby sie w neutron wskutek wychwytu elektronu
orbitalnego, zgodnie ze schematem p + e~ — n 4+ v. Materia
w Kosmosie sktadataby si¢ gtéwnie z neutronéw.
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Termin nadsylania rozwiazan:
31V 2007

Czoléwka ligi zadaniowej

Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
422 (WT = 3,16) i 423 (WT = 3,40)
z numeru 9/2006

Mateusz Lacki
Tomasz Tkocz
Marian

— Krakéw
— Rybnik

42,38
38,12

Lupiezowiec — Zebrzydowice 35,00
Konrad
Kapcia — Czestochowa 33,49
Tomasz Wietecha - Tarnéw 27,66
Jerzy Witkowski — Radlin 27,36
Krzysztof Magiera — Losiéw 21,94
Andrzej
Nowogrodzki — Chocianéw 17,01
Jacek Konieczny — Poznan 16,87
A
P,
Q
B M C
A
F,
T H
B M D C

Zadania z matematyki nr 537, 538

Redaguje Marcin E. KUCZMA

537. Liczby a, b, ¢ sg dlugosciami bokéw trojkata. Udowodnié, ze

vVb+c—a n Ve+a—b n va+b—-c <3

Vb Ve a Verva-vb Vaivh-ve

538. Pigciokat ABCDE jest wpisany w okrag. Punkty A’, C’, D’ sa odpowiednio

ortocentrami tréjkatéw BAE, BCE, BDE. Dowiesé, ze trojkaty ACD i A'C'D’

sa przystajace.

Zadanie 538 zaproponowal pan Michal Kieza z Warszawy.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 11,/2006
Przypominamy tres¢ zadan:

529. Dane sg liczby catkowite x1, 2, x3, x4, x5 oraz liczba catkowita dodatnia m, bedaca dzielnikiem
zaréwno sumy liczb x;, jak i sumy ich kwadratéw. Wyjasnié, czy z tych zalozen wynika, ze m jest
takze dzielnikiem liczby

/.") r) r) /.") r) BreroarTarsr
]+ 2o+ a3+, +T5 — OT1T2X3T4T5-
530. Wysokosci tréjkata ostrokatnego ABC przecinaja si¢ w punkcie H. Proste poprowadzone

z punktu A sg styczne do okregu o érednicy BC' w punktach P i Q. Udowodnié, ze punkty P, Q i H
sg wspotliniowe.

529. Liczby z; sg pierwiastkami wielomianu

5
P(z) = H(m—m,) ="+ Az + B2®* + C2* + Dz 4+ E
i=1
o wspbélczynnikach 5
i=1
1 5
B:Zx,x3_5<z42— azf)7
1<J i=1
5
E=— H Zi .
i=1

W mysl zalozenia liczby A oraz 2B sg podzielne przez m. Nalezy zas wyjasnié, czy
liczba F = Zle x? + 5F dzieli sie przez m. Odpowied? tatwo wynika z zaleznosci

5 5 5 5
0= Zp(wi) = Zm?JrAZx?JrBZm?Jr
i=1 i=1 i=1 i=1

5 5 5
+CY 2i+ DY zi+5E=F+BY i (mod m).
i=1 i=1 i=1

Jesli B =0, to oczywiscie F' = 0 (mod m). Niech teraz B # 0 (mod m). Wiemy, ze
2B = 0, wiec liczba m musi by¢ parzysta. Zatem suma Y . x; (podzielna przez m) jest
liczba parzysta, wigc i suma Z x? jest liczbg parzysta. Wobec tego
5 5
1
= 5—_9B.( = 3) =
F= —Bin =-2B (2 Zml) =0 (mod m).
i=1 i=1
Whiosek: niezaleznie od przypadku, badana liczba F' dzieli si¢ przez m.

530. Oznaczmy przez M $rodek boku BC),

przez S — punkt przeciecia odcinkéw AM i PQ,

przez D — rzut prostokatny punktu A na odcinek BC,

przez F' — rzut prostokatny punktu C' na odcinek AB,

a przez T — rzut prostokatny punktu H na odcinek AM. Poniewaz PQ 1 AS, zadanie
sprowadza si¢ do wykazania, ze punkty S i T pokrywaja sie — czyli ze |AS| = |AT).
Przyjmijmy, ze punkty P, Q leza odpowiednio po tych stronach prostej AM, co punkty
B, C. Z podobienistw trojkatéow prostokatnych AATH ~ AADM, ANAFH ~ AADB
oraz AASP ~ AAPM wynikaja réwnosci |AT|- |AM| = |AH| - |AD| = |AF| - |AB]|
oraz |AS|-|AM| = |AP|?. Ich prawe strony sa réwne, bowiem AP jest odcinkiem
stycznej do okregu (BCF). Zatem |AT| = |AS|.
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Rozwigzanie zadania F 688.
Na diagramie pT izochory to proste
przechodzace przez poczatek ukladu
wspdélrzednych, przy czym tangens
kata ich nachylenia jest proporcjonalny
do objetosci gazu. Rysujac izochory
na wykresie, widzimy, ze maksymalna
objetosé gazu bedzie w punkcie 2,
a minimalna — w 1. Z réwnania
Clapeyrona mamy:

2p1Vimin _ P1Vimax

3y

zatem Vinax/Vmin = 6.

.. ]

Rozwigzanie zadania M 1164.
Oznaczmy a; =n!+j (dlaj=1,2,...,n)
oraz przypus$émy, ze istnieje taka liczba k,
ze kazdy dzielnik pierwszy p liczby aj
jest dzielnikiem pewnej liczby a; (I # k).
Wtedy réwniez p | (ar, —a;) = k — L.
Poniewaz 1 < |k — | < n, wigcp <n

i p|n!, a skoro p jest dzielnikiem liczb ay
i a;, to p musi dzielié¢ obie liczby k i [.
Zatem kazdy dzielnik pierwszy p liczby
ar = n! + k jest dzielnikiem pewnej takiej

liczby l # k,ze 1 <1 < n.

Zapiszmy

ar =k-(1-...-(k=1)(k+1)-...-n+1)

oraz przyjmijmy, ze p jest dzielnikiem

pierwszym liczby
1-...-(k=1)(k+1)-...-n+ 1.

Poniewaz w iloczynie

1-...-(k—=1)(k+1)-...-n
wystepuje liczba [, wiec iloczyn ten dzieli

sie przez p. Stad p musi by¢ dzielnikiem
liczby 1, co jest niemozliwe.

Marzec

Patrz w niebo

Jedna z najwazniejszych spraw w astronomii jest umiejetnosé wyznaczania
odleglosci kosmicznych obiektéw. Znajomosé bowiem odlegtosci przektada sie
na znajomo$¢ fizycznych cech tych obiektéw — a o to przeciez chodzi. Mozna
powiedzied, ze jezeli wyznaczanie odleglosci jest sprawa pierwszej wagi, to
sprawg drugiej wagi jest dokladne wyznaczanie odleglosci. W przypadku
gwiazd powszechna metoda jest poréwnanie jasnosci obserwowanej z tzw.
absolutng. Formalnie jasno$é¢ absolutna to taka, jaka miataby gwiazda, gdyby
mozna bylo ja zobaczyé¢ z umownie przyjetej odleglosci 10 pc. Okresla sie ja

na podstawie wygladu jej widma, ktéry zalezy gléwnie od temperatury gwiazdy.
Niestety, gwiazdy o tej samej temperaturze moga silnie r6znié si¢ jasnoscia
absolutna, gdyz moga mie¢ rézne rozmiary. Co prawda, widmo zawiera tez
informacje o rozmiarach gwiazdy, informacje te jednak sa duzo trudniejsze

do uzyskania, przez co nie zawsze mozna je wydoby¢ i nie tak doktadnie, jak by
sie chcialo.

Tymczasem grupie amerykanskich astronoméw (w ktérej znalazl sie wtedy
polski astronom Janusz Kaluzny) udatlo sie kilka lat temu wyznaczyé odlegtodé
pewnej gwiazdy w najjasniejszej gromadzie kulistej omega Centauri z wyjatkowo
wysoka doktadnoscia. Byla to gwiazda podwodjna za¢mieniowa, a wiec taka,
ktérej plaszczyzna obiegania sie gwiazd prawie przechodzi przez Ziemie — to
wazne. Pomierzono u niej predkosci radialne, dla kazdego sktadnika z osobna

(w km/s). Znajac okres obiegu gwiazd (bo to przeciez okres zmian jasnosci),
mozna wyznaczy¢ wtedy wzajemna odleglto$é gwiazd (w km). Z krzywej jasnosei
mozna oceni¢ stosunek rozmiaréw gwiazd do rozmiaréw orbity, czyli réwniez
poznaé rozmiary gwiazd (w km). Z widm znamy temperatury obu gwiazd,
rOwniez wigc moc emitowana z jednostki powierzchni, a poniewaz rozmiary juz
znamy, to znamy pelne moce gwiazd, czyli ich jasnoéci absolutne — i to z wysoka
doktadnoscia. W ten sposéb dzigki szczesliwemu zbiegowi okolicznosci odleglosé
gromady omega Centauri oceniono na 5460 pc z btedem podobno zaledwie

kilku procent. Dane uzyskane przy okazji dla gwiazd (masy: 0,76 i 0,81 mas
Stonca, promienie: 0,9 i 1,9 promienia Stofica, jasnosci: 11 3,5 mocy stonecznej)
umozliwily réwniez wyjatkowo doktadne okreslenie ich wieku (przez poréwnanie
z modelami) na 11,8 mld lat (z bledem 0,6 mld lat). Jest to zarazem dolna
granica wieku samej gromady omega Centauri.

Tomasz KWAST

W marcowe wieczory niebo jest jeszcze wygwiezdzone
zimowymi okazalymi gwiazdozbiorami, sprébujmy
jednak zajrzeé¢ jak najdalej na potudnie. Rufa jest
rozleglym poludniowym gwiazdozbiorem, ktérego
jedynie pélnocna czesé widaé z terenu Polski. Przed
laty gwiazdozbiér ten stanowil czesé jeszcze wiekszego
gwiazdozbioru o nazwie Okret Argo. Wlasnie w tej
pélnocnej czesci Rufy znajduja sie trzy gromady
otwarte (M46, M47 — najjasniejsza z nich, i NGC
2423) o jasno$ciach na granicy zasiegu nieuzbrojonego
oka. Poniewaz znajduja si¢ one najwyzej 25° nad
horyzontem, to samym okiem raczej ich nie zobaczymy
z powodu nieprzejrzystosci powietrza, a zobaczenie ich
(lub nie) przez lornetke moze by¢ sprawdzianem stanu
zanieczyszczenia atmosfery.

Wenus jest w Rybach i wida¢ ja krotko po zachodzie
Stonca. Mars jest w Wodniku, a wiec zbyt blisko Stornca,
by go zobaczyé¢. Jowisz jest w Wezowniku i wschodzi
dopiero kolo péinocy. Saturn jest na granicy Raka

i Lwa, wiec wida¢ go praktycznie przez cala noc.
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Merkury znajdzie sie 22 III najdalej od Stonica i mozna
go szukaé wieczorem na zachodnim niebie. Pelnia
Ksiezyca wypada 3 III i nastapi wtedy jego catkowite
za¢mienie widoczne réwniez w Polsce w nocy 3/4 II1.
Now Ksiezyca wypada 19 IIT i nastapi wtedy cze$ciowe
za¢mienie Stonca, widoczne od Alaski do centralnej
Azji. Oprécz Slonca Ksiezyc zakryje jeszcze Saturna
(1/2 111, zakrycie widoczne w Polsce), Regulusa (2 III,
widoczne w Azji i w Arktyce), Antaresa (11 III,
widoczne na Antarktydzie), Merkurego (17 II1,
widoczne na oceanie na potudnie od Nowej Zelandii),
ponownie Saturna (29 III, widoczne w Skandynawii

i na Grenlandii) i ponownie Regulusa (30 III, widoczne
w Zachodniej Europie, Skandynawii i w Arktyce).
Razem bedzie w marcu sze$¢ zakry¢ i dwa zaé¢mienia —
wyjatkowa obfitos¢. Przewidywalnych rojow meteoréow
nie bedzie, za to na pewno przewiduje sie nadejscie
wiosny, mianowicie okoto péinocy 20/21 IIT — odtad dni
beda juz dhuzsze od nocy.




Markow rzadzi (nawet buldogami pod dywanem)
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Errata. Prof. Wojciech Guzicki

zwrécil mi uwage na przykry i powazny
btad w artykule Kod Huffmana,

(Delta 1/2007). Zdanie ,Pierwszy
sekretarz KC PZPR, Edward Gierek,...”

powinno brzmieé ,Pierwszy Sekretarz KC

PZPR, towarzysz Edward Gierek,...”.

Przepraszam. RS
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Rafat SZTENCEL

Czy mozna rozpoznaé, ktory z widniejacych na marginesie ciagéw ortow i reszek
powstal w wyniku rzutéw moneta, a ktéry zostal napisany przez cztowieka?

Nie jest to trudne, bowiem ludzie maja na ogél mylne wyobrazenie o losowosci.
Nie kazdy wie, ze w ciaggu 100 rzutéw moneta bardzo czgsto pojawia sie seria
pieciu jednakowych wynikéw. Jeszcze skuteczniejszej metody dostarczaja
tancuchy Markowa. Jesli potraktowaé¢ pojedyncze symbole jako stany procesu, to
w przypadku ciggu losowego wszystkie prawdopodobienstwa przejécia poo, Por,
Pro 1 prr powinny byé¢ réwne % Tymczasem zbadanie 250 ciagdéw o dtugosci 50,
wygenerowanych przez respondentéw autora [2] daje

Por = pro ~ 0,57, poo ~ prr ~ 0,43.
Juz tu wida¢ wzruszajaco naiwne proby przywracania rownowagi; a gdy za stany
procesu przyjmiemy dwa sasiednie symbole (np. dla ciagu OOROR kolejnymi

stanami beda OO, OR, RO, OR), to szansa przejscia z OO do OO wyniesie
tylko 36%, za to z RR do RO — 59%, a z OO do OR az 64%.

Krétki spacer po Internecie i lektura znalezionej tam pracy [3] prowadza

do wniosku, ze niewiele jest dziedzin dzialalnosci ludzkiej, gdzie nie stosuje
sie tancuchow Markowa. Za pomoca tak zwanych ukrytych modeli Markowa
mozna rozpoznawaé znaki (IBM, 1967), twarze, zagrania w tenisie, a nawet
przewidywaé¢ wydarzenia polityczne. My ograniczymy sie do krétkiego
przedstawienia modelu, ktory pozwala prognozowaé czas pomiedzy kolejnymi
erupcjami gejzeru Old Faithful (drugiej, po misiu Yogi, atrakeji parku
Yellowstone).

Azzalini i Bowman [1] stwierdzili, ze zaréwno czasy trwania erupcji, jak

i odstepy pomiedzy nimi, dziela sie na ,dlugie” i  krétkie” (odpowiednie
histogramy maja dwa ostre i wyraznie rozdzielone maksima). Co wiecej, dlugoéé
erupcji i czas oczekiwania na nastepna sa silnie skorelowane.

Pierwsza skladowa modelu jest tancuch Markowa o macierzy przejscia

0,00 1,00

0,83 0,17
ktéry opisuje wewnetrzny stan uktadu, bezposrednio nieobserwowalny.
Zauwazmy, ze po stanie ,krétkim” musi nastapi¢ ,,diugi”. Z formalnego punktu
widzenia tancuch Markowa jest ciagiem zmiennych losowych Xg, X7, Xo,...
o warto$ciach w zbiorze {d, k}. Jedli znamy warto$¢ zmiennej losowej X,,, to
zmienng Y, (takze o warto$ciach w zbiorze {d, k}) otrzymujemy za pomoca
losowania, tak by

P(Y,=dX,=k) =023, PY,=dX,=d) =1

Druga sktadowa modelu stanowi zatem wektor warunkowych
prawdopodobienstw wylosowania stanu d: [0,23; 1]. Zmienne losowe Y, sa

obserwowane bezposrednio i stuzg do estymacji parametréw modelu, podczas
gdy zmienne X, opisuja tytutowa walke buldogéw pod dywanem.

Prognoza zachowania sie gejzeru jest niezwykle wazna z punktu widzenia
turystow. Pod www.nps.gov/archive/yell/oldfaithfulcam.htm mozna
obejrze¢ biezacy stan gejzeru. Od 20 grudnia 2006 miata by¢ dostepna prognoza
czasu najblizszej erupcji.

Lancuch Markowa mozna krétko opisaé jako proces, w ktérym przysztosé zalezy
tylko od terazniejszosci, a nie od przesztosci. W jezyku zmiennych losowych

o wartos$ciach w zbiorze stanéw {so, s1, $2, ...} wyraza si¢ to tak: dla kazdego
n=12,...

P(Xn = 5n|Xn71 = Snfl) = P(Xn = 5n|Xn71 = Snflan72 =8n—25--, XO = 50);
jesli tylko prawdopodobienstwo warunkowe po prawej stronie jest dobrze
okreslone. Trudno nie zadaé pytania: czy ciag (V) jest tancuchem Markowa?
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