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Rys. 1

Rys. 2

Przeksztalcenia afiniczne to te
przeksztalcenia przestrzeni euklidesowej
— tutaj plaszczyzny, ktore proste
przeprowadzajg na proste. Wynika
z tego w szczegdlnosci, ze proste
réwnolegle przeprowadzaja na rownolegte,
$rodek odcinka na $rodek odcinka,
a nawet, ze ograniczone do prostej sa
podobienstwami. We wspélrzednych
kartezjanskich wyrazajg si¢ wzorami

z’ =ax + by +c, y, =dx + ey + f,

gdzie ae — bd # 0,

z czego wynika takze, iz zachowuja
stycznosé krzywych i — o ile krzywe sa
algebraiczne — ich stopien.

X
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*Instytut Matematyki, Uniwersytet
‘Warszawski

Twierdzenie Newtona Waldemar POMPE*

Zaczniemy od pordéwnania dwéch konfiguracji geometrycznych. Na rysunku 1
dany jest okrag o srodku M oraz punkt I lezacy na zewnatrz okregu.

7 punktu I poprowadzono styczne do tego okregu w punktach B i D. Punkt N
jest srodkiem odcinka BD.

7Z kolei rysunek 2 przedstawia okrag o srodku I wpisany w czworokat ABCD.
Punkty M i N sg odpowiednio érodkami przekatnych AC i BD.

Pomimo iz konfiguracje te réznia sie, to w obu konkluzja jest taka sama: punkty
M, N, I lezg na jednej prostej. I choé fakt ten jest w pierwszym przypadku
oczywisty, w drugim moze zdumiewaé oraz przysporzy¢ sporo trudnosci tym,
ktérzy chcieliby go samodzielnie dowieéé. Ta druga, trudniejsza zaleznosé nosi
nazwe twierdzenia Newtona.

W pracy ,wyprowadzimy” pewna niewielka modyfikacje twierdzenia Newtona
(dla czworokata ABC'D majacego okrag dopisany zamiast wpisanego),
opierajac si¢ na prostej obserwacji z rysunku 1. Zmieniajac wtedy jedynie
stéwko ,dopisany” na ,wpisany”, uzyskamy twierdzenie Newtona. Zabieg ten
moze budzi¢ watpliwosci, dlatego w dalszej czesci artykulu podamy Scisty,
geometryczny dowod twierdzenia Newtona. Dowodd ten bedzie opieral sie

na calkiem innych spostrzezeniach.

Niech A i C beda ustalonymi punktami, a liczba a ustalona liczba wigksza od
odlegloéci punktéw A, C. Zbiér takich punktéw X, dla ktérych AX + XC = a,
nazywa sie elipsq o ogniskach A 1 C'. Czes¢ prostej AC' zawarta wewnatrz elipsy
nosi nazwe osi gtownej elipsy.

Zmanych jest wiele réwnowaznych definicji elipsy. Jedna z nich, ktorg
wykorzystamy, jest nastepujaca: Zbior jest elipsq wtedy i tylko wtedy, gdy jest
obrazem okregu przy pewnym przeksztalceniu afinicznym.

Bedziemy dalej korzystaé¢ z dwéch nietrudnych faktow. Pierwszy z nich to
geometryczny opis stycznej do elipsy.

Fakt 1. Jedli punkt X nalezy do elipsy o ogniskach A i C, to dwusieczna
kata zewnetrznego przy wierzchotku X tréjkata AXC jest styczna do elipsy
w punkcie X (rys. 3).

Dowdéd. Przypusémy, ze dwusieczna kata zewnetrznego przy wierzchotku X
tréjkata AX C ma z elipsa jeszcze jeden punkt wspdlny Y (rys. 4). Niech C’
bedzie obrazem symetrycznym punktu C' wzgledem tej dwusiecznej. Wtedy
punkt C’ lezy na prostej AX. Ponadto CX = C'X oraz CY = C'Y. Zatem

a=AX+XC=AX +XC' = AC' < AY +Y(C' =AY +YC =a.
Uzyskalismy sprzecznosé.

Nastepny fakt, z ktorego bedziemy korzystaé, dotyczy mozliwosci dopisania
okregu do czworokata.

Rozwazmy na plaszczyznie cztery proste w potozeniu ogélnym. Proste te
wyznaczaja dwa rodzaje czworokatéw: czworokat wypukly ABCD (rys. 5)
oraz czworokat wklesty ABC'D (rys. 6). Ponadto proste te dzielg plaszczyzne
na 11 obszaréw, z ktérych dwa sa czworokatowe — jeden ograniczony, drugi
nieograniczony. Jesli istnieje okrag zawarty w nieograniczonej czworokatowe;j
czedci 1 styczny do wszystkich czterech prostych, to méwimy, ze do czworokgta
ABCD mozna dopisaé okrag (rys. 5, 6).

Rys. 5 Rys. 6



Rys. 9

Rys. 10

Dla ustalenia uwagi oznaczmy wierzcholki czworokata (wypuktego lub wklestego)
tak, jak pokazano na rysunkach 5, 6, tzn. przyjmijmy, ze punkt C jest wspolnym
wierzchotkiem dwoch czworokatowych obszaréow.

Fakt 2. Do czworokata ABCD (niezaleznie od tego, czy jest on wypukly, czy
wklesty) mozna dopisaé okrag wtedy i tylko wtedy, gdy

(1) AB + BC = AD + DC.

Dowéd. Poniewaz dowdéd w obu przypadkach jest podobny, przeprowadzimy go
na przykladzie czworokata wklestego (rys. 6).

Zalézmy najpierw, ze istnieje okrag dopisany do czworokata ABC D styczny
do prostych AB, AD, CB, CD odpowiednio w punktach K, L, P, Q

(rys. 7). Wéwczas skoro CP = CQ, to dowodzona réwnoéé (1) sprowadza sie
do wykazania, ze AB + BP = AD + DQ. Ale BP = BK oraz DQ = DL, wiec
wystarczy wykazaé, ze AB+ BK = AD + DL. Réwnosé ta jest réwnowazna
warunkowi AK = AL, ktory, oczywiscie, jest spelniony.

Rys. 7 Rys. 8

Udowodnimy teraz implikacje odwrotna. Zalézmy, ze w czworokacie wklestym
ABCD zachodzi réwnosé (1). Na prostej AB wybierzmy taki punkt E, ze

BC = BE oraz punkt B lezy pomiedzy punktami A i E (rys. 8). Analogicznie
na prostej AD znajdujemy taki punkt F', ze CD = DF oraz punkt D lezy
pomiedzy punktami A i F. Wéwezas z réwnodci (1) wynika, ze AE = AF.
Zatem dwusieczne katéw CBE, CDF oraz FAF sa jednocze$nie symetralnymi
odcinkéw C'E, C'F oraz EF, czyli przecinaja si¢ w jednym punkcie I. Stad
wynika, ze odlegloéci punktu I od prostych AB, BC, CD i DA sa réwne,

a wiec istnieje okrag o srodku I styczny do wszystkich tych czterech prostych.
Poniewaz punkt I znajduje sie w nieograniczonej czesci czworokatowej, wiec jest
on srodkiem okregu dopisanego do czworokata ABCD.

Wyjasnimy teraz, jak uzyska¢ wspomniana wyzej modyfikacje twierdzenia
Newtona, korzystajac z rysunku 1.

Przeksztalémy afinicznie rysunek 1 (dla uproszczenia bedziemy oznaczaé
punkt i jego obraz po przeksztalceniu afinicznym ta sama litera). Wowczas
okrag przejdzie na elipse, a jego srodek M przejdzie na érodek elipsy (rys. 9).
Proste 1B oraz ID beda po tym przeksztalceniu styczne do elipsy, a punkt N
pozostanie érodkiem odcinka BD.

Zal6zmy dodatkowo, ze przeksztalcenie afiniczne pozostawia punkty B i D po
przeciwnych stronach osi gtéwnej uzyskanej elipsy, ktérej ogniska oznaczymy
przez AiC.

Punkty B i D leza na tej elipsie, a wiec AB + BC = AD + DC'. Stad na mocy
faktu 2 istnieje okrag dopisany do czworokata ABCD. Z kolei z faktu 1 wynika,
ze styczne IB i ID sa dwusiecznymi katéw zewnetrznych przy wierzchotkach

B i D w czworokacie ABC'D. Wobec tego punkt I jest srodkiem okregu
dopisanego do czworokata wypuklego ABCD.

Przeksztalcenie afiniczne zachowuje wspétliniowosé, wiec punkty M, N oraz
I leza na jednej prostej. UzyskaliSmy w ten sposéb nastepujaca modyfikacje
twierdzenia Newtona (rys. 10).

Twierdzenie. Jesli punkt I jest sSrodkiem okregu dopisanego do czworokata
(wypuklego lub wklestego) ABC'D oraz punkty M i N sa odpowiednio srodkami
przekatnych AC i BD, to punkty I, M, N leza na jednej prostej.
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Podamy teraz dow6d samego twierdzenia Newtona, ktéry oparty jest na
ponizszym lemacie. Przez [F] bedziemy oznaczaé pole figury F.

Lemat. Dany jest czworokat wypukly ABC D, niebedacy réwnolegtobokiem,
oraz liczba dodatnia a. Wéwczas wszystkie punkty X lezace wewnatrz
czworokata ABCD, dla ktérych [X AB] + [XCD] = a, leza na jednej prostej.
Dowdéd. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze proste AB i C'D nie sa
réwnolegle i przecinaja sie w punkcie E (rys. 11). Niech ponadto K i L beda
takimi punktami lezacymi odpowiednio na pétprostych EA™ i ED™, ze
EK = AB oraz EL = CD. Wtedy

(2) a=[XAB]+[XCD]=[XEK]+[XEL)=[EKL]|+ [KLX],
gdzie znak w ostatnim wyrazeniu zalezy od tego, czy liczba a jest wigksza, czy
mniejsza od pola tréjkata EK L (wtedy punkt X znajduje sie¢ odpowiednio
na zewnatrz lub wewnatrz tréjkata EKL).

W obu przypadkach potozenia punktéw F, K i L nie zaleza od wyboru
punktu X. Zatem na mocy réwnoéci (2) pole tréjkata K LX réwniez nie zalezy
od wyboru punktu X. Stad wynika, ze wszystkie punkty X leza na pewnej
prostej, rownoleglej do prostej K L.

Przystepujemy do dowodu twierdzenia Newtona. Niech a = %[ABCD].
Wykazemy, ze jesli X jest jednym z punktéw I, M lub N, to

(3) [XAB] 4+ [XCD] = aq,

skad bezposrednio z powyzszego lematu uzyskamy teze twierdzenia Newtona.

c Oznaczmy przez r promien okregu wpisanego w czworokat ABC'D. Wtedy
D z zaleznosci AB + CD = BC + DA otrzymujemy

1 1 1
[TAB)+ [ICD] = 5 (AB+CD)-r = £ (AB+CD + BC + DA) -r = 5[ABCD],

co dowodzi réwnosci (3) dla X = I. Ponadto

1 1 1
E K A B [MAB] + [MCD] = - - -
Rys. 11 2 2 2
skad otrzymujemy zalezno$é¢ (3) dla X = M. Dowéd tej réwnosci dla X = N jest

analogiczny. W ten sposéb udowodniliémy twierdzenie Newtona.

[ABC] + =[CDA] = =[ABCD],

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 685. Oszacowacé, jaka moc rozwija kolarz na finiszu w plaskim terenie.
Rozwiazanie na str. 16

F 686. Przy jakiej minimalnej predkosci rowerzysta moze przelecie¢ przez gtowe
(razem z rowerem), po zaklinowaniu sie przedniego kola w szczelinie chodnika?
Rozwiazanie na str. 16

C Redaguje Waldemar POMPE

1159. Tréjkat ABC jest wpisany w okrag o $rodku O i promieniu r (rys.).
Punkty O, X, Y leza w tej wlasnie kolejnosci na symetralnej odcinka AB oraz

0 wewnatrz kata ACB, przy czym OX - OY = r2. Wykazaé, ze LACY = ¥ XCB.
Rozwiazanie na str. 6
A B 1160. Ciag a1, aq, ... liczb rzeczywistych jest okreslony przez warunek
X a2 -1
a1 =1, aa =4 oraz anpi2 = e 2 dlan=1,2,....
an
Dowies¢, ze wszystkie wyrazy tego ciagu sa liczbami catkowitymi.
Y Rozwiazanie na str. 16

1161. Oznaczmy przez f(n) te liczbe catkowita, ktdéra na osi liczbowej znajduje
sie najblizej liczby +/n. Obliczyé

U I B

f) ~f@) 7 f(10000) °

Rozwiazanie na str. 6

3



Sprawiedliwa rekrutacja
Agnieszka KASZKOWIAK *

Na to, zeby Jasio, absolwent gimnazjum, znalaz! sie w szkole ponadgimnazjalnej,
potrzeba, zeby przeszedl pomysélnie proces naboru do szkét srednich. Nastepnie,
gdy Janek zda mature i bedzie chcial studiowac, bedzie musial uczestniczy¢

w rekrutacji do szkdét wyzszych. Gdy dorosty juz Jan bedzie ubiegal sie

o stanowisko w konkretnej firmie i zlozy podanie o prace, to znéw wejdzie

w proces rekrutacji. Rekrutacja to sytuacja, gdzie jednostka (szkota, uczelnia,
firma) sposéréd kandydatéw ubiegajacych sie o przyjecie wybiera tych, ktérzy
spelniaja jej wymagania w najwyzszym stopniu. Zastanowmy sie, kiedy taki
system mozemy nazwaé sprawiedliwym.

Nie tracac ogdélnosci, zajmijmy si¢ na razie naborem kandydatéow do szkoét.
Kandydaci chca si¢ dosta¢ do jak najlepszych szkél, a szkoly chca mieé¢ jak
najlepszych kandydatéw, zgodnie ze swoim systemem preferencji (np. biorac pod

uwage liczbe punktéw z testéw z konkretnych przedmiotéw). W sprawiedliwym
systemie rekrutacji ,,dobrzy” kandydaci maja wicksze szanse na dostanie si¢
do szkoly niz kandydaci ,gorsi” z punktu widzenia konkretnej szkoty.

Dowdd na to, ze taki sprawiedliwy system rekrutacji
istnieje, podali w 1962 roku D. Gale i L. Shapley.
Zmnalezli oni algorytm pozwalajacy uwzglednié
preferencje szkét i kandydatéw prowadzacy do uzyskania
przydziatu, ktory jest sprawiedliwy i do tego najlepszy
z mozliwych. Aby ulatwié¢ dobre zrozumienie idei
algorytmu, przedstawie na poczatku zatozenia,
zaproponowane przez L.E. Dubinsa i D.A. Freedmana.
Zal6zmy na poczatku, ze liczba szkoét 1 kandydatéw jest
rowna i wynosi n, zbiér kandydatéw to

K =A{ki,ko,..., kn},
a zbiér szkol to

S ={s1,82,.--,8n}
Kazda szkota moze przyjaé tylko jednego kandydata
i kazdy kandydat moze sie dostaé tylko do jednej szkoty.
Kandydaci potrafig okredli¢, ktéra z dowolnych dwoch
szkét im bardziej odpowiada (méwimy tu o ostrym
liniowym porzadku preferencji kandydata). Ponadto
szkoty, tworzac swoje listy rankingowe na podstawie
np. testow, wynikéw matur, ocen z wybranych
przedmiotéw na Swiadectwie maturalnym, potrafia
powiedzieé, ktory sposréd dowolnych dwoch kandydatéw
w wyzszym stopniu spelnia ich oczekiwania. Przydzial
kandydatow do szkét f: K — S nazwiemy stabilnym
(sprawiedliwym), jezeli nie istnieje takich dwoch
kandydatow ki, ke € K oraz dwie szkoly s1,s5 € S, ze:

e kandydat k; znalazl sie¢ w szkole s1, tzn. f(k1) = s1,
e kandydat ko znalazl sie w szkole so, tzn. f(k2) = so,
e kandydat k; woli szkole s od sq,

e szkota s woli kandydata k1 od ko.

Algorytm przebiega nastepujaco. Zakladamy, ze
wszystkie szkoly (albo przedstawiciele kazdej szkoly)
zgromadzeni sa w jednym pomieszczeniu. Na poczatku
wszyscy kandydaci sa na zewnatrz tego pomieszczenia.

*studentka, Akademia Ekonomiczna w Poznaniu
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Dowolny kandydat (powiedzmy k;) wchodzi

do ,pomieszczenia rekrutacyjnego” i sktada podanie

do szkoty s;, w ktérej najbardziej chciatby sie

znalez¢. Nastepnie wechodzi inny kandydat k;

i tez sklada podanie do szkotly, wedlug niego

najlepszej. Jedli ta szkoly jest rowniez s;, to szkola s;
okresla, ktérego kandydata woli bardziej: k; czy k;

i wybranego zatrzymuje, a drugiego odsyla na zewnatrz
,pomieszczenia rekrutacyjnego”. Kandydat, z ktérego
jakas szkola zrezygnowala, skresla ja ze swojej listy
preferencji. Nastepnie wchodza kolejni kandydaci

i postepowanie wyglada podobnie, az do momentu, gdy
wszyscy kandydaci zostana juz przydzieleni.

Przyktadowo, rozpatrzmy trzech kandydatéw A, B, C

i trzy szkoly X, Y, Z. Kandydat A najbardziej chcialby
sie dosta¢ do szkoly X, na drugim miejscu do Y,

a na trzecim do szkoly Z. Zapiszmy to umownie:

A — (X,Y,Z). Analogicznie preferencje pozostalych
kandydatéw i szkét wygladaja nastepujaco:

e kandydat B — (Y,X,Z),
e kandydat C - (Y,Z,X),

e szkola X — (B,A,C),
e szkola Y — (A,C,B),
e szkota Z — (C,B,A).

Algorytm rozpoczniemy od sytuacji, w ktorej

w pomieszczeniu rekrutacyjnym mamy wszystkie

szkoly X, Y, Z. Do pomieszczenia wchodzi kandydat A.
Zgodnie ze swoimi preferencjami najbardziej zalezy mu
na szkole X, a wiec do niej sktada podanie. Nastepnie
wchodzi kandydat B, ktorego ,,ulubiona” szkola jest Y,
wiec tam sie zatrzymuje. Potem do pomieszczenia
wchodzi kandydat C, ktéry na pierwszym miejscu
chcialby sie dosta¢ rowniez do szkoty Y. Zatem szkota Y
musi zdecydowaé — czy zostawi¢ kandydata B, czy
odestaé¢ go na zewnatrz pomieszczenia rekrutacyjnego

i przyja¢ kandydata C. Zgodnie ze swoja lista preferencji
szkola Y wybierze drugg mozliwosé, gdyz woli
kandydata C. ,,Odestany” kandydat B bedzie si¢ ubiegal



o przyjecie do szkolty X, ktéra znajduje sie na drugim
miejscu jego listy preferencji. Ale w szkole X jest juz
kandydat A. Dla szkoly X ,lepszym” kandydatem

jest B, zatem tym razem kandydat A musi opuscié
pomieszczenie. Kandydat A zaraz po szkole X chcialby
by¢ w szkole Y, wiec tam sie zglasza (jest juz tam
kandydat C). Szkota Y decyduje sie zatrzymaé
kandydata A, a kandydata C odsyta. Kandydat C
zglasza sie do szkoty Z, do ktoérej nie ubiegal sie
wczesniej nikt inny, wiec juz tam zostaje i mamy koniec
algorytmu.

Bez wzgledu na kolejno$é wchodzacych kandydatow
otrzymany przydzial kandydatéw do szkét bedzie
nastepujacy: X — B, Y — A, Z — C. Algorytm
Gale’a—Shapleya konczy sie w skoniczonej liczbie
krokéw, nieprzekraczajacej n? (po kolei kazdy z n
kandydatow ubiega sie o dostanie sie do kazdej z n
szko6l). Po zakonezeniu algorytmu kandydaci i szkoty
sa przydzieleni wzajemnie jednoznacznie. W kazdym
kroku jest taka sama liczba kandydatéw na zewnatrz
pomieszczenia rekrutacyjnego jak szkot, ktére nie
przyjely zadnych kandydatéw. Pozostali kandydaci
sa przyporzadkowani wzajemnie jednoznacznie.

Gdy tylko szkota dostanie pierwsze zgloszenie, ma
juz potencjalnego kandydata. Algorytm konczy sie

w momencie, gdy kazda szkola otrzymala przynajmniej
jedno zgloszenie. Otrzymany przydzial jest stabilny
(sprawiedliwy). Zauwazmy, ze niemozliwe jest, by
przydzielono k1 do s1 i ko do s, gdzie k1 woli s2 od
S1, a s2 woli k1 od ka. W przeciwnym przypadku k;
aplikowalby do ss i musialby zostaé przez te szkole
odrzucony, gdyz ostatecznie przyjela ona kandydata ko
— wbrew swoim preferencjom.

Zalozenia uproszczonego algorytmu mozna rozszerzy¢
tak, azeby funkcjonowal takze w sytuacjach, ktére
zdarzaja si¢ w rzeczywistosci podczas procesow
rekrutacyjnych. Liczba kandydatéw i szkét moze

nie by¢ réwna. Zalézmy przykladowo, ze jest wiecej
kandydatow niz szkél. Nalezy tu wspomnieé o nowym
rodzaju niestabilnosci — kq zostal przyjety przez sq,

a kandydat ko nie znalazl si¢ w zadnej szkole, cho¢

s1 woli ko od k1. Rozwiazaniem jest tu wprowadzenie
dodatkowych (fikcyjnych) szkoél, ktére sa dla kandydatéow
gorsze niz pozostale szkoly. Do szké! fikcyjnych beda
trafiali kandydaci nieprzyjeci przez zadna rzeczywista

szkole. Podobne rozwiazanie wprowadza si¢, gdy razem
miejsc w szkotach jest wiecej niz kandydatéw, wtedy
wprowadzamy dodatkowych (fikcyjnych) kandydatéw.
Gdy liczba szkét i kandydatéw jest taka sama, to
mozemy juz zastosowac algorytm Gale’a—Shapleya.

Szkoly mogg mieé¢ limity. W rzeczywistosci szkoty
przyjmuja wiecej kandydatéow niz jednego i wtedy
méwimy, ze szkola s ma limit q(s) > 1 i nie

moze przyjaé¢ wiecej niz q(s) kandydatéw. Tutaj
rozwiazaniem bedzie  klonowanie” szkdl: ustalenie ¢(s)
kopii szkoly s, gdzie kazda kopia bedzie miata limit 1.
Zaklada sie przy tym takze, ze preferencje wzgledem
kazdej szkoly zostana skopiowane. Czyli kandydatowi k
bedzie wszystko jedno, w ktorej z kopii szkoly s sie
znajdzie. Podobnie kazda z kopii szkoly s bedzie miata
takie same preferencje, jesli chodzi o kandydatéw.
Zatem znowu mamy réwna liczbe szkot i kandydatow

i mozemy zastosowac algorytm Gale’a—Shapleya.

Limity szkot moga byé miekkie. Oznacza to, ze

w przypadku, gdy istnieja kandydaci, ktérzy sa tak
samo preferowani przez dana szkole (np. maja taka
samg liczbe punktéw), to dopuszcza sie mozliwosé
przyjecia wiecej niz ¢(s) kandydatéw. Szkola s
przyjmuje wiec taka liczbe kandydatéw, ktéra

w mozliwie najmniejszym stopniu przekracza limit
q(s). Jednakze spelniony musi by¢ warunek, ze jesli
jaki$ kandydat zostaje przyjety, to réwniez zostaje
przyjety kazdy inny kandydat z ta sama (lub wieksza)
liczba punktéw. Réwniez w tym przypadku mozna
udowodni¢, ze algorytm Gale’a—Shapleya prowadzi
do stabilnego rozwiazania, cho¢ dowdd tego faktu jest
bardziej skomplikowany.

W Swiecie, gdzie z rekrutacja spotykamy sie na kazdym
kroku, potrzeba dobrych systemoéw, ktére przeprowadza
ja w jak najlepszy sposéb. Algorytm Gale’a—Shapleya
jest matematycznym pomystem na taka sprawiedliwa
rekrutacje na przyktadzie przydziatu kandydatow

do szkél. Inne systemy rekrutacyjne (np. pracownikéw
do pracy) tez moga si¢ opiera¢ na tym algorytmie.
Czytelnikom polecam odwiedzenie w Internecie strony
http://www.people.hbs.edu/gbarron/EP-Match_
for_Excel.html, gdzie znajduje si¢ program,
implementujacy opisany algorytm. Mozna si¢ osobiscie
przekonaé, ze faktycznie dziala w praktyce.

Na twierdzenie Pitagorasa mozna spojrzeé tak: jesli obetniemy (byle jak) rdg
kwadratu, to suma kwadratow miar bokow przyleglych do kqta prostego jest rowna
kwadratowi miary pozostalego boku. Przejdzmy do wyzszego wymiaru. Okazuje
sie (prosze sprawdzi¢ — zawodowcom polecamy iloczyn wektorowy), ze jesli

a

zacieniowane pole to

% a2b2+b2c2+62a2

obetniemy rog szescianu, to suma kwadratéow miar Scian przyleglych do kgta
prostego jest rowna kwadratowi miary pozostalej $ciany. Co wiecej, okazuje sie,
ze w dowolnym (skoficzonym) wymiarze n prawda jest, ze jesli obetniemy rdg
n-wymiarowej kostki, to suma kwadratéw miar Scian (czyli (n — 1)-wymiarowych
sympleksow) przyleglych do kgta prostego jest réwna kwadratowi miary pozostalej

Sciany (tez (n — 1)-wymiarowego sympleksu,).

M. K.
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Zainspirowani artykulem Piotra Achingera o srodku cigzkoéci i twierdzeniu
Steinera postanowiliémy podzieli¢ si¢ innymi zabawnymi przyktadami fizycznego
spojrzenia na zadania matematyczne. Proponujemy zabawe — jaka sytuacja
fizyczna stoi za danym problemem? Podanym rozwiazaniom do matematycznej
Scistosci brakuje zwykle kilku zdan, ale mozna je tatwo uzupetnié, jesli sie tylko
pamieta matematyczne definicje pojeé, ktorych fizyk uzywa bez przerwy, nie
zastanawiajac sie nawet, skad sie wziely.

1. Punkt X lezy wewnatrz pewnego wieloscianu wypuklego. Udowodnij, ze
przynajmniej jeden z rzutoéw prostopadlych punktu X na Sciane wieloScianu
zawiera si¢ w tej Scianie (a nie w jej przedluzeniu).

2. Udowodnij, ze suma wektoréw prostopadlych do Scian dowolnego wielo$cianu
jest zerem — przyjmujemy, ze wszystkie wektory prostopadle sa skierowane
do wewnatrz i maja dlugos¢ réwna polu powierzchni odpowiedniej Sciany.

3. Niech A bedzie sze$cianem o jednostkowej krawedzi. Niech B1, Bo, ... Bg beda
wektorami takimi, jak w poprzednim zadaniu. ZnajdZ najmniejsza mozliwa
warto$¢ wyrazenia |x1 By + x2Ba + - - + 16 Bg|, gdzie x; jest dowolnie, ale
jednakowo obrana wspolrzedng srodka i-tej Sciany.

4. Punkty Fj i F3 sg ogniskami elipsy E. Punkt X nalezy do odcinka AB
i elipsa E jest styczna do tego odcinka w X. Udowodnij, ze katy F1 X A oraz
F> X B sg réwne.

o

W tréjkacie o wszystkich katach mniejszych od 120° znajdz (skonstruuj)
punkt realizujacy najmniejsza sume odleglosci od wierzchotkéw.

6. Udowodnij, ze jesli wielokat ma osie symetrii, to wszystkie one przecinaja sie
w jednym punkcie.

7. Niech punkty B;, C;, i =1,2,...n, leza wszystkie w jednej plaszczyznie
oraz Bl—C{ + BQ—CQ) 4.+ m -0. Udowodnij, ze Y, f(A, B;, C;) nie
zalezy od punktu A — liczba f(X,Y, Z) jest polem tréjkata XY Z, jedli kat
(zorientowany) pomiedzy wektorami XY i XZ jest wypukly — w przeciwnym
razie f(X,Y, Z) jest minus polem tréjkata XY Z.

8. Udowodnij, ze sposrdd czworokatéw o zadanych diugosciach bokdw
najwigksze pole ma ten, na ktérym mozna opisaé okrag. Zakladamy, ze taki
ekstremalny czworokat istnieje.

rozwigzania na str. 15

.. ]

Rozwigzanie zadania M 1159.

Oznaczmy przez D rzut prostokatny punktu C' na prosta AB oraz niech M bedzie $rodkiem boku
BC. Wéwczas < DAC = %{B()(,‘ = AL COM , skad uzyskujemy < ACD = < OCM. Pozostaje
wiec wykazaé, ze < OCX = < DCY . Z danej w tredci zadania réwnosci mamy 82 = 8%, s
w polaczeniu z rownosciag < COX = LY OC dowodzi, ze tréjkaty COX i YOC sa podobne. A zatem
L0CX =40YC =<4 DCY.

.. ]

Rozwigzanie zadania M 1161.

Zalezno$é f(n) = k jest spelniona wtedy i tylko wtedy, gdy k — % <Vn<k+ % , czyli wtedy i tylko
wtedy, gdy k% — k < n < k? + k. Stad wynika, ze dla k = 1,2, ... istnieje doktadnie 2k takich liczb
catkowitych n, ze f(n) = k.

cO

Ponadto f(10000) = 100, a najwieksza taka wartoscia n, dla ktérej f(n) = 99, jest 992 + 99 = 9900.
Stad otrzymujemy
10 000 99

1 1 1
— = 2. - 4100 — =199.
Z ) Z e 100

i=1 i=1
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Czy ciemna materia Swieci?

Poruszany dzisiaj temat jest jak najbardziej aktualny, choé¢ informacja ta mogta ukazaé
si¢ w Delcie prawie dwa lata temu. Wiadomo od dawna, ze $§wietnym kandydatem
na ciemng materie sa neutralina, hipotetyczne najlzejsze czastki supersymetryczne.
Kolejna analiza to potwierdzajaca [1] nie wzbudzita mojej czujnosci. I to byt btad.

Ale po kolei. Supersymetria jest teoria, ktéra moze uzupeié nasz detaliczny opis
materii zebrany w standardowym modelu czastek i oddzialtywan fundamentalnych.
Postuluje podwojenie liczby znanych czastek. Kazdemu fermionowi (o potéwkowym
spinie) mialby odpowiadaé¢ bozon (o spinie catkowitym) i na odwrét. Gdyby
supersymetria byla nienaruszong wlasnoscia materii, to masy partnera i superpartnera
musiatyby by¢ takie same. Poniewaz tego nie obserwujemy, to supersymetria musi by¢
ukryta (zargonowo: ztamana), a fakt ten objawia sie dodatkowa masa superpartneréw.

Na pierwszy rzut oka nie widaé¢, po co komu taka teoria. Na drugi zreszta tez nie, bo
wprowadza ona dodatkowe sto kilkadziesiat parametréw. Oczywiscie, z doswiadczalnego
punktu widzenia propozycja jest atrakcyjna, bo byloby co mierzy¢ przez nastepne
kilkadziesiat lat. Jednak nie to jest gléwnym powodem zainteresowania supersymetria,
tylko mozliwo$¢é wiaczenia grawitacji do kwantowego opisu rzeczywistosci poprzez
rozszerzenie symetrii czasoprzestrzeni. Droga ta jest dos¢ pokretna i wiedzie

do superstrun, czyli do rezygnacji z pojecia czastki elementarnej jako obiektu
punktowego. Watek ten musimy jednak zatrzymaé, bo to ma by¢ artykul, a nie
monografia.

Dodatkowo supersymetria moze zapewni¢ rozwigzania wielu palacych probleméw.

W szczegdlnosei daje kandydatéw na trwale, masywne, stabo oddziatujace czastki (ang.
WIMP), ktére idealnie nadaja sie do zrobienia z nich ciemnej materii. Termodynamika
wczesnego Wszechdwiata naktada ograniczenia na wlasnosci takich czastek. Istotne

sa dwa parametry: masa i prawdopodobienistwo anihilacji. Od nich zalezy, ile takich
czastek powinno by¢ obecnie i jaki daja przyczynek do gestosci Wszech$wiata.

Okazuje sie, ze jednym z rozwigzan sa czastki o masie kilkudziesieciu mas protonu

i prawdopodobienstwie anihilacji odpowiadajacym oddzialywaniom stabym. Sygnatura
tego rozwiazania jest wlaénie anihilacja, ktéra powoduje zamiane dwoch takich czastek
na dwie czastki modelu standardowego, ktére, rozpadajac sig¢, ostatecznie produkuja
protony, elektrony (i ich antyczastki) oraz fotony (pochodzace gltéwnie z rozpadéw
neutralnych pionéw). Wtasnie te ostatnie powinny daé si¢ zaobserwowad.

Sygnatu nalezatoby szukaé w postaci nadmiaru promieniowania gamma wysokiej
energii. Taki wtasnie nadmiar zostal odkryty w danych zebranych w latach 1991-2000
przez EGRET (Energetic Gamma Ray Emission Telescope), jeden z czterech
instrumentéw Compton Gamma Ray Observatory. Na pierwszym rysunku kolorowe
punkty odpowiadajg zmierzonemu spektrum energetycznemu promieniowania gamma,
jasne cieniowanie — standardowemu modelowi, a ciemne cieniowanie — wkladowi od
anihilacji WIMPéw o masie 60 GeV/c?. Poérednim cieniowaniem zaznaczono réznice
wktadu od anihilacji zwigzang ze zmiana masy w granicach +10 GeV/c>.

Naprawde ciekawe jest dopiero to, co przedstawiaja pozostale cztery rysunki. EGRET
wykonatl doktadna mape intensywnosci promieniowania gamma docierajacego

do Ziemi. Daje to mozliwo$¢é odtworzenia przestrzennego rozktadu obserwowanej
nadwyzki, poniewaz intensywnos¢ anihilacji zalezy od przestrzennego rozktadu gestosci.
Dopasowanie, przeprowadzone jednocze$nie dla 180 kierunkéw w o$miu przedziatach
energetycznych, pozwolito stwierdzié¢, ze obserwowany nadmiar jest zgodny z rozkladem
ciemnej materii, w ktérym oprécz spodziewanego, sferycznie-symetrycznego halo,
wystepuja: dysk o promieniu 4,2 kpc i grubosci 0,2 kpc oraz toroid o promieniu 14 kpc,
dyspersji promienia 3,3 kpc i grubosci 1,7 kpc.

Rysunek 2 pokazuje brak dobrego dopasowania zaleznoéci intensywnoéci od dtugodci
galaktycznej [, bez uwzglednienia dodatkowej struktury, a rysunek 3 poprawe takiego
dopasowania po dopuszczeniu jej obecnosci. Z kolei rysunki 4 i 5 pokazuja dopasowanie
do krzywej rotacyjnej Naszej Galaktyki przed i po uwzglednieniu obecnosci dysku

i toroidu. Jest to pierwsze zadowalajace wyjasnienie skokowego wzrostu powyzej
promienia 11 kpc.

Czy w ten sposéb po raz pierwszy zaobserwowaliSmy (nie catkiem) ciemna materie?
Jezeli tak, to potwierdzenie powinien przynies¢ uruchamiany w tym roku w CERN

Wielki Zderzacz Hadronéw LHC.
Piotr ZALEWSKI

[1] W. de Boer, C. Sander, V. Zhukov, A.V. Gladyshev, D.I. Kazakov, EGRET exzcess of diffuse
galactic gamma rays as tracer of dark matter, Astronomy and Astrophysics, 444(2005)51-67
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Srodki kulek o promieniu % w szescianie

jednostkowym musza byé w szeScianie
o krawedzi 1 — 2 = 1.

Srodki trzech maksymalnych kulek
w szescianie.

Srodki czterech maksymalnych kulek
w czworoécianie.

A moze £(4) = £(3) = £(2) ?

Maia delld

Konkurs — kulki w szeScianie i czworosScianie

Dla utatwienia sobie zycia zajmujmy sie¢ tylko sze$cianem o krawedzi 1.
Bedziemy w nim umieszczaé¢ mozliwie duze jednakowe kulki.

Jak duze? Kazdy widzi, ze zalezy to od tego, ile chcemy, aby tych kulek
sie zmieécito. Oznaczmy najwigkszy promien n kulek mieszczacych sie
w szeScianie przez r(n). Bez specjalnego klopotu stwierdzamy, ze gdy
chcemy umiesci¢ tylko jedna kulke, to jej promieniem jest (1) = 3.

A co bedzie, gdy zapragniemy, by kulek bylo wiecej? Tu nasuwa sie od
razu pomyst, ktory bedzie pasowal przynajmniej do kilku przypadkow.
Kulka wrzucona do sze$cianu ma Srodek w ... mniejszym szecianie.
Istotnie: gdy ta kulka ma promien r, jej $rodek znajduje sie w tych
punktach wnetrza szescianu jednostkowego, ktére sa odlegte od brzegu
tego szedcianu co najmniej o r, a wiec we wnetrzu szeScianu o krawedzi

1-—2r.

Gdy wiec chcemy umieéci¢ w szedcianie mozliwie duze dwie kulki, to
ich érodki nalezy obraé¢ mozliwie jak najdalej od siebie w szecianie
o krawedzi 1 — 2r(2). Najdalsze punkty szeScianu to konce jego
przekatnej. Ma ona, oczywiscie, dtugo$é v3(1 — 2r(2)). Ale kulek nie
bedzie mozna powiekszy¢, gdy beda styczne, czyli gdy beda mialy
promien réwny potowie tej przekatnej. Stad otrzymujemy réwnanie
V3(1 - 2r(2)) = 2r(2),
ktore daje nam rezultat

r2) = 374\/3

To daje si¢ tatwo powtorzyé dla trzech kulek: mamy

~ 0,316.

V2(1 —2r(3)) =2r(3), zatem 7(3)=1- g ~ 0,293,
bo trzy najodleglejsze punkty szescianu to trzy wierzchotki tworzace
tréjkat réwnoboczny o boku bedacym przekatna sSciany. Od razu tez
(lub po chwili) spostrzegamy, ze jest jeszcze jeden punkt w tej samej
odleglosci od tych trzech, a wigc r(3) = r(4).

Tu jednak sprawa si¢ zacina. Jak bowiem mozna dowiedzieé sie, gdzie
lezy pieé¢ punktéw szescianu o boku 1 — 2r, takich ze najmniejsza
odlegloé¢ miedzy nimi jest mozliwie najwicksza? I jaka to jest odlegto$é?
To jest wlasnie zadanie konkursowe: obliczy¢ r(n) dla mozliwie
najwiekszej liczby kolejnych n.

Bo, oczywiscie, kazdy wie, ze r(8) = %, a r(27) = ¢, ale co po drodze?

Zadanie wydaje sie znacznie trudniejsze, gdy zamiast sze$cianu wezmiemy
np. czworoscian foremny (dla odréznienia poszukiwany promien oznaczmy
teraz f(n)). Oczywiscie, wiemy (7), ze f(1) = ﬁ. Co wiegcej, srodek
kulki o promieniu r w czworo$cianie znajduje si¢ zatem w mniejszym
czworoécianie o krawedzi 1 — 2v/6r. Ale jak postepowaé dalej? Znowu sa
tatwe rezultaty: dla czterech kulek mamy

1- 2061 (4) = 2 (4) St

ale jak obliczy¢ inne wartosci?

zatem  f(4) ~ 0,145,

Najlepsze prace opublikujemy.



Konkurs — siatki kostki czterowymiarowej

Jednowymiarowa kostka to odcinek, dwuwymiarowa kostka to kwadrat,
tréjwymiarowa kostka to szeScian. Siatka kostki n-wymiarowej nazywamy
takie rozciecie jej brzegu, aby byla ona w jednym kawaltku, aby nie
rozcinaé¢ zadnej z jej (n — 1)-wymiarowych Scian i aby dawala si¢ umiescié
w (n — 1)-wymiarowej przestrzeni. Po przestudiowaniu tego okropnego
okreslenia stwierdzamy, ze jednowymiarowa kostka nie ma siatek,
dwuwymiarowa ma jedna (jest nia odcinek, a wladciwie ,famana”
zlozona z czterech przedtuzajacych sie odcinkéw) — zatem nic ciekawego.
Ciekawiej przedstawia sie sprawa z siatkami szeScianu. Jest ich jedenascie
i wszystkie sg narysowane ponizej.

Tl Bpd” B apg! f

Kolejny rysunek przedstawia jedna z siatek kostki czterowymiarowej.
Aby ja sklei¢, nalezy polaczy¢ wszystkie tak samo nazywajace sie punkty.

Jasna rzecz, ze fizycznie
wykonad sie tego nie da —
nasza przestrzen (wbrew
D A rozpuszczanym przez
B C B niektérych plotkom) jest
tylko tréjwymiarowa.
B D A A co by Wy's.zlo, gdybysmy
jednak skleili? Bardzo
G G latwo sie o tym przekonaé
D 4 — wystarczy narysowac.
Przeciez rysujemy
na dwuwymiarowym
papierze tréjwymiarowe
E H kostki, czemu nie
E H mogliby$my narysowacé
czterowymiarowej? Szescian
rysujemy tak: wyprowadzamy z jednego punktu trzy kreski i umawiamy
sie, ze sg one parami prostopadte i wszystkie tej samej dtugosci,
a potem kazda pare uzupelniamy do réwnolegltoboku — zrébmy tak samo
w przypadku czterech kresek.

C B

L e

Oto wiec czterowymiarowa kostka. Jak wida¢, ma 16 wierzchotkow,
32 krawedzie, 24 plaskie Sciany i 8 Scian tréjwymiarowych — prawda?

To byto tatwe. Trudne natomiast jest pytanie, ile taka kostka ma
nieprzystajacych siatek. Oglaszamy konkurs na rozwigzanie tego
problemu. Najsprytniejszy sposéb obliczenia nagrodzimy publikacja.

Malqg Delte przygotowal Marek KORDOS



Klub 44

VE1-44

Termin nadsylania rozwiazan:
30 IV 2007

Lista uczestnikéw ligi zadaniowej Klub
44 M po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 523 (WT=2,99) i 524 (WT=1,38)
z numeru 6/2006

Michal Kieza — 1-44,87
Jerzy Cisto —4-43,71
Marian Eupiezowiec — 43,55
Michatl Jastrzgbski ~— — 41,19
Piotr Kumor —9-38,84
Lukasz Garncarck — 38,19
Zbigniew Galias —1-138,09
Marcin Kasperski —2-36,86
Krzysztof Dorobisz ~ — 36,37
Krzysztof Kamifiski — 35,52
Dariusz Kurpiel —2-34,82
Tomasz Wietecha ~6-32,18
Pawel Kubit ~3-31,15
Marek Prauza ~3-30,56
Leszek Grzanka ~ 29,14
Franciszek S. Sikorski — 29,11
Tomasz Warszawski  — 1- 27,89
Janusz Olszewski — 827,87
Grzegorz Karpowicz — 27,61
Jan Czardybon — 26,21
Witold Bednarek —3-25,48
Marek Spychata — 24,60
Grzegorz Koztowski — 23,23
Jerzy Witkowski —4-21,86

Legenda (przykladowo): stan konta
9-38,84 oznacza, ze uczestnik juz
dziewieciokrotnie zdobyl 44 punkty,

a w kolejnej (dziesigtej) rundzie ma 38,84
punktéw.

Liste otwiera Michal Kieza, ktory po
raz drugi zgromadzil na koncie 44 punkty.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikow ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi

co najmniej 20 punktéw;

— przystali rozwigzanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2004, 2005
lub 2006.

Nie drukujemy wiec nazwisk tych
uczestnikow, ktorzy rozstali si¢ z ligg trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wrécié

do naszych matematycznych tamigtéwek,
jego nazwisko automatycznie wréci

na liste. Serdecznie zapraszamy!

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene¢ mnozymy przez wspo6tczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbtowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 535, 536
Redaguje Marcin E. KUCZMA

b —b
535. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze postaci p = = a4

5 a—er,gdzie a, b sy

liczbami naturalnymi.
536. Znalez¢ wszystkie wielomiany W (o wspélezynnikach rzeczywistych)
spelniajace rownanie

W(x)+ W (4z) + W (6x) + W (7z) = W(2z) + W (3z) + W (5x) + W (8z) dla z € R.
Zadanie 536 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 10/2006
Przypominamy tresé¢ zadan:

527. Funkcja f, okreslona na zbiorze wszystkich liczb nieujemnych, o wartosciach rzeczywistych, jest
rézniczkowalna w przedziale (0; 00), ciaglta prawostronnie w punkcie 0 oraz spelnia warunki
. v .
f(0) =0, [fi ()| <7 |f(z)

Czy z tych zalozen wynika, ze f jest funkcjg réwna tozsamosciowo zeru?

dla = > 0.

528. Wykazaé, ze dla kazde]j liczby rzeczywistej a oraz kazdej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi
réwnosé
n—1

ST

k=0

527. Odpowiedz: Tak. Przypu$émy bowiem, ze dla pewnej liczby b € (0; 00) wartosé
f(b) jest rézna od zera. Z zalozen wynika, ze funkcja f jest ciggla w (0; 00). Zatem
zbiér {z: 0 < x < b, f(x)=0} (niepusty, bo f(0) = 0) ma najwiekszy element —
oznaczmy go przez a; oczywiscie a < b, skoro f(b) # 0.

W przedziale (a;b) funkcja f ma wartosci niezerowe. Niech g(z) = In|f(z)|
dla x € (a;b). Funkcja f jest ciagla w punkcie a, przy tym f(a) = 0, wiec
limg a4 g(x) = —o0. Jednak
!/
/ f'(z)
g (z)| = <
)= | £

Funkcja g, ktérej pochodna jest w przedziale skoriczonej dtugosci (a;b) ograniczona,
sama musi by¢ w tym przedziale ograniczona (latwy wniosek z twierdzenia Lagrange’a
o wartosci §redniej dla pochodnych). Ale wezedniej zauwazyliSémy, ze przy lewym konicu
tego przedzialu wartosci g daza do —oo. Sprzeczno$é dowodzi, ze odpowiedz tak jest
prawidtowa.

528. Zapiszmy liczbe a w postaci a=gqn+r+46; q¢€Z, r€{0,1,...,n—1}, § € (0;1).
Przeksztalcamy badang sume:

n—1 n—1 n—1
a+k r+k+4
s=3 [ =X (o [P ]) rar X
k=0 k=0 k=0
gdzie
_|r+k+d| (0 dlak<n-—r,
ki{ n Ji{l dlak>n—r.

W ciagu (co,c1,-..,cn—1) jest wiec r jedynek, i wobec tego S =ng+1r = LaJ.
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Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),
M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,
T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,
K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza,
P. Kumor (9), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (8),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (6), T. Jézefczyk,

J. Witkowski (4), W. Bednorz,

B. Dyda (4), M. Peczarski,

M. Adamaszek, P. Kubit, J. Cisto (4),
‘W. Bednarek

(jesli uczestnik przekroczyt bariere
44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to cyfra w nawiasie).

Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

,dwukrotni”: Z. Bartold, A. Czornik,

. Jedrzejewicz, M. Kasperski,

. Kasprzak, M. Kieza, T. Komorowski,

. Koza, D. Kurpiel, J. Lazuka,
Malopolski, J. Mikuta, P. Najman,

. Orzechowski, R. Pagacz, K. Patkowski,
. Piéro, J. Siwy, S. Solecki,

. Zakrzewski;

N T T

przepraszamy).

QxRE=

»jednokrotni”: T. Bieganski,
W. Boratynski, M. Czerniakowska,

z réznych weztow

siatki i zakrecajac po

kazdym ruchu o 60°
lub 120° = pewne dwa zuki spotkaja siec w jednym punkcie]
(wspdlczynnik trudnosci WT'=4,00; liczba poprawnych
rozwigzan L P R=0; nieapetyczny komizm ostatniego
skrétu niezamierzony). To wtasnie TO zadanie. W niewielu
przystanych pracach powtarzat si¢ jednakowy btad:
przypusémy, ze zuki nigdy sie nie spotkaja; ich pierwszy
ruch wyznacza wiec permutacje 28-elementowego zbioru
mozliwych pozycji (punktéw weztowych), ktéra rozpada sie
na cykle. Autorzy omawianych prac przenosza na owe cykle
zaltozenie o katach 60°,120° (skad juz nietrudna sprzecznosé)
— co jednak nie ma zadnego uzasadnienia, skoro kazdy z cykli
sklada sie z elementéw trajektorii réznych zukow.

Nie znamy innego rozwiazania niz firmowe, wydrukowane
w 1/2006.

Zadanie 508. [Boki AB, BC,CD, DA czworokata ABCD
sa styczne do okregu w punktach K, L, M, N,
KMNLN ={S} = |KS|/|AB|-|CM|-|DM| =
=|MS|-|AK|-|BK|-|CD|] (WT=2,18; LPR=10). Niech
a, b, ¢, d beda dtugoéciami odcinkéw stycznych z punktéw
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juz miejsce parokrotnie.

W zakoniczonym wlasnie sezonie ligowym mamy do odnotowania dwa wyréwnania
rekordéw. Wyréwnania — bo o pobiciu nie moze by¢ mowy. Chodzi o wspélczynniki
trudnosci zadann (WT), ktére z definicji sa liczbami z przedziatu (1;4). Ot6z obie te
ekstremalne wartosci znalazty sie¢ wéréd tegorocznych wynikéw. Oczywiscie WT'=1,00
za zadanie 517 oznacza, ze wszyscy je rozwigzali bez usterki. Taka sytuacja miewala

Réwniez przeciwny kraniec skali zostal juz raz osiggniety wczedniej, w zadaniu 194

z numeru 8/1989 — trudne réwnanie diofantyczne (komentarz w oméwieniu w 2/1992).
Byl to jednak okres wielkich przemian w naszym kraju, Delta przez czas jakis

nie ukazywala sig, ludzie byli zajeci powazniejszymi sprawami niz liga zadaniowa.
Rozwigzania zadan z owego miesigca przystato zaledwie trzech uczestnikéw, zadania
194 nikt nie ruszyt, stad WT'=4,00.

No i teraz znéw mamy WT=4,00. Za zadanie 505 — kombinatoryka, zuki na planszy,
siatka o 28 weztach. Redaktor ligi znalazt je w olimpiadzie matematycznej kraju, ktéry
niegdys byt jedna z radzieckich republik. Poznal je wraz z rozwigzaniem, sprawiajacym
wrazenie, ze zadanie nie powinno by¢ zbyt trudne. ..

Jednak wyniki nas zaskoczyty: zadna z przystanych prac, zdaniem oceniajacego, nie
zawierala nic, co by mogto daé choéby ulamek punktu; stad maksymalny WT. (Z tej
emocji podaliSmy w numerze 5/2006 bledna informacje o wspoétczynnikach trudnosci
zadan 505 i 506, zamieniajac je miejscami — sprostowanie w 7/2006 — ponownie

Ot6z i pouczajacy przyczynek do wrézenia trudnosci. Jesli sam na serio zadania

nie atakowales, rozwigzanie dostales gotowe na talerzu, to o trudnosci nie wiesz

nic! Redaktor ligi, przez wiele lat aktywny w olimpiadzie matematycznej i innych
konkursach, wiec niby w tej zabawie doswiadczony, co raz to ma okazje sie przekonad,

A swoja droga ciekawe, jak to zadanie wypadlo w tamtej olimpiadzie (w swoim kraju)
i czy bylo przez jej jury wstepnie oceniane jako tatwe czy srednio trudne.. .

Wiéréd pozostatych zadan, jak widaé z ponizszego omodwienia, najciekawsze okazaly sie

A, B,C, D. Umieszczamy w tych punktach masy
ma, mg, mc, mp proporcjonalne do 1/a, 1/b, 1/¢, 1/d;
punkt K jest §rodkiem masy uktadu {4, B}, a M

jest $rodkiem masy ukladu {C, D}. Zatem $rodek

masy catego uktadu {A, B, C, D} lezy na odcinku

KM oraz — przez analogi¢ — na odcinku LN; jest to
wiec punkt S. Gdy masy ma, mp przeniesiemy obie

do punktu K, a masy mc,mp do M, érodek masy
powstalego uktadu {K, M} pozostanie w punkcie S; stad
|[KS|  mc+mp 1l/c+1/d  ab c+d
IMS| ~ ma+mp  1/a+1/b a+b cd

A. Daniluk, A. Dzedzej, P. Figurny,

M. Fiszer, Z. Galias, L. Gasinski, R i . R
A. Gluza, T. Grzesiak, K. Hryniewiecki, Jak 1luzoryczne to dodwiadczenie.
K. Jachacy, J. Klisowski, J. Kraszewski,

A. Krzysztofowicz, T. Kulpa,

A. Langer, R. Latata, P. Lipinski,

P. Lizak, J. Mandziuk, B. Marczak,

M. Marczak, M. Matlega, R. Mazurek,

H. Mikolajczak, M. 1\/[ikuCki7 Zadania geometryczne.

J. Milczarek, R. Mitraszewski,

M. Mostowski, W. Olszewski, Zadanie 505.

R. Pikuta, B. Piotrowska, W. Pompe, [Tr(’)jk@t r(’)wnoboczny

M. Roman, M. Rotkiewicz, A. Ruszel, .

Z. Sewartowski, Z. Skalik, A. Smolczyk, podz1elon.y

Z. Surduka, T. Szymezyk, W. Szymczyk, 1na 36 trojkatow

K. Trautman, P. Wach, T. Warszawski, przystaj@cych; po

K. Witek, A. Woryna, A. Wyrwa, liniach podziatu tazi

M. .Zajatc, Z. Zaus, K. Zawistawski, 28 sukdw startujqc

P. Zmijewski. ’

(teza).

Jakie proste! Jest to prawie dostowna reprodukcja
rozwigzania, ktére przedstawili W.Bednarek,

M. Jastrzebski, J. Olszewski; a takze autor zadania
Piotr Achinger. Redaktor ligi uznal, niezbyt madrze, ze te
,,Tizyke” (Srodki cigzkodci) lepiej zastapi¢ przez kombinacje
liniowe wektoréw i w ten sposdb powstato rozwigzanie
firmowe. Niby to samo, jednak stracito lekkos¢. Ale dzieki
temu zyskaliSmy wdzigczna pozycje do omoéwienia rocznego.

Zadanie 515. [AB, AD, AFE — trzy krawedzie szescianu;
odlegtosé okregu wpisanego w $ciang ABC'D od okregu
opisanego na tréjkacie BDE =7] (WT=3,10; LPR=4 (57)).
Ciekawe zadanie — wszystkie rozwiazania rézne. J. Cislo
zauwazyl, ze najkrotszy odcinek taczacy punkty obu okregbéw
musi by¢é wspéipekowy lub wspoéliptaszezyznowy z prostymi
przechodzacymi przez srodki tych okregdéw i prostopadlymi
do ich plaszczyzn; potem przeszedl do rachunkéw (na
wspdlrzednych), ale juz niezawilych, wtasnie dzieki owemu
geometrycznemu spostrzezeniu.



Rozwiazanie od poczatku do konca rachunkowe
(wspélrzedne, potem pochodne) przedstawil £.. Garncarek.

Rozwigzanie firmowe bylo oparte na innym geometrycznym
spostrzezeniu: te okregi sg zawarte w sferach — wpisanej

w szkielet szedcianu oraz opisanej na sze$cianie. Taka metoda
zrobil zadanie J. Olszewski.

Najprosciej, w pewnym sensie réwniez ,,taka metoda”,
poradzit sobie T. Tkocz, bowiem rozpoznal to jako jedno
z zadan z Austriacko-Polskich Zawodéw Matematycznych
sprzed kilkunastu lat — ku zaskoczeniu redaktora ligi, ktéry
je znalazl w catkiem innym Zrédle, znacznie pdzniejszym

(i z innego kraju).

Jeszcze jeden uczestnik przystal rozwigzanie, by¢ moze
dobre, mocno rachunkowe, ale niestety nieczytelne wskutek
braku objasnien uzytych oznaczen.

Zadanie 516. [Iterowanie operacji (a,b) — (a’,b’), gdzie
(a',b") = (2a, b—a) gdy a < b, (a’,b") = (a—b, 2b) gdy

a > b; dla jakich par poczatkowych (ao,bo) € N? algorytm
sie zatrzyma?] (WT=2,01; LPR=9). J. Olszewski,

T. Rawlik, M. Spychata, M. Chrzanowski

podali warunek w takiej mniej wiecej formie, jak

w rozwigzaniu firmowym: iloraz ao/(ao+bo) ma by¢ liczba
dwéjkowo-wymierna. Bardziej elegancka, bo symetryczng
(choé oczywiscie réwnowazna) postaé warunku znalezli

J. Cisto, K. Dorobisz, L. Garncarek, P. Kumor,

J. Witkowski: iloraz (ao+bo)/NWD(ao, bo) ma by¢ potega
dwojki.

Zadanie 518. [{1,2,...,3n} = AU BUC;
[Al=|B]=|C|l=n = JacAbeB,ceC:atbtc=0]
(WT=3,53; LPR=2). J. Olszewski przystal rozwiazanie
duzej urody; ma ono cechy wspdlne z rozwigzaniem
firmowym, ale jest zgrabniejsze:

Niech 1 € C; jedli 1 € A—B lub 1 € B—A, to mamy tezg;
dalej zaktadamy, ze £1 ¢ A—B (zaden element zbioru A nie
sasiaduje z zadnym elementem B). Jezeli ktérys ze zbioréw
A, B, na przyklad A, jest rozproszony, tzn. nie zawiera
zadnej pary liczb kolejnych, to z wlasnosci £1 ¢ A—B
wynika, ze (n+1)-elementowy zbiér (A—1) U {b}, gdzie

b = min B, jest zawarty w C — sprzeczno$¢ (|C| = n).

Gdy zaden ze zbioréw A, B nie jest rozproszony, bierzemy
najdtuzszy blok X zlozony z kolejnych liczb w zbiorze A
oraz najdtuzszy blok Y w zbiorze B (|X| > 1, |Y| > 1).
Przyjmijmy, ze liczby w zbiorze X sa wieksze od liczb

w Y. Zbiér X—Y jest blokiem zlozonym z | X|+|Y|—1
kolejnych liczb, a wiec dtuzszym niz X i niz Y'; nie jest
zatem podzbiorem ani zbioru A, ani B; stad i z wlasnosci
+1 ¢ A—B tatwy wniosek, ze (X—-Y) N C # 0. Teza.

P. Kumor podat odsylacz: stary numer Kwanta (P. Kubit,
ktéry zadanie zaproponowal, tez je stamtad zaczerpnat).

Zadanie 520. [Okregi Q1,2 (Srodki O1, O2) przecinaja sie
prostopadle w punktach A, B; na odcinku AB lezy punkt X;
prosta O; X przecina Q; w punktach P;, Q; (P; € odc O;X),
{i,7} ={1,2} = proste P1 P2, Q1Q2, O10; przecinaja

sie w punkcie niezaleznym od X| (WT'=3,49; LPR=3).
Rozwiazanie firmowe bylo wzorowane na rozwiazaniu, ktére
dostarczyt Piotr Achinger, autor zadania. Dos¢ podobny
w charakterze dow6d przedstawil J. Olszewski. A oto
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zupelnie odmienne rozwiazanie, ktére znalezli B. Dyda
i M. Jastrzebski:

Inwersja o $rodku A i dowolnym promieniu przeksztatca
okregi €; na proste Q] bedace symetralnymi odcinkéw

AO; (gwiazdka oznacza obraz punktu lub figury w tej
inwersji); tworzy si¢ trojkat prostokatny O} AO3, punkt B*
jest srodkiem przeciwprostokgtnej O] O5. Obrazami prostych
kl = 01)(7 kQ = 02)(7 m = 01027 pP= }311327 q = Q1Q2 Sgq
okregi przechodzace przez A.

Okrag k7 przecina prosta 25 w punktach Py, Q7; prosta Q7,
jako symetralna cieciwy AO7 okregu ki, jest tez symetralnag
réwnoleglej cieciwy Py Q7. Zatem B* jest srodkiem odcinka
P Q7, i analogicznie, srodkiem odcinka Py Q5. Ponadto

B™ lezy na osi potegowej okregéw ki, ks, wiec iloczyny
|B*P;| - |B*Qj| sa réwne, i wobec tego P; Py Q1Q5 jest
kwadratem o $§rodku B*.

Dwusieczna s kata prostego utworzonego przez proste 7

i Q3, przechodzaca przez éwiartke plaszczyzny zawierajaca
punkt A, jest wspdlna symetralna odcinkéw Py Py i Q1Q5,
jest wiec osia symetrii kazdego z okregéw p* = (AP; Py),

q" = (AQ1Q5). Jest tez osig symetrii okregu m* = (AO703),
bo przechodzi przez jego érodek B*. Punkt C', symetryczny
do A wzgledem s, lezy na tych trzech okregach i jest
niezalezny od X (bo okreslenie prostej s nie zalezalo od X).
Jest on obrazem inwersyjnym punktu lezacego na prostych

p,gq,m.



Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:

Rys. 1

30 IV 2007

Zadania z fizyki nr 432, 433
Redaguje Jerzy B. BROJAN

432. Jak wiadomo, wiazka $wiatla padajaca na powierzchnie szkta pod

katem Brewstera i spolaryzowana w plaszczyznie zalamania biegnie dalej

bez odbicia. Dotyczy to réwniez wiazki zatamujacej sie przy wyjéciu z plytki
plaskoréwnoleglej, jesli padala ona na plytke pod katem Brewstera (rys. 1).

Na tej zasadzie oparta jest konstrukcja prostego polaryzatora (rys. 2): zestaw
rownoleglych plytek szklanych umieszczamy w pudetku pomalowanym od srodka
na czarno i kierujemy na nie réwnolegla wiazke $wiatta niespolaryzowanego.
Wychodzace $wiatlo staje sie spolaryzowane, w stopniu zaleznym od liczby
plytek. Z ilu plytek powinien skladac sie przyrzad, aby zawieralo ono nie

wiecej niz 10% ,niewlasciwej” sktadowej? Pudelko jest szerokie, tak ze trzeba
uwzglednié¢ dowolng liczbe odbi¢ $wiatla od réznych powierzchni pltytek. Przyjac
n = 1,5 1 pominaé¢ pochlanianie Swiatta w szkle. Nalezy tez pominaé interferencje
(przyjaé, ze Swiatlo jest niespéjne).

Wskazéwka: gdy promien pada na powierzchnie szkla pod katem Brewstera (lub
wybiega pod katem Brewstera) i jest spolaryzowany w plaszczyznie prostopadlej,

wspotezynnik odbicia R wynosi

Rys. 2

R= E 2_
n?+1

433. W jednym z artykuléw ze Swiata Nauki w zesztym roku mozna bylo
przeczytaé, ze powyzej pewnej energii progowej (tzw. granica GZK) proton

moze rozproszy¢ sie na niskoenergetycznym fotonie promieniowania reliktowego
wypelniajacego przestrzen miedzygwiazdowa, w wyniku czego powstaje mezon
70, Obliczy¢ warto$¢ granicy GZK. Dana jest energia fotonu E¢ = 1072 eV, masa
protonu m,, = 938 MeV /c?, masa mezonu m o = 135 MeV /c?.

A

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 10/2006

Przypominamy tres¢ zadan:

424. Dwa jednakowe tramwaje z ta samag liczba pasazeréw przejechaly z ta sama predkoscig te sama
trase, z wieloma przystankami. Czy zachowanie si¢ pasazeréw moze byé przyczyna tego, ze jeden

tramwaj zuzyl wiecej energii elektrycznej niz drugi?

425. Wewnatrz szklanej kuli, w punkcie P odleglym od érodka kuli o r znajduje si¢ izotropowe

zrédlo $wiatta. Jaka cze$é wysylanego Swiatta wydostaje si¢ z kuli? Dane sa: wspotczynnik

zalamania szkla n = 1,5 oraz stosunek k = r/R = 0,75, gdzie R

Rys. 3 przezroczyste.

424. Jedli w czasie rozpedzania tramwaju pasazerowie
przemieszczaja sie do przodu, a w czasie hamowania —

do tylu, to wykonuja przy tym prace dodatnig przeciw
sile bezwladnosci, czyli dostarczaja energie i powoduja
zmniejszenie poboru energii elektrycznej. Jesli wykonuja
ruchy przeciwne, to ich praca jest ujemna, czyli odbieraja
energie, kosztem dodatkowego poboru energii z sieci.

Réwnowazne rozwigzanie opiera sie na analizie popedu

i pracy sity rozpedzajacej tramwaj. Poped tej sity f Fdt
nie zalezy od ruchu pasazeréw (skoro tramwaj osiaga ten
sam ped koncowy). Gdy jednak poczatkowo pasazerowie
zaczng poruszac si¢ do przodu, a pdzniej zatrzymaja sie
wzgledem tramwaju, zwicksza sile niezbedna do rozpedzania
tramwaju w fazie poczatkowej (kiedy predkos$é jest mata),

a zmniejsza w fazie konicowej (kiedy predkosé jest duza).

Ze wzoru W = f Fovdt widaé, ze spowoduje to zmniejszenie
pracy silnika.

425. Kat graniczny dla catkowitego wewnetrznego odbicia
jest dany wzorem « = arcsin(1/n). Korzystajac z twierdzenia
sinuséw (zob. rys. 3), otrzymujemy, ze promien pada na
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>

promien kuli. Szkto jest doskonale

powierzchnig¢ kuli pod tym katem wtedy, gdy
. _sina 1
siny = —— =

Réwnanie to ma dwa rozwiagzania (jedno mniejsze, drugie
wigksze od 90°), wyznaczajace granice przedziatu katéw -,
w ktérym promien wybiegajacy z P ulegnie calkowitemu
wewnetrznemu odbiciu. Kierunki poza tym przedziatem leza
wewnatrz dwoch wycinkéw kuli, a miarg kata brytowego
kazdego z tych wycinkéw jest 27(1 — cosy) — lacznie
47 (1 — cos~y). Poniewaz pelny kat brylowy wynosi 47, wiec
szukany utamek okreslajacy stosunek strumienia $wiatta
wybiegajacego na zewnatrz do catkowitego strumienia
wysylanego przez zrédto ma wartosé

1

2
l—cosy=1—-14/1—- (k_) = 0,542.
n

Zauwazmy, ze promien, ktory raz ulegl catkowitemu
wewnetrznemu odbiciu, musi przy nastepnym trafieniu

na powierzchnie kuli ulec takiemu odbiciu ponownie —
natomiast po czesciowym odbiciu (gdy kat padania jest
mniejszy od granicznego) ma nastepna ,szanse” wydostania
sie i po wielu takich odbiciach wewnatrz kuli pozostanie
dowolnie mata jego czesé.




Rozszerzona czoléwka ligi zadaniowej

Klub 44 F

po 421 zadaniach
Mateusz Lacki — Krakéw
Tomasz Tkocz — Rybnik
Marian Lupiezowiec — Zebrzydowice
Konrad Kapcia — Czgstochowa
Tomasz Rudny — Warszawa
Jacek Piotrowski — Razeszéw 1-
Tomasz Wietecha — Tarnéw 5 -
Jerzy Witkowski ~ Radlin 1-
Krzysztof Magiera  — Losiéw
Andrzej Nowogrodzki — Chocianéw 2 -
Jacek Konieczny ~ Poznai
Piotr Kumor ~ Olsztyn
Piotr Ladyzyniski — Michalin
Ryszard Wozniak — Krakéw
Kazimierz Gryszko  — Gliwice
Radostaw Poleski — Kotobrzeg
Andrzej Idzik — Bolestawiec 7 -

Lista obejmuje uczestnikéw, ktérzy

42,38
36,42
32,79
32,13
31,48
29,30
26,08
26,07
18,64
17,01
15,22
13,92
10,21
9,35

9,18

8,65

8,62

przystali co najmniej jedno rozwiazanie

zadania z rocznikéw 2004-2006 oraz majg

w biezacej rundzie na swoim koncie co
najmniej 8 punktéw. Cyfra przed kreska

wskazuje, ile razy uczestnik zdobyt juz 44

punkty.

Weterani Klubu 44 F (w kolejnosci

uzyskiwania statusu Weterana): P. Bala,
D. Lipniacki, A. Sikorski, A. Surma (4),

P. Gworys, A. Idzik (7), T. Wietecha (5),

J. Lazuka, M. Wéjcicki (jesli uczestnik

zdobyl 44 punkty wigcej niz 3 razy,

podana zostala odpowiednia liczba).

Pozostali czlonkowie Klubu 44F
(alfabetycznie):

,2dwukrotni”: J. Lipkowski,

A. Nowogrodzki, P. Perkowski;

»jednokrotni”: A. Borowski, P. Gadzinski,

Z. Galias, A. Gawryszczak, A. Gluza,

‘W. Kacprzak, B. Mikielewicz, L. Motyka,

R. Musial, J. Piotrowski, T. Rawlik,
R. Repucha, J. Stelmach, L. Szalast,

P. Wach, J. Witkowski.

Do kilku zadan z ostatniego rocznika otrzymaliémy od naszych Czytelnikow
oryginalne rozwiazania i uzupelniajace uwagi.

Zadanie 404 [Jak czlowiek wyczuwa kierunek fali dZzwiekowej w réznych
zakresach czestotliwosci] (wspdlczynnik trudnosei WT = 1,83, liczba poprawnych
rozwiazan LPR = 3). Ciekawe szczeg6ly na temat zasady funkcjonowania tego
zmyshu przekazali w swoich listach A. Idzik (na podstawie ksiazki E. Ozimka
Dzwiek i jego percepcja, PWN 2002) oraz M. Eacki. Nasi korespondenci

podaja m. in., ze przy wysokich czestotliwosciach istotne znaczenie ma ksztalt
malzowiny usznej. Trzecie dobre rozwiazanie nadestal J. Witkowski.

Zadanie 406 [Lewitacja szklanej kulki w pionowym strumieniu $wiatla]

(WT = 2,84, LPR = 2). Podana w numerze 3/2006 warto$¢ natezenia Swiatta
jest 2 razy za duza, wskutek pomytki. Poza tym przypuszczenie, ze ,calke
mozna obliczy¢ prawdopodobnie tylko numerycznie” okazalo sie niestuszne,
jak wykazal dr Jerzy Cislo z Uniwersytetu Wroctawskiego. Otrzymane

przez niego wyrazenie analityczne jest jednak dosé skomplikowane. Sposrod
uczestnikéw naszej ligi dobre rozwiazania nadestali A. Idzik i M. kacki (oba
z numerycznym obliczeniem calki).

Zadanie 408 [Wsp6lezynnik zatamania szkla pryzmatu, z ktérego promien
wybiega stycznie] (WT = 1,26, LPR = 8). Tu réwniez istnieje rozwiazanie

w postaci wzoru analitycznego, z czego skorzystali wszyscy uczestnicy tej serii
zadan.

Zadanie 409 [Ciezar wisi na dwdch drutach, a przepltyw pradu doprowadza

do ich zetkniecia] (WT = 2,99, LPR = 4). Zadne z nadestanych rozwigzan

(A. Idzika, J. Kelnera, T. Tkocza i J. Witkowskiego) nie bylo zblizone

do ,firmowego”, w ktérym autor analizowal ksztalt drutow, pracowicie catkujac
rownanie rozniczkowe II stopnia. Nasi korespondenci uproscili ten ksztalt
bardzo znacznie, i to w dowolny sposéb (lamana albo tuk okregu). Mimo to
wszystkie oceny sa dosé wysokie, nawet wtedy, gdy przyjeto ksztalt w postaci
dwdéch odcinkéw prostoliniowych. Oto jedna z gtéwnych réznic miedzy zadaniem
fizycznym a matematycznym: fizykowi wolno dokonywaé wszelkich niezbednych
przyblizen, o ile nie deformuja one wyjéciowego problemu w nadmiernym
stopniu (cala sztuka polega na ocenie, jaki stopien jest dopuszczalny!). Zreszta,
rozwigzanie firmowe tez zawieralo przyblizenie, gdyz dla kazdego odcinka drutu
oddzialywanie obliczano ze wzoru stusznego dla przewodnikéw nieskonczonych

i réwnoleglych. Czy istnieje rozwiazanie Sciste i ogélne? Moze tak, a moze nie;
ale nie ma to bardzo wielkiego znaczenia, je$li wynik ma obowiazywaé tylko

w pewnym zadanym zakresie zmiennosci wszystkich parametrow.

Zadanie 412 [Dlaczego szampan sie nie pieni podczas otwierania butelki

przy usuwaniu osadu] (WT = 2,75, LPR = 2). Pan K. Magiera przedstawil
wzorowe rozwiazanie tego zadania, uwzgledniajace wszystkie mozliwe przyczyny,
uszeregowane wedtug waznosci — w szczegdlnosci, pominieta w rozwiazaniu
firmowym, wieksza rozpuszczalnosé dwutlenku wegla w winie w niskiej
temperaturze, a takze ewentualne unieruchomienie butelki podczas jej otwierania
yhiekonsumpcyjnego”. Dalsze badania tych frapujacych kwestii podsuwamy
pasjonatom fizyki jako naukowy akcent $wiat i uroczystosci rodzinnych. . .
Drugie dobre rozwiazanie — J. Witkowski.

Zadanie 415 [Liczba operacji niezbedna do rozdzielenia mieszanki izotop6w

na frakcje] (WT = 2,93, LPR = 3). W rozwiazaniu firmowym odnotowana
zostala rozbiezno$¢ pomiedzy liczbg operacji wynikajaca z przyjetego algorytmu
(1,4 mln) a liczba wynikajaca z poréwnania entropii (700 tys.). Na pytanie, czy
kto$ z Czytelnikow skonstruuje lepszy algorytm, mamy odpowiedZ pozytywnag

— wedlug J. Witkowskiego ,jodkladanie na bok” dobrze wzbogaconych

partii gwarantuje osiagniecie celu juz po 1,15 mln operacji. Pozostale dobre
rozwigzania — A. Idzik i K. Magiera.
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Wszechswiat ci to obliczy — rozwigzania

1. Dow6d nie wprost. Gdyby zbudowaé¢ model tego
wielodcianu z lekkiego (niewazkiego) materiatu i umiescié

w X ciezarek, to okaze sig, ze rzut $rodka masy nie trafia

w podstawe niezaleznie od tego, na ktorej Scianie stoi
wieloécian. Zatem wielo$cian bedzie si¢ przewracal bez
konca. Jezeli pochylimy ptaszczyzne, na ktérej stoi, o bardzo
maty kat, tak zeby zachowaé wlasno$é¢ punktu X, to mozemy
zmusié¢ nasz wieloscian do wtaczania si¢ bez konca pod gore!
Otrzymali$my perpetuum mobile.

2. Wyobrazmy sobie, ze wielodcian jest wypetniony
powietrzem. Sity pochodzace od ci$nienia dziatajacego

na Scianki sa wladnie tymi wektorami prostopadtymi. Gdyby
ich suma nie byla zerem, to by znaczyto, ze sity dziatajace
wewnatrz uktadu przesuwaja caly uktad!

3. Nic sie nie zmieni, jesli weZmiemy wektory skierowane
do wewnatrz. Gdyby zanurzy¢ nasz szescian w cieczy

o jednostkowej gestosci, sity pochodzace od cisnienia
dziatajacego na Sciany szescianu bytyby wtadnie takimi
wektorami. Zgodnie z prawem Archimedesa sita wyporu,
ktora jest ich suma, ma niezaleznie od ulozenia szescianu
warto$¢ 1 i kierunek pionowej wspotrzednej.

4. Nitke z koralikiem zaczepiamy w punktach I i Fb.
Mozliwie potozenia koralika tworzg elipse o ogniskach F

i F». Po pewnym czasie koralik zsunie sie do najnizszego
polozenia — X. Poniewaz polozenie jest najnizsze, styczna
do elipsy w punkcie X jest pozioma. Na koralik dziataja

w polozeniu réwnowagi trzy sity. Grawitacja — w doét, i sity
od nitki — wzdtuz nitki, czyli w kierunku ognisk. Sktadowe
poziome tych dwéch sit musza by¢é takie same — bo koralik
jest w rownowadze. Wartosci tych sil réwniez musza byé
takie same — bo nitka réwniez jest w rownowadze. Zatem
obie sity — a wiec réwniez odcinki X F} 1 X Fy tworza taki
sam kat z pionem. Z tego juz wynika zadana réwnosé katow.
Kiedy obracamy caly uktad, koralik obiega calg elipse,
wigc X jest dowolnym punktem elipsy (patrz tez Fakt 1 na
str. 1).

5. Wyobrazmy sobie ptaski stét z dziurami w punktach

A, B, C. Przez dziury przewleczone sa sznurki, na ktérych
wisza jednakowe odwazniki m. Wszystkie sznurki sa
polaczone w wezle X. Na wezet X dzialajg trzy sity o takiej
samej wartosci mg i kierunkach wzdtuz sznurkéw. Te sity
$ciggna X do jedynego mozliwego potozenia rownowagi,

w ktérym katy AX B, BXC, CX A maja po 120°. W tym
polozeniu energia potencjalna jest najmniejsza. To oznacza,
ze $rodek masy odwaznikéw jest w najnizszym polozeniu,
czyli suma odlegloéci punktu X od A, B, C jest najmniejsza.
Zatem szukany punkt jest scharakteryzowany réwnoscia
katow, teraz mozna go skonstruowaé. Trzeba zauwazy¢,

ze znalezliSmy minimum globalne, ale chyba nikt nie ma
watpliwosci, ze dowolny punkt X zostanie $ciagniety

do potozenia réwnowagi, a nie np. do nieskonczonodci. . .
Gdyby jeden z katéw trdjkata ABC byl wigkszy od 120°,
punkt X trafitby do wierzchotka tego kata. To zadanie
mozna uogdlni¢ na sume odleglosci ze wspdlczynnikami
poprzez zawieszanie réznych ciezarkow — wtedy dowiemy
sig, na przyklad, gdzie umiescié szkole, zeby dzieci z kilku
wiosek pokonywaly codziennie najmniejszg trase itp. W tym
zadaniu potencjal w punkcie X mial postaé¢ |[AX|+

+|BX| + |CX]|. Jedli usunaé ciezarki, a sznurki zastapié
sprezynami, otrzymamy potencjat |[AX|? 4+ |BX|? + |CX|?,
natomiast sity dzialajace na wezel nie beda stale, tylko
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proporcjonalne do odlegtosci od wierzchotkow. W ten sposéb
mozna pokazaé, ze minimum sumy kwadratéow odlegtosci od
wierzchotkéw jest realizowane w srodku ciezkoéci. Zmieniajac
postaé potencjatu, mozemy scharakteryzowaé punkty

o ekstremalnej sumie lub ekstremalnym iloczynie odlegtosci
od wierzchotkéw lub od bokéw wielokata.

6. Wielokat zawsze mozna zbudowaé z jednorodnego drutu.
Srodek masy takiego obiektu jest jednoznacznie okreslony

i musi leze¢ na osi symetrii (inaczej bytyby dwa). Zatem
wszystkie osie symetrii przechodza przez $rodek cigzkosci.

7. Zauwazmy, ze f(A, B;,C;) = 1 AB; - AC;sin(AB;, AC;).
Jedli punkty B;, C; leza w plaszczyznie XY, to wektor
%E X m ma kierunek osi Z. Wspétrzedna Z tego
wektora wynosi wlasnie f(A, B;, C;). Zatem wystarczy
pokazaé, ze suma zl AB, x AC, = Zz AB, x B.C,

nie zalezy od punktu A. Jezeli wektory B.C; sg sitami,

to Zz E X &—C: jest ich momentem sity obliczonym
wzgledem punktu A. Poniewaz suma sil jest zerem, ten
moment nie zalezy od punktu.

8. Zalbézmy, ze ABCD jest takim ekstremalnym
czworokatem. Mozemy wykonaé jego model z cienkiego
drucika z zawiasami. W jakiej sytuacji fizycznej
czworokat z zawiasami w wierzchotkach bedzie dazyt

do zmaksymalizowania pola? Tak si¢ stanie, jesli
graniastostup o podstawie czworokata napelnimy gazem.
Na bok czworokata (Sciane graniastostupa) dziala sita
prostopadta, proporcjonalna do dtugosci boku. Jezeli
ABCD jest szukanym ekstremalnym czworokatem, to
musi pozostawa¢ w réwnowadze z tymi sitami. Na bok
AB dzialaja trzy sily: sita rozpychajaca = przyltozona

w srodku boku oraz sily b i a pochodzace od bokéw BC
i DA przylozone w punktach B i A odpowiednio. Zatem
a+b+x =0, gdy bok AB bedzie w réwnowadze. Dla
sktadowych réwnolegtych do AB to oznacza: a, + b, =0,
bo z = z,, natomiast dla sktadowych prostopadlych mamy
réwnanie: ap — by, = 0, poniewaz moment sily wzgledem
srodka boku AB musi si¢ zerowaé. Zatem sily a oraz

b tworza z prosta AB takie same katy . Analogicznie

z pozostatymi bokami — tam odpowiednie katy oznaczamy
B,7,d — jak na rysunku.

Ponadto jesli BC' dziata na AB sila b, to AB dziala na BC
sila minus b. Dostajemy natychmiast uktad réwnan:
1)a+B+<ABC =

2)f+y+<BCD=mn

3)y+d+<1CDA=mx

4)d+a+<IDAB=m

Gdy wyeliminujemy z tych réwnosci «, 3, v, §, mamy od
razu réwnos¢ < ABC + {CDA =< BCD + 4 DAB.



Rozwigzanie zadania M 1160.
Z danej w tresci zadania zalezno$ci
rekurencyjnej uzyskujemy dla n > 2

2 2
Un42Gn — Qg = —1l=apny1an-1 —a,,

Zatem ciag (b, ) okreSlony dla n > 2

jest ciaggiem stalym. W szczegdlnosci
b, = b2 = 4, skad otrzymujemy

ant1 = 4an — ap_1
A poniewaz aj i az sg liczbami
catkowitymi, wiec z ostatniej réwnosci
wynika, ze wszystkie wyrazy ciggu (an)
sg liczbami catkowitymi.

Rozwigzanie zadania F 685.

Niech predkosé roweru na finiszu
bedzie réwna v, a sila oporu powietrza
F =~ pv®S, gdzie p to gestosé powietrza,
a S powierzchnia efektywna roweru,
stawiajaca opor pokonywanym
warstwom powietrza. W takim razie
moc P ~ Fv ~ pv2S. Podstawiajac
p~ 1kg/m®, v~ 60km/h, S~ 0,5m?,
otrzymujemy P ~ 2kW.

Rozwigzanie zadania F 686.
Przyjmijmy, ze przy takim fikotku srodek
ciezkodci uktadu podniesie sie o 0,5 m.

Zatem z zasady zachowania energii

mamy: v = 4/2gAh

Patrz w niebo

Po latach tworzenia modeli jadra aktywnej galaktyki zdawalo sie, ze
astronomowie rozumieja juz to zjawisko. Niewykluczone, ze nadzieja ta

byla przedwczesna. Wedlug popularnego zunifikowanego modelu jadrem
aktywnej galaktyki jest bardzo masywna czarna dziura, ktora otacza masywny
i nieprzezroczsty torus, o rozmiarach wielu lat Swietlnych, zasilajacy czarna
dziure w materie i pochlaniajacy czesé¢ wyzwalajacej sie w niej energii. Torus
ten powinien nastepnie pozbywacé si¢ pochtonietej energii, emitujac silne
promieniowanie podczerwone. Obserwowana réznorodnosé wsréd tego rodzaju
obiektow ma tlumaczy¢ kierunek, z jakiego takie aktywne jadro galaktyki
widzimy. W niektérych bowiem przypadkach da si¢ dostrzec samo centrum
torusa, w innych torus przestania czarna dziure, sam jednak mechanizm zjawiska
powinien by¢ zasadniczo taki sam.

Tymczasem nie pasuje do tego modelu galaktyka M87. Jest to najblizsza

wielka galaktyka eliptyczna, lezaca w gromadzie galaktyk w Pannie (Virgo),

w odlegltosci 15 Mpc. Obserwacje ruchéw gwiazd w poblizu centrum galaktyki,
wykonane za pomoca kosmicznego teleskopu Hubble’a, potwierdzily obecnosé
tam supermasywnej czarnej dziury o masie w przyblizeniu 3 mld mas Stonca.

7 jadra galaktyki wylatuje typowa dla takich obiektéw struga materii Swiecaca
w wielu zakresach widma. Nie ma jednak charakterystycznego dla tych obiektéw
poteznego Swiecenia torusa w podczerwieni, a dokltadniej — gdyby ten torus

tam byl, to bytby okoto 1000 razy stabszy, niz si¢ spodziewano. Taki w kazdym
razie okazal si¢ wynik obserwacji wykonanych kilka lat temu za pomoca

jednego z 8-metrowych teleskopéw Gemini na Hawajach. Mozna podejrzewac,

ze roznorodnosé wsrdd aktywnych jader galaktyk jest jeszcze wigksza, niz sie
zdawalo. Sam model zjawiska nie musi by¢ jednak zagrozony. Niektorzy badacze
uwazaja mianowicie, ze w przypadku tak starej galaktyki jak M87 mozemy by¢
swiadkami koncowej fazy jej aktywnosci: torus juz zostal zuzyty, a czarna dziura
zywi sie rzadkim gazem pozostalym w centralnych obszarach galaktyki.

Tomasz KWAST

Luty

Gwiazdy widoczne na nocnym niebie sg tak odlegle, ze rozmiary katowe nawet
najwigkszych i najblizszych sa ponizej zdolnoéci rozdzielczej niemal wszystkich
teleskopdéw — powiedzmy, z wyjatkiem kilku teleskopow obecnie najwiekszych.
Dlatego do niedawna zadnej gwiazdy nie widziano jako tarczy. Otéz w zimowe
wieczory w calej okazalosci wida¢ Oriona, ktérego alfa, czyli Betelgeza, jest
gwiazda tak wielka (czerwony nadolbrzym blisko 1000 razy wiekszy od Slonica)

i polozona na tyle niedaleko (150 pc), ze w wielkich wspo6tczesnych teleskopach
jej tarcze w zasadzie wida¢. Jednak jej Srednice zmierzono juz niemal wiek temu,
bo w roku 1919, metoda interferometryczna, za pomocs 2,5-metrowego teleskopu
na Mount Wilson w Kalifornii. Byl to jeden z pierwszych (bezposrednich!)
pomiaréw Srednicy gwiazdy.

Wenus jest na granicy Wodnika i Ryb i wida¢ ja krétko nad ranem

§ we wschodniej czesci nieba. Mars jest w Strzelcu i praktycznie nie widaé go

b 2 powodu bliskoéci Stofica. Jowisz jest w Wezowniku i widaé¢ go przed wschodem,
f a Saturn na granicy Raka i Lwa i widaé¢ go przez cala noc (10 II w opozycji).

E Pelnia Ksiezyca wypada 2 II, néw 17 II. W lutym Ksiezyc zakryje Saturna

" 2 II - zobaczg to mieszkancy centralnej Azji, Regulusa 3 II — co bedzie widaé
w péinocnych obszarach Ameryki Péinocnej, Spike 8 II — to z kolei bedzie
widaé¢ na potudniu Ameryki Poludniowej, i Antaresa 11 II — a to bedzie widaé¢
na Antarktydzie i w okolicach. Merkury znajdzie sie katowo najdalej od Stonca
7 11 i mozna go prébowaé odszukaé po zachodzie Slonica. Zadnych zaémien ani
przewidywalnych rojéw meteoréw w lutym nie bedzie.

T. K.
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a b
a 0,128 0,872
b 0,663 0,337
0,128

@D

0,872 0,663

@
)

0,337

Sturba wasza wlan chelbiastal!

Stanistaw Ignacy Witkiewicz, Szewcy,
cytat by¢ moze niedokladny.

Apentula niewdziosek, te bedy gruwasne,
W ko¢ turmiela weprzachnie, kostra bajte
spoczy,
Oproszedly znimeci, wy$wirle uwzroczy,
A korsliwe porsacze dogremnie
wyczkasnie.

Stanistaw Lem, Cyberiada.

Przez gwiezdne niebo jak przez durszlak
Noc sieje zdZzbta mdte blaskéw ostrych.
Gwézdz Kacper mknie przez twardych

drég szlak
I idg za nim stupy wiorst pstre.

Julian Tuwim, Jeszcze jeden wiersz poety
Andrzeja Wiktora Butnego.

A.A. Markow (1856-1922) bral czynny
udzial w rosyjskim ruchu liberalnym.
W tymze 1913 roku, gdy uroczyscie
obchodzono w Petersburgu 300-lecie
panowania Romanowéw, Markow
zorganizowal konkurencyjne obchody
200-lecia odkrycia prawa wielkich

liczb przez Bernoulliego. Fakty z zycia
Markowa podajemy za [2].
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Twierdzenie ergodyczne  Rafa! SZTENCEL

W 1913 roku rosyjski matematyk Andriej Andriejewicz Markow (senior) dokonatl
analizy statystycznej ciagu 20000 liter poematu Puszkina , Eugeniusz Oniegin”,
badajac nastepstwa samogloska/sp6lgloska [1], i uzyskal wyniki przedstawione
obok.

Z pierwszego wiersza tabeli odezytujemy, ze po samoglosce (a) w 87,2%
przypadkéw nastepuje spétgloska (b); pozostale 12,8% przypadkéw to
samogtoski.

Jest to prawdopodobnie pierwszy opublikowany przyklad analizy statystycznej
tekstu. Autor chcial sprawdzi¢, czy mozna traktowaé¢ badany ciag znakéw —
choé¢by w przyblizeniu — jako obiekt, zwany obecnie tancuchem Markowa.
Wyobrazmy sobie najpierw, ze litery sa losowane niezaleznie,

a prawdopodobienstwa nie zaleza od numeru losowania. Dobrze wiadomo,

ze czestosci liter beda sie stabilizowaé (jest to prawo wielkich liczb), bedzie
tez zachodzi¢ centralne twierdzenie graniczne: odchylenia czegstosci od
prawdopodobienstwa w dlugiej serii maja rozklad zblizony do normalnego.

Zalézmy teraz, ze szanse wylosowania kolejnej litery zaleza od tego, jaka
wylosowano poprzednio. Mozna powiedzie¢, ze mamy do czynienia z gra
planszowa, gdzie ewolucja uktadu zalezy od prawdopodobienstw przejécia

z i-tego do j-tego stanu. Tak jak w grze planszowej, losowania sa niezalezne.

Markow bada zatem tancuch o dwdéch stanach: a, b i prawdopodobienstwach
przejscia tworzacych macierz 2 x 2. Okazuje sig, ze po dlugim czasie tancuch
niejako zapomina, skad wystartowal, i prawdopodobienstwa pobytu w stanach
a i b zmierzaja do dodatnich granic, ktore oznaczymy takze literami a i b.
Oczywiscie, a + b = 1. Liczby a i b wyznaczaja tzw. rozktad stacjonarny.

Doktadniej, zbieznoéé do (jedynego) rozkladu stacjonarnego ma miejsce, jesli
stanéw jest skoficzenie wiele, kazde dwa stany komunikuja sie (tj. mozliwe
jest przejécie miedzy stanami, by¢ moze w wielu krokach), a ponadto stany sa
nieokresowe (najwiekszy wspdlny dzielnik czaséw powrotu réwny 1). Jest to
twierdzenie ergodyczne. Wynika z niego odpowiednik prawa wielkich liczb dla
tancuchow Markowa.

Jak wyznaczy¢ rozklad stacjonarny? Musi on by¢ niezmienniczy ze wzgledu
na dzialanie macierzy przejsécia (dlaczego?). Jak czytamy w [2], Markow
rozwigzal uktad réwnan:

0,128 0,872

(+) [a,b] {0,663 0,337

i okazalo sie, ze [a, b] = [0,432;0,568]. Na tej podstawie powzial przypuszczenie,
ze w tekscie ,,Eugeniusza Oniegina” powinno by¢ 43,2% samogtosek i 56,8%
spolglosek. I rzeczywiscie tak jest.

} =la,b], a+b=1,

Analogiczny eksperyment przeprowadzony na X ksiedze ,Pana Tadeusza”
(Emigracja. Jacek; 31676 liter, 13087 spo6iglosek, 18589 samogtosek), daje
nastepujace wyniki (w nawiasach kwadratowych liczby przejsé):

a b
a 0,152289 [1993] 0,847711 [11094]
b 0,596805 [11094] 0,403195 [7495]

Rozwigzanie ukladu réwnan (x) daje [a,b] = [0,413152;0,586848], co podejrzanie
dobrze zgadza si¢ z czestoSciami samoglosek i spotglosek. Zabawne, ze faktycznie
zgodnos¢ jest idealna. Nietrudno zobaczy¢, ze dla konkretnego ciagu znakow

tak musi by¢. Jest to prosta arytmetyka, a nie twierdzenie ergodyczne i prawo
wielkich liczb, co zdaje sie sugerowaé komentarz do wynikéw Markowa [2].

Na rozgrzewke mozna wykazaé, ze liczba przejé¢ z a do b jest taka sama, jak z b
do a (jesli uwzglednimy przejscie z ostatniego znaku do pierwszego).

Macierze przejécia dla rosyjskiego i polskiego réznia sig, mozna wiec
identyfikowaé za ich pomoca jezyk, co wiecej — réwniez autora. Nie ulega
watpliwosci, ze prébki tekstéw Witkiewicza i Lema to najczystsza polszczyzna.
Tuwimowi udalo sie zredukowaé czesto$é samoglosek do 36%, a macierz przejécia
sugerowalaby raczej ekstremalny jezyk czeski (stré prst skrz krk).
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