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Gdy nie da sie unikng¢ Sciggania rekawiczek

Méwimy, ze algorytm ma ztozonosé
wielomianows, jesli liczba krokéw, ktora
wykonuje, wzrasta wielomianowo wraz
ze wzrostem rozmiaru danych. Inaczej
méwiac, dla kazdego n i dla kazdych
danych rozmiaru n wykona nie wigcej niz
W (n) krokéw dla pewnego wielomianu
W zmiennej n. W szczegdlnosci, jesli
ztozonosé algorytmu wyraza sie funkcja
wykladniczag a™ dla a > 1, to jego
ztozonosé nie jest wielomianowa.

*Instytut Informatyki, Uniwersytet
Warszawski

Piotr CHRZASTOWSKI-WACHTEL ™

Poprzedniej zimy jezdzitem na nartach w wyjatkowo sympatycznym
dwudziestoosobowym towarzystwie. WynajeliSmy wspoélnie domek w Alpach,
zrobiliémy podstawowe zakupy w Polsce, reszte jedzenia kupowalismy

na miejscu. Oczywidcie, trzeba bylo rozwiazaé problem biezacych zakupow.
UstaliliSmy, ze kazdy z nas co pare dni robi obiad dla pozostalych, dokupujac
w razie potrzeby konieczne produkty. W czasie calego pobytu zapisywali$my
wydatki i pod koniec trzeba bylo zrobié¢ rozliczenie i wyréwnaé¢ rachunki. Po
podliczeniu i obliczeniu $redniej wydatkow okazalo sie, ze niektérzy zaplacili
za duzo, inni za malo — inaczej méwiac, niektorzy byli wierzycielami, inni
dhuznikami. Wiadomo bylo, ile kto nadptacil, a ile kto niedoptacit.

Pozostato stwierdzi¢, kto komu powinien przekazaé ile pieniedzy. Zeby nie
komplikowaé rozliczen, polecono mi, jako informatykowi, opracowanie algorytmu,
ktéry doprowadzitby do wyréwnania rachunkéw za pomoca minimalnej liczby
transferéw. Pojedynczy transfer powinien polega¢ na tym, ze jedna osoba drugiej
przekazuje jaka$ sume pieniedzy.

Z poczatku wydawalo mi sie, ze moze zadziala¢ nastepujacy zachtanny
algorytm. Najwiekszy dtuznik przekazuje tyle, ile powinien, najwigkszemu
wierzycielowi. Tyle, ile powinien, czyli albo wszystko, co jest dtuzny, albo cala
nadplate wierzyciela, o ile jest ona mniejsza od dtugu. Po takiej transakeji ktos
przestaje by¢ dluznikiem lub kto$ przestaje by¢ wierzycielem, wypada z puli

i sprowadzamy problem do n — 1 uczestnikéw. Aktualizujemy wierzytelnosci

i dlugi, okresdlajac znowu, kto ma najwiekszy dtug i kto jest najwickszym
wierzycielem. Pozostaly w grze uczestnik ostatniej transakcji moze przestaé

juz by¢ najwiekszym w swojej klasie. Dla nowych danych, po uwzglednieniu
efektu transakcji, powtarzamy opisany krok: wybieramy najwiekszego wierzyciela
i najwickszego dluznika i kazemy im dokona¢ mozliwie najwigkszego sensownego
transferu. I tak az do wyczerpania dluznikéw i wierzycieli.

Okazalo si¢ szybko, ze taka metoda nie jest optymalna. Sprébujmy wyobrazié
sobie sytuacje, w ktérej jest 7 dtuznikéw i 2 wierzycieli. Obaj wierzyciele
spodziewaja sie dosta¢ po 10 jednostek dlugu, a dtuznicy sa winni kolejno 4,
4,3, 3, 2, 2, 2. Teraz, jesli zastosujemy nasz przepis, to 4 powedruje do 10,
sprowadzajac problem do szdstki (4,3, 3,2,2,2) po stronie dluznikéw i pary
(10,6) po stronie wierzycieli. Po kolejnym kroku dluznikami beda (3, 3,2, 2,2),
a wierzycielami beda (6, 6). Dalej otrzymamy kolejno uklady: [(3,2,2,2), (6, 3)],
[(2,2,2),(3,3)], [(2,2), (3, 1)], [(2),(1,1)], [(1), (D], [0, (] Razem 8 transferdw.
Tymczasem mozliwe bylo dokonanie wyréwnania za pomoca 7 transferow —
wystarczylo, ze jednemu wierzycielowi oddali catkowicie dtug dluznicy: 4, 4, 2,
a drugiemu: 3, 3, 2, 2.

Wkroétce stato si¢ dla mnie jasne, ze nie ma prostego algorytmu rozwiazujacego
ten problem. Jest to bowiem problem NP-zupelny. W Delcie byly juz artykuly

o problemach NP-zupelnych, ale przypomnijmy podstawowe sprawy. Po
pierwsze, problemy NP-zupelne sa problemami decyzyjnymi, czyli takimi,

ze wynikiem algorytmu jest odpowiedz TAK lub NIE. Zacznijmy nasze
przypomnienie od okreélenia, ktore problemy sg NP-trudne. Nieco upraszczajac,
powiedzmy, ze problem jest NP-trudny, jesli istnieje algorytm o zlozonosci
wielomianowej, ktéry na podstawie dostarczonego przykiadu rozwiazania jest

w stanie sprawdzi¢, czy przedstawione rozwiazanie faktycznie jest poprawne.
Zbior wszystkich probleméw NP-trudnych tworzy klase NP. Przyktadem
problemu NP-trudnego jest problem spelnialnosci formuty logicznej. Jesli mamy
dang formule o n zmiennych, to pytanie o to, czy istnieje takie wartosciowanie
zmiennych, ze ta formula stanie sie prawdziwa, moze by¢ rozwiazane pozytywnie
przez podanie konkretnego warto$ciowania, ktore czyni ja prawdziwa.
Sprawdzenie, czy takie konkretne wartosciowanie wybrane sposréd 2" mozliwych
warto$ciowan czyni naszg formule prawdziwa, wymaga jedynie obliczenia
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wartosci tej formuly dla tego wartosciowania, a to si¢ robi elementarnie

w czasie liniowym, czyli wielomianowym ze wzgledu na dtugo$¢ formuty. Jezeli
zatem mielibySmy cudowna wroézke, ktora dla naszego problemu spelnialnosci
dostarczalaby certyfikatéw poprawnosci pozytywnej odpowiedzi (na przyklad
w postaci dostarczenia takiej formuly), to sprawdzenie, czy wrézka sie nie
pomylita i upewnienie sig, ze dane warto$ciowanie jest prawidlowe, nie
nastreczaloby probleméw. Pytanie, skad taka wrézke wziac¢? Niestety, takich
wroézek nie ma i na razie nie pozostaje nam nic innego, niz przebadanie
wszystkich 2" (lub prawie wszystkich, ale tez wykladniczo wielu) wartoSciowar.
A nasza wroézka jest stworzeniem niedeterministycznym — stad sie bierze skrét:
NP oznacza ,,Nondeterministic Polynomial”, czyli wrézka losuje od razu dobry
certyfikat, postugujac sie niedeterministycznym wyczuciem i w wielomianowym
czasie generuje rozwigzanie — troche przez przypadek, ale od czego sa wrozki

z ich niezawodna intuicja?

Przy okazji uwaga: nie wiadomo, czy problem tautologicznosci formuty jest
problemem w klasie NP, bo nie znamy sposobu na przedstawienie pozytywnego
Swiadectwa tautologicznosci, nieodwolujacego sie do wszystkich wartosciowan.
Za to problem nietautologicznosci formuly jest w klasie NP, bo wystarczy
znalezé warto$ciowanie falsyfikujace formute. Jesli jaki$ problem jest w klasie
NP, to méwimy, ze jego zaprzeczenie jest w klasie co-NP. Zatem problem
tautologicznosci formuly jest w klasie co-NP.

Teraz najciekawsze. Okazuje sie, ze w klasie NP istniejg problemy
najtrudniejsze, czyli takie, ze jesli rozwiazemy ktoérykolwiek z nich w czasie
wielomianowym, to dowolny inny problem bedziemy w stanie rozwiazaé

w czasie wielomianowym, sprowadzajac go do ktoregos z tych probleméw
najtrudniejszych. Te najtrudniejsze problemy w klasie NP tworza klase
probleméw NP-zupelnych. Nalezy do nich m.in. problem spelnialnosci formuty
logicznej, ale i wiele, wiele innych. Nikt nie wie, czy istnieje cho¢ jeden
algorytm wielomianowy, ktéry rozwiazaltby przynajmniej jeden z problemdw
NP-zupelnych (gdyby rozwiazal jeden, to rozwiazalby wszystkie problemy

z tej klasy wielomianowo). Za znalezienie takiego algorytmu lub za pokazanie,
ze takiego algorytmu nie ma, zostata wyznaczona nagroda miliona dolaréw
(http://wuw.claymath.org/millennium/P_vs NP/) i to zagadnienie jest
uznawane za najwiekszy otwarty problem informatyki teoretycznej.

Co to znaczy, ze problem A jest trudniejszy niz problem B? Przyjmijmy, ze jest
tak wtedy, kiedy majac konkretny przypadek problemu B, mozemy go rozwiazad,
tlumaczac dane problemu B na dane problemu A, a nastepnie rozwiagzujac
problem A i uzyskujac odpowiedz pozytywna wtedy i tylko wtedy, gdy
odpowiedZ na problem B jest pozytywna. Przyjmujemy tu, ze takie tlumaczenie
danych nie moze by¢ zbyt kosztowne (czyli powinno by¢ tez wielomianowe).

Zeby przyblizy¢ zagadnienie sprowadzalnosci, wyobrazmy sobie, ze kto$

szuka dobrego algorytmu sprawdzajacego, czy w nieuporzadkowanej tablicy
znajduja sie cho¢ dwa takie same elementy. Mozna to, oczywiscie, zrobi¢

w czasie kwadratowym, badajac wszystkie mozliwe pary. Ale mozna to zrobié
szybciej, sortujac dane. Wiadomo, ze istniejg algorytmy sortujace n wartosci
wykonujace nie wiecej niz nlogn dzialan. Zatem sprowadzmy nasz problem

do problemu sortowania: jesli potrafimy sortowaé szybciej niz kwadratowo —

a potrafimy, choéby stosujac metode kopcowania czy scalania — to problem
istnienia powtarzajacych sie warto$ci mozna rozwiazaé nastepujaco. Sortujemy
dane, a potem sprawdzamy, czy jacy$ dwaj sasiedzi sa sobie rowni. Zatem
problem istnienia dubletéw nie jest bardziej ztozony niz problem sortowania,
czyli da si¢ go rozwiazaé w czasie proporcjonalnym do nlogn. Pokazanie, ze nie
da sie go rozwigzaé szybciej — a nie da sie! — jest znacznie trudniejsze.

Pokazemy teraz, ze nasze zadanie minimalizacji liczby transferéow jest problemem
o ztozonosci niemniejszej niz ztozono$é probleméw NP-zupelnych. W naszym
przypadku rozmiarem zadania jest liczba uczestnikéow wyjazdu. Zagadnienie
minimalizacji transferéw mozna sprowadzi¢ do problemu decyzyjnego w prosty
sposob, modyfikujac zadanie do takiego: czy wystarczy k transferow, aby
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Rozwigzanie zadania M 1156.
Jesli 547 | n, to teza zadania jest
oczywiscie spetniona. Przyjmijmy wiec,
ze liczba n nie jest podzielna przez 547.

Poniewaz

n =1 mod547.

Liczba 547 jest pierwsza, wiec z malego
twierdzenia Fermata wynika, ze powyzsza
kongruencja bedzie spelniona, jesli
wykazemy, ze liczba

4 2 4_,2
(%) n" —n" =n" (" T —1)

jest podzielna przez 546 =2 -3 -7 -13.

Niech p bedzie jedna z liczb 2, 3,7 lub 13.
Jesli p | n, to oczywiscie wyrazenie (x)
jest podzielne przez p. Mozemy wiec
przyjacé, ze liczba n nie jest podzielna
przez p. Korzystajac ponownie z malego
twierdzenia Fermata, stwierdzamy,

ze aby dowies¢ podzielnosci przez p

wyrazenia (x), wystarczy wykazaé, ze

liczba n* — n? dzieli sie przez p — 1.

Ale p — 1 jest dzielnikiem liczby 12, wiec
wystarczy dowiesé, ze liczba

n* —n? =n’*(n—1)(n+1)

jest podzielna przez 12. Istotnie: iloczyn
(n — 1)n(n 4+ 1) trzech kolejnych liczb
catkowitych jest podzielny przez 3,

n—1,n+1

sa dokladnie dwie liczby parzyste.

a ponadto wsréd liczb n, n,

e <@

—

v

<]

. ,A{»o
Q§§?§§73;\> Lo °

wyrownad rachunki? Jezeli dla kazdego k rozwiazemy takie zadanie w czasie
wielomianowym, to zapuszczajac je kolejno dla k = 1,2,3,..., uzyskamy
szereg odpowiedzi NIE i w koncu pierwsze TAK dla pewnego k < n. To bedzie
minimalna liczba transferow. Ograniczenie k < n wynika z przedstawionego
nieoptymalnego algorytmu z poczatku artykutu. Tam na pewno po co najwyzej
n — 1 transferach, w czasie ktoérych za kazdym razem ubywa jedna osoba,

a po ostatnim transferze nawet dwie, wyréwnywanie dtugéow zakonczy sie.
Wiec optymalna strategia nie moze by¢ gorsza. Jesli zatem dla konkretnego k
zlozonoéé naszego algorytmu decyzyjnego wyniostaby W(n) dla pewnego
wielomianu W, to rozwigzanie problemu minimalizacji transferéw kosztowaltoby
co najwyzej nW(n), czyli koszt tez bylby wielomianowy.

W celu wykazania, ze problem decyzyjny, czy wystarczy k transferéw, aby
wyréwnaé rachunki, jest NP-zupelny, wystarczy, po pierwsze, pokazaé, ze

nasz problem jest w klasie NP, a po drugie, sprowadzi¢ dowolny problem
NP-zupelny do naszego problemu. Wykazanie, ze nasz problem jest w klasie
NP, jest proste. Jedli kto$ nam przedstawia scenariusz dokonania k transferéw,
to sprawdzié, ze faktycznie jest on poprawny, jest tatwo — po prostu wystarczy
wykonaé przedstawiony scenariusz, weryfikujac, czy faktycznie dziala. I zajmie
to nam czas proporcjonalny do liczby transferéw, czyli liniowy. Aby wykazaé,
ze nasz problem jest poéréd najtrudniejszych probleméw w klasie NP, musimy
znalez¢ problem NP-zupelny, ktéry sprowadzimy do naszego. Takim problemem
moze by¢ np. problem polowienia zbioru. Jest to jeden ze znanych problemoéow
NP-zupelnych. Dla zadanego zbioru liczb naturalnych A = {ay,...,a,}
stwierdzi¢, czy istnieje taki podzbiér indekséow J C {1,...,n}, ze

1

SUREEDS

jeJ je{1,...,n}
Czyli czy mozna tak wybraé¢ podzbiér zbioru A, aby suma jego elementéw byta
doktadnie polowg sumy wszystkich elementéw zbioru A. Oczywiscie, mozna
ten problem rozwigzaé w czasie wyktadniczym, badajac wszystkie mozliwe
podzbiory zbioru A i sumujac dla kazdego z nich jego elementy. Dramat polega
na tym, ze takich podzbioréw jest wyktadniczo duzo i juz dla stosunkowo
niewielkich n czas wyktadniczy oznacza, ze algorytm bedzie dziatat zbyt dtugo,
a ogblnego algorytmu dzialajacego istotnie szybciej nie znamy, i pewnie takiego
algorytmu nie ma.

aj.

Pokazemy teraz, jak problem polowienia zbioru sprowadzi¢ do naszego problemu
transferéw. Zalézmy, ze mamy konkretny przypadek problemu potowienia zbioru

A={ay,...,a,}. Niech
1
5:5 E

je{l,..,n}
Tworz%y problem transferéw w nastepujacy sposéb. Ustalamy n diuznikéw

i dwéch wierzycieli nastepujaco: [(a1,...,an)(s,s)] 1 pytamy, czy n transferé6w
wystarczy, aby uregulowa¢ naleznosci. Jesli wystarczy, to znaczy, ze zbior

nasz da sie podzieli¢ na potowy, jesli nie, to znaczy, ze sie nie da. Czyli

w szczegbdlnosei, gdyby$my umieli w czasie wielomianowym rozwiazaé

nasze zadanie minimalizacji liczby transferow, to umielibySmy w czasie
wielomianowym rozwiazaé¢ problem potowienia zbioru. W kazdym razie nasz
problem transferéw jest co najmniej tak trudny, jak problem polowienia zbioru.
Koniec dowodu.

aj.

Oczywidcie, przy naszych narciarskich rozliczeniach te wszystkie rozwazania
potraktowaliSmy jako zabawe i rozwigzaliSmy problem regulowania dlugéw

w nastepujacy sposob: kazdy dtuznik wylozyl to, co byt winien, na stél, a kazdy
wierzyciel zabrat to, co nadptacit i tym samym sprawa zostala zalatwiona.
Zauwazmy, ze to byl jednak inny model. Problem powstaje, gdy takiego stotu
nie ma, np. gdy jesteSmy na stoku narciarskim i wiatr dmie, a pieniedzy nie

ma gdzie polozy¢, tylko trzeba przekazywadé je z reki do reki, a rece marzna

i trzeba zdejmowaé rekawiczki. Albo gdy komputery, chcac zréwnowazyé
obciazenie, wymieniajg sie przetwarzanymi zadaniami i chca zminimalizowaé
liczbe transmis;ji. .. Ale to jest nieco inna bajka.
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Rozwigzanie zadania M 1157.

Dla dowolnej grupy X oséb obecnych
na przyjeciu niech p(X) oznacza liczbe
par nieznajomych w obrebie grupy X.
Rozpatrzmy nastepnie taki podzial

na dwie grupy A i B, dla ktérego
wartosé p(A) + p(B) jest najmniejsza.
Twierdzimy, ze tak znaleziony podzial
spelnia warunki zadania.

Przyjmijmy, wbhrew tezie, ze w grupie
A znajduje si¢ osoba, ktéra ma co
najmniej dwéch nieznajomych w tej
grupie. Wéwczas osoba ta ma w grupie
B co najwyzej jednego nieznajomego.
Przesuwajac wiec te osobe z grupy A
do grupy B, uzyskujemy nowy podzial
na grupy A’ i B’, dla ktérego

p(A") + p(B") < p(A) + p(B)

— sprzecznosé.

Czym wtlasciwie jest Pluton?
Tomasz KWAST

Przez wieki najdalsza planeta byl Saturn. W roku 1781 za pomoca teleskopu
o bardzo skromnych rozmiarach Frederick W. Herschel odkryt Urana. Jako
planete rozpoznal go po jego ruchu na tle gwiazd, przy czym okazalo sie, ze
jego jasnos¢ byla taka, iz przy sprzyjajacych okolicznosciach mozna byloby go
dostrzec goltym okiem. Oczywiscie gdyby bylo wiadomo, gdzie go szukac.

W kazdym razie Uklad Sloneczny rozbudowal sie o jedna planete, a tym samym
padl mistyczny system Keplera, wedtug ktérego miedzy kulami (o $rodku

w Sloficu) o rozmiarach orbit planet miedcily sie w odpowiednim porzadku
wszystkie wielo$ciany foremne. Jak wiadomo, jest tylko pie¢ wieloscianow
foremnych. Tymczasem na poczatku XIX wieku Carl F. Gauss podatl algorytm
wyznaczania elementéw orbit, orbita Urana zostala wiec wyznaczona i wszystko
bylo w zgodzie z prawami przyrody, dopdki z czasem nie okazalo sie, iz
obserwowane polozenia Urana na niebie nie zgadzaja sie z przewidywanymi.
Wysunieto hipoteze, ze moze ruch Urana zakléca jeszcze odleglejsza planeta.
Stosowne obliczenia wykonal Urbain Leverrier, a na ich podstawie Johann

G. Galle w 1846 r. rzeczywiscie w przewidywanym miejscu nieba (z bledem
ponizej jednego stopnia) odkryl planete nazwana Neptunem. Nawiasem méwiac,
analogiczne obliczenia wykonal tez John C. Adams, ale obliczenia te zostaty
wowcezas — wstyd powiedzieé¢ — zlekcewazone. Po tak spektakularnym sukcesie
mechaniki newtonowskiej naturalng koleja rzeczy zaczeto poszukiwaé nastepnej
planety. Gdyby wystapily niezgodnosci ruchu Neptuna z mechanika, mozna

by je zapewne wytlumaczy¢ obecnoscia kolejnej planety i po prostu odkry¢ ja.
Wystarczyltoby przeciez jedynie powtorzy¢ sprawdzona juz procedure.

Tak tez zrobiono. Tym razem nie szto jednak tak swietnie, co opisala Magdalena
Kozuchowska w Delcie 8/2002. Cala historie mozna streéci¢ nastepujaco:

na podstawie obliczen, ktore wykonal gtéwnie Percival Lowell, obserwator

i wéwczas milosnik astronomii Clyde Tombaugh (1906-1997) odkryt w 1930 r.
planete nazwana wkrétce Plutonem. Bardzo szybko rozpoczely sie tez spory

o to, co wlasciwie odkryto, a to z kilku powodéw. Okazalo sie bowiem,

e ze orbita Plutona jest silnie splaszczona, tak ze w rzucie na plaszczyzne
Uktadu Stonecznego przecina sie z orbita Neptuna,

e 7e jest tez silnie odchylona od plaszezyzny Ukladu (o 17°),

e na podstawie pdZniejszych (zreszta kiepskich) ocen, ze masa Plutona jest
zbyt mata, by wywolywaé obserwowane zakldcenia ruchu Neptuna i Urana;
wysunieto nawet poglad, ze owe perturbacje wywotato oddzialywanie
centralnego zgeszczenia Galaktyki, a Plutona odkryto przypadkiem. Sprawa
nie jest do konca wyjasniona,

e ze Plutona znaleziono w odlegltosci az 6° od polozenia przewidywanego.

Ocena masy planety, oczywiscie, wiaze sie z oceng rozmiaréw i Sredniej
gestosci: masa to gestosc razy objetosé. Jezeli nawet z braku innych pomystéw
zapostulowaé gestos¢ ,przecietng”, to masa i tak silnie zaleze¢ bedzie od
rozmiaréw. Tymczasem tarczka Plutona widziana nawet w najwiekszych
teleskopach nie musi mieé¢ wiele wspdlnego z rzeczywista tarcza planety.

Jezeli bowiem powierzchnia jest lodowa, to obserwator zobaczy raczej odbicie
Stonca w mniej lub bardziej 1sniacej kuli, a nie cala tarcze. Jedynym sposobem
na porzadne wyznaczenie masy jest obliczenie jej z prawa Keplera, ale do
tego planeta musi mie¢ satelite, ktorego odkryl dopiero w 1978 r. James W.
Christy. Satelita otrzymal imie Charona i masa Plutona zostala wyznaczona
porzadnie. Zarazem wzajemne zakrycia Plutona i Charona umozliwity
wyznaczenie rozmiarow cial, gdyz szczesliwym zbiegiem okolicznoéci Ziemia
znalazla sie wtedy w przyblizeniu w plaszczyznie réwnikowej Plutona.

Na dodatek towarzyszyto temu zaobserwowanie bardzo rzadkiej atmosfery

4



Pluton

haron

Rozwigzanie zadania M 1158.
Zauwazmy, ze
JICQ =XICA+ IACQ =

= JICB+ L ABQ =

=JICB+ 4IBC =<xCIQ,

skad otrzymujemy C'Q = IQ. Analogicznie
dostajemy CP = IP. Wobec tego punkty
C' oraz I sa symetryczne wzgledem
prostej PQ.

Oznaczmy przez S punkt przeciecia
przekatnych CF i PQ réwnolegtoboku
PCQF. Wowczas SF = SC = SI. Stad
wynika, ze punkt S jest srodkiem okregu
opisanego na tréjkacie IC'F', a wiec
JCIF =90°.

Plutona, ktéra — jak stusznie sadzono — w ogdle pojawita sie dlatego, ze pod
koniec XX wieku Pluton znalazl si¢ na swojej osobliwej orbicie wyjatkowo blisko
Stonca.

W sumie, pod koniec XX wieku wiadomo bylo, ze Pluton ma rozmiary niewiele
wigksze od rozmiaréw najwiekszej planetoidy, jest na ogét zamarzniety

i tylko sezonowo miewa rzadka atmosfere (jest wigc lodowa planetoida), ma
osobliwg orbite (jak wigkszosé planetoid), a posiadanie satelity trudno uznaé za
zdecydowana ceche planet, gdyz u kilku planetoid odkryto juz
satelity. Nie zmienia tego nawet fakt, ze w potowie 2005 roku
odkryto jeszcze dwa satelity Plutona. Ksiezyc wewnetrzny, Nix
(mitologiczna bogini ciemnosci i matka Charona), ma $rednice
40 km, a zewnetrzny, Hydra (mitologiczny siedmioglowy
potwdér) — 160 km. Jak mozna si¢ domysleé, obraz wszystkich
trzech satelitow Plutona uzyskano za pomoca Teleskopu
Hubble’a. Mozna tu wspomnie¢ rowniez o sprawach nie

do konca powaznych. Mianowicie pierwsze dwie litery nazwy
slynnej planety (?) to inicjaly wspomnianego juz zastuzonego
poszukiwacza Plutona — Percivala Lowella, a pierwsze litery
malych satelitéw to inicjaly sondy New Horizons, ktéra rok
temu poleciata wtasnie ku Plutonowi. Ma tam dotrzeé, o ile
wszystko dobrze pdjdzie, w lipcu 2015 r.

Autorka artykulu z 2002 roku napisata, ze spér o to, czy Pluton jest planeta czy

planetoida, moglaby rozstrzygnaé jedynie Miedzynarodowa Unia Astronomiczna,

ale ,postanowila (jak do tej pory) nie wypowiadaé sie na ten temat”. Ot6z

Unia wlasnie wypowiedziata sig¢! W sierpniu 2006 r. odbyto sie w Pradze Walne

Zgromadzenie MUA, na ktérym podjeto (m.in.) dwie uchwaly dotyczace

definicji planety i definicji obiektow typu Plutona. W pierwszej uchwale

ustalono, ze ,planeta” jest ciato niebieskie, ktore:

— obiega Stonce,

— ma mase dostatecznie duza, by sity jego wlasnej grawitacji przewazyty sity
sztywnosci, w wyniku czego ciato jest w przyblizeniu kuliste,

— przestrzen w poblizu jego orbity jest pusta.

Oznacza to, ze od sierpnia 2006 Uklad Stoneczny ma osiem planet.

Zgodnie z druga uchwala wprowadza sie nowy typ obiektéw, tzw. kartowatych

planet. Obiektem takim jest cialo, ktére:

— obiega Stonce,

— ma mase dostatecznie duza, by sity jego wlasnej grawitacji przewazyty sity
sztywnosci, w wyniku czego cialo jest w przyblizeniu kuliste,

— przestrzen w poblizu jego orbity nie jest pusta,

— nie jest satelita.

Przedstawicielami tej klasy obiektéw sa Pluton, Ceres i Eris (obiekt

o dotychczasowym symbolu 2003 UB 313 — Patrz w niebo w Delcie 4/2006).
Obecnie jest okolo tuzina kandydatéw do tej klasy ciat i ich liczba bedzie
niewatpliwie rosnaé. Wszystkie inne obiekty (oprécz satelitéw) obiegajace Stornce
beda nazywac sie ,malymi ciatlami Ukladu Stonecznego”. Do tej klasy zalicza sie
wiekszo$¢ planetoid, wigkszos¢ tzw. obiektoéw pozaneptunowych, komety i in.

Mozna dtugo i bezowocnie dyskutowaé, czy takie rozwiazanie sprawy Plutona
jest jego degradacja, czy mnozeniem bytéw ponad potrzebe. Chyba jednak
trzeba to widzie¢ nie w tych kategoriach. Co do degradacji, to — jak pisze

M. Kozuchowska — sam C. Tombaugh nie dbal o to, ze odkryl, byé¢ moze, nie
planete, lecz cieszyl sig, iz Plutonem niezmiennie astronomowie sie interesuja.
Wprowadzenie nowej klasy obiektéw wydaje sie tez calkiem usprawiedliwione.
Po prostu przyroda jeszcze raz pokazala, ze rozmaitos¢ obiektow kosmicznych
jest wieksza, niz sie dotad wydawalo i nie ma powodow na sile wttacza¢ Plutona
do klasy planet lub planetoid, skoro tak bardzo nie pasuje ani do jednej, ani do
drugiej. Ciekawe, czy nasze poglady na nature tego nieogladanego jeszcze

z bliska ciala nie zmienia si¢, gdy doleci do niego New Horizons.
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Przewodnictwo cieplne

Bezustannie stykamy sie w zyciu codziennym

z przewodzeniem energii cieplnej przez najrézniejsze
przedmioty: garnek postawiony na gazie czy tyzeczke
zanurzona w herbacie. Przyktady mozna byloby
oczywiscie dowolnie mnozy¢. W kazdym z takich
przypadkéw mozna by zapytaé, jak temperatura

w réznych miejscach rozwazanego ciala zalezy od czasu.

W ogélnym przypadku odpowiedz na takie pytanie
bylaby trudna, ograniczmy sie wiec do najprostszego
przypadku ,,jednowymiarowego”: dlugiego i cienkiego
preta o stalym przekroju z jednorodnego materiatu.
Bedziemy przy tym zaktadaé, ze energia ptynie
wzdluz preta i nie ma strat ,na boki” — co jest pewna
idealizacja sytuacji rzeczywistych.

Roéwnanie przewodnictwa cieplnego

Rozwazmy taki wtasnie pret. Aby méce prowadzié
rozumowanie, podzielmy go myslowo na N fragmentow
o jednakowej dlugosci (rys. 1a).

Tnfl Tu T/zfl

o I

\ jest réwna:
Th1 (3)
b) \ T/z

Tni1
\\

| | rowna:

(2)

n—1 n  n+l
Rys. 1. Rozklad temperatury w precie.

Jerzy GINTER™

Przypu$émy dalej, ze w chwili ¢; rozklad temperatury T
przedstawia wykres 1b (symbol ¢ numeruje kolejne
chwile, odlegle o At). Symbol T oznacza temperature

w skali Celsjusza (uzyliSmy duzej litery T, bo t male
oznacza czas).

Co mozemy powiedzie¢ o przeplywie energii w tym
precie? Srednia temperatura elementu n — 1, czyli T),_1,
jest wyzsza od temperatury elementu n, czyli T;,. Zatem
przez lewa granice elementu n energia wptywa do jego
wnetrza. Energia, ktéra przeptynie w krétkim czasie At,
jest proporcjonalna do réznicy temperatur elementéw:

(1) AEL = a(Tn_l - Tn)

O taka warto$¢ wzrasta energia zawarta w elemencie n.
Wspotczynnik a zalezy od geometrycznych rozmiaréw
elementow i jest proporcjonalny do przewodnictwa
cieplnego materialu. Nie bedziemy tego jednak omawiaé
szczegolowo.

Przez prawa granice elementu n wyplynie w tym samym czasie At porcja energii

AEp = a(T) — Toy)-

Zatem zmiana energii elementu n, wywolana przeplywami przez obie granice,

AE, = AE;, — AEp = a(Ty_1 — Ty,) — a(T, — Ty y1) =

= a(Tn_l + Tn—i—l - 2Tn)

Zauwazmy od razu: AFE, byloby réwne zeru, gdyby réznica temperatur
T, — Ty+1 byla réwna réznicy temperatur 1,1 — T},. Tyle samo energii
wyplywaloby przez prawa granice, ile wplywa przez granice lewa. Energia
elementu n zmienia sie w czasie wtedy, kiedy zalezno$¢ temperatury 73, od

polozenia n jest nieliniowa.

Jezeli pewna energia AFE,, ,netto” dostanie sie do elementu n, wzrosnie

Analityczny opis zagadnienia

Analityczny opis zagadnienia wymaga
»ucigglenia” naszego réwnania. Trzeba
wprowadzié¢ funkcje dwéch zmiennych (4)
— polozenia x i czasu t — czyli T'(x,t).

temperatura tego elementu. Mozna z dobrg dokladnoscia przyjac¢, ze przyrost
temperatury AT, jest proporcjonalny do AFE,, i napisaé:

AT, = bAE,.

Naste¢pnie:

1. czton AT, nalezy zastapié czasows
.. BT (w.t) .

pochodna funkcji ——57—;

2. czton (Ty—1 + Th4+1 — 2Ty) zastapié

2
druga pochodng przestrzenng B,T—(;:’t)

(por. rozwazania w artykule Trzeba
podleZé..., Delta 01/2006.).

Prowadzi to do ,,prawdziwego” réwnania

przewodnictwa cieplnego
T (z,t) K 3T (x,t) 4

ot T cp B2
w ktérym s oznacza wspdlczynnik
przewodnictwa cieplnego, ¢ cieplo

wladciwe substancji, a p jej gestosé.

)

Rozwiazywanie analityczne réwnania
tego rodzaju jest dos¢ skomplikowane.
Na poczatku XIX wieku Jean Fourier
stworzyl w tym celu dzial matematyki,

nazywany obecnie ,analiza fourierowska”.

*Wydzial Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego

Wspbdlczynnik b zalezy od geometrycznych rozmiaréw elementu, jego masy i —
odwrotnie proporcjonalnie — od ciepta wlasciwego materiatu.

Laczac (3) i (4) dostajemy réwnanie przewodnictwa cieplnego (w formie
»dyskretnej”):

(5) ATn == C(Tn,1 + Tn+1 — 2Tn),

symbolem ¢ oznaczyliémy iloczyn statych a i b.

Stan ustalony polega na tym, ze temperatura we wszystkich punktach przestaje
zalezeé od czasu, czyli AT, = 0. Ze wzoru (5) wynika, ze w takim stanie
zalezno$¢ T od n musi by¢é zaleznoscia liniowa. W szczegdlnosci moze to
odpowiadaé funkcji statej.

Opis numeryczny

Tutaj zajmiemy sie jedynie rozwigzaniami numerycznymi. Przypuéémy, ze
znamy dla czasu t; wielko$ci T,—1(t;), Thi1(t:) 1 T (t;). Wielkosé T, (ti41)
obliczymy, stosujac algorytm, wynikajacy ze wzoru (5):

(6) Ta(tivr) = Ta(ti) + c[Tn-1(t:) + Tnsa(t:) — 270 (t:)]-
Obliczenia nalezy rozpoczaé, zadajac w sposéb dowolny dla ty = 0 zbidr
wielkosci T, (0). Nastepnie obliczamy nastepne zestawy wartosci, stosujac
wzér (6).

Konkretne obliczenia znajduja si¢ na stronie internetowej Delty w pliku
Przewodnictwo cieplne. Tu przytoczymy tylko wyniki.
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Rys. 2. W chwili poczatkowe]j
temperatura w precie zmieniala sig
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Rys. 3. Tréjkatny rozklad temperatury
w chwili poczatkowej. Krzywe
odpowiadajg czasom t; = 0,2, 8, 18,
32,50,72 i 98.
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Rys. 4. Wyréwnanie temperatur

w ukladzie izolowanym. Krzywe
odpowiadajg czasom t; = 0, 2, 8, 18,
32,50,72 i 98.

Warunki brzegowe 1, ustalona temperatura na koncach preta
Dodatkowo trzeba okreslié¢, co dzieje si¢ na granicach obszaru, bo do tych
punktéw wzér (6) nie moze by¢ zastosowany (na przyklad dla n = 0 nie ma
elementu —1). Na poczatku rozwazymy przyklady, w ktérych ustalona jest
temperatura na koncach preta, czyli — w naszym modelu — w elementach 0 i V.

Przyktad 1

Rozwazmy dhugi pret, ktory poczatkowo mial temperature rownag zeru.
Reprezentowaé go bedzie 11 punktéw, numerowanych od 0 do 10. Zakladaé
bedziemy, ze prawy koniec preta stale jest utrzymywany w temperaturze
zerowej, co modelujemy, narzucajac dla wszystkich czaséw 19 = 0. W chwili

t = 0 pret ten zetknal sie z duzym cialem o temperaturze réwnej 1, co
modelujemy, narzucajac dla wszystkich czaséw Ty = 1. Okresliliémy w ten
sposOb wspomniane powyzej warunki brzegowe. W obliczeniach przyjety
zostal parametr ¢ = 0,3. Pytamy, jak zmienia¢ si¢ bedzie w czasie temperatura
poszczegdlnych fragmentow preta.

Wyniki obliczen przedstawia rysunek 2 (arkusz Skok). Narysowanych zostalo
sze$é¢ wykreséw, dla czaséw 0, 2, 8, 18, 32, 50, 721 98 (2n?). Widaé stopniowe
przejsécie od stanu poczatkowego do stanu ustalonego, odpowiadajacego liniowej
zalezno$ci temperatury T od polozenia n.

Przyktad 2

Przyklad ten odpowiada innej sytuacji: oba konce preta maja stale temperature
rowna zeru. Natomiast §rodek preta podgrzewany byl malym piecykiem

tak dtugo, az w obu potéwkach ustalil si¢ stan stacjonarny. W chwili ¢ = 0
piecyk wylaczono. Pytamy: jak pret bedzie osiagal stan ustalony, w ktérym
temperatura wszedzie bedzie rowna zeru?

Wyniki obliczen na identycznej, jak w przykladzie 1, siatce punktéw przedstawia
rysunek 3 (arkusz Trdjkqt). Narysowanych zostalo osiem wykreséw, dla tych
samych czasdéw, co poprzednio. Temperatura w calym precie stopniowo sig
obniza. Wida¢ tez, ze dla doé¢ duzych — ale nie nieskonczonych — czaséw wykres
zalezno$ci temperatury T od polozenia n jest fragmentem sinusoidy. Nie jest to
przypadek, ale na naszym poziomie trudno byloby to uzasadni¢.

Warunki brzegowe 2, uktad izolowany termicznie

Jezeli uktad jest izolowany i nie wymienia energii z otoczeniem, warunki
brzegowe musimy zmodyfikowaé. Do elementu 0 energia doptywa tylko z prawej
strony, od elementu 1. Mozemy wiec napisaé (por. wzor (1)).

AEO == a(T1 - To)
Laczac to z wyrazeniem (4) i stosujac identyczne rozumowanie jak poprzednio,
dostajemy algorytm
To(tiy1) = To(t:) + c[T1(t:) — To(t:)].
Podobnie — do skrajnego prawego elementu o liczbie N energia dociera tylko
z lewej strony. Stad:

Tn(tiv1) =Tn(ti) + c[Tn-1(t:) — Tn(t:)].

Przyktad 3

Jako przyklad ukladu izolowanego rozwazmy sytuacje, w ktérej w chwili t = 0
lewa polowa preta ma temperature T' = 1, a prawa temperature 7' = 0. Mozna
sobie wyobrazié¢, ze w chwili ¢ = 0 zetknieto dwa identyczne prety, ale o réznych
temperaturach. Obliczenia zawarte sa w arkuszu 2 Prety (rys. 4).

Widaé, ze w ukladzie zachodzi wyréwnanie temperatur. W granicy ¢ — oo
temperatura wszedzie bedzie jednakowa i réwna 0,5.

Wida¢ takze, ze dla dostatecznie dlugich czaséw funkcja, opisujaca zaleznosé T,
od n, jest fragmentem sinusoidy — podobnie, jak w przykladzie 2.

Zadanie domowe

Zmodyfikuj warunki poczatkowe w arkuszu Trdjkgt. Niech dla ¢t = 0
temperatura bedzie rowna zeru wszedzie, z wyjatkiem punktu srodkowego, dla
ktérego T5(0) = 1. Propozycja: w obliczeniach zmniejsz ¢ do 0,05. Jak mozna
byloby podobna sytuacje uzyska¢ w prawdziwym precie?

7



Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Maia delld

Wezly bliskie kazdemu

7 krawatami mamy do czynienia czesto, a temat ich wiazania nierzadko
chcielibydmy zby¢ milczeniem. Jednak procesu wigzania tego niewielkiego
paska materialu nie wolno bagatelizowa¢. Nawet ignorujac wzgledy
estetyczne, ktore — jak sie pézZniej okaze — maja Scisty zwiazek

z obliczeniami, wezty krawatowe moga by¢ ciekawym obiektem badan dla
matematyka.

Na poczatku nalezaloby okresli¢, ktore wezty nazywaé bedziemy
krawatowymi. OczywiScie, istnieje wiele wariantéw tamiacych ponizsze
reguly, lecz wszystkie rozwazania matematyczne dotyczyé¢ beda weztow
utworzonych zgodnie z nastepujacymi zasadami:

1. Pierwszym krokiem jest utozenie szerszego konca, ktérym bedziemy
wykonywaé wszystkie ruchy podczas wigzania, na lewo, podczas gdy
waski wisi swobodnie (rys. 1). Jedli przekladamy szerszy koniec nad
waskim, oba kierujemy gladka (reprezentacyjna) strona na zewnatrz,
jesli zas pod wezszym, koncéowki obracamy tak, by gtadka strona
obrocona byla w kierunku koszuli. Dla matematycznej interpretacji nie
ma to najmniejszego znaczenia, lecz w praktyce skutkuje to wlasciwa
orientacja szerokiego konca krawata w gotowym wezle.

2. Otrzymujemy 3 strefy — lewa L, srodkowa S i prawa P. Teraz
mozemy wykonywaé ruchy wewnatrz tego uktadu 3 stref. Oznaczamy
je symbolem strefy, do ktorej kierujemy koncéwke krawata.

Mozemy wykonywaé ruchy od i do koszuli, co oznaczaé¢ bedziemy
indeksowaniem poszczegdlnych ruchéw, odpowiednio ® i ®. Dwoch
kolejnych ruchéw nie mozna skierowaé¢ do tej samej strefy i nie
moga mie¢ tej samej orientacji. Zatem zbiér wszystkich ruchow to
{Lo,L®, PO, P®,S6,Sx} (rys. 2).

3. Koncowa sekwencje tworzaca petle — potrzebna do ostatniego ruchu —
tworzy si¢ poprzez kolejne ruchy PO L ® S® lub L ® P ® S®.

4. Ostatnim ruchem jest przelozenie szerokiego konica przez utworzong
petle, tak by uzyska¢ charakterystyczny ksztalt wezta krawatowego
(rys. 3). Ruch ten oznacza¢ bedziemy przez T'. Nie uwzglednia si¢ go,
gdy pytamy o liczbe ruchéw prowadzacych do danego wezta.

Najprostszym weztem jest tzw. wezet orientalny, w ktérym pierwszy,
odgdérnie ustalony ruch jest zarazem pierwszym ruchem sztywnej
sekwencji koncowej. Wiaze sie go w 3 ruchach - LoO P ® S ®T. Inne
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Rys. 4

Rys. 5

AYA

tréjlistnik

S

>
>

:

/

znane, przynajmniej ze styszenia, wezty krawatowe to:

e prosty —4ruchy - L PO L ST

e pratt — 5 ruchéw - Lo SQLOP® ST

e windsor —~ 8 ruchéw - L@ SO P@LoS®PoLoSoT

Ze wzgledu na skonczona dlugosé krawata specjalisci uznali, ze liczba
ruchéw przy wiazaniu wezla nie powinna przekraczac¢ 9. Laczac wezly

z matematyka, mozna oczekiwaé, ze rezultatem beda rozwazania
dotyczace teorii weztéw. Tymczasem nic bardziej mylnego. Wezty
krawatowe rozwazane jako obiekty topologiczne (oczywiscie po polaczeniu
wolnych koncéw) okazuja sie by¢ w wiekszosci najprostszymi z wezléw —
trywialnym, tréjlistnym i ésemkowym (przyklad rys. 4). Nie ukazuje to
ich zréznicowania i nie daje nam dodatkowych informacji na temat ich
wlasnosci.

Skoro klasyczna teoria wezléw nie jest dobrym jezykiem do opisu weztéw
krawatowych, fizycy T. Fink i Y. Mao opracowali interpretacje samego
procesu wigzania krawatéw jako bladzenia po sieci tréjkatnej (rys. 5).
Osie ' P, 8,1 wskazuja strefy w czasie wigzania, a wektory jednostkowe

P, 8, ! odpowiadaja poszczegolnym ruchom P, S, L. Na przyktad, wezet
pratt odpowiada bladzeniu lslps O symbolach ® i ® mozna na chwile
zapomnieé, bo to, jak nalezy wykonaé¢ pierwszy ruch, by na koncu
otrzymaé prawidlowo utozony krawat, zalezy tylko od liczby ruchow.
Mozna teraz pokusi¢ sie o postawienie pewnego pytania.

Problem
1le jest weztow krawatowych?

Rozwigzanie

Oznaczmy przez Fz(n) liczbe bladzen o dtugosci n spelniajacych warunki
wezta krawatowego i rozpoczynajacych sie [, a konczacych p. Analogicznie
wprowadzamy oznaczenia Fg(n) i F{n). W kazdym miejscu (précz
pierwszego ruchu — T) wybieramy miedzy dwoma ruchami, zatem

(1) Fy(n) + Fs(n) + Fy(n) = 21,

Zauwazmy, ze kazdy ruch moze zachodzi¢ po dwoch innych, stad

(2) Fi{n+2) = Fs(n+1) + Fp(n + 1),

co zastosowane dwukrotnie daje nam

(3) Fi{n +2) = F5(n) + Fx(n) + 2F{n).

Analogiczna zalezno$é zachodzi dla Fz(n + 2), a w polaczeniu

z réwnoscia (1) dostajemy zaleznosci rekurencyjne z oczywistymi
warunkami poczatkowymi

(4) F{n+2)=2""+F{n) F{l)=1 F{2)=0
(5) Fy(n+2)=2"""+Fzn)  Fy(1)=0, Fy2)=1
Jednakze jedyne mozliwe sekwencje konicowe to ﬁl%’ i fﬁé’, zatem interesuje
nas suma
Fylr —2) + Fr - 2),
gdzie r to liczba ruchéw. Wzdr ogdlny informujacy o liczbie wszystkich

weztéow krawatowych o r > 1 ruchach ma postaé

(6) F(r)=5 (22~ (1)),



Dowéd jego poprawnosci mozna przeprowadzi¢ indukcyjnie na podstawie
zaleznosei (4) 1 (5). Stad mozemy dowiedzie¢ sie, ile jest wszystkich
weztow krawatowych.

iF(r) — 85.

Jednak nie wszystkie wezly sposréd tych 85 sa ladne. Niektére moga
okazaé sie ptaskie, inne niesymetryczne, a inne z kolei nieksztattne.
Na szczescie nie trzeba wigza¢ danego wezta, aby sie o tym przekonac.
Wystarczy wyliczy¢ wartosci pewnych wspotczynnikéow na podstawie
znajomosci sekwencji ruchéw danego wezta.

Symetria zalezy od réznicy miedzy liczba ruchéw w lewo i w prawo. Aby
wezel byl symetryczny, warto$¢ wyrazenia

|liczba ruchow P — liczba ruchéw L)|
powinna by¢ jak najmniejsza. Gdy ruchéw w jedna stroneg jest wiecej,
nietrudno sobie wyobrazié, ze wezel bedzie po tej stronie grubszy.

Na grubo$¢ danego wezta maja wpltyw ruchy do srodka, zatem za
wspotezynnik grubodci wezta dtugosci r uznawaé bedziemy
liczba ruchow S
. .
Wedlug réznych zrédel ten stosunek powinien wynosié¢ przynajmniej ¢
albo nawet 1.

Ostatnim wspdétczynnikiem jest rownowaga okreslana w zaleznosci
od kolejnych krokéw oplotu. Decyduje ona o utrzymywaniu wlasciwego
ksztattu.

Oznaczajac o, jako n-ty krok bladzenia, definiujemy w,. Mianowicie
Wn (0n,0n41) =1, gdy przejécie o,, — 0,41 jest jednym z 57, 1_"'7, ls,
a wy, (0n,0n+1) = —1 w przeciwnym przypadku. Aby wezel byl mozliwie
najbardziej zréwnowazony, wartos¢ wyrazenia

r—1

% Z |lwn — wn—1]

n=2
powinna by¢ najmniejsza. Wyliczenie powyzszych wspoétczynnikéw, przez
podstawienie odpowiednich danych do wzoréw, nie powinno nastreczaé
powazniejszych klopotéw. Dzigki temu mozemy dowiedzieé¢ si¢, miedzy
innymi, ze bodaj najstynniejszy wezet krawatowy — windsor wcale nie jest
idealny. Istnieja 3 wezlty o réwnowadze i symetrii réwnych 0 — orientalny,
potwindsor i hanover. Sa to 1, 2 i 3 razy powtdrzone te same sekwencje
Ips. Warto zaznaczy¢, ze formalne dotaczenie wezta hanover do rodziny

weztéw krawatowych jest wladnie rezultatem matematycznych rozwazan
na temat wlasnosci tych weztéw.

Wiazac krawat, mogliémy zauwazy¢, ze czasem po wyciggnieciu waskiego
konca z wezla na krawacie pozostaje wezel, a czasem nie. Od czego zalezy
stan zawezlenia danego wezta po wyjeciu waskiego konca? To pytanie
zostawiamy juz Czytelnikom.

Literatura

[1] T. Fink, Y. Mao, Designing tie knots by random walks, Nature 398 (4 III 1999) 31-32.
[2] T. Fink, Y. Mao, Tie knots, random walks and topology, Physica A 276 (2000) 109-121.

Malqg Delte przygotowal Maciej PAJAK
Pracownia Matematyki Palacu Mlodziezy w Katowicach
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Ciemna materia in flagranti

Od lat roénie przekonanie, ze wiekszo$¢ materii

we Wszechs$wiecie jest niedostrzegalna i w dodatku nieznanej
natury. Dowody na istnienie tej tzw. ciemnej materii byty,
jak dotad, tylko posrednie, poniewaz jedynie efekty jej
grawitacyjnego oddziatywania ze zwykla materiag moga by¢
postrzegane.

Brak bezposredniego dowodu istnienia ciemnej materii
pozwalal na konstruowanie hipotez, w ktérych obserwacje
byly wyjaéniane za pomoca modyfikacji prawa powszechnego
cigzenia.

Nadal hipotetyczna, ciemna materia sktada sig
najprawdopodobniej z nieodkrytych jeszcze, masywnych,
stabo oddzialujacych czastek. Obserwacje struktur o coraz
wiekszej skali (galaktyk, gromad galaktyk) wskazuja, ze
wigkszo$¢ ich masy jest zawarta w kulistych otoczkach
zawierajacych takie czastki.

7 kolei wiekszos¢ pozostalej, zwyktej materii tych struktur
tez nie $wieci, przynajmniej w promieniowaniu widzialnym,
poniewaz wystepuje w postaci rozrzedzonego gazu. Tylko
niewielka czes¢ zwyklej materii tworzy $wiecace gwiazdy.

Poprawnosé nakre§lonego obrazu wielkoskalowych struktur
moze by¢ sprawdzona tylko do§wiadczalnie. Coraz wyrazniej
widaé, ze kosmologia i fizyka czastek to dwa konce jednego
kija, ktérym mozna sondowaé tajemnice Wszech$wiata.
Dlaczego wiec nie zastosowaé metod doswiadczalnych fizyki
czastek? Jak wiadomo, sg one, przynajmniej pojeciowo,
niezwykle proste. Wywodza sie z epoki kamienia lupanego.
Zeby otworzy¢ orzech, trzeba w niego czyms uderzyé. Mozna
réwniez zgnieéé jeden orzech o drugi. Aby przeprowadzié
doswiadczenie w tym duchu, nalezy zaaranzowaé zderzenie
gromad galaktyk. Jezeli wigkszos¢é masy gromad stanowi
ciemna materia, to powinna ona przetrwaé eksperyment
praktycznie bez zaburzenia. Skutki kolizji bedg widoczne
tylko dla zwyklej materii, zwlaszcza dla gazu, ktéry rozgrzeje
sig¢ i uformuje fale uderzeniowe.

Pomyst dobry, tylko jak go zrealizowaé? Jedynym sposobem
jest poszukanie miejsca, gdzie taka kolizja nastgpila sama
z siebie.

Dobrg kandydatks wydawala si¢ gromada galaktyk
1E0657-56. Jej doktadny obraz w promieniowaniu
rentgenowskim, uzyskany niedawno za pomoca kosmicznego
obserwatorium Chandra, ukazuje wtasnie przewidywane
fale uderzeniowe (ryc. 1), dowodzac, ze obecny wyglad
gromady jest wynikiem zderzenia dwoch innych. Gromada
ta jest nazywana pociskiem (bullet), bo do ztudzenia
przypomina przestrzelenie czegos uwiecznione szybka
kamera. Eksperyment zostal przeprowadzony, ale jak
sprawdzié, co si¢ stalo z ciemng materia? Przewidujemy,
ze niezaburzona wyprzedzita gaz i objawitaby si¢ jako dwie
oddalajace sie¢ kule, o ile tylko udatoby sie ja wykryé.

Poniewaz bezposrednio jej nie widaé, to jedyne, co
mozna zrobié¢, to wykorzystaé jej mase i zwigzane z nig
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oddziatywanie grawitacyjne. Rozklad masy ciemnej materii
mozna uzyskaé, badajac jej soczewkowanie grawitacyjne.

To wtasnie zrobiono za pomocg kosmicznego teleskopu
Hubble’a, naziemnego teleskopu Magellana i VLT (wielkiego
teleskopu ESO). Uzyskana mapa jest przedstawiona jako
rozjasnienia natozone na obraz optyczny (ryc. 2). Widaé,

ze obserwujemy dokladnie to, czego si¢ spodziewaliSmy.
Wiekszos¢é materii uczestniczacej w zderzeniu pozostala
niezaburzona i wyprzedza rozgrzany w czasie kolizji gaz.

Jest to najbardziej bezposredni dowdd realnosci ciemnej
materii — jeszcze dymiacy pistolet znaleziony przez

partyzantow ciemnej materii.

Rycina 1. Gromada galaktyk 1E0657-56. Obraz rentgenowski,
uzyskany za pomocg kosmicznego obserwatorium Chandra, natozony
na obraz optyczny.

Obraz rentgenowski dzigki: M. Markevitch i inni; NASA/CXC/CfA.

Obraz optyczny dzigki: D. Clowe i inni; NASA/STScI; Magellan
(U. Arizona).

Rycina 2. Gromada galaktyk 1E0657-56. Mapa gestosci materii
uzyskana dzieki analizie obrazéw galaktyk tla znieksztalconych
w wyniku soczewkowania grawitacyjnego, nalozona na obraz optyczny.

Mapa gestosci materii dzieki: D. Clowe i inni; NASA/STScI; ESO
WFI; Magellan (U.Arizona).

Obraz optyczny dzigki: D. Clowe i inni; NASA/STScI; Magellan
(U. Arizona).

Piotr ZALEWSKI



7Z przyjemnoscig informujemy, ze

w finalach XVIII
Konkursu Prac
Mtodych Naukowcéow
Unii Europejskiej

w Sztokholmie, wrzesien
2006, IT nagrode zdobyt
Michal Marcinkowski

laureat ztotego medalu w Konkursie Prac
Uczniowskich z Matematyki w 2005 roku.
Skroét jego pracy mozna znalezé w Delcie
4/2006.

Protokoél posiedzenia Jury
XXVIII Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki w sktadzie: Antoni Leon Dawidowicz
— przewodniczacy, Marcin Hauzer, Marek Kordos, Michal Stukow, Agnieszka
Wojciechowska-Waszkiewicz, Jarostaw Wréblewski, na posiedzeniu w dniu 5 wrzesnia
2006 roku w Gdansku, po wystuchaniu prezentacji prac dopuszczonych do finatu,
biorac pod uwage dobér tematu, tre$é¢ pracy i sposéb jej prezentacji, postanowito:

1) przyznaé zloty medal i nagrode pienigzna 500 zt

Janowi Szejce z XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie za prace Cligg, ktory
lubi nieréwnodci;

2) przyznaé dwa srebrne medale i nagrody pienigzne po 400 zt

Krzysztofowi Dorobiszowi z V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie za prace
Reszty potegowe

oraz

Tomaszowi Tkoczowi z II LO im. Andrzeja Frycza Modrzewskiego w Rybniku za
prace O problemie zwigzanym z twierdzeniem Rolle’a;

3) przyznaé brazowy medal i nagrode pieniezng 300 zt
Aleksandrowi Kubicy z V LO w Bielsku-Bialej za prace Od zadania olimpijskiego
do twierdzenia;

4) przyznaé¢ wyréznienia i nagrody pieniezne po 200 zl

Magdalenie Bojarskiej z Gimnazjum Przymierza Rodzin im. Jana Pawta II

w Warszawie za prace O liczbie kgtow ostrych wielokgta

oraz

Jarostawowi Pyzikowi z II LO im. Jana III Sobieskiego w Krakowie za prace Co je
koza na $niadanie;

5) wyrazi¢ podzigkowania i wreczyé dyplomy honorowe oraz nagrody pieniezne po
200 zl nauczycielom — opiekunom laureatéw: Lucynie Cieciwie, Jackowi Dymelowi,
Wojciechowi Guzickiemu, Karinie Lepickiej i Tomaszowi Szymczykowi.

Ponadto wszyscy finaliéci i ich opiekunowie otrzymuja nagrody ksiazkowe i upominki
ufundowane przez Firme¢ ABE, Gdanskie Wydawnictwo O$wiatowe, Wydawnictwo

PWN, Wydawnictwo WNT oraz Uniwersytet Gdanski. . ,
podpisy Cztonkéw Jury

Regulamin Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad
Gléwny Polskiego Towarzystwa Matematycznego i redakcje
miesiecznika Delta, przy poparciu Ministerstwa Edukacji

Narodowe;j.

2. W konkursie moga bra¢ udziat uczniowie wszystkich

typéw szkét.

3. Konkurs sktada si¢ z eliminacji i finatu.

4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, ktory
w terminie do 1 maja przesle pod adresem redakcji Delty
jeden egzemplarz swojej pracy matematycznej. Do pracy

7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finatlu zostana
przestane autorom prac i ich opiekunom przed koncem roku
szkolnego.

8. Finalisci i opiekunowie ich prac otrzymaja od Zarzadu
Gléwnego PTM zaproszenia do udziatu w Sesji na koszt
Towarzystwa.

9. Final polega na wygtoszeniu (nie odczytaniu) przez
ucznia, podczas specjalnego otwartego posiedzenia Sesji,
referatu (trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzieciu
udzialu w dyskusji na temat, ktéremu poswigcona byta
praca.

nalezy dolaczy¢ nastepujace informacje:

e adres prywatny autora,

e klasa, nazwa i adres szkoly;

e imie, nazwisko i adres opiekuna pracy.

5. Praca powinna zawiera¢ samodzielny wktad ucznia

10. Rezultaty finatu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie brato
pod uwage, oprécz merytorycznej wartosci pracy, rowniez
samodzielnos¢ i oryginalnosé ujecia tematu oraz przebieg
referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny,
brazowy i wyrdznienia oraz nagrody pieniezne ufundowane

i pelng informacje o zrédtach, z ktérych korzystat jej autor.
Prace czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finalu
konkursu.

6. Prace nadestane na eliminacje zostana ocenione

przez Jury Konkursu i kompetentnych recenzentow.

Te sposrdod prac, ktore spetniaja warunki konkursu, zostana
zakwalifikowane przez Jury do finalu. Final odbedzie sie

w trakcie dorocznej Sesji Naukowej Polskiego Towarzystwa
Matematycznego.
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przez Ministerstwo Edukacji Narodowej.

11. Ogtloszenie wynikéw finatu nastepuje w trakcie Sesji
Naukowej Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Medale
wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy uczestnicy finatu
otrzymuja dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skréot zwycieskiej pracy beda
opublikowane w miesieczniku Delta.

13. Jury Konkursu jest powolywane przez Zarzad Gléwny
PTM na wniosek Redakcji Delty.



Wyniki XXIII Ogélnopolskiego Sejmiku Matematykow

Konkurs polega na przedstawieniu
opracowania jednego z tematéw
zaproponowanych przez Jury (wraz

z bibliografig) lub tematu wlasnego
oraz — w przypadku zakwalifikowania
si¢ do finalu — krétkim publicznym
zreferowaniu tego opracowania. W roku
2006/7 proponowane tematy to pewnik
wyboru, generowanie liczb losowych,
dzialania na zbiorach, aproksymacja
funkcji, rodzaje zbieznosci funkcji,
rekurencje, utamki proste, funkcje
tworzace, sieci przeplywowe, rozmycie,
porzadne i nieporzadne funkcje, zwiazki
liczb i, e, m.

Sejmiki organizuje Pracownia Matematyki
Patacu Mtodziezy w Katowicach;
www.pm.katowice.pl/pracownia
/matematyka

Jury w skladzie: prof. dr hab. Maciej Sablik, dr Lech Barttomiejczyk, mgr Tomasz
Bielaczyc, dr Marzena Ciemata, mgr Zywilla Fechner, dr Erwin Kasparek, dr Michat
Machura, dr Janusz Morawiec, dr Katarzyna Osiak, dr Marian Podhorodynski,

mgr Barbara Przebieracz, dr Anna Szczerba-Zubek, przyznato

I miejsce Adrianowi Lancuckiemu z I LO w Legnicy za prace

Nowe spojrzenie na problem czterech barw;

II miejsce Tomaszowi Tkoczowi z II LO w Rybniku za prace

O kilku nieréwnodciach funkcyjnych,

III miejsce Kamilowi Kaczmarkowi z V LO w Siemianowicach Sl. za prace
Od Cezara przez Enigme do RSA, czyli podstawy kryptografii

IV miejsce Maciejowi Pajakowi z Pracowni Matematyki Patacu Mlodziezy
w Katowicach za prace (patrz Mala Delta w tym numerze)

Wezty i sploty. Klasyczna teoria weztow a wezly uzywane w praktyce;

oraz wyréznienie Maciejowi Chruscielowi z II LO w Olkuszu za prace
Dlaczego ten obwadd jest wiekszy?

W glosowaniu i nauczyciele, i uczniowie wybrali referat Adriana Lancuckiego.

Stala szerokosé

okrag

tréjkat Reuleaux

otoczka tréjkata Reuleaux

Krzywa zamknieta ma stalg szerokosé d, gdy dla dowolnie obranego kierunku miesci
sie miedzy dwiema prostymi réwnoleglymi, majacymi ten kierunek i odlegtymi o d,

a nie miesci si¢ miedzy zadnymi dwiema réwnolegtymi odleglymi o mniej niz d. Jak
tatwo zauwazy¢, krzywa o stalej szerokosci jest okrag — jego (stala) szerokosé to jego
Srednica. Latwo tez zauwazy¢, ze figura o statej szerokosci jest trojkat Reuleaux,
ktory konstruujemy, taczac kazde dwa wierzchotki tréjkata réwnobocznego tukiem
okregu o srodku w trzecim wierzchotku — jego szeroko$é to dtugo$é boku wyjsciowego
tréjkata. Ta konstrukcja pozwoli zapewne zainteresowanym Czytelnikom skonstruowaé
wiele innych figur o stalej szerokosci (z wielokatéw o nieparzystej — dlaczego? —

liczbie bokéw). Jeszcze inne figury o stalej szerokosci uzyskamy, rysujac otoczki
danych krzywych o stalej szerokosci, czyli rysujac te punkty lezace na zewnatrz

nich, ktérych odlegtosé do najblizszego punktu wyjéciowej krzywej jest dana z géry
liczbg €. Jesli szerokosé wyjsciowej krzywej bedzie d, to otrzymana figura bedzie miata
szerokos¢ d + 2. To bogactwo jednak w pewnym sensie miesci si¢ miedzy okregiem

a trojkatem Reuleaux: z krzywych o statej szerokosci d najwigksze pole ogranicza
okrag, a najmniejsze trojkat Reuleaux (co wykazal Henri Lebesgue!), a réznica wynosi

zaledwie (5 — "‘T‘/‘;’) d? ~ 0,080 d>. MK,

4

Rys. 3

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 683. Jedna okladke kondensatora o pojemnosci C uziemiamy, a druga taczymy

z odlegta przewodzaca kulka o promieniu r i tadunku go (rys. 1). Jaki tadunek zostanie
na powierzchni kulki?

Rozwiazanie na str. 16

F 684. Dwie bardzo odlegte, przewodzace kulki o promieniach 7 i R sa podtaczone
do dwoch oktadek kondensatora o pojemnosci C'. Jedna kulka, o promieniu r, zostata
odlaczona od kondensatora, natadowana tadunkiem @ i znowu podtaczona (rys. 2).
Jaki ladunek pojawit sie¢ na powierzchni drugiej kulki?

Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Waldemar POMPE , ,

M 1156. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n liczba n™" —n™" jest
podzielna przez 547.
Rozwigzanie na str. 3

M 1157. Na przyjeciu spotkalo sie n > 2 0s6b, przy czym kazda z nich ma wéréd
pozostatych co najwyzej trzy nieznajome osoby. Wykazaé, ze uczestnikoéw przyjecia
mozna podzieli¢ na dwie grupy tak, aby kazdy z nich mial w obrebie swojej grupy co
najwyzej jedng nieznajoma osobe.

Rozwiazanie na str. 4

M 1158. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Proste Al

i BI przecinaja okrag opisany na trdojkacie ABC odpowiednio w punktach P i @,
réznych od A i B (rys. 3). Punkt F' jest takim punktem, ze czworokat CPF'Q jest
rownolegtobokiem. Udowodnié, ze proste IC' i I F sa prostopadte.

Rozwiazanie na str. 5
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

®

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch

— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene¢ mnozymy przez wspo6tczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
31 IIT 2007

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegbtowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 533, 534

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
521 (WT = 2,23) i 522 (WT = 1,30)
z numeru 5/2006

Marian Lupiezowiec — Zebrzydowice 43,55

Michat Kieza — Warszawa
Michat Jastrzebski — Warszawa 39,81
Jerzy Cisto — Wroctaw 39,34
Fukasz Garncarek  — Opole
Piotr Kumor — Olsztyn 34,47 Ca]kowitych)?
Krzysztof Kaminski — Pabianice 34,14
Dariusz Kurpiel — Posada
Zarszyn 33,44
Krzysztof Dorobisz — Krakéw 33,20

Redaguje Marcin E. KUCZMA

533. Ostrostup $ciety prawidlowy ma kule wpisana (styczna do wszystkich
$cian) oraz kule pélwpisang (styczna do wszystkich krawedzi). Wyznaczy¢ liczbe
wierzcholtkow oraz skale podobienstwa podstaw ostrostupa.

41,38 534. Czy istnieje taka funkcja f:R — R, ze dla kazdej liczby catkowitej
dodatniej n wykres funkcji f o fo...o f (n-krotnej iteracji funkcji f) przechodzi
36.81 przez dokladnie n punktéw kratowych (tj. punktéw o obu wspélirzednych

Zadanie 534 zaproponowal pan Michal Kremzer z Gliwic.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 9/2006
Przypominamy tres¢ zadan:

525. Rozwigzaé w liczbach rzeczywistych a, b, ¢, d, e uklad réwnan

2 2
a=c +d°,

c=e? + ()2. d=a’ + [12. e=10b° + 2

b=d? + e?,

526. Ile jest par przekatnych roztacznych w n-kacie foremnym? (Przekatne rozlaczne —

nieprzecinajace si¢ wewnatrz wielokata i niemajace wspdélnego konica).

525. Niech a, b, ¢, d, e beda liczbami spelniajacymi podany
uktad; jasne, ze sg to liczby nieujemne. Ich suma jest réwna
podwojonej sumie ich kwadratéw. W mysl nieréwnosci
Cauchy’ego—Schwarza,

(a+bd+ct+d+e)? <@+ +E+d>+e?) =

=3(a+b+c+d+e).

Stad 2(a + b+ c+d+e) < 5 i wobec tego pewne dwie
sasiednie liczby w ciagu (a,b, ¢, d, e, a) maja sume niewieksza
od 1. Przyjmijmy bez straty ogélnosci, ze b+ c < 1.
Odejmujac stronami pierwsze i czwarte rownanie uktadu
oraz drugie i trzecie réwnanie, dostajemy zaleznosci

afd:c2+d2fa27b2, bfc:d2f¢127
z ktorych wynika réwnosé

(a—d)1+a+d)=c—b> = (b+c)(a® —d?),
czyli

(a—d)[Q1+a+d)—(b+c)(a+d)]=0.

W nawiasie kwadratowym znajduje sie liczba

14+ (a+d)(1—b—c) > 1. Zatem a = d. Stad od razu b = c.
To sprowadza uktad réwnan do nastepujacego:

(%) a=d’ 4+, c=a +4c,

Tak wiec

2
e=2c".

a=c+(c—4ch),
co po podstawieniu do ktéregokolwiek z pierwszych dwéch
réwnan ukladu (x) wnet daje réwnanie

c(2¢ —1)(8¢® +4¢® — 2¢* —5¢° +c+1) =0.

14

Wielomian w ostatnim nawiasie przyjmuje dla ¢ > 0
wartoéci dodatnie; mozna to uzasadnié¢ réznymi sposobami
— na przyktad zapisujac go w postaci

Db +2c%(c® = 1) + 3(c® = 1) + (c+ 3)(2¢° = 1)%.
W takim razie ¢ = 0 lub ¢ = % Po podstawieniu
do uktadu (*) otrzymujemy w pierwszym przypadku
a:e:(),awdrugima:e:%.

Otrzymujemy piatki liczb (0,0,0,0,0) oraz (3,1,3,1,1)

jako mozliwe rozwiazania wyjsciowego uktadu réwnan
i sprawdzamy, ze istotnie sg one rozwigzaniami.

526. Wielokat wypukly o n wierzchotkach ma
m = in(n — 3) przekatnych. Liczba wszystkich par
przekatnych wynosi
Mo (™) = n(n73)(n273n72)A
2 8
Od tego trzeba odliczy¢ pary przekatnych (w liczbie K)

przecinajacych sie wewnatrz wielokata oraz pary przekatnych
(w liczbie L) majacych wspélny koniec.

Kazda czworka wierzchotkéw wyznacza dokladnie jedng pare
przekatnych przecinajacych si¢ w punkcie wewnetrznym;
zatem K = (Z) Kazdy wierzchotek jest wspdlnym koncem
("g?’) par przekatnych; zatem L =n - ("g?’) Stad ostateczny
wynik (postaé¢ po uproszczeniu):

(n—3)(n— 4)(n - 5)

n
M-K-L=
12




Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:
31 IIT 2007
Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
420 (WT = 1,75) i 421 (WT = 2,09)
z numeru 6/2006
Mateusz FLacki — Krakéw 42,38
Tomasz Tkocz — Rybnik 36,42
Marian Lupiezowiec — Zebrzydowice 32,79
Konrad Kapcia — Czestochowa 32,13

Tomasz Wietecha  — Tarnéw 26,08
Jerzy Witkowski — Radlin 26,07
Krzysztof Magiera — Losiéw 18,64
Andrzej
Nowogrodzki — Chocianéw 17,01
wssgsis
—

422. Oznaczmy sktadows pozioma sity napiecia sznurka
przez F, pionowa przez Fy, a sam sznurek przedstawmy

na wykresie z — y (rys.).

Y .

——
——
—

Poniewaz sznurek jest wiotki, wiec sitla napiecia musi by¢
w kazdym punkcie do niego réwnolegta, tzn.

dy _ Ly

dz ~ E,°

Skladowa F), jest stata i réwna mg, natomiast sktadowa
F, roénie ,w gore” sznurka zgodnie z réwnaniem

dF, = fds, czyli F; = fs, gdzie s jest zmienng — dlugoscig
sznurka od danego punktu do ciezarka. Po podstawieniu
dy = V/ds? — dz? otrzymujemy réwnanie rézniczkowe

ds mg
. )
dz + ( fs
Rozwigzaniem (spelniajacym warunek z = 0 dla s = 0)
s2 + (mg/f)? — mg/f. Podstawiajac

jest funkcja z(s) =

>2.

Zadania z fizyki nr 430, 431
Redaguje Jerzy B. BROJAN

430. Oto fragment artykutu z gazety codziennej, dotyczacy mozliwosci
bezposredniej obserwacji planet pozastonecznych metoda zastoniecia gwiazdy
(ktorej $wiatlo jest znacznie silniejsze):

satelita. .. rozwinie parasol o Srednicy 30-50m, ktory postuzy za przestone
dla teleskopu. Zeby skutecznie wyeliminowaé swiatlo qwiazdy docierajgce
z odlegtosci kilkudziesieciu lat Swietlnych i réwnoczesnie umozliwi¢ obserwacje
uktadu planetarnego tej qwiazdy, przestona musi znajdowac sie kilkadziesigt
tysiecy kilometrow przed teleskopem.

Skad wynikaja podane wyzej wartosci $rednicy przestony i jej odleglosci?
Czy nie mogtaby by¢ ona np. 10 razy mniejsza i znajdowaé sie odpowiednio
blizej? Przyjaé, ze uktad planetarny jest podobny do Uktadu Stonecznego,
a obserwowany jest w $wietle widzialnym.
A
¥ -

431. Na osi betonowego walca A w duzej odleglosci od
niego znajduje sie malte 7zrédto promieniowania gamma,
a za walcem znajduje sie detektor promieniowania D.
Drugi z narysowanych ukltadéw rézni sie od pierwszego B D
tylko wigksza gruboscia walca B. Okazalo sieg, ze % I:I °
natezenia promieniowania zmierzone przez detektory nie byly jednakowe. Ktéry
z detektoréw wskazywal wieksze natezenie promieniowania i dlaczego?

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 9/2006
Przypominamy tres¢ zadan:

422. Na niewazkim sznurku o dlugosci I = 1 m wisi ciezarek o masie m = 100 g. Wieje wiatr, ktory
na kazdy odcinek sznurka o dlugosci ds dziala poziomo skierowana sita o wartosci dF = f ds, gdzie
f =0,8N/m. O ile odchyla si¢ ciezarek pod wplywem wiatru? Pytanie dotyczy poziomej sktadowej

przesuniecia w stanie réwnowagi.

423. Ciegzarek zawieszono na sprezynie z drutu metalowego, ktéra jest czescig obwodu elektrycznego
pradu statego (rysunek obok). Czy natezenie pradu w obwodzie pozostanie state, gdy wprawimy
cigzarek w drgania pionowe? Jedli nie, to w ktérych momentach bedzie ono najwieksze, a w ktérych
najmniejsze? Wystarczy odpowiedz jakosciowa, dla niewielkiej amplitudy drgan.

hiperbolicznym, czyli sznurek tworzy ,,potozong na boku”
krzywa tancuchows.

423. Wydtuzenie sprezyny zmniejsza jej indukcyjnosé L,

a przy ustalonym natezeniu pradu elektrycznego
zmniejszeniu ulegtaby tez wartos¢ strumienia indukcji
magnetycznej & = LI. Zgodnie z reguty Lenza powstajaca
sita elektromotoryczna indukcji powoduje zatem
zwiekszenie natezenia pradu. Doktadniejsza analiza wymaga
podstawienia wyrazen

x L:Lo—l—Llsinwt, I:IO+Ilsin(wt+<p)

do réwnania
d

E=RI+ E(Ll ).
Podana wyzej postaé zaleznosci natezenia pradu od czasu
jest poprawnym rozwigzaniem réwnania tylko w przypadku
matych L i I;. Okazuje sig, ze jedli stata czasowa obwodu
7 = L/R jest znacznie krétsza od okresu drgan ciezarka T, to
maksymalny wzrost natezenia pradu wystapi w chwili, gdy
szybko$é ruchu ciezarka w dét bedzie najwieksza (podczas
przejscia przez potozenie réwnowagi). W przeciwnym
skrajnym przypadku 7 > T natezenie pradu bedzie rosto tak
dtugo, jak dtugo sprezyna bedzie si¢ wydluzata, osiagajac
maksymalna warto$¢ w chwili zatrzymania sie ciezarka
w dolnym potozeniu. Gdy wielkosci 7 i T' sa poréwnywalne,
przesuniecie fazy ¢ ma warto$¢ posrednia miedzy 0 a /2.

s = [, obliczamy szukana warto$¢ przesuniecia poziomego
x = 0,356 m. Mozna wykazadé, ze funkcja x(y) jest cosinusem
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Oczywiscie, minimum natezenia pradu bedzie w kazdym
przypadku przesuniete o p6t okresu wzgledem maksimum.



Rozwigzanie zadania F 683.
Potencjaly kulki oraz podlaczonej
do niej okladki kondensatora sa réwne,

a potencjal oktadki uziemionej jest réwny

zeru. Stad
9  q0—q

4dmegr C

Zatem tadunek pozostaly na powierzchni

kulki jest réwny
q0

4= 1+ (7//1775()7"

Rozwigzanie zadania F 684.

Powiedzmy, ze na oktadce kondensatora
jest tadunek g, wtedy na powierzchni
kulki z nig polaczonej zostanie tadunek
@ — q. Na drugiej okladce indukuje

sie tadunek —gq, a na powierzchni

kulki o promieniu R — tadunek +gq.
Przyréwnujac wielkosci potencjalow

miedzy okladkami i miedzy kulkami,
mamy

qg 1 Q—q q
c 4meq r R)"

Stad otrzymujemy

1 4meg -
g=Q |1+r E+ ol .

Patrz w niebo

W 1979 r. zaobserwowano po raz pierwszy zjawisko soczewkowania
grawitacyjnego wérdd galaktyk. Byl to wielki sukces zaréwno obserwatoréw, jak
i teoretykow, ktérzy znieksztalcone przez grawitacje obrazy galaktyk prawidlowo
opisali (oczywiscie, na gruncie ogdlnej teorii wzglednosci). Obecnie tego rodzaju
obrazy rejestruje sie niemal rutynowo. Grawitacyjna soczewke, ktéra bardzo
czesto jest gromada galaktyk, udalo sie nawet wykorzystaé¢ jako dodatkowa,
umieszczong przed teleskopem soczewke, dzieki ktorej obiekty odleglejsze od niej
mozna zobaczy¢ powiekszone i pojasnione.

Tak wlaénie udalo sie kilka lat temu zespolowi obserwatoréw pracujacemu przy
Teleskopie Hubble’a wykorzystaé obrazy gromady galaktyk Abell 2218 w Smoku.
Oprécz standardowo znieksztalconych (jakby przez zwykla szklana soczewke)
obrazow galaktyk polozonych za ta gromada wida¢ tam kilka bardzo matych
czerwonych plamek. Po zbadaniu ich widm (zreszta za pomoca 10-metrowego
teleskopu Kecka na Hawajach — naziemnego!) okazalo sie, ze dwie z nich
maja widma jednakowo poczerwienione, uznano wiec, ze sa rozdwojonym
obrazem tego samego malego obiektu o przesunieciu ku czerwieni wynoszacym
az 5,58. Przy dopplerowskiej interpretacji Swiatto opuscito ten obiekt, gdy
wiek Wszech$wiata wynosit 4% obecnego wieku. Pole grawitacyjne gromady
Abell 2218 (lezacej siedem razy blizej niz éw zagadkowy obiekt) powigkszylo
jego obraz 5-6 razy i pojasnito 30 razy. Jego rzeczywiste rozmiary oceniono
na 150 pc. Obiekt ten nie jest wprawdzie rekordowo odlegly, ale w ogdle
nie méglby zosta¢ wykryty, gdyby nie gromada-soczewka Abell 2218. Nie
sposob orzec, czy jest to fragment bardzo odleglej protogalaktyki, jasny obszar
gwiazdotwdrezy w niewidocznej galaktyce, czy jaki$ fragment pozostaty po
zderzeniu galaktyk. Za to na pewno obiekt ten bedzie jednym z pierwszych
obserwowanych przez wigkszego nastepce Teleskopu Hubble’a, ktory ma zostaé
uruchomiony w 2009 roku.

Tomasz KWAST

Styczen

Chyba najefektowniejszymi zjawiskami niebieskimi sa za¢mienia. Ot6z w roku
2007 nastapia dwa czeSciowe zaémienia Stonca i dwa caltkowite za¢mienia
Ksiezyca. Mimo ze zaé¢mienia Ksiezyca wida¢ z calej potkuli Ziemi zwréconej
akurat ku Ksiezycowi, to tak sie teraz nieszczesliwie sklada, ze z Polski nawet
tych za¢mien nie zobaczymy. Bo stonecznych réwniez, niestety, nie zobaczymy.
Zobaczymy (o ile pogoda pozwoli) kilka zakryé¢ Regulusa, dwa Saturna i jedno
Marsa przez Ksiezyc — ale o tym we wlasciwych miesigcach. I czasami beda
blyska¢ meteory, tylko ze ich obfitosci nie da sie dobrze przewidziec.

W styczniowe wieczory, jak zwykle, mamy — zwlaszcza we wschodniej potowie
nieba — bardzo duzo jasnych gwiazd. Tam bowiem wida¢ Oriona, Matego

i Wielkiego Psa, Bliznieta, a wysoko znajduja sie stynne gromady: Plejady

i Hiady. Do tego Droga Mleczna przecina niebo od potudniowego wschodu

do péhocnego zachodu. Piekny widok!

Wenus jest w Koziorozcu i nie wida¢ jej z powodu bliskosci Stonca. Tak samo
jest z Marsem w Strzelcu. Na poludniowym niebie, w Wezowniku, jest tez
Jowisz, ktoéry wschodzi dopiero w drugiej potowie nocy. Jedynie Saturna dobrze
wida¢ w Bliznigtach prawie przez cala noc. Pelnia Ksiezyca wypada 3 1, a now
19 I. W styczniu Ksiezyc dokona az pieciu zakry¢ jasnych obiektéw, ale. . .
Zakrycie Saturna bedzie 6 I, cho¢ widoczne tylko z obszaréw arktycznych.
Zakrycie Regulusa 7 I bedzie akurat widoczne w Europie, ale w Polsce

niezbyt korzystnie, bo nad ranem. Spike Ksiezyc zakryje 11 I dla mieszkancow
Antarktydy, Antaresa 15 I dla mieszkancow potudniowych krancéw Afryki

i Ameryki Poludniowej i podobnie bedzie z zakryciem Wenus 20 1. Z jasnych
meteoréw przewiduje sie (na ile to mozliwe) dosé obfity réj Kwadrantydéw
(dawna nazwa Kwadrant odpowiada obszarowi na styku Smoka, Herkulesa

i Wol ksi koto 3 I.
i Wolarza) z maksimum okolo T K
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Kod Huffmana Rafal SZTENCEL *(scripsit et pinxit)
L)

Rozwiazemy problem z poprzedniego odcinka.
Przypus$émy, ze w pewnym miasteczku wystepuje
tylko pie¢ imion zenskich: Agnieszka, Barbara,
Celina, Dorota i Elzbieta, z czesto$ciami odpowiednio
35%, 34%, 16%, 8% i 7%. Mamy ustali¢ imie

losowo wybranej kobiety, zadajac pytania, na ktore
otrzymujemy odpowiedz ,tak” lub ,nie”. Jak pytac,
by érednia liczba pytan byla najmniejsza?

kot HufPmano

Konstruujemy drzewko. Najpierw taczymy dwa ,licie” o najmniejszej wadze
(D i E), ktére beda w efekcie wyrastaé ze wspdlnego wezlta. Otrzymujemy nowa

liste wag: 35, 34, 16, 15. Nastepnie taczymy dwie najmniejsze wagi i powtarzamy

procedure, dopdki sie da. Rezultat widaé na rysunku, drzewko sugeruje (mamy

nadziejg) sposob zadawania pytan. Jesli odpowiedz ,tak” oznaczymy cyfra 1,

a odpowiedz ,nie” cyfra 0, to ciagi odpowiedzi (kody) identyfikujace wszystkie

imiona beda wygladaé¢ jak w tabeli na marginesie.

Do identyfikacji potrzebujemy srednio
q=1-035+2-0,34+3-0,164+4-0,0844-0,07=2,11

pytania na osobe, podczas gdy entropia H odpowiedniego rozktadu

prawdopodobienstwa jest rowna 2,04. Przypominamy, ze

H=-> p;log,pi,

Imie kod | czestosé i=1
A;“iESZka 011 géi gdzie w naszym przypadku p; = 0,35, ..., ps = 0,07. Widzimy, ze spelniona jest
arbara 2 nieréwno$¢ z poprzedniego odcinka:
Celina 001 0,16
Dorota | 0001 | 0,08 H<q<H+I1
Elzbieta | 0000 0,07 Przedstawiona metoda pochodzi od Huffmana. Mozna udowodnié, ze $redniej

liczby pytan nie da si¢ zmniejszy¢.

Wyobrazmy sobie, ze mamy tekst, w ktérym wystepuja wylacznie litery A, B,
C, D i E z podanymi wczeéniej czestosciami. Gdyby$my chcieli go zakodowaé

za pomocg ciggu cyfr dwdjkowych, czyli zer i jedynek, to, na przyklad, stowo
BABA przybratoby posta¢ 011011. Kod o stalej dltugos$ci wymagalby trzech

cyfr dwéjkowych (bitéw) na znak. Kod Huffmana wymaga tylko 2,11 bita

na znak. Rzut oka do tabeli pozwala stwierdzi¢, ze wigcej oszczedzamy na czesto
wystepujacych symbolach A i B o krétkich kodach, niz tracimy na rzadkich
symbolach D i E o dlugich kodach.

Kod Huffmana jest w pewnym sensie optymalny,

ale w jakim? Jesli kodujemy pojedyncze znaki, to
liczby bitéw na znak nie da sie juz zmniejszy¢. Stad
oczywiste zastosowania w programach archiwizujacych
pliki komputerowe. Z drugiej strony kodowanie tekstu
BA...BA (powtoérzone milion razy) metoda Huffmana
jest, delikatnie méwiac, nieoptymalne. W jezyku
naturalnym takie teksty zdarzaja sie rzadko, chodé,

na przykltad, w zapisie cyfrowym fotografii analogiczne
ciagi nie sg niczym dziwnym. Skoro jednak mowa

o jezyku naturalnym, to doskonale wiadomo, ze zaden
jezyk nie przypomina ciggu symboli generowanych
niezaleznie z ustalonymi czesto$ciami. Przeciwnie,
znajac cze$¢ wyrazu mozna na ogoél odtworzyé calosé.
Nad oszacowaniem faktycznej entropii tekstu w bitach
na znak zastanawial sie juz tworca teorii informacji,
Claude Shannon. Jedli wzia¢ pod uwage tylko czestosci
wystepowania liter w jezyku angielskim, to wynosi ona
2,14 bita na znak. Shannon zaproponowal zadziwiajaco
prosta i pomystowa metode szacowania faktycznej
entropii tekstu: odczytywatl kolejne litery, a druga osoba
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zgadywala dalszy ciag. Okazalo sie, ze entropia zawiera
sie w granicach 0,6-1,3 bita na znak. Jak wykorzystac
ten fakt przy kodowaniu? Chyba bedziemy musieli
zastanowi¢ si¢ nad tym w przysztodci.

Czasem znajac pierwsza litere tekstu, mozna
odtworzy¢ catkiem pokazny fragment, jak w przypadku
artykutu z pierwszej strony ,, Trybuny Ludu” z lat
siedemdziesiatych ubiegtego stulecia: ,Pierwszy
sekretarz KC PZPR Edward Gierek przebywal wczoraj
z gospodarska wizyta w Zakladach Miesnych im.
Feliksa Dzierzynskiego w Mlawie...” — itd. w tym
stylu. Przyklady wspolczesne tekstow o zawartosci
informacyjnej 0 bitow na znak kazdy do$piewa sobie
sam.

Podziekowania. Kacik ,,Omega”ukazuje si¢ juz od roku. Docieraja
do mnie komentarze Czytelnikéw, na ogél zyczliwe, za ktére
pragnalbym w tym miejscu podzigkowaé. Nie jest tatwo wyobrazié
sobie modelowego czytelnika. Dlatego tez wigkszos$¢ tekstéw przed
publikacjg przeczytala Agnieszka Struzynska, studentka Wydziatu
Nauk Ekonomicznych UW. Co wigcej, kilka tematéw, w tym biezacy,
ma bezposredni zwiazek z konsultacjami, jakich jej udzielatem.

Ten przyklad pozytkéw z dziatalnosci dydaktycznej zastuguje

na wzmianke, a osoba, ktora podjeta si¢ krytycznej lektury — na
podziekowanie.



