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Tym razem nasza kolekcja to powierzchnie archimedesowe, czyli takie,
ktore sktadaja sie z wielokatéw foremnych stykajacych sie catymi bokami

w ten sposob, ze we wszystkich narozach sa takie same cykle wielokatéw,
przy czym wielokatow foremnych sa co najmniej dwa rodzaje. Bedziemy
pisali np. (3, 4, 3, 4), gdy w narozu stykaé siec beda kolejno tréjkat, kwadrat,
trojkat i kwadrat. Z jednym wyjatkiem napisowi takiemu odpowiada tylko
jedna powierzchnia. Piszemy powierzchnia, a nie wielo$cian, bo 8 z nich to
parkietaze calej ptaszczyzny. Jest ich 22 plus dwie nieskonczone serie.

Na rysunkach zaznaczony zostal sposéb, w jaki powierzchnie archimedesowe
mozna otrzymaé z powierzchni platoniskich (ktére okresla sie podobnie

do archimedesowych, z tg réznica, ze sa one zlozone z wielokatéw foremnych
jednego rodzaju). Jak widaé¢ na stronie 16, w ostatnich dwéch przypadkach
nie mozna tego zrobic.
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nieskorniczone serie to (4, 4, n) —
czyli graniastostupy i (3, 3, 3, n)
czyli antygraniastostupy. Na rysunku

oczywiscie n = 5.

*Instytut Matematyki, Uniwersytet
‘Warszawski

Twierdzenia Godla — pogadanka
Leszek KOLODZIEJCZYK®

28 kwietnia br. mineta setna rocznica urodzin Kurta Gédla, jednego z wielkich
matematykow ubieglego wieku, a zarazem ,najwiekszego logika od czaséw
Arystotelesa”, wedle powszechnie podzielanej opinii von Neumanna. Warto z tej
okazji przypomnie¢ najznakomitsze (choé¢ bynajmniej nie jedyne!) osiagniecie
matematyczne Godla, czyli dwa twierdzenia o niezupelnoéci silnych teorii
aksjomatycznych.

Aby lepiej zrozumieé znaczenie twierdzen o niezupetnosci i wplyw, jaki
wywarly, dobrze jest uswiadomic sobie kontekst historyczny, w ktérym sie
pojawity. Koniec XIX w. i pierwsze dziesigciolecia XX w. to w matematyce
okres burzliwego rozwoju nowych metod. Coraz $mielej stosowano zwlaszcza
abstrakcyjne techniki rozwinietej przez Georga Cantora teorii mnogosci (teorii
zbioréw). Metody teoriomnogosciowe szybko doprowadzily do uscislenia
niejasnych dotad poje¢ i uzyskania fascynujacych wynikéw. Wyniki te bywaly
jednak nieintuicyjne, a czasem wysoce nieprzyjemne (np. istnienie zbioru

na prostej, ktéremu nie da sie w sensowny sposéb przypisa¢ miary). Co gorsza,
beztroskie uzywanie zbioréw prowadzito do paradokséw (z ktérych najlepiej
znanym jest tzw. paradoks Russella: czy zbiér wszystkich zbioréw, ktore nie sa
elementami samych siebie, jest elementem samego siebie?). Stopniowo rodzilo sie
poczucie, ze matematyka przezywa kryzys swoich podstaw.

W odpowiedzi na kryzys liczni matematycy, w tym tak wybitni jak Poincaré,
Brouwer czy Weyl, sugerowali ograniczenia (nieraz radykalne) zestawu
dopuszczalnych w matematyce $rodkéw dowodowych. Zupelnie inny sposéb
wyjscia z kryzysu proponowal Dawid Hilbert, bezwzglednie przeciwny wszelkim
probom okrajania matematyki. Sednem tzw. programu Hilberta, sformutowanego
w latach 20. ubieglego wieku, byto wyodrebnienie pewnej klasy metod uznanych
za bezwzglednie pewne. Caltkowicie bezpieczne mialy by¢ metody finitystyczne,
czyli, w uproszczeniu, odwolujace sie wylacznie do konkretnych, skoniczonych
obiektéw (takich jak liczby naturalne). Metody infinitystyczne — odwolujace sie
do zbioréw nieskonczonych — wymagaly natomiast usprawiedliwienia. Hilbert
mial przy tym pomyst na to, jak je usprawiedliwic.

Wedtug Hilberta nalezalo, po pierwsze, sformalizowaé calg matematyke

w postaci jednej teorii aksjomatycznej. Teoria miata by¢ zupelna, tj. umozliwiac¢
rozstrzygniecie kazdego problemu dajacego sie wyrazi¢ w jej jezyku. Po drugie
za$, nalezalo pokazaé, ze teoria ta jest niesprzeczna, czyli ze nie mozna

w niej udowodnié zdania wewnetrznie sprzecznego (np. 0 # 0). Co wiecej,
dowdd niesprzecznosci miat by¢ catkowicie pewny, powinien zatem uzywac
jedynie srodkéw finitystycznych; zwréémy uwage, ze jest to a priori mozliwe,
jako ze dowody w systemach formalnych to konkretne, skonczone obiekty
kombinatoryczne (skofczone ciagi napiséw konstruowane wedlug pewnych
regul).

Dowdéd taki gwarantowalby przynajmniej tyle, ze uzywanie wszelkich srodkéw
owczesnej matematyki, w tym infinitystycznych, nie doprowadzi do katastrofy,
jaka bylaby sprzeczno$é. W istocie za$ oznaczalby nawet, ze wszystkie
,najbardziej konkretne zdania” (w zargonie logicznym: I19-zdania), majace
dowdd w ogdle, maja tez dowdd finitystyczny.

Hilbert poktadal w swym programie wielkie nadzieje, liczac na to, ze pozwoli
na ,rozwiazanie problemu podstaw matematyki raz na zawsze”. Udato sig
zresztg poczyni¢ pewne drobne kroki na drodze do realizacji programu.

W 1931 r. ukazala si¢ jednak praca Godla Uber formal unentscheidbare Sdtze
der ‘Principia Mathematica’ und verwandter Systeme, ktéra nadzieje Hilberta
zniweczyla.

Praca zawierala dowdd tzw. pierwszego twierdzenia o niezupelnosci: kazda
dostatecznie silna teoria aksjomatyczna jest niezupelna (nie moze zatem istnieé
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Zapis T F 1 oznacza, ze T dowodzi

zdania v, a —¢ oznacza zaprzeczenie .

z czworo$cianu i szescianu wycinamy

(3,6,6)i(3,8,8)

z dwunastoscianu i parkietazu
szedciokatnego otrzymujemy (3, 10, 10)
i(3,12,12)

r."

¢ ' to konwencjonalne oznaczenie
numeru Goédla zdania ¢

zupelna teoria obejmujaca cala matematyke). Co gorsza, Godel zaanonsowal
tez drugie twierdzenie o niezupelnosci: zadna dostatecznie silna teoria
aksjomatyczna nie dowodzi wlasnej niesprzecznosci (skoro za$ niesprzeczno$é
silnej teorii nie jest nawet dowodliwa w niej samej, tym bardziej nie ma co
marzy¢ o dowodzie finitystycznym).

Zanim powiemy kilka stéw o dowodzie twierdzen o niezupetnosci, sformutujmy
same twierdzenia nieco doktadniej (acz, z réznych wzgledéw, nie catkiem
dokladnie).

Pierwsze twierdzenie o niezupetnosci

Niech T bedzie niesprzeczna teoria aksjomatyczna zawierajaca pewien ustalony
fragment arytmetyki. Zalézmy ponadto, ze wlasnos$¢ bycia aksjomatem T jest
algorytmicznie rozpoznawalna. Wtedy T jest niezupelna: istnieje zdanie ¢

w jezyku teorii T" nierozstrzygalne w T, czyli takie, ze T ¥ @ 1 T ¥ —.

Drugie twierdzenie o niezupelnosci
Przy zalozeniach pierwszego twierdzenia, jesli Cony jest zdaniem w jezyku T'
wyrazajacym w spos6b naturalny niesprzecznos$¢ T'; to T ¥ Conrp.

Niektére zwroty uzyte w powyzszych sformutowaniach wymagaja zapewne
wyjasnien.

Po pierwsze, co to znaczy, ze T ma zawiera¢ pewien fragment arytmetyki?
Wystarczy tyle, by w teorii 7" mozna bylo udowodni¢ pewne fakty dotyczace
arytmetyki liczb naturalnych. Dzi§ wiemy, ze moze to by¢ raptem kilka prostych
faktéw typu: dodawanie liczb naturalnych jest taczne, kazda liczba naturalna
jest zerem lub jest postaci n + 1, itp. Nie trzeba przy tym zaktadaé, ze jezyk

T zawiera pojecia arytmetyczne (wystarczy, ze daja sie one wewnatrz T'
zdefiniowad).

Dalej, jaki jest sens zalozenia o algorytmicznej rozpoznawalnosci aksjomatow T'
i czy nie jest to istotne ograniczenie? Wymagamy tyle, by istniala mechaniczna
procedura rozpoznawania, czy dany ciag znakéw jest aksjomatem T' (pojecie
,mechanicznej procedury” mozna uscisli¢, uzywajac np. teorii maszyn Turinga,
ale jego intuicyjny sens powinien byé w epoce komputeréw dosé jasny).
Zalozenie to, spelnione przez wszystkie teorie aksjomatyczne spotykane

w praktyce, jest istotne z punktu widzenia matematycznego, ale w pelni
naturalne z punktu widzenia ,ludzkiego”: jesli nie wiadomo nawet, jak
rozstrzygnad, co jest aksjomatem danej teorii, a co nie, to taka teoria jest dla
nas bezuzyteczna.

Kolejna rzecz: zaktadamy tylko tyle, ze T' ,;wie” troche na temat liczb
naturalnych. W szczegélnosci, jezyk T moze zawiera¢ np. wylacznie pojecia
arytmetyczne. Jakze zatem wyrazié¢ niesprzeczno$é¢ T', czyli pewien fakt
dotyczacy dowodéw formalnych, a nie liczb, w tymze jezyku? Idea jest catkiem
naturalna. Obiekty syntaktyczne, takie jak zmienne, formuty, dowody w teorii
aksjomatycznej itp., to skonczone ciagi znakéw — mozemy je np. zakodowaé
jako skonczone ciagi zerojedynkowe. Ciag zerojedynkowy mozna z kolei bez
trudu utozsamié¢ z liczba naturalng (np. dopisujac z przodu jedynke i traktujac
go jako zapis liczby w systemie dwéjkowym). Tak wiec, kazdemu obiektowi
syntaktycznemu mozna w naturalny sposéb przyporzadkowaé liczbe (tzw.
numer Godla). W dodatku (co jest juz faktem wymagajacym nietrywialnego
uzasadnienia) wlasnodci, takie jak ,x jest numerem Godla formuly zaczynajacej
sie od kwantyfikatora ogdlnego” albo ,x jest numerem ciagu bedacego
dowodem zdania o numerze y” mozna wyrazi¢ formutami jezyka T, i to w taki
sposob, ze da sie w teorii T' o tych wlasnosciach rozumowaé¢. Nam szczegdlnie
potrzebna bedzie formuta Pr(x): ,x jest numerem zdania dowodliwego

w T7. Niesprzecznos¢ T, czyli Cony, mozemy teraz sformutowaé np. jako

= Pr(T0 #£07).

Mozemy teraz przystapi¢ do naszkicowania dowodu obu twierdzen Godla.
Kluczowa role w dowodzie gra odpowiednio zmodyfikowany paradoks ktamcy
(czy zdanie ,to zdanie jest falszywe” jest prawdziwe?), w ktérym prawdziwosé
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z oémioscianu wycinamy czternasto$cian
(4, 6, 6) (mozna go tez wyciaé

z sze$cianu); w Delcie pisaliémy o nim
w numerze 9/1996 i 2/2005

W istocie nasz argument dziata

przy zalozeniu nieco wzmocnionego
warunku niesprzecznosci T, tzw.
w-niesprzecznodci; jesli chce sig
przeprowadzi¢ dowéd wylacznie przy
zalozeniu zwyklej niesprzecznosci, trzeba
nieco zmodyfikowaé zdanie ~y.

z szeScianu i dwunastoScianu wycinamy,
cho¢ w bardziej skomplikowany spos6b

(4, 6, 8) i (4, 6, 10)

zostaje zastapiona dowodliwoscia. Aby mozna bylo go sformulowaé, potrzebny
jest nastepujacy fundamentalny lemat.

Lemat przekatniowy
Niech ¢(x) bedzie formuta w jezyku teorii T' z jedna zmienng wolna z. Istnieje
takie zdanie ¥, ze T F (¢p < o(T¢M)).

Méwiac swobodnie: dla kazdej wlasnosci wyrazalnej w jezyku teorii T istnieje
zdanie, ktére ,orzeka o sobie”, ze ma te wlasnoscé.

Innym waznym elementem dowodu, zwlaszcza drugiego twierdzenia, jest
obserwacja, ze jesli T' jest dostatecznie silna, to wprowadzona powyzej formuta
Pr(z), wyrazajaca dowodliwo$¢ w teorii T, spelnia trzy warunki, zwane
tradycyjnie warunkamsi wywodliwosci:

(D1) jeSli T F o, to T+ Pr(Tp™),
(D2) T+ (Pr(g) — Pr("Pr("p ")),
(D3) T+ (Pr("¢ — ¢ )& Pr(T¢™) — Pr(Ty7)).

Intuicyjnie: (D1) — jesli jakie$ zdanie jest dowodliwe w T', to T dowodzi tego
faktu; co wiecej, (D2) — samo (D1) jest dowodliwe w T'; wreszcie, (D3) —
dowodliwo$é w T jest (dowodliwie w T'!) zamknieta na pewna standardowa
regule wnioskowania (tzw. modus ponens).

Gdy mamy juz do dyspozycji lemat przekatniowy i warunki wywodliwodci,
reszta dowodu twierdzen Godla jest juz stosunkowo nietrudnym rachunkiem.
Rozwazmy bowiem dane przez lemat takie zdanie v, ze T F (v <= - Pr("y7)).
Zdanie v ,,méwi” zatem, ze samo nie jest dowodliwe w teorii T'. Okazuje sie,

ze T ¥ v oraz T ¥ —y. Tak wiec, v jest zdaniem, o ktérym mowa w pierwszym
twierdzeniu Godla.

Pokazmy, ze T ¥ ~. Jesli T F v, to na mocy warunku (D1) jest takze
T+ Pr("+7). Ale Pr("77) jest réwnowazne —y. A zatem T -~ i T F —,
wbrew zalozeniu niesprzecznoéci 7.

Formalny dowdd, ze réwniez T' ¥ —y, pominiemy, zauwazajac jedynie, ze T ¥ —y
musi zachodzié, jedli tylko teoria T" nie dowodzi zadnego zdania falszywego.
Otoéz zdanie —y jest wlasnie falszywe: méwi bowiem, ze istnieje dowdd zdania y
w teorii T'. Ale przed chwila pokazalidmy, ze taki dowdd nie istnieje!

Aby udowodnié drugie twierdzenie Godla, wystarczy pokazaé, ze
T F (Cony — 7). W tym celu uzyjemy warunkéw wywodliwosci (D1)—(D3).
Mamy T F (v <= —Pr("y")), a zatem, na mocy (D1) i (D3), takze
T+ (Pr("™7) < Pr("=Pr("yM)7).
Z drugiej strony, (D2) daje
TE (Pr("y7) — Pr("Pr("y™)7)).
Ale dla zupelie dowolnego zdania 1)
T+ (Pr("¢M)& Pr("=¢™) — Pr(T0 # 07))
(co wynika z (D3) oraz faktu, ze T dowodzi wszystkich podstawien tautologii
rachunku zdan). Ostatecznie zatem dostajemy T+ (Pr("7) — Pr("0 # 07)),

czyli T F (Congp — 7). Szkic dowodu twierdzen o niezupelnosci zostal wiec
zakonczony.

Jak juz wspominaliémy, wyniki Gddla obalily nadzieje (oddality obawy?),
ze calg matematyke da sie sprowadzi¢ do rozumowania wewnatrz jednego
ustalonego systemu aksjomatycznego. Zrodzity takze dalsze pytania.
Przyktadowo: czy datoby si¢ moze zaksjomatyzowac caly ,spotykana

w praktyce” matematyke badz ,matematyke stosowana w naukach
przyrodniczych”? Albo: jak dalece trzeba wykroczy¢ poza dana teorie
aksjomatyczna, aby moc udowodnié jej niesprzeczno$¢? Te i inne pytania
inspirowaly nastepnie bujny rozwdj nowych gatezi logiki matematyczne;j.
To juz jednak tematy na inne pogadanki.
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Trzy oszustwa wirusa grypy Agnieszka BZOWSKA®

Grypa jest chorobg wirusowa. Jednak dowiedzieli$émy sie o tym stosunkowo
niedawno. Kiedy w 1898 roku panowata pandemia nazywana ,rosyjskim
katarem”, uwazano, ze chorobe te powoduje bakteria — Haemophilus influenzae
i temu przekonaniu grypa zawdziecza swojg nazwe w niektorych jezykach, np.
w angielskim ,influenza” Okazalo sie jednak, ze to nie bakteria Haemophilus
influenzae jest przyczyna grypy, choé czesto jej obecnosé towarzyszy chorobie.
W latach 30. ubiegtego wieku zidentyfikowano prawdziwego sprawce choroby —
wirusa grypy.

Wirusy to bardzo specyficzne twory chemiczne. W zasadzie trudno

nawet nazwac je zywymi, bowiem samodzielnie nie moga sie¢ rozmnazac.

Do wytworzenia organizméw potomnych potrzebuja komoérek gospodarza —
zwierzecia, rodliny czy bakterii. Wirusy sa skrajnymi pasozytami: podrzucaja
swoje geny komérce i zmuszaja jej molekularna maszynerie do wytworzenia,
w oparciu o zapasy komorki, potomnych wiruséw. Cykl zyciowy wirusa jest
bardzo prosty: wtargniecie do komérki gospodarza, podrzucenie komorce
nielicznych wlasnych genéw — te geny to przepisy na produkcje kilku bialek
wirusowych, namnozenie genéw i bialek wirusa, potaczenie ich w wirusy
potomne, uwolnienie nowych wirusow z komorki gospodarza. Celem wirusa nie
jest zabicie komorki, a ,tylko” zmuszenie jej do produkcji nowych wiruséw.

Wirus grypy ma ksztalt zblizony do kuli, a wielko$¢ — okoto 100 nm (rys. 1).
Sklada sie z genéw w postaci kwasu RNA, otoczonych nielicznymi biatkami oraz
blona lipidowa (czyli ttuszczowa), z powierzchni ktérej stercza jak kolce dwa
biatka — hemaglutynina i neuramidaza. Sa one odpowiedzialne, odpowiednio,

za wnikniecie wirusa do komérki i uwolnienie z niej wiruséw potomnych. Symbol
szczepu wirusa, np. HAN1 w przypadku grypy ptasiej oznacza, ze na powierzchni
znajduje si¢ hemaglutynina typu 5 i neuramidaza typu 1.

Rys. 1. Wirus grypy widziany w mikroskopie elektronowym (Zrédto: Ross Hamilton,
http://www.influenzacentre.org/images.htm). Widoczne na powierzchni paleczki to wspomniane
w tekscie biatka: hemaglutynina i neuramidaza.

Przyjrzyjmy sie teraz, jak wirus grypy sprytnie oszukuje komorke w celu

wtargniecia do jej wnetrza i podrzucenia jej swoich genéw. W procesie infekcji

hemaglutynina wiaze sie z czasteczka cukru — tzw. kwasem sjalowym — bedaca

receptorem na powierzchni btony komorek gospodarza. Komoérka broni sie przed
*Zaklad Biofizyki, Instytut Fizyki niepozadanym ,gosciem” metoda tzw. endocytozy, tj. wpuklenia btony i odciecia
Doswiadczalnej, Uniwersytet Warszawski 7 niej p@cherzyka, tzw. endosomu.

.....

a)

Rys. 2. Pierwsze etapy cyklu zyciowego wirusa grypy: a) polaczenie hemaglutyniny (paleczki na powierzchni wirusa) z receptorem — kwasem
sjalowym (czarne kropki), b) wnikniecie do komérki drogg endocytozy, ¢) ucieczka z endosomu i d) podrzucenie komérce genéw wirusowych
(kolorowe spiralki).
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czes$¢ identyczna
we wszystkich aminokwasach

>

tancuch bocznys;

w niektorych aminokwasach
moze mie¢ tadunek —1le lub 0
albo +1e lub 0, zaleznie od pH

Rys. 3. Pojedynczy aminokwas.

Kolejnym krokiem jest przygotowanie intruza do strawienia przez obnizenie

pH wewnatrz endosomu z pH 7 do pH 5 (czyli zwiekszenie stezenia protondéw

z 1077 do 1075 [mol/dm?3]; dokonuje tego specjalny enzym), a nastepnie
przylaczenie do endosomu lizosomu dostarczajacego enzymy trawienne (tego nie
pokazano na rysunku) i wreszcie strawienie wirusa. I wladnie ten pierwszy etap

— zwigkszenie zakwaszenia — ,sprytny” wirus grypy wykorzystuje, aby wymknaé
sie z pulapki zastawionej na niego przez komérke. Powstaje wyscig — kto bedzie
pierwszy: komorka w trawieniu wirusa czy wirus w dokonaniu fuzji i podrzuceniu
genéw.

Zanim jednak pokazemy, jak wirus moze zwyciezy¢ w tym wyscigu,
przypomnijmy, ze biatka to dlugie polimery zbudowane z 20 rodzajow klockow
— aminokwasow. Kazdy z klockéw ma cze$¢ identyczng jak inne klocki oraz
czes$é dla siebie charakterystyczna — tzw. taficuch boczny (rys. 3). Klocki pasuja
do siebie, tzn. moga taczy¢ sie w dlugie tancuchy dzigki potaczeniu miedzy
czedciami identycznymi we wszystkich klockach (rys. 4) — powstaje wéwczas tzw.
wiazanie peptydowe.

tancuch gléwny

T

tahcuchy boczne

Rys. 4. Lancuch aminokwaséw.

Poniewaz kazdy z klockow ma dwa stopnie swobody w lancuchu gtéwnym,
powstajacy polimer nie jest sztywny i teoretycznie moze niemal dowolnie
zwijaé sie w przestrzeni. Okazuje sie jednak, ze aktywne biologicznie tancuchy
(czyli bialtka) przyjmuja w danych warunkach tylko jedno konkretnie ulozenie,
zwane przez biologéw konformacja natywna. Pod wplywem zmiany pewnego
parametru, np. zmiany zakwaszenia srodowiska, w pewnych fragmentach
tancucha moze doj$¢ do zmiany tego ulozenia na inne. Méwimy wtedy o duzej
zmianie konformacyjnej w strukturze biatka.

Wiele bialek w formie aktywnej sktada si¢ z kilku lancuchéw potaczonych
stabymi wiazaniami (tzw. niekowalencyjnymi). Hemaglutynina (od tej chwili
bedziemy ja w skrécie nazywaé HA) sklada sie z trzech identycznych tanicuchéw,
a kazdy z tych lancuchéw zawiera okoto 550 klockéw (rys. 5a).

HAO peptyd fuzyjny HA1 peptyd fuzyjny HA?2
1 | | ~550 1 | 328 1 20 | 221
a) wiazanie dwusiarczkowe b) wiazanie dwusiarczkowe

Rys. 5. Schemat budowy hemaglutyniny: a) w formie nieaktywnej tzw. HAO, b) w formie nieaktywnej
po przecieciu na dwa fragmenty HA1 i HA2 przez proteaze gospodarza.

W formie, w ktérej znajduje si¢ na powierzchni wirusa, tzw. HAO,
hemaglutynina jest nieaktywna — nieszkodliwa dla komdrki. Mozemy ja
poréwnaé do noza ze ztozonym ostrzem, zamknietego w futerale. Aby wirus
mogt uciec z endosomu, HAO musi zosta¢ aktywowana, i to dwukrotnie, tj.
w dwéch etapach (,wyjecie z futeralu”, ,otwarcie ostrza”). Po aktywacji,
HA umozliwia polaczenie otoczki wirusa z blong endosomu i wydostanie sie
materialu genetycznego wirusa z endosomu do wnetrza komérki.

Dzigki czemu dokonuje si¢ owa fuzja, zanim dojdzie do strawienia wirusa?
Zrozumienie tego procesu zawdzieczamy potaczeniu wielu eksperymentalnych

i teoretycznych badan biofizycznych biatka HA, a konkretnie rozszyfrowaniu
jego atomowej struktury przy zastosowaniu rozpraszania promieniowania
rentgenowskiego na krysztatach biatka oraz zastosowaniu technik molekularnego
modelowania do okreslenia zmian tej struktury pod wplywem zwigkszenia
zakwaszenia z pH 7 do pH 5.
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Rys. 8. a) réwnowaga miedzy HA1 i HA2
w pH 7, b) zaklécenie réwnowagi po
zakwaszeniu do pH 5 (odpychanie wigksze
od przyciggania), ¢) nowa réwnowaga
ustalajaca si¢ w pH 5.

z parkietazu tréjkatnego powstaje
parkietaz (4, 6, 12), a z kwadratowego
(4, 8,8)

Rentgenografia i towarzyszace jej badania biochemiczne wykazaly, ze kazdy

z trzech tancuchow biatka HAO jest przecinany na dwa kawalki przez proteazy
— enzymy, ktérych rola jest wtasnie rozcinanie tancuchéw biatkowych. , Spryt”
wirusa polega na tym, ze do przeciecia wykorzystuje on proteaze organizmu,
ktéry infekuje. Po takim przecigciu powstaja dwa fragmenty biatkowe —

HA1 i HA2 — polaczone jednym wigzaniem chemicznym, tzw. mostkiem
dwusiarczkowym (rys. 5b). Jeden z koncéw fragmentu HA2 (ten uwolniony
dzieki cigciu — ,wyjecie noza z futeralu”) nazwano peptydem fuzyjnym,
bowiem badania biochemiczne i biologiczne jego wlasciwosci udowodnity, ze
skutecznie moze taczy¢ si¢ z blona endosomu. Jednak w hemaglutyninie, po
przecieciu jej na dwa fragmenty, peptyd fuzyjny ukryty jest nadal gteboko

w strukturze przestrzennej bialtka — ostrze noza jest ztozone, co ilustruje
rysunek 6 na okladce.

Do tej pory nie udalo sie uzyskaé krysztaléw caltej hemaglutyniny w pH 5, ktére
moglyby postuzyé¢ do wyznaczenia atomowej struktury HA w pH panujacym

w endosomie po zakwaszeniu. Co wiecej, atomy wodoru sa za lekkie, aby

mozna je bylo zobaczy¢ w klasycznej rentgenografii. W tym miejscu nalezy
przypomnieé, ze klocki tworzace biatka réznia sie lancuchami bocznymi.
Niektére z tych lancuchdéw maja tatwo odlaczajace sie od czasteczki protony lub
miejsca tatwo przylaczajace protony. Dlatego tez niektére z tancuchéw bocznych
moga by¢ w okreélonych warunkach pH obdarzone tadunkiem +1e lub 0, a inne
—1le lub 0. Wlasciwosci elektrostatyczne biatka zaleza wiec silnie od tego, ile
ruchliwych protonéw jest przylaczonych do bialka.

Na podstawie znanej struktury atomowej HA w pH 7 obliczono (dla
temperatury 25°C, tj. 300 K) ilo§é przylaczonych protonéw ruchliwych, miejsca
ich przylaczenia oraz potencjal elektrostatyczny biatka (okladka, rys. 7).
Okazalo sie, ze HA1 ma potencjal dodatni w zasadzie na calej powierzchni
czasteczki, podczas gdy HA2 przeciwnie — potencjal ujemny. Czasteczki HA1
maja w pH 7 w 25°C okoto 120 ruchliwych protonéw, ktére daja im wypadkowy
tadunek +12e. Natomiast wypadkowy tadunek HA2 to —16e. Trzy tancuchy
HA1 i trzy tancuchy HA2 odpychaja sie, ale trzymaja sie razem — odpowiada

za to silne elektrostatyczne przyciaganie HA1 z HA2 (rys. 8a). Jest to jednak
stan stabo stabilny (tzw. metastabilny).

Co zdarzy sie, gdy zakwaszenie wzrosnie o dwie jednostki do pH 5, czyli
stezenie protonéw w otoczeniu biatka wzrosnie z 107 do 10~ [mol/dm?]?
Ot67 modelowanie pokazuje, ze z tadunkiem biatka HA2 nie zdarzy sie nic
szczegblnego, poniewaz ukryte jest we wnetrzu HA1 i nie moze wymienié
protonéw z otaczajacym roztworem. Ale HA1 ma kontakt z roztworem i kiedy
pojawi sie w nim wiecej protonéw, HA1 przyjmie dodatkowo 7 z nich —
wypadkowy ladunek wzrosnie do +19e (rys. 8b).

Ta zmiana narusza rownowage miedzy HA1 i HA2. Trzy tancuchy HA1 beda
sie teraz odpychaly na tyle mocno, ze nie zrownowazy tego ujemny tadunek
HA2. W rezultacie trzy tancuchy HA1 beda sie oddalaly od siebie (jak platki
rozwijajacego sie kwiatu), az ustali sie nowa réwnowaga miedzy HA2 a HA1
(rys. 8¢). W wyniku tego w $rodku bialka tworzy sie kanal (co potwierdzaja
zdjecia z mikroskopu elektronowego), a ukryty do tej pory we wnetrzu czasteczki
peptyd fuzyjny uzyskuje mozliwo$¢ wydostania si¢ na zewnatrz. Obliczenia
pokazuja (a potwierdza je struktura przestrzenna fragmentu biatka HA2
wyznaczona metoda dyfrakeyjna), ze przemieszcza sie on o okoto 10 nm

w kierunku btony endosomu, z ktéra moze dokonaé fuzji (okladka, rys. 9).
Zatem fuzja umozliwiajaca wirusowi wydostanie sie z pulapki nastepuje jako
nieuchronny skutek walki komoérki z wirusem — zakwaszenia wnetrza endosomu.
Ale na tym nie konczy sie spryt i przebieglosé wirusa.

Obliczenia, ktére opisano powyzej, wykonane zostaly dla 25°C. Temperatura
ciala zdrowego czlowieka to 36,6°C, natomiast organizmu walczacego z infekcja
wirusem — zwykle kilka stopni wiecej. Obliczono (rys. 10), ile ruchliwych
protonéw przyltaczy HA1 w temperaturach wyzszych od 25°C przy réznych
warto$ciach pH roztworu. I jaki jest wynik? Im wyzsza temperatura, tym
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z dwudziesto$cianu wycinamy (5, 6, 6),

nizsze zakwaszenie wystarczy do przytaczenia owych 120 ruchliwych protonéw,
ktére umozliwiaja otwarcie noza. A wiec podniesienie temperatury ciala pozwala
skalpelowi otwieraé sie latwiej.

338 K
127,6 protonéw
(+19e)
pH 7,0

135 1

130 1

- % 09X x,

25097, P rPe x I
00000 ), TNTT5 097 XA
o TR

+ Q

125 1

S00K %, N,
127,6 protonéw 1
(+19¢) EERN

120 pH 5.0

§rednia liczba ruchliwych protonéw
przytaczonych do biatka HA1

115 1

4 5 6 7 8 9
pH

Rys. 10. Zalezno$¢ éredniej liczby protonéw przylaczonych do biatka HA1 od pH i temperatury
(z pracy Huang et al., Biophys. J. 82, 2002, str.1050).

Wdzieranie sie wirusa grypy do komoérki mozna wiec podsumowaé nastepujaco:
wirus uzywa otwieranego elektrostatycznie molekularnego noza — hemaglutyniny.
Otwarcia ostrza noza, czyli peptydu fuzyjnego, dokonuje nie wirus, lecz sama
zainfekowana komérka, prébujac unieszkodliwié¢ wirusa poprzez strawienie

go w endosomie. Co wiecej, n6z otwiera sie latwiej w wyzszej temperaturze,

a wiec typowa walka organizmu z grypa poprzez podniesienie temperatury ciata
pomaga wirusowi uciec z pulapki. Tak wiec wirus oszukuje komérke trzy razy:

((:\Zd;mi;l pitke nozng, a z osmiosclant 0 L1 esajac ja do wyjecia noza, otwarcia go i wykorzystujac element jej obrony,
czyli podniesienie temperatury, do ulatwienia tegoz otwarcia.
m Zadania Redaguje Ewa CZUCHRY
) F 681. Jedna plytka kondensatora plaskiego jest umocowana na stale, a druga
jest zawieszona na sprezynie o wspdlczynniku sprezystosci k. Powierzchnia
kazdej plytki jest rowna S. O ile wydluzy sie sprezyna, jesli na plytki wprowadzi
% % sie réwne co do wartosci, lecz o przeciwnych znakach tadunki?
l Rozwiazanie na str. 16
- F 682. Jakie opory Ry i Rs nalezy zastosowaé¢ w schemacie (rys. 1), aby
: I] R H R, napiecie na oporze Ry bylo a razy mniejsze od napiecia na tym samym oporze
== podczas bezposredniego podlaczenia go do zaciskow baterii i aby moc tracona
T przez baterie byla w obu przypadkach jednakowa?
Rozwiazanie na str. 15
Rys. 1
Redaguje Waldemar POMPE
M 1153. Na okregu napisano, w dowolnej kolejnosci, liczby 1,2,...,100. Dla
c kazdej tréjki sasiednich liczb obliczono sume tych liczb. Wykazaé, ze réznica
pewnych dwdéch uzyskanych sum nie przekracza 2.
Rozwigzanie na str. 12
M 1154. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC = BC. Punkt D jest $rodkiem
boku AB, a punkt F jest rzutem prostokatnym punktu D na prosta BC.
\ £ Punkt M jest $rodkiem odcinka DFE (rys. 2). Dowiesé, ze proste AE i CM sa
prostopadte.
- M Rozwiazanie na str. 12
A D B
Rys. 2 M 1155. Wykazaé, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 1 istnieja takie rézne

liczby naturalne a, b, ¢ nalezace do przedziatu (n?, (n + 1)?), ze liczba a? + b?
jest podzielna przez c.
Rozwiazanie na str. 16
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Maia deld

Na ile sposoboéw mozna leze¢ na swoim obrysie?

Obrysujmy potozony na kartce trojkat wyciety z tekturki. Na ile
sposobow mozna ten tréjkat potozyé na jego obrysie? Oczywiscie, zalezy
to od tréojkata. Tréjkat ,byle jaki” mozna polozyé na obrysie tylko

na jeden sposéb, réwnoramienny na dwa sposoby: tak jak lezal, albo

tez obracajac go na druga strone wzgledem jego osi symetrii. Tréjkat
rownoboczny da sie¢ potozyé¢ na swoim obrysie na szes¢ sposobow.
Roéznych sytuacji jest wiec trzy.

Y

1 3+3

Symbole napisane pod rysunkami wskazuja, ile jest potozen bez
odwracania na druga strone i ile z odwracaniem.

Dla czworokata réznych sytuacji bedzie pigé

—~\V//

1+0 1+1 2+0 2+2 4+4

dla pieciokata znéw trzy

OO

1+1 5+5

dla szesciokata siedem

AN
|/

1+0 1+1 2+0 2+2 3+0 3+3 6+6




dla siedmiokata ponownie trzy

1+0 1+1 T+7
dla o$miokata ponownie siedem

TN
/

1+0 1+1 240 242 440 4+4 8+8
Zastanowmy sie, jaka funkcja opisuje liczbe réznych sytuacji:
3—3, 4—5, 53, 67, 7T—3, 8—17,...7
Jak zgadnaé, co jest dalej?

Aby odpowiedzieé na te pytania, trzeba poczynié¢ kilka obserwacji. Np.

e polozenia bez odwracania to obroty (razem z tym o 0°), ile ich jest,
opisuje pierwsza liczba;

e polozenia z odwrdceniem na lewg strone to symetrie osiowe, ile ich jest,
opisuje druga liczba;

e jesli sa osie symetrii, to jest ich tyle, ile obrotéw;

e jesli obrotow jest tyle, ile bokéw ma wielokat, to wtedy musza by¢ osie
symetrii;

e wszystkie niezerowe wypisane liczby to dzielniki liczby bokéw wielokata.

Pozostawiajac Czytelnikom przyjemnosé uzasadnienia pierwszych

Dowodzone spostrzezenie w istocie jest  czterech spostrzezen, sprébujmy uzasadnié piate.
szczegblnym przypadkiem twierdzenia

Lagrange’a o rzedzie podgrupy, ale to juz - Przyjrzyjmy sie n-katowi, ktory mozna natozy¢ na jego obrys przez

inna historia. k obrotéw (z zerowym wlacznie). Wezmy A, jeden z jego wierzchotkéw
— obroty przeprowadzaja go na k réznych wierzchotkéw obrysu
(z nim wlacznie). Jesli zostaly jeszcze jakie§ wolne wierzcholki, to
wezmy B, jeden z nich. On takze jest przeprowadzany na k réznych
wierzchotkéw, co wiecej — roznych od wszystkich miejsc, w jakie mégt
trafi¢ wierzcholek A. Jedli jeszcze pozostaly jakies wolne wierzchotki,
to... i tak powtarzamy opisang operacje, angazujac coraz wiecej
wierzchotkéw — za kazdym razem dotaczamy nowe k z nich. Ale n jest
liczba skonczona, wiec po m krokach zaséb wolnych wierzchotkéw sie
wyczerpie. Oznaczaé to bedzie, ze n = k - m, czego mieliémy dowies¢.

Gdy wszystkie wyliczone spostrzezenia uzasadnimy, natychmiast
odgadniemy, co to za funkcja pojawita sie w naszym do$wiadczeniu:

Ambitnym Czytelnikom polecam zbadanie j€Sli k jest liczbg dodatnich dzielnikow liczby n, to liczba roznych sytuacyi,
sytuacji dla wieloscianow. Uprzedzam jakie mozna napotkad, kiadgc n-kqt na jego obrysie, jest réwna 2k — 1.

jednak, ze tam obok obrotéw i symetrii

pojawlajg si¢ jeszeze inne przeksztaleenia, Tototnie, rozmnych liczebnoéci obrotéw jest k i kazdej z nich — oprécz
co mozna zobaczy¢, np. obserwujac . . L.

wszystkie z 24 sposobéw, na jakie n — odpowiada sytuacja, w ktorej sa same obroty oraz gdy sa obroty
czworo$cian foremny (réwniez ,obracany i symetrie.

na nice”) mozna umieséci¢ w zajmowanym

przez niego miejscu. Teraz bez trudu mozemy obliczy¢, ze dla 12-katéw réznych sytuacji
jest mozliwych 11 (jako ze 12 dzieli sie przez 1, 2, 3, 4, 6 i 12) — prosze
zaprojektowaé i narysowaé¢ dwunastokaty odpowiadajace kazdej z tych
sytuacji.
Matqg Delte przygotowat Marek KORDOS



2= <A

(3, 4, 4, 4) to jedyny napis, ktéremu
odpowiadaja dwie nieprzystajace
powierzchnie; warto si¢ zastanowié¢ nad
tym, czym rézni sie sposéb ich wyciecia

7 szeScianu

*Centrum Badan Kosmicznych PAN,
Warszawa,

Ruch obrotowy Ziemi  Jolanta NASTULA®

Drgajaca Ziemia

Powszechnie wiadomo, ze nasza planeta obraca sig, nie kazdy jednak wie, jak
skomplikowany jest ten ruch. Ziemia zwalnia lub przyspiesza obrét wokél swojej
osi, co powoduje zmiany dtugoéci doby. Kierunek osi ziemskiej wzgledem gwiazd
ulega zmianie, chwilowa o$ obrotu zmienia polozenie wzgledem osi sredniej,

a Ziemia, chwiejac sie i kolyszac, wykonuje ruch podobny do ruchu wirujacego
baczka—zabawki. Zmiany ruchu obrotowego Ziemi odbywaja sie z okresami od
godzin, tygodni, miesiecy itd., a siggaja tysiecy lat. Nastepstwo dnia i nocy
oraz precesja osi obrotu znane byly od Starozytnosci, ale wykrycie wiekszo$ci
subtelnych zjawisk nastapito w ostatnim stuleciu i wymagalo wykorzystania
nowoczesnych technik obserwacyjnych. Ruch obrotowy Ziemi jest monitorowany
w sposéb ciagly od konca XIX w. przez liczne organizacje miedzynarodowe.
Pozwolilo to na zwiekszenie doktadnoéci wyznaczen dlugosci doby do poziomu
ulamka milisekundy, oraz wspoétrzednych bieguna do 0,1 milisekundy tuku,
czemu odpowiadaja 3 mm na powierzchni Ziemi.

Precesja — nutacja

W czasach, gdy Babilonczycy nadawali nazwy gwiazdozbiorom, punkt
rownonocy wiosennej, czyli punkt Barana, znajdowal sie rzeczywiscie w Baranie.
Obecnie punkt ten lezy w Rybach i przesuwa sie w strone Wodnika. Zmiana ta
jest wynikiem tzw. precesji astronomicznej, czyli jednostajnego ruchu osi obrotu
Ziemi po powierzchni stozka o kacie rozwarcia 2 x 2395 w okresie 25 400 lat.

Na skutek precesji punkty przeciecia sie réwnika niebieskiego z ekliptyka (czyli
punkty réwnonocy) przesuwaja sie wzdluz ekliptyki o okolo 50"/291 na rok, czyli
0 30° w ciagu 2150 lat. Precesje opisal zyjacy w II w. p.n.e. grecki astronom
Hipparch.

Na powolny ruch precesyjny osi obrotu Ziemi nakladaja sie ruchy ,eliptyczne”
zwane nutacjami o podstawowym okresie 18,6 roku (jest to okres precesji
orbity Ksiezyca) i amplitudzie 9’/2. Precesje i nutacje wywoluje oddzialywanie
grawitacyjne Ksiezyca, Stonica i planet na glob ziemski, ktérego ksztalt odbiega
nieco od kuli. Swéj wktad maja tu tez plywy oceaniczne oraz zaburzenia

w cyrkulacji atmosferycznej i oceanicznej.

Ruch biegunéw

Bieguny geograficzne rowniez poruszaja si¢ wzgledem powierzchni Ziemi, co
pociaga za soba zmiany wspolrzednych geograficznych kazdego jej punktu.
Biegun chwilowy zakresla wokdt bieguna $redniego krzywa przypominajaca
skrecajaca sie i rozkrecajaca spirale. Ruch ten charakteryzuja gléwnie dwie
sktadowe: swobodna i wymuszona.

Sktadowa swobodna nazywana jest od nazwiska odkrywcy chandlerowska.
Przesuwanie si¢ bieguna po powierzchni Ziemi przewidzial juz Euler

w koncu XVIII w. dla Ziemi jako elipsoidalnej bryty sztywnej. Okres

tego ruchu wedlug Eulera powinien wynosi¢ 305 dni. Jego teoria znalazta
obserwacyjne potwierdzenie dopiero, gdy w latach 1891-1892 amerykanski
astronom-amator Seth Carlo Chandler, analizujac obserwacje zmian szerokosci
geograficznej w Harvardzie, wykryl zmiany szerokosci o okresach 14-

i 12-miesiecznych. Z czasem ustalono, ze za okres 14-miesigczny, niezgadzajacy
sie z przewidywaniami Eulera, odpowiedzialna jest skomplikowana budowa
naszej planety, w szczegdlnosci brak sztywnosci. Obecnie oscylacje Chandlera
opisuje sie jako ruch bieguna po owalu o $rednicy zmieniajacej sie od 3

do 10 m i okresie 435 dni. W roku 1891 zorganizowano specjalna kampanie
obserwacyjna, podczas ktorej przeprowadzono pomiary szerokoéci geograficznej
jednoczesnie w Berlinie, Pradze, Strasburgu i Honolulu. Jednoczesne
obserwacje na potudnikach rézniacych si¢ w dlugosci geograficznej o okoto 180°
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z dwunastoscianu otrzymujemy
(3, 4, 5, 4), a z parkietazu szeSciokatnego
(3, 4, 6, 4)

z dwudziesto$cianu powstaje (3, 5, 3, 5),
a z parkietazu sze$ciokatnego (3, 6, 3, 6)

rzeczywiscie wykazaly, ze zmiany szerokosci w Honolulu maja znaki przeciwne
do zmian w Europie.

Ruch bieguna geograficznego po powierzchni Ziemi ttumaczy sie przede
wszystkim niepokrywaniem sie chwilowej osi obrotu z jej osia gléwnego momentu
bezwladnoéci. Gdyby nawet w pewnym momencie osie te byly zgodne, to
przemieszczenia mas w ziemskim globie doprowadzityby do ich rozsuniecia.

A sa nimi przeplywy w oceanach, hydrosferze ladowej i w atmosferze, dajace

w przyblizeniu okresowe wymuszone oscylacje bieguna o amplitudzie rzedu 3 m.
Wykryto rowniez oscylacje o amplitudach nawet milimetrowych o okresach od
godzin do miesiecy, spowodowane zmianami ci$nienia atmosferycznego i pradami
oceanicznymi. Biegun ziemski wykonuje réwniez powolny ruch systematyczny
rzedu 0770003 /rok w kierunku diugosci geograficznej zachodniej okolo 70°,

czego przyczyna jest najprawdopodobniej ustapienie zlodowacenia. Chwianiu
(nutacjom) podlegaja réwniez osie zewnetrznego i wewnetrznego jadra naszej
planety.

Zmiany dlugosci doby

Ruch obrotowy Ziemi byl od wiekéw podstawa pomiaréw czasu i definicji
jednostki czasu. Do polowy ostatniego stulecia obrét Ziemi uwazano za zjawisko
przebiegajace jednostajnie i zwiazany z nim czas za uptywajacy tez jednostajnie.
Wprawdzie juz w drugiej potowie XX wieku zauwazono systematyczne
przesuniecie polozenia Ksiezyca wzgledem polozen przewidzianych rachunkiem,
lecz poczatkowo nie wigzano tego z zaburzeniami ruchu obrotowego Ziemi.
Analiza obserwacji Ksiezyca, Stonica, Merkurego, Wenus (dostepnych po roku
1968) oraz informacji o za¢mieniach Stofica (od 1000 r. p.n.e.) potwierdzila,

ze Ziemia zwalnia swoj obrét. Zjawisko to potwierdzaja réwniez badania

ilodci i grubodci dziennego przyrostu osadow kopalnych i muszli zwierzat
bezkregowych. Stalo si¢ jasne, ze czas wskazywany przez obracajaca si¢ Ziemie
biegnie coraz wolniej, a doba wydluza sie $rednio o 0,0016 s/wiek. Przyczyna
tego jest przede wszystkim utrata energii w wyniku pltywéw oceanicznych
wywolanych oddzialywaniem Ksiezyca i Stonca.

W latach 30. XX wieku dzieki analizie wskazan zegaréw (jeszcze) wahadlowych
wykryto zmiany sezonowe predkosci obrotowej Ziemi. Potwierdzito sie to po
wprowadzeniu zegaréw kwarcowych. Stalo sie wiec konieczne zrezygnowanie

z obracajacej si¢ Ziemi jako wzorcowego zegara. W 1969 r. za podstawowa
skale czasu przyjeto Miedzynarodowy Czas Atomowy. Obecnie w zaburzeniach
predkosci obrotowej Ziemi wyrézniamy kilka podstawowych sktadowych, od
wiekowego wydtuzania si¢ doby, przez zaburzenia ptywowe o okresach od kilku
godzin do 18,6 lat, nieregularne zmiany trwajace od 5 do 300 lat, konczac

na zmianach krétkookresowych. Te ostatnie, o amplitudzie ponizej 0,6 ms, sa
wywolywane przez zmiany cyrkulacji wiatréw strefowych.

Ruch mas

Dlaczego ruch obrotowy naszej planety jest tak skomplikowany? Otéz Ziemia
nie jest jednorodnym cialem sztywnym, lecz ma ztozong budowe wewnetrzna
(skorupa, plaszcz, ciekle i stale jadro). Jaki to ma wplyw na ruch obrotowy, wie
kazdy, kto poréwnywal wirowanie jajka na twardo i jajka surowego. Ponadto
na powierzchni Ziemi znajduja si¢ morza i oceany, nad nimi atmosfera, sam
ksztalt Ziemi nie jest doktadnie kulisty, a planeta podlega grawitacyjnym
oddzialywaniom ze strony Stonca, Ksiezyca i pozostalych planet. Okazuje

sie wreszcie, ze wiatry, plywy i prady oceaniczne oraz przemieszczenia mas
we wnetrzu globu wplywaja na ruch naszej planety. Zeby to zrozumied,
wystarczy uciec si¢ do znanej analogii z tyzwiarka wykonujaca piruet. Dlatego
do zrozumienia i przewidywania tych zaburzen potrzebne sg informacje

o cyrkulacji wiatrow, pradéw morskich, o masach lodu, a nawet o wodach
gruntowych i srédladowych. Za miare przemieszczenia mas mozna uznaé
stosunek przesuwanej masy do masy Ziemi lub stosunek przesuniecia

11



zdecydowanie najbardziej skomplikowane
cigcia prowadza z o$mioscianu

do (3, 3, 3, 3, 4), a z dwudziestoscianu

3, 3, 3, 5)

Rozwigzanie zadania M 1154.
Oznaczmy przez S punkt przeciecia
prostych AE i CM oraz niech N bedzie
§rodkiem odcinka BE.

C

A D B

Skoro punkt D jest srodkiem odcinka
AB, to proste AE i DN sa réwnolegle.
A zatem < BDN = < DAE.

Tréjkaty prostokatne BDE i DCE sa
podobne. Poniewaz punkty N i M sa
odpowiednio $§rodkami odcinkéw BE
i DE, to tréjkaty BDN i DC'M sa
podobne. Stad < BDN = < DCM.

Laczac uzyskane réwnosci,
otrzymujemy <X DAE = { DCM, czyli
A DAC = 4 DCS, skad wynika, ze
punkty A, D, S, C leza na jednym
okregu. Stad < ASC = < ADC = 90°.

do ziemskiego promienia. Wiele proceséw geofizycznych wywoluje
przemieszczenie masy nie wieksze niz 1071, Do najbardziej znaczacych naleza
efekty pogodowe zalezne od promieniowania stonecznego.

Zauwazono, ze fenomen klimatyczny El Nino réwniez zaktéca ruch obrotowy
Ziemi. Podczas pojawienia si¢ ,diabelskiego pradu” nasza planeta zwalnia
obroty, co powoduje wydluzenie si¢ doby o 0,0004 do 0,0008 s. Naukowcy maja
nadzieje, ze badania ruchu obrotowego Ziemi dostarcza informacji, dzieki ktérym
bedzie mozna przewidzie¢ wystapienie i skale zjawiska El Nino. W ostatnim
dziesiecioleciu opracowano po raz pierwszy modele okreslajace wklad oceanéw
do ziemskiego momentu pedu.

Przemieszczenie mas wody zachodzi réwniez na obszarach ladowych w bardzo
roznych skalach czasowych. Zmiany sezonowe i krétsze wywolywane sa przez
parowanie, skraplanie, zmiany iloéci wody w jeziorach, zmiany wilgotnosci gleby
i zmiany biomasy. W dluzszych skalach czasowych dominujg zmiany pokrywy
lodowej i poziomu wod gruntowych.

Przemieszczenia mas zachodza réwniez w cieklym jadrze Ziemi (ich skutkiem
jest m.in. ziemskie pole magnetyczne). Ciekle jadro jest niewatpliwie

zréodtem fluktuacji diugosci doby o okresach od kilku do kilkudziesieciu

lat, a jego splaszczenie wplywa na ruch biegundéw i nutacje osi ziemskiej.
Dlatego na podstawie modelu obserwowanej precesji i nutacji mozna uzyskac
informacje o geofizycznych parametrach wnetrza Ziemi. W szczegdlnosci
doktadnosé tak wyznaczonego splaszczenia jadra jest znacznie wyzsza niz

ta, jaka mozna osiggnaé¢ na podstawie obserwacji sejsmologicznych. Ruchy

mas w plaszczu otaczajacym jadro zewnetrzne Ziemi moga by¢ wywolywane
oddzialywaniem plywowym, naciskiem ze strony atmosfery i oceanu, konwekcja
(ktérej towarzysza ruchy plyt tektonicznych), czy tez reakcja na ustapienie
zlodowacenia. I tak wiele proceséw geofizycznych znajduje sie ponizej progu
wykrywalnosci wskutek malej masy bioracej w nich udziat lub matych
przesunie¢ masy. Naleza do nich erupcje wulkaniczne, osuwiska ziemi, powodzie,
wydobywanie ropy, zmiany biomasy.

Komu to potrzebne?

Prowadzenie ciaglych, mozliwie najdoktadniejszych obserwacji ruchu obrotowego
Ziemi jest niezbedne na potrzeby nawigacji kosmicznej i geodezji satelitarne;j.
Przykladowo, w latach 60. w trakcie przygotowan misji Apollo okazalo sie,

ze uwzglednienie ruchu biegunéw Ziemi i zaklécen czasu uniwersalnego jest
niezbedne dla nawigacji pojazdu okotoksiezycowego. Badania tych zjawisk
dostarczaja informacji dotyczacych globalnego rozktadu i transportu mas

w Ziemi oraz jej budowy i wlasnoéci dynamicznych. W badaniach tych

biora udziat uczeni z Polski, w szczegdlnosci z Centrum Badan Kosmicznych
PAN. Jednym z ciekawszych ich wynikéw naukowych jest wyjaénienie zrédet
pochodzenia stynnej oscylacji chandlerowskiej za pomocg modelu cyrkulacji
oceanicznej. Polscy badacze, jako jedni z pierwszych, wyznaczyli krétkookresowe
(centymetrowe) oscylacje polozenia bieguna. Wéréd twércéw modelu tego
zjawiska znalazl sie prof. Aleksander Brzezinski z Centrum Badan Kosmicznych
PAN, ktéry w roku 2003 zostal pierwszym polskim laureatem Nagrody
Kartezjusza, przyznawanej przez Unie Europejska.

Mozna wiec powiedzie¢: Tak, nasza Ziemia kreci sig, ale to skomplikowane
zjawisko.

Rozwigzanie zadania M 1153.

Niech s1 < s2 < ... < s100 bedg rozpatrywanymi sumami i przypusémy, ze s;41 — s; > 3 dla

5100 — 81 = (8100 — S99) + (S99 — s98) + ... + (s2 —s1) = 3-99 = 297.

Poniewaz s1 > 1+ 2+ 3 = 6, wiec s190 = 297 + 6 = 303. UzyskaliSmy sprzecznosé, gdyz

s100 < 98 499 4+ 100 = 297. A zatem réznica pewnych dwéch sum s; nie przekracz
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Twierdzenie van der Waerdena méwi, ze
dla N > N(k) taki podzial nie istnieje.
Optymalne wartosci N (k), znane tylko
dla malych k, to N(2) =3, N(3) =9,
N(4) =351 N(5) = 178. Rozumowanie
obok pokazuje, ze N (k) > 2%/2,

z parkietazu tréjkatnego mozna tez
uzyskaé¢ (3, 3, 3, 3, 6)

Pisal o tym Pawel Strzelecki w Delcie
4/2005.

*Instytut Matematyki, Uniwersytet
Warszawski

Metoda probabilistyczna Rafat LATAZA™

Jak pokazaé, ze istnieje obiekt o pewnych wlasnoéciach? Najprosciej jest
podaé bezposrednig konstrukeje, jednak czesto jest to bardzo trudne (a czasem
w ogéle niewykonalne). Jednym ze sposobéw ominigcia tego problemu

jest tak zwana metoda probabilistyczna. Polega ona na tym, ze w celu
wykazania, iz zbiér poszukiwanych obiektow jest niepusty, dowodzimy, ze

ma dodatnie prawdopodobienstwo. W praktyce czesto sie wykazuje, ze to
prawdopodobienistwo jest bliskie 1, czyli ,,typowy” obiekt ma poszukiwana
wlasnosé.

Sprébujmy na poczatek dowiesé istnienia funkcji ciaglej na pewnym przedziale
i nierézniczkowalnej w zadnym punkcie dziedziny. W tym przypadku mozna
podaé wzor, jednak nie bedzie on ani tatwy do zweryfikowania, ani specjalnie
przyjemny. Prosciej jest zauwazy¢, ze takie funkcje sa znane kazdemu
probabilidcie — to trajektorie procesu Wienera. Okazuje sie, ze wszystkie sa
ciagle, a z prawdopodobienstwem 1 nigdzie nierézniczkowalne.

Rozwazmy nastepujacy problem: dla jakich N i k > 2 zbiér I ={1,..., N} da sie
podzieli¢ na dwa podzbiory A i B, z ktérych zaden nie zawiera k-elementowego
podciagu arytmetycznego? Dokladna odpowiedz na to pytanie nie jest

znana, wykazemy tutaj, ze dla N < 25/2 taki podzial istnieje. Rozwazmy
losowy podzial — wyobrazmy sobie, ze rzucamy N symetrycznymi monetami

i jesli na i-tej monecie wypadl orzel, to liczbe i przydzielamy do zbioru A,

a jesli reszka, to do zbioru B. Prawdopodobienstwo tego, ze ustalony ciag
arytmetyczny ni,...,ni jest zawarty w zbiorze A, wynosi 27%. Wszystkich

k elementowych ciggdéw arytmetycznych o wartosciach w I jest mniej niz

N?2/2, stad prawdopodobiefistwo tego, ze A zawiera pewien ciag arytmetyczny
dtugosci k, jest mniejsze niz 27 N2 /2 < 1/2. Podobnie mozemy rozumowadé
dla zbioru B. Czyli z dodatnim prawdopodobienstwem oba zbiory A i B

nie zawieraja ciagu arytmetycznego! Ambitny Czytelnik moze sprobowaé
skonstruowaé deterministyczny podzial, np. dla & = 100.

W podanym wyzej przykladzie moglibySmy jeszcze obejsé sie¢ bez rachunku
prawdopodobienstwa, wykorzystujac tylko zliczanie elementéw. Jednak

w bardziej zaawansowanych problemach jest to niemozliwe. Obszerny i burzliwie
rozwijajacy sie dzial kombinatoryki poswiecony jest badaniu graféw losowych.
Tutaj konstrukcje probabilistyczne prowadza do budowania graféw o rozmaitych
ciekawych wtasnosciach. Graféw o podobnych wlasnosciach w wielu przypadkach
nie mozna opisa¢ w bezposredni sposéb. Najciekawsze konstrukcje bazuja

na podejsciu taczacym elementy losowe i deterministyczne.

Metoda losowa znajduje zastosowanie nie tylko w kombinatoryce. Za jej pomoca
Dvoretzky wykazal zaskakujace twierdzenie dotyczace wysokowymiarowych ciat
wypuklych. Mianowicie, kazdy n-wymiarowy, sSrodkowosymetryczny wieloscian
ma co najmniej [logn]-wymiarowy centralny przekrj bliski kuli (tzn. stosunek
promieni kuli wpisanej i opisanej na tym przekroju jest nieduzy). Podobnie
kazdy n-wymiarowy wielo$cian ma prawie kulisty k-wymiarowy rzut. Co wiecej,
dla wielu bryl mozna znaczaco zwiekszy¢ wymiar takiego przekroju czy rzutu.
Kashin wykazal, ze losowy [n/2]-wymiarowy rzut n-wymiarowej kostki jest

z ogromnym prawdopodobienstwem bliski kuli. Jednak, mimo ze wiadomo,

iz rzuty kostki na ,typowa’ [n/2] wymiarowa przestrzen sa kuliste, nie jest

do dzisiejszego dnia znana zadna deterministyczna konstrukcja takich rzutéw.

Argumenty losowe sg obecne réwniez w dowodzie niedawno wykazanego
przez Greena i Tao twierdzenia, moéwigcego, ze istnieja dowolnie dltugie ciggi
arytmetyczne ztozone z liczb pierwszych.

Powyzsza lista, mimo iz bardzo wybiércza, powinna zasygnalizowaé
Czytelnikowi, ze losowe konstrukcje coraz czeéciej wystepuja w dowodach
rezultatéw z kombinatoryki, analizy, geometrii czy teorii liczb. Sg takze inne
wazne, niekonstruktywne sposoby dowodzenia, ze zbiory sa duze, np. z uzyciem
aparatu topologicznego zamiast probabilistycznego. Ale to temat na inna
opowiesé.
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Aktualnosci (nie

COBE — Nobel 2006

W marcu biezacego roku zesp6t eksperymentu WMAP
(Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) opublikowat
wyniki trzech lat zbierania danych [1] (o rezultatach

po pierwszym roku pisaliSsmy w Aktualnosciach

w Delcie 6/2003). Tegoroczne publikacje nie tylko
potwierdzajg poprawno$é¢ modelu ewolucji Wszechswiata

z ciemng energia i ciemna materiag (model ACDM) z mogaca
wzbudzaé podziw precyzja, ale zaczynaja rozréznia¢ miedzy
réznymi scenariuszami inflacji dzieki wrazliwosci (na razie
nie do konica wystarczajacej) na forme fal grawitacyjnych
pozostatych po epoce inflacji.

Dlatego dla nikogo nie powinno by¢ zaskoczeniem, ze

John C. Mather i George F. Smoot, promotorzy sukcesu
eksperymentu. .. COBE (Cosmic Background Explorer),
otrzymali tegoroczng Nagrode Nobla z Fizyki za ,odkrycie,
ze mikrofalowe promieniowanie tta ma forme promieniowania
ciata doskonale czarnego i jest anizotropowe”.

Brak zaskoczenia nie zmienia faktu, ze lista pominietych jest
jak zwykle dluga. Oprécz WMAPa nalezy przynajmniej
wspomnieé zespoty eksperymentéw balonowych
BOOMERANG i MAXIMA, ktére jako pierwsze pokazaly,
ze promieniowanie mikrofalowe wskazuje na euklidesowosé
Wszech$wiata (Delta 11/2000).

Wréémy jednak do osiagnieé nagrodzonych. Niewatpliwie

to ich zastuga byto ostateczne przeniesienie kosmologii

ze sfery spekulacji na grunt precyzyjnej nauki. Mozliwosé

ta pojawila sie¢ wraz z ogloszeniem przez NASA w 1974 roku
zaproszenia do przygotowania eksperymentu w przestrzeni
kosmicznej. Wsrdd zgloszonych projektéw trzy dotyczytly
badania mikrofalowego tta. Tak duza liczba chetnych wigzata
sie z faktem, ze promieniowanie reliktowe jest pochltaniane
przez atmosfere w trudny do doktadnego przewidzenia
sposéb. Zeby je zobaczyé w petnej krasie, trzeba byto

wyj$é poza atmosfere. Dwa lata pézniej NASA naklonita
proponentéw do polaczenia i ostatecznie w 1977 roku
pojawila si¢ propozycja eksperymentu COBE.

Rok pézniej Nagrode Nobla z Fizyki, za odkrycie
promieniowania reliktowego (w 1964 roku), otrzymali Arno
Penzias i Robert Wilson. Lista pominietych byta wtedy
jeszcze bardziej imponujaca niz w tym roku, ale zostawmy
to historykom nauki. Moze tylko wspomnimy, ze nagrody
nie dostali ani ci, ktérzy wymyslili, ze takie promieniowanie
powinno istnie¢, ani ci, ktorzy go specjalnie szukali

(i nieopatrznie poinformowali nagrodzonych, co znalezli), ani
ci, ktorzy to promieniowanie znalezli jako pierwsi.

Sonda COBE zostala ostatecznie wyniesiona

na geocentryczng polarng orbite heliosynchroniczna,

w listopadzie 1989 roku. Trzy lata pézniej opublikowano
wyniki, za ktére przyznano tegoroczna Nagrode.

COBE byta wyposazona w trzy instrumenty. Pierwszy,
Diffuse Infrared Background Experiment (DIRBE),
rejestrowal kosmiczne podczerwone promieniowanie

tta. Drugi, Far Infrared Absolute Spectrophotometer
(FIRAS) stuzyl do sprawdzenia, czy kosmiczne
mikrofalowe promieniowanie tta (CMB) ma rozktad zgodny
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tylko) fizyczne

z promieniowaniem ciata doskonale czarnego. Okazato

sie, ze zgodnos¢ jest doskonata — jest to najlepszy znany
przyklad promieniowania termicznego, a wyznaczona
temperatura wyniosta 2,725 + 0,002 K w idealnej zgodzie

z hipotezg goracego Wielkiego Wybuchu. Odpowiedzialnym
za FIRAS i za calo$é¢ eksperymentu COBE, w ktérym
ostatecznie zostalo zaangazowanych ponad 1000 naukowcéw
i inzynieréw, byt John Mather.

I wreszcie trzeci instrument, Differential Microwave
Radiometer (DMR), postuzyl do znalezienia oczekiwanej
anizotropii CMB, ktéra (wedlug naszego obecnego stanu
wiedzy) zapoczatkowala grawitacyjne réznicowanie sie
Wszechéwiata. Odpowiedzialnym za ten instrument byt
George Smoot.

Pomiar anizotropii okazat si¢ najtrudniejszy. Poczatkowo
oczekiwano, ze jej wzgledna amplituda powinna wynosié
1073, ale w trakcie przygotowari przewidywania te stawaly
si¢ coraz mniej pomyslne. Zwigzane to byto przede
wszystkim z poprawnym uwzglednieniem ciemnej materii.
Im wiecej ciemnej, oddzialujacej tylko grawitacyjnie
materii, tym mniejsze poczatkowe fluktuacje sg potrzebne
do wyjasnienia obecnego rozktadu materii we Wszechswiecie.
Ostatecznie znaleziono anizotropie na poziomie 107°.

Jej wiarygodnos¢ wzmocniono, dostrzegajac korelacje

z wynikami eksperymentéw balonowych.

Potwierdzonym przewidywaniem byta niezaleznos$é
anizotropii od skali dla rozmiaréw katowych mierzonych
przez COBE (maksymalna rozdzielczo$¢ katowa DMR
wynosita 7°).

Wyniki ogloszone 15 lat temu zostaly przyjete
entuzjastycznie przez specjalistéw oraz rozpropagowane
wsréd szerokiej publicznosci. Praca nad uzyskaniem jak
najlepszej rozdzielczosci najstarszego zdjecia Wszech$wiata
stata si¢ ulubionym zajeciem kosmologow.

Za dwa lata Europa ma si¢ wtaczy¢ na serio do gry,
wysylajac satelite Planck. W tej chwili chodzi przede
wszystkim o wykrycie odciskéw fal grawitacyjnych

w mikrofalowym zdjeciu.

Na koniec sprébujmy zastanowié sie, czy to rzeczywiscie jest
najstarsze mozliwe zdjecie. Zostato ono ,zrobione” prawie
400 tysiecy lat po Wielkim Wybuchu i choé¢ uwazamy, ze
zapisane jest w nim to, co dzialo si¢ duzo wczesniej, nie jest
to obserwacja bezposrednia.

A wczedniejszy obraz Wszechswiata jest na wyciagniecie reki.
Przenika nas w kazdej chwili naszego zycia, a atmosfera nie
stanowi dla niego zadnej przeszkody. Ten wczesniejszy obraz
zachowany jest w kosmicznym neutrinowym promieniowaniu
tta. Jego wykrycie wydaje si¢ jednak dzisiaj kompletna
utopia. Podobnie myslano o sporej czesci zjawisk, za
zbadanie ktérych pézniej przyznano Nagrode Nobla.

Piotr ZALEWSKI

[1] Najnowsze wyniki WMAP najwygodniej jest ogladaé¢ poprzez
strong archiwum LAMBDA (Legacy Archive for Microwave
Background Data Analysis) http://lambda.gsfc.nasa.gov/,
zawierajacego praktycznie cala spuscizn¢ pomiaréw mikrofalowego
promieniowania tta.



Klub 44
X

Termin nadsylania rozwiazan:
28 II 2007

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
519 (WT = 1,18) i 520 (WT = 3,49)
z numeru 4/2006

Marian Lupiezowiec — Zebrzydowice 43,55

Michatl Kieza — Warszawa 40,08
Michat Jastrzebski — Warszawa 36,28
Jerzy Cisto — Wroctaw 35,81
Fukasz Garncarek — Opole

Krzysztof Kaminski — Pabianice 32,
Dariusz Kurpiel — Posada

Zarszyn 32,27

Klub 44

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
416 (WT = 2,80), 417 (WT = 1,30),
418 (WT = 1,47) i 419 (WT = 2,80)
z numeréw 4/2006 i 5/2006

Andrzej Idzik — Bolestawiec 48,78
Tomasz Tkocz — Rybnik 32,58
Konrad Kapcia — Czestochowa 32,13

Marian Lupiezowiec — Zebrzydowice 31,21

Jerzy Witkowski — Radlin 22,65
Tomasz Wietecha  — Tarnéw 22,24
Krzysztof Magiera — Losiéw 16,03
Andrzej

Nowogrodzki — Chocianéw 13,70

Pan Idzik zakonczyl wlasnie siédme
okrazenie! Teraz moze si¢ $cigaé¢ juz tylko
z uczestnikami ligi matematycznej, wsréd
ktérych jest czterech, ktérzy moga sie
poszczycié podobnym (lub nieco lepszym)
osiggnieciem. A gdyby dodaé¢ punktacje
fizyczna do matematycznej, to wszystkich
wyprzedza Tomasz Wietecha, lacznie

11 razy po 44 punkty!

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene¢ mnozymy przez wspo6tczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbtowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 531, 532
Redaguje Marcin E. KUCZMA

531. Rozwazamy graf majacy n wierzchotkéw oraz q krawedzi (kazda krawedz
taczy dwa rézne wierzchotki; kazde dwa wierzcholtki taczy co najwyzej

33,28 jedna krawedz). Zakladamy, ze istnieje co najmniej jeden zamkniety cykl

krawedzi dlugosci nieparzystej, ale nie istnieje cykl dtugosci 3. Dowies¢, ze
4g < n? —2n + 5.

532. Ciag liczb rzeczywistych (a,) jest okre$lony wzorem rekurencyjnym:

n+1n 1
ap =1, ":n—lzai dla n>2
=1

Wyprowadzi¢ wzor jawny, wyrazajacy liczby a,, jako funkcje zmiennej n.

Zadanie 532 zaproponowal pan Pawel Najman z Jaworzna.

Zadania z fizyki nr 428, 429
Redagugje Jerzy B. BROJAN

428. Zegar-klepsydra stoi na precyzyjnej wadze, dzialajacej bez zadnej zwloki.
Naszkicowaé¢ wykres wskazan wagi w zaleznosci od czasu, po obrdceniu
klepsydry.

429. Cylinder o wysokoéci h = 0,5m i objetoéci V' = 200 cm? jest calkowicie
wypelniony woda, z wyjatkiem przyczepionego do dna pecherzyka powietrza
o objetoéci Vo = 0,02 cm?. Poczatkowo ci$nienie w gérnym koncu cylindra
wynosito p = 10° Pa. Jedli cylinder jest sztywny (o niezmiennej objetosci),

a wspdélczynnik $cisliwosci wody (zdefiniowany wzorem [ = VAXP) wynosi
B =5-10"19Pa~!, to jak zmieni si¢ ci$nienie w cylindrze, gdy pecherzyk
wyplynie na wierzch?

Rozwigzanie zadania F 682.

Zgodnie z warunkami zadania moc wytworzona przez baterie¢ w obu przypadkach jest jednakowa,
zatem opory obwodéw zewnetrznych musza byé takie same:
1 2 2
Ry + = Ro, stad R5 +2R1R2 = Ry

1 1
R T Ro+Fs

Zgodnie z drugim warunkiem spadek napiecia U; na oporze Rg w pierwszym przypadku jest « razy
2

mniejszy od spadku napigcia Us na oporze Rg podczas bezposredniego wlaczenia, tj. U
inaczej:

R1(Ro + R2)I
IRy = aRo s

(Ro + R1 + R2)(Ro + R2)

stad
Ro 4+ R1 + R2 = aR;.

Z powyzszych dwéch réwnan otrzymujemy

2R a—1

1= B —, R2 = Ro —.
o —1 a+1
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parkietaze (3, 3, 3,4, 4) i (3, 3, 4, 3, 4)
nie majg swoich platonskich
odpowiednikéw

... ]

Rozwigzanie zadania F 681.
Natezenie pola elektrycznego miedzy
plytkami kondensatora plaskiego,
na ktérych znajduje si¢ tadunek @,
wynosi

Q

0S8’

gdzie S to powierzchnia ptytki. Pole to

E =

powstaje w wyniku naltozenia si¢ dwéch
pél wytworzonych przez kazdg z plytek
kondensatora. Jezeli plytki sg jednakowe,
to natezenie pola od jednej plytki jest
dwukrotnie mniejsze: E1 = E/2. Zatem
sita, z jaka jedna plytka przycigga druga,
jest réwna

Q?

2e0S

Sita ta jest réwna sile sprezystosci

F = kx, stad

F=FEQ-=

Rozwigzanie zadania M 1155.

Niech ¢ = n? +1,a= n? + 2 oraz
b=n? + n + 1. Wowczas kazda z tych
liczb nalezy do przedziatu (n?, (n + 1)?)

i sg one rézne. Ponadto liczby a i b daja
odpowiednio reszty 1 i n z dzielenia przez
¢, a zatem a2+ =14+n%>=0 (mod ¢).

Patrz w niebo

Jedna z najbardziej frapujacych zagadek astronomicznych i generalnie
poznawczych jest, czy stale fizyczne sa rzeczywiscie stale. Tymi najwazniejszymi
stalymi sa predkos¢ swiatla c, stala Plancka h, stala Boltzmanna k, stata
grawitacji G, ladunek e i masa elektronu m, oraz szereg innych i mnéstwo ich
kombinacji. Jak dotad, w teoriach fizycznych postuluje sie, ze sg one takie same
zawsze 1 wszedzie, co nie przeszkadza, ze badacze szukaja sposobéw sprawdzenia
stusznosci tych postulatéw.

Obserwujac odlegle obiekty Wszechswiata, widzimy je takimi, jakimi byly
przed miliardami lat. Jak sprawdzié, czy stale przyrody byly wtedy takie
jak dzi§? Jeden z testow zaproponowany i przeprowadzony kilka lat temu
przez astronomoéw australijskich dotyczyl tzw. statej struktury subtelnej

a = 2me? /(he). Wystepuje ona we wszelkich formutach na energie elektronéw
w atomach. Na przyklad, poziomy energii F,, jedynego elektronu w atomie
wodoru podaje wzor

1
E, = —§a2mc2/n2,

gdzie n = 1,2,3... Przejsciu elektronu z jakiegos poziomu na inny towarzyszy
emisja lub absorpcja kwantéw swiatlta nalezacych do okreslonych linii
widmowych. Réznice za$ miedzy dlugosciami fal réznych linii, tj. odstepy linii
w widmie, sa juz latwo mierzalne, a zaleza od « jak w powyzszym wzorze.

W widmach odleglych kwazaréw czesto obserwuje sie absorpcyjne linie
pochodzace od oblokéw czesciowo neutralnego wodoru, przypadkowo
znajdujacych sie na linii widzenia. Im odleglejszy jest oblok (odleglo$é ocenia
sie na podstawie prawa Hubble’a), tym mlodszym go widzimy, a z pomiaréw
odstepéw produkowanych przezen linii widmowych (nie tylko wodoru, bo zasada
obserwacji jest taka sama dla innych pierwiastkéw, znajdujacych sie w tych
oblokach w §ladowych ilo$ciach) dalo sie ocenié, jaka wtedy warto$é miala stala
struktury subtelnej a. Wedtug australijskich astronoméw, gdy Wszech$wiat
mial 5 mld lat, stala a byla o 1/100 000 mniejsza niz obecnie z dokladnoscia do
25%! Na razie jest to wynik, w ktéry mozna jedynie wierzy¢ lub nie, natomiast
nie wiadomo, jak go wykorzystaé we wspoélczesnej nauce (o ile, oczywiscie, jest
prawdziwy).

Tomasz KWAST

Grudzien

W grudniowe wieczory Droga Mleczna przecina niebo ze wschodu na zachdd.
W poblizu zenitu, w Andromedzie i w Trdjkacie, czyli bardzo blisko Drogi
Mlecznej, znajduja sie dwie galaktyki, sasiadki naszej Galaktyki: M31 i M33.
Pierwsza wida¢ bez trudu golym okiem, drugiej praktycznie nie wida¢. Chyba
jednak malo kto zdaje sobie sprawe z tego, ze wlasciwie dziwne jest, iz widaé
ktérakolwiek z nich. W plaszczyznie Drogi Mlecznej skupia sie bowiem materia
miedzygwiazdowa, skutecznie przestaniajaca odleglejsze gwiazdy, a tym bardziej
galaktyki. Nic dziwnego, ze ten pas nieba byt kiedy$ zwany strefa unikania.
Niemniej w samej Drodze Mlecznej dalo sie stwierdzi¢ obecnosé kilku galaktyk,
co prawda dopiero dos¢ wymyslnymi metodami.

Wenus jest w Strzelcu i nie wida¢ jej z powodu bliskosci Stonica. W Wadze,

a wiec tez blisko Stonica, znajduja sie Mars i Jowisz. Mozna prébowaé szukaé
ich przed wschodem Stonca. Jedynie Saturn, ktory jest we Lwie, wschodzi przed
polnoca i widaé¢ go do rana. Pelnia Ksiezyca wypada 5 XII, néw 20 XII. Ksiezyc
zakryje Saturna 10 XII (co bedzie wida¢ w pdélnocnej Norwegii, péinocnej
Anglii, Islandii i Grenlandii), Spike 15 XII (widaé¢ bedzie w poludniowej czedci
Ameryki Poludniowej) i Antaresa 19 XII (a to zobacza mieszkanicy wschodniej
Afryki, Australii i Nowej Zelandii). Okoto 12 XII mozna spodziewaé sie do$é
obfitego roju Geminidéw, a 22 XII stabego roju Ursydéw. O péinocy 21/22 XII
nastapi przesilenie zimowe, czyli formalnie zacznie si¢ zima, ale dni zaczna sie

juz 1 dtuzacé.
juz pomatu wydtuzaé T K.
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Entropia: nieporzadek czy fantazja?
Rafal SZTENCEL*

Termin ,entropia” wystepuje w tak wielu dziedzinach nauki, ze nie mogto
zabraknaé go i w rachunku prawdopodobienistwa. Na ogdél duza entropie
kojarzymy stusznie z nieporzadkiem, wrecz bataganem (ktéry ma jedna mila
ceche — jest stanem stabilnym, co nie powinno dziwi¢, bo w poblizu maksimum
entropii zadne wysilki juz jej znaczaco nie zwieksza).

W teorii prawdopodobienstwa moze lepiej méwi¢ o niepewnosci lub
roznorodnodci, zwiazanej z rozkladem. Dla prostoty zajmiemy sie rozkladami

dyskretnymi: niech liczby p1, po,. ..

, Pn, Wyznaczaja rozklad prawdopodobienstwa

(zatem p1 +pa+...+p,=1,p; >0dlai=1,2,...,n). Wartosci liczbowe
skojarzone z prawdopodobienstwami p; sa zupelnie nieistotne; zreszta nie
musza to by¢ liczby, a moga to by¢, na przyklad, imiona pan, ktére pojawity
sie na pewnym protokole egzaminacyjnym. Imion tych bylo n = 45.

Gdybyémy chcieli odgadnaé, jak ma na imie losowo wybrana dziewczyna, znajac
mozliwe imiona i zadajac pytania, na ktére mozna odpowiedzieé tak/nie, to

5 pytan mogloby nie wystarczyé (2° = 32), ale 6 pytan wystarczy na pewno,

bo wszystkich mozliwych ciaggéw odpowiedzi jest 26 = 64. Czytelnik na pewno
wie, jak rozsadnie zadawac¢ pytania, zeby ich érednia liczba mieécilta sie pomiedzy

516.
Kluczowsg role w tym rozumowaniu odgrywata
nieréwnosé
32 < 45 < 64,

rownowazna, z

log, 32 < logy n < log, 64,
czyli

5 < log, 45 = 5,49 < 6.

Mozna zatem podejrzewaé, ze logarytm dwojkowy

z liczby mozliwo$ci n faktycznie jakos mierzy

réznorodno$é. Ale przeciez nie wzieliSmy pod uwage

tego, ze imiona wystepuja z rozmaitymi czestosciami.

W naszym protokole cztery najczestsze imiona to Anna

— 14%, Joanna, Katarzyna i Magdalena — po 8%. Jak
mozna z tego skorzystaé¢ przy zadawaniu
pytan?

Rozwazmy prostsza sytuacje. Jesli
sg tylko cztery imiona: Agnieszka,
Barbara, Celina i Dorota, pojawiajace

4 BCD sie jednakowo czesto, to $rednio
(i zawsze) potrzebne sa 2 pytania.
Niech teraz A. ma czestosé 50%, B.
- 25%, C. i D. — po 12,5%. Kazdy
widzi, ze z prawdopodobienstwem %
wystarczy jedno pytanie, % — dwa, i -
A B CD trzy. Srednio jest 1% pytania.
Zapiszmy te érednia tak:
1 1 1 9 1 3 1 3
q_§. _|_Z. _|_§. _|_§. =
1 1 1 1 1 1 1 1 3
:*510g2§*110g21*510g2§*§10g2§ :11

*Instytut Matematyki, Uniwersytet Warszawski
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Srednia liczba pytan okazala sie rowna

n
H=-> pilog,pi,
i=1
i to jest wlasnie entropia rozktadu prawdopodobienstwa.
Mozna udowodnié, ze

(%) H<g< H+1,

zatem entropia H jest dolnym ograniczeniem $redniej
liczby pytan q.

Entropia jest najwieksza, gdy wszystkie p; sa rowne.
Wynika to z wklestodci funkeji f(z) = —xlog, =
i nieréwnosci Jensena:

tif(wr) +taf(w2) +... +tnf(zn) <

< f(tll’l +toxg + ...+ tnl’n),
gdzie liczby t; sa dodatnie i daja w sumie 1.

W takim razie
H=f(p1)+fp2) +...+ f(pn) =

=0 (5@ + 2500+t )

n 1
<nf<271+p2+ +p):nf<—
n

n

Jasne jest, ze H = logyn, gdy p; = %, n=12 ...

W przypadku 45. imion z protokotu faktyczna entropia
jest rowna 4,76, podczas gdy maksymalna mozliwa to
log, 45 = 5,49; niewielka réznica obu liczb $wiadczy

o duzej fantazji rodzicow przy nadawaniu imion
dziewczynkom.

Pozostaje pytanie, czy jest prosty sposéb na zadawanie
pytan tak, by spelniona byla nieréwnosé (x). O tym

za miesiac — doprowadzi nas to do tak zwanego kodu
Huffmana (dajemy stowo honoru, ze Leonardo da Vinci
nie mégt go znad).



