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Kropki, z ktoérych niektére potaczone sa kreskami, to graf. Gdy z dowolnej
kropki (nazywanej zazwyczaj wierzchotkiem) mozna do dowolnej innej
przej$¢ po tych kreskach oraz gdy powrdci¢ mozna tylko doktadnie ta sama
droga, méwimy, ze taki graf to drzewko. Dwa drzewka uwazamy za takie
same, gdy maja ten sam system potlaczen, a réznia sie tylko potozeniem.

Ile jest réznych drzewek o danej liczbie wierzchotkow? Ogdlny wzér nie jest
znany, ale np. w swoim doktoracie G. Prins (w 1955 roku), miedzy innymi,
nie tylko obliczyt te liczbe dla n < 12 (okazalo sie, ze jest ich 987), lecz takze
wszystkie je narysowal. Oczywiscie mozna je narysowac na plaszczyznie tak,
aby ich kreski nie przecinaly sie (czym nie kazdy graf moze si¢ pochwalié).

W numerze prezentujemy te rysunki dla n < 10, ale i tak jest ich az 201.
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O dwéch takich, co chcieli zarobi¢ na fluktuacjach

Y
e

drzewka majace co najwyzej 4 wierzchotki
nic ciekawego

Szanowna Redakcjo,

pisze ten list, aby ostrzec Czytelnikéw Delty przed dwoma oszustami krecacymi
sie po okolicy. Osoby te przedstawiaja sie jako Matematyk i Fizyk i proponuja
udzial w przedsiewzieciach, ktére wygladaja niezwykle obiecujaco. Tego
pamietnego dnia spotkalem najpierw Matematyka. Stuchaj — powiedzial — rzuce
moneta. Jezeli wypadnie orzel, to placisz mi zlotowke, a jezeli reszka, to ja
Tobie dam zlotéwke. Jest to oczywiscie gra sprawiedliwa — prawdopodobienstwo
wygranej dla kazdego z nas wynosi 1/2. Ta gra szybko nas jednak znudzila.
Ciekaw jestem, co sadzisz o mojej drugiej grze? — zapytal Matematyk.
Oprécez uczciwej monety mam jeszcze dwie odpowiednio obciazone monety;
prawdopodobienstwo wyrzucenia orta dla monety drugiej wynosi 3/4, a dla
trzeciej 1/10. Wybdr rzucanej monety zalezy od wysokosci mojego kapitatu
(moze to byé liczba ujemna). Jezeli jest on podzielny przez 3, to rzucam
trzecia moneta, a w przeciwnym przypadku moneta druga. Tak jak poprzednio,
orzel oznacza zlotéwke dla mnie, a reszka ztotéwke dla Ciebie — zakonczyl
Matematyk i popatrzyl na mnie wyczekujaco. Na pierwszy rzut oka nie
wygladalo to dla mnie dobrze. Pomy$lalem, ze Srednio raz na trzy rzuty kapitat
mojego przeciwnika bedzie podzielny przez 3 i bedziemy rzuca¢ korzystna
dla mnie moneta trzecia, w 2/3 rzutéw uzywana bedzie moneta sprzyjajaca
Matematykowi. Oznacza to, ze prawdopodobiefnistwo wygranej w jednym rzucie
wynositoby dla mnie:

1/3x9/10+2/3 x 1/4="17/15,
czyli mniej niz 1/2. Matematyk upieral sie, ze jest to gra sprawiedliwa.
Przeprositlem go na chwile i na boku dokonalem pewnych obliczen. Niech
reszty z dzielenia kapitalu Matematyka przez 3, czyli 0,1 lub 2, reprezentuja
stan naszego ukladu. Prawdopodobienistwo znalezienia si¢ w danym stanie
zalezy tylko od stanu ukladu w chwili poprzedniej, a nie od calej historii naszej
rozgrywki. Ewolucja naszego ukltadu jest przyktadem lancucha Markowa. Mozna
wykazaé, ze w miare uplywu czasu czestotliwosci odwiedzania poszczegdlnych
stanéw ukladu daza do pewnych wartosci granicznych. Moje obliczenia
wykazaly, ze graniczna czestotliwo$¢ rzucania monetg trzecia jest jednak wigksza
od 1/3 i wynosi 5/13 (patrz kurs tancuchéw Markowa w Post Scriptum 1).
Prawdopodobienstwo wygranej w jednym rzucie wynosi wiec:

5/13 x9/104+8/13 x 1/4 =1/2.
Jak juz sie przekonale$ — kontynuowal Matematyk — ze ta druga gra tez jest
sprawiedliwa, to z pewnoscia zagralby$ w obie gry, gdyby wszystkie trzy monety
byly obciazone tak, aby prawdopodobienstwa wyrzucenia orla p;,7 = 1,2, 3, byty
mniejsze niz poprzednio, powiedzmy

p1=1/2—¢, pr=3/4—¢ i p3=1/10—¢,

gdzie € jest mala ustalona liczba dodatnia. Wtedy przeciez, jak latwo sprawdzié
(sprawdz to, prosze, Czytelniku), prawdopodobienistwa Twojej wygranej
w obu grach sa wieksze od 1/2. Powiedzialem, ze, oczywiscie, bardzo chetnie
zagram. I wtedy padla propozycja, ktéra bede dlugo pamietat. Matematyk
zaproponowal, zeby dla urozmaicenia zmienia¢ gry w sposob losowy. Aby nam
sie nie nudzilo — powiedzial — z prawdopodobiefistwem 1/2 bedziemy graé
w pierwsza gre i z takim samym prawdopodobienstwem w druga gre. ZaczeliSmy
rozgrywke. Po kilkuset grach stwierdzitem z przerazeniem, ze moj kapital jest
mocno ujemny. Matematyk jakos szybko sie ze mna pozegnal, a ja zaczatem sie
zastanawiaé, co jest (czy raczej bylo) grane. Druga gra (tak jak i pierwsza) jest
dla mnie korzystna. Kiedy jednak kapital Matematyka byl podzielny przez 3,
w mniej wiecej potowie przypadkéw, zamiast rzucaé¢ bardzo korzystna dla
mnie moneta trzecia, rzucal on moneta pierwsza i wtedy prawie z jednakowym
prawdopodobienstwem mogtem stracié¢ lub zyskaé zlotéwke. To mogtlo by¢
zrédtem mego problemu. Rzucitem sie do obliczen. Przeanalizowatem tancuch
Markowa odpowiadajacy losowej kombinacji obu gier dla przypadku € = 0.
Stwierdzitem, ze granicznymi czestotliwosciami przebywania w stanach 0,1 i 2
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sa odpowiednio 245/709,180/709 i 284/709. Ostatecznie prawdopodobienistwo
wygrania przeze mnie w jednym ruchu jest réwne

245 1 1+1 9 Jr180 1 1+1 1 +284 1 1+1 1y 691
709 2 2 2 10 709 2 2 2 4 709 2 2 2 4) 1418
zatem jest mniejsze od 1/2. Warto$é oczekiwana mojej wygranej wynosi wtedy
691/1418 — 727/1418 = —36/709.
Oznacza to, ze jezeli bedziemy gra¢ odpowiednio dtugo, to moj kapital bedzie
malal proporcjonalnie do uptywu czasu ze wspoélczynnikiem proporcjonalnosci
—36/709. Poniewaz czestotliwosci odwiedzin standéw naszego tancucha Markowa
zaleza w sposéb ciagly od ¢, to dla odpowiednio malego ¢, kiedy obie gry staja
sie dla mnie korzystne, ich losowa kombinacja nadal jest dla mnie zgubna. Mamy
wiec tutaj do czynienia z przykladem dwéch losowych dynamik, dla ktérych
wartosé oczekiwana pewnej zmiennej losowej roénie, natomiast dla losowej
kombinacji tych dynamik warto$¢ oczekiwana tej zmiennej losowej maleje
7 czasem.

Zachecam do sprawdzenia powyzszych rezultatéw (analitycznie na kartce papieru
lub symulujac rzuty monetami na komputerze). Moze to uodpornié¢ na inne
sztuczki probabilistycznych oszustéw.

Ledwo zdazylem ochlonaé, kiedy do moich drzwi zapukal Fizyk. Od razu
przeszedl do rzeczy i pokazal mi szkic swojego nowego urzadzenia (patrz
rysunek). Byla to 0§ z wiatraczkiem po jednej stronie, zebatka i zapadka po
drugiej stronie i ze szpulka z nitka poérodku.

Czasteczki powietrza uderzaja bez przerwy w lopatki wiatraczka. Wiatraczek,
jak i pozostala cze$é¢ urzadzenia, ma bardzo male rozmiary. Losowe fluktuacje
powoduja, ze czasem wiecej czasteczek uderzy w topatki z jednej strony niz

z drugiej. Jest to sytuacja analogiczna do ruchow Browna czasteczki zawiesiny
uderzanej przypadkowo przez czasteczki otaczajacej ja cieczy. Bez zapadki,

w réznych chwilach czasu wiatraczek obracalby sie w rézne strony. Zapadka
umozliwia ruch tylko w jedna strone. W wyniku tej asymetrii szpulka z nitka
bedzie w stanie podnosi¢ mikroskopijne cigzary. Urzadzenie moje — podsumowatl
Fizyk — przeksztalca nieukierunkowane fluktuacje na ruch w jednym wybranym
kierunku. Uzyskujemy prace kosztem fluktuacji, mamy wiec darmowe zrédto
energii. I to urzadzenie moze by¢ Twoje, oczywiscie za pewna oplata. Tym
razem bylem czujniejszy. Rozumiatem juz po spotkaniu z Matematykiem, ze
zlozenie dwdch losowych dynamik, dla ktorych stan uktadu érednio sie nie
zmienia, moze doprowadzi¢ do ruchu w jednym kierunku. Zapadka jednak,
podobnie jak wiatraczek, poddana jest takim samym uderzeniom otaczajacych
ja czasteczek, wykonuje analogiczne ruchy Browna i w zwiazku z tym od

czasu do czasu podnosi sie przypadkowo i pozwala opasé¢ ciezarkowi. W efekcie
Srednie przesuniecie ciezarka jest zerowe — sama asymetria zapadki nie
wystarcza. Jezeli natomiast temperatura powietrza wokét zapadki bytaby
muniejsza od temperatury powietrza wok6l wiatraczka (tak jak rézne byly
prawdopodobienstwa wyrzucenia orla dla réznych monet), to fluktuacje zapadki
bytyby mniejsze od fluktuacji wiatraczka i urzadzenie Fizyka wykonywatoby
rzeczywiscie prace kosztem energii pobranej z otoczenia cieplejszego, oddajac
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jej cze$¢ do otoczenia zimniejszego. Jest to przyklad silnika Browna. Niestety,
musielibyémy jeszcze utrzymywaé powietrze wokét wiatraczka i zapadki

w stalych temperaturach, a to, oczywiscie, dodatkowo kosztuje. Jeszcze jedna
préba zbudowania perpetuum mobile (II rodzaju) okazala sie bezowocna. Wizja
szybkiego wzbogacenia znacznie sie oddalila.

Wieczorem rozmawiatem ze znajomym Biologiem. Opowiedzialem mu o swoich
porannych matematyczno-fizycznych do$wiadczeniach. Biolog zasugerowal, ze
by¢ moze Natura znalazta sposob, aby wykorzystaé¢ mikroskopowe fluktuacje
ruchéw czasteczek w komérkach i zamieni¢ energie wyzwalana w reakcjach
biochemicznych na transport uzytecznych sktadnikéw komérkowych. Byé

moze molekularne motory komoérkowe dzialaja podobnie do silnikéw Browna.
Na szczescie Biolog nie cheial mi ich sprzedawaé. Zajeliémy sie spozywaniem

e

roznych smakowitosci, czyli przetwarzaniem dan szefa kuchni na proste zwiazki
organiczne, czego i Wam wszystkim zycze.

7 pozdrowieniami, Jacek MIEKISZ , matematyk fizyczno-biologiczny,
Instytut Matematyki Stosowanej i Mechaniki UW

drzewek z sze$cioma wierzchotkami jest 6

Post Scriptum 1

Krétki kurs lancuchéw Markowa

W naszej grze mamy do czynienia z uktadem, ktory moze znajdowaé sie

w trzech stanach: 0,1 lub 2, odpowiadajacych reszcie przy dzieleniu kapitalu
Matematyka przez 3. Prawdopodobienstwa przejs¢ pomiedzy tymi stanami,
pij; i, 7 = 0,1,2, dla drugiej gry wynosza odpowiednio: pgg = p11 = p22 = 0,
po1 = 0,1, po2 = 0,9, p12 = 0,75, p1o = 0,25, pao = 0,75, pa1 = 0,25.

Prawdopodobienstwo tego, ze w chwili ¢ + 1 bedziemy w stanie i, zalezy tylko
od tego, w jakim stanie byliSmy w chwili £. Jest to tak zwana wtasno$é¢ Markowa
braku pamieci, ktérg krétko mozna scharakteryzowaé tak: przysztosé nie zalezy
od przesztosci, pod warunkiem ze znana jest terazniejszo$é. Niech w! bedzie
prawdopodobiefistwem znalezienia si¢ ukladu w stanie ¢ w chwili ¢. Wtedy
ze wzoru na prawdopodobiefnistwo catkowite uzyskujemy
ﬂf“ = pomé + pumt +pomh;  i=0,1,2.

Powyzsza ewolucja naszego uktadu jest przykladem tancucha Markowa.
Zauwazmy, ze 7z kazdego stanu mozemy przej$é, w skonczonej liczbie krokow,
do kazdego innego stanu. Dla takich tancuchow, w miare uptywu czasu,
czestotliwodci odwiedzania poszczegdlnych stanow ukladu daza do pewnych
warto$ci niezaleznych od stanu poczatkowego. W naszym przypadku te
graniczne czestotliwosci spelniaja nastepujacy uktad réwnan liniowych:

w9 = 0,251 40,7579

m™ = 0,1770 + 0,257‘1’2

Ty = 0,9770 + 0,757‘1’1
Uktad ten ma, oczywiscie, nieskoficzenie wiele rozwiazan, ale tylko jedno
rozwiazanie,

7'('0:5/137 7T1:2/13, 71'2:6/137
spelnia warunek
T+ T +me=1

i daje nam czestotliwosci odwiedzania standéw naszego uktadu. W szczegdélnosci,
i kapital Matematyka jest podzielny przez 3 érednio w 5/13 wszystkich rzutéw.

Rozwigzanie zadania M 1152. Post Scriptum 2

Podnosimy stronami do kwadratu dane
nieréwnosci, po czym dodajemy je Idea urzadzenia wykorzystujacego ruchy Browna do wykonania uzytecznej
stronami. W efekcie uzyskujemy . .
2,2, 2 )L o _ pracy zostala po raz pierwszy przedyskutowana w 1912 roku przez Mariana
a” + b + c” + 2ab + 2bc + 2ca 0, . .. .
h Smoluchowskiego, a potem rozwinieta przez Richarda Feynmana (Feynmana

skad , Wyklady z Fizyki, Tom I, Czesé 2, Rozdzial 46).
(a+b+4+c¢)” <0.

A zatem Paradoksalne gry hazardowe zostaly zaproponowane w 1996 roku przez Juana
a4+b+c=0. Parrondo w nieopublikowanym artykule ,How to cheat a bad mathematician”.
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drzewka z siedmioma wierzchotkami (11)
robi si¢ ciekawie

*Obserwatorium Astronomiczne
Uniwersytetu Warszawskiego

Supernowa Keplera Irena SEMENIUK*

W pazdzierniku tego roku minelty 402 lata od pojawienia si¢ na niebie
niezwyklej gwiazdy, nazywanej dzisiaj najczesciej Supernowa Keplera.

9 X 1604 roku gwiazde zauwazono niezaleznie w Rzymie, Padwie i Weronie.
Dzien p6ézniej w Pradze dostrzegl ja (w przerwie miedzy chmurami) Jan
Brunowski, dokonujacy obserwacji meteorologicznych urzednik dworu cesarza
Rudolfa II, o czym powiadomil éwczesnego cesarskiego matematyka, Johannesa
Keplera. Zachmurzone niebo nad Praga sprawito, ze sam Kepler zobaczyt
gwiazde dopiero 17 X i wtedy zaczal ja systematycznie obserwowaé, a nastepnie
poswiecil jej cala ksiazke wydana w 1606 roku pod tytutem ,De stella nova in
pede Serpentarii”.

Gwiazda pojawila sie w gwiazdozbiorze Wezownika. Ta polska nazwa odpowiada
greckiemu stowu Ophiuchus (po lacinie Serpentarius), co znaczy Nosiciel Weza.
Gwiazdozbior Wezownika odzwierciedla na niebie posta¢ boskiego lekarza
Asklepiosa-Eskulapa. Gwiazda rozblysta w bliskim sasiedztwie trzech innych
jasnych obiektéw: Marsa, Jowisza i Saturna. Te trzy planety gérne byty wtedy
w koniunkcji. W chwili odkrycia gwiazda doréwnywala jasnoscia Marsowi,

a w ciggu kilku nastepnych dni przewyzszyla jasnoscig Jowisza i stala sie
najjasniejszym obiektem nocnego nieba. Przez kilkadziesiat dni pozostawala

w maksimum blasku, po czym zaczela stabnaé. Ale dla ludzkiego oka byla
widoczna az do wiosny 1606 roku.

W czasach Keplera gwiazdami nowymi nazywano gwiazdy, ktére nieoczekiwanie
pojawialy sie na niebie, byly przez jakis czas widoczne, a nastepnie znikaly

na zawsze z pola widzenia ludzkiego oka. Wspdlczesna astrofizyka, poczynajac
od lat dwudziestych ubieglego stulecia, rozréznia gwiazdy nowe i tzw.
supernowe. Jak wskazuje nazwa, supernowe pod wzgledem samego przebiegu
zjawiska wygladaja jak gwiazdy nowe, ale takie, ktérych jasno$é¢ absolutna

(tzn. energia wysylana przez gwiazde w jednostce czasu) w maksimum blasku
przekracza tysiace razy jasnosé zwyklych gwiazd nowych (zwanych tez nowymi
klasycznymi). Mechanizm ich eksplozji jest bowiem zupelnie inny niz nowych.
Takze spadek ich jasnosci po osiggnieciu maksimum, zanim znikna pod progiem
widzialnosSci oka, trwa znacznie dluzej i przebiega lagodniej. Supernowe
pojawiaja sie znacznie rzadziej na niebie niz zwykte nowe. W ubieglym
tysiacleciu zaobserwowano ich w okolicy Slonca, a wlasciwie w naszej Galaktyce,
zaledwie pie¢. Wszystkie rozblysty, zanim wynaleziono teleskop. Ostatnig z nich
byla wtasnie Supernowa Keplera. Wczesniejsze pojawily sie w latach 1006, 1054,
1181 i 1572. Pierwsze trzy byly obserwowane gltéwnie na Dalekim Wschodzie,

w Chinach i Japonii. W Europie pojawienie si¢ gwiazdy z roku 1006 odnotowaly
kroniki klasztoréw St. Gallen w Szwajcarii i Benevento we Wloszech, ale nikt
nie odnotowal obserwacji gwiazd supernowych z lat 1054 i 1181. Dopiero
przedostatnia, z roku 1572, byta systematycznie obserwowana w Europie. Nosi
ona nazwe Supernowej Tychona, gdyz to wlasnie Tycho Brahe ja zauwazyl,

a potem dokladnie obserwowal. I to ona przesadzila ostatecznie o jego dalszej
dziatalnosci.

Gwiazdy nowe obserwuje si¢ znacznie czeéciej niz supernowe. W ubiegltym
stuleciu zaobserwowano ich ponad 200, w tym 10 z nich jasnoscig w maksimum
przekroczylo trzecia wielkos¢ gwiazdowa, a wiec mozna je bylo bez trudu
zobaczy¢ golym okiem. Wynalezienie teleskopu, a potem zastosowanie

do obserwacji astronomicznych kliszy fotograficznej i spektrografu pokazato, ze
nazwa ,gwiazdy nowe” nie jest dobrym okresleniem zjawiska, bowiem w miejscu
pojawienia sie nowej, zarowno przed jej rozblyénieciem, jak i po jej zniknieciu
dla oka, odkrywano zawsze staba gwiazde. Okolo pdt wieku temu okazalo sie
przy tym, ze wszystkie gwiazdy, ktére w pewnym momencie swego rozwoju
pojawialy sie jako nowe, sa ukladami podwdjnymi o okresach obiegu najczesciej
rzedu kilku godzin.

Techniki poszerzajace mozliwosci obserwacyjne ludzkiego oka zastosowane
do badania okolic wyzej wspomnianych gwiazd supernowych Galaktyki pokazaty
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pojedyncze o bardzo osobliwych wlasnosciach. Gwiazdy te nazwano pulsarami.
Na bardziej szczegélowe oméwienie zastuguje gwiazda o jasnosci 16 mag

znajdujaca sie w miejscu pojawienia sie supernowej AD 1054. Obserwowano
:i: ja od dawna jako gwiazde stala. Ale dopiero obserwacje radiowe z roku 1968,

Y ? natomiast, ze w miejscu pojawienia sie¢ dwéch z nich znajduja sie gwiazdy

a wkrétce po nich obserwacje w zakresie widzialnym, wykonane aparatura

o duzej rozdzielczosci czasowej, wykazaly, ze jest to gwiazda zmienna o okresie
'f 33 ms i amplitudzie zmian blasku réwnej 1 mag. Oko ludzkie moze rejestrowaé

zmiany jasnosci o amplitudach nawet dziesieciokrotnie mniejszych, jednak jego

czasowa zdolno$¢ rozdzielcza nie jest lepsza niz 0,1 s i dlatego gwiazde znano

\( _}%: j: jako obiekt o stalej jasnosci. Dalsze obserwacje wykazaly, ze gwiazda jest silnym

zréodlem promieniowania X i gamma, zmiennych takze z okresem 33 ms. Te

szybkie zmiany (pulsowanie) jasnoéci ttumacza nazwe pulsaréw nadana tego

rodzaju gwiazdom. W roku 2001 w miejscu rozblysku supernowej AD 1181
. odkryto takze pulsara o okresie 66 ms.

W miejscu pojawienia sie Supernowej Keplera nie zauwazono dotychczas
Y zadnej gwiazdy. Ale wokot miejsc rozblysku wszystkich gwiazd nowych

i supernowych zaobserwowano rozszerzajace si¢ mgtawice. Z tempa ich
rozszerzania sie, cofajac sie w czasie, otrzymuje sie daty pojawienia sie gwiazdy
zgodne z zarejestrowanymi w kronikach obserwacyjnych. Jest to niewatpliwy
et dowdd tego, ze mglawica jest genetycznie zwiazana z rozblyskiem gwiazdy

i jest czedcia materii odrzuconej przez nia w czasie rozbtysku. Szczegélnie
znana jest tego rodzaju pozostalosé po supernowej AD 1054, zwana Mglawica
ot Krab. Obserwowano ja juz w XVIII wieku, ale dopiero w latach dwudziestych
ubieglego stulecia zdano sobie sprawe z jej zwiazku z supernowa. Z predkosci
rozszerzania si¢ mglawic astronomowie wyznaczaja tez ich odleglosci, co
drzewek z oSmioma wierzcholkami jest 23 pozwala im nastepnie obliczy¢ jasnosé absolutna gwiazd nowych i supernowych
w maksimum blasku.

Sam Kepler byl przekonany, ze pojawienie sie obserwowanej przez niego
gwiazdy nowej, jej czas i miejsce, nie sg zbiegiem okolicznosci. Sadzil, ze
ukazata sie ona z woli Boga, jako Jego znak. Kepler mial sceptyczny stosunek
do uprawianej w jego czasach w Europie astrologii i stawiania horoskopow.
Moéwil, ze astrologia jest glupia cérka szlachetnej damy astronomii, ale za
pensje wyplacane matematykom matka nie wyzylaby, gdyby cérka nie zarabiata
pieniedzy. Byl jednak gteboko przekonany, ze zjawiska zachodzace na niebie nie
sg przypadkowe, ze sg przejawem woli Bozej, a wiec maja jakie$ znaczenie.

.. ]

Rozwigzanie zadania F 680.
Przy izotermicznym rozdrobnieniu jednej duzej kropli na duzg liczbe malych kropelek energia jest
tracona tylko na wytworzenie dodatkowej powierzchni, energia wewnetrzna kropel nie zmienia sie.

Zatem praca jest réwna W = aAS, gdzie AS to powierzchnia dodatkowa réwna AS = 4n(Nr? — RQ)
(R jest promieniem duzej kropli, a N liczba malych kropel). Masa oliwy nie zmienia si¢, wobec tego:
4 : 4 . 2 R 3m
—7TR'Sp =m = Nfﬂr'sﬂ, zatem YN =— i N= —.
3 3 T dmwrdp

Wyznaczajac stad R i podstawiajac do wzoru na AS, otrzymujemy
AS = 4r VY N2Zr? (YN — 1) ~ 4nNr2.

3ma

Podstawiajac AS oraz N do wzoru na prace, otrzymujemy W =

.. ]

Rozwigzanie zadania M 1151.

Niech k, I, m, n beda takimi liczbami calkowitymi, ze a = k(ab — cd), b = l(ab — cd),

¢ =m(ab— cd), d = n(ab — cd). Wéwczas ab — cd = (kl — mn)(ab — cd)?, a poniewaz ab — cd # 0,
wiec (kI — mn)(ab — cd) = 1. Oba czynniki stojace po lewej stronie ostatniej réwnosci sg liczbami
= 1.

~ 0,06 J.
pr

calkowitymi, skad uzyskujemy réwnosé |ab — cd
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drzewka z dziewiecioma wierzchotkami
poczatek

Maia delld

O pozytkach z tr6jkata Pascala

Trojkat Pascala to, jak wiadomo, ,nieskonczony trojkat”, na ktorego
bokach stoja jedynki, a kazda z pozostalych liczb jest suma dwdch nad
nig potozonych. 1

Trojkat taki buduje sie zwykle po to, by poznaé¢ wspdtczynniki dwumianu
Newtona (a + b)", ale mozna go uzy¢ i w innych celach. Takim wtasdnie

— nieco przekornym — wykorzystaniem tréjkata Pascala zajmiemy sie
ponizej.

Jak z trojkata Pascala zrobi¢ sobie sitko?

Narysujmy tréjkat Pascala na siatce zlozonej z tréjkacikow, tak jak
na rysunku ponizej. Nastepnie kazda liczbe parzysta zastapmy zerem,
a kazda liczbe nieparzysta — jedynka.

Rozwazmy teraz trojkaty ztozone z dwoch, czterech, odmiu, szesnastu,
itd. pieter i zamalujmy w nich jakims$ kolorem tréjkaty, w ktérych
widnieje jedynka. Po odpowiednim przeskalowaniu otrzymamy ciag figur,
jak na rysunku ponizej.

A

Widaé, ze pierwsza figura powstaje w wyniku podziatu danego trojkata
na cztery identyczne trojkaty i wyciecia srodkowego trdjkata. Druga
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przez zastosowanie identycznej procedury do kazdego z tréjkatow
pozostalych po pierwszej wycinance, itd. Kolorowa figura, jaka pozostaje
po nieskonczenie wielu cieciach, to sitko (czyli krzywa tréjkatowa)
Sierpinskiego. W tréjkacie Pascala przedstawione sg zatem kolejne etapy
tworzenia takiego sitka.

Tajemnice zapisu binarnego

Opisany wyzej zwiazek trojkata Pascala z geometria nie jest zwiazkiem
jedynym. Aby sie o tym przekonaé, spéjrzmy na ,zero-jedynkowy”
tréjkat Pascala i wypiszmy liczby z kolejnych pieter, traktujac je jako
liczby zapisane w ukladzie dwéjkowym. Mamy wtedy (poczynajac od
drugiego rzedu)
M1l =1-2'+1-2°=2+1=3
[101]p =1-22+40-2'4+1-2°=4+1=5
[1111)=1-2°+1-2241-2' +1.-2°=8+4+2+1=15
[10001]; =1-2*4+0-2°4+0-22+1-2'+1-2°=16+1=17
[110011]y =1-2°4+1-2*+0-23+0-22+1-2'+1-2°=32+16+2+1=51
Liczby te na pozér moga zdawaé sie nieco przypadkowe. Kiedy jednak
zauwazymy, ze
2 41=3, 22 4+1=5 224+1=17
oraz
15=3-5, 51=3-17,
to niewatpliwie zrodzi si¢ w nas stuszna hipoteza, ze powstajace w ten
sposéb liczby sg iloczynami tzw. liczb Fermata, tzn. liczb postaci
F, =2 +1, n=0,1,2,3,...
Fermat sadzil, ze wszystkie takie liczby sa pierwsze. Nie jest to jednak
prawda. Dla n =0,1,2, 3,4 liczby Fermata rzeczywiscie sg pierwsze,
ale juz
=2 4+1=2"+1
liczba pierwsza nie jest (udowodnil to Euler). Do dzi$§ poszukujemy liczb
pierwszych Fermata réznych od Fy, Fi, Fy, F3, Fy, ale — jak dotad —
bezowocnie. Tymczasem jest to wazne zagadnienie wladnie z punktu
widzenia geometrii. Stynne twierdzenie Gaussa wiaze bowiem liczby
Fermata z konstruowalnoscia wielokatéw foremnych.

Twierdzenie. Wielokat foremny o n bokach da si¢ skonstruowaé
za pomocy cyrkla i linijki wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden
z warunkow

oen=2F gdzie k=2,3,4,...,

e 1 jest iloczynem réznych liczb pierwszych Fermata,

e 1 jest iloczynem pewnej potegi dwojki i réznych liczb pierwszych
Fermata.

Okazuje sie, ze z tréjkata Pascala mozemy odczytaé wszystkie
konstruowalne n-katy foremne o nieparzystej liczbie bokéw. Jak to jednak
mozliwe, ze trojkat Pascala ,zna si¢ na geometrii”?

Pozostawiajac to filozoficzne pytanie bez odpowiedzi, polecamy
upewnienie sie, ze poczatkowe pietra tréjkata Pascala rzeczywiscie koduja
iloczyny parami roznych liczb pierwszych Fermata oraz stwierdzenie,

do ktoérego pietra zasada ta obowiazuje.

Maitq Delte przygotowat Witold SADOWSKI
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Rys. 1. Schemat budowy lewitronu.
Zasadnicze elementy to duzy magnes
w podstawie oraz magnetyczny baczek.
Bieguny magneséw musza by¢ przeciwnie
skierowane.

*Uniwersytet Augsburski (Niemcy)
i Uniwersytet Warszawski

Lewitron — prosta zabawka fizyczna
o nie tak prostej teorii dziatania
Krzysztof BYCZUK ™

Lewitacja nazywamy stan, w ktérym cialo pozostaje w spoczynku, jednocze$nie
nie majac bezposredniego kontaktu z zadnym innym cialem. Osiagniecie stanu
statycznej lewitacji nie jest jednak mozliwe.

Kazdy wie, ze jednoimienne bieguny magneséw odpychaja sie. Wydaje sie wiec,
ze mozna by umiesci¢ wystarczajaco silne magnesy, jeden nad drugim, tak aby
ten na gorze unosil sie swobodnie w powietrzu bez zadnego bezposéredniego
wsparcia. Do$wiadczenie jednak pokazuje, ze to si¢ nigdy nie udaje: gérny
magnes obraca sie i zostaje przyciagniety przez dolny.

W 1842 roku Samuel Earnshaw udowodnit zaskakujace twierdzenie:

w pustej przestrzeni nie istnieje zadna statyczna (czyli niezmieniajgca sie
w czasie) konfiguracja pdl elektrycznych, magnetycznych i grawitacyjnych,
dla ktorej energia potencjalna miataby lokalne minimum.

Oznacza to, ze, niezaleznie od sposobu wzajemnego ustawienia tadunkéw
elektrycznych, dipoli magnetycznych i mas w obszarach pomigdzy nimi, energia
potencjalna pdl nie ma lokalnego minimum, a wiec zadne cialo nie bedzie
znajdowalo sie w stanie réwnowagi trwalej. Z punktu widzenia mechaniki
Newtona i elektrodynamiki klasycznej statyczna lewitacja nie jest wiec mozliwa.
Zauwazmy, ze z twierdzenia Earnshawa wynika, iz stabilne molekuty chemiczne
takze nie powinny istnie¢. Faktycznie, wyja$nienia stabilno$ci materii nalezy
szuka¢ w mechanice kwantowej.

W latach dziewieédziesigtych XX wieku pojawila sie w sprzedazy zabawka

o nazwie ,lewitron”. Zabawka sktada si¢ z duzego i silnego magnesu statego
wykonanego z materialéw ceramicznych oraz matego baczka, takze wykonanego
z magnesu o symetrii osiowej. Masa baczka wynosi okoto 18 g. W zestawie

jest tez kilka pierécieni o masach: 3, 1, 0,4, 0,2 i 0,1 g. Dodatkowo znajduje

sie w komplecie plastikowa plytka oraz w niektorych wersjach maly silniczek
do wprawienia baczka w ruch obrotowy.

Zabawa polega na rozkreceniu baczka na plytce umieszczonej nad magnesem
stalym. Nastepnie umiejetnie unosimy plytke z krecacym sie baczkiem

do momentu, az zacznie on sam unosi¢ sie w polu grawitacyjnym, wirujac nad
magnesem. Wtedy plytke odsuwamy. W tym stanie lewitacji dynamicznej baczek
pozostaje okoto 2 do 3 minut.

./ i/V ®é
l

Rys. 2. Kolejne etapy wprowadzania baczka w stan dynamicznej lewitacji: i) rozkrecamy baczek
na plastikowej plytce, ii) unosimy plytke do géry, iii) odsuwamy plytke, pozostawiajac baczek
wirujacego w powietrzu.

Oczywiécie, wprowadzenie baczka w stan dynamicznej lewitacji wymaga pewnej
wprawy, bardzo dokladnego ustawienia magnesu trwalego w poziomie oraz
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dobrania cigzaru baczka za pomoca dolaczonych pierscieni. Wazne tez jest, aby
baczek wirowal z odpowiednia predkoscia katowa, ani za wolno, ani za szybko.

Lewitron zostal wynaleziony i opatentowany przez Roya Harringa w 1983 roku
\ 1 w USA. Teoretyczne zrozumienie, jak dziata lewitron, pojawito sie jednak
a N dopiero w 1996 roku.
~—4—o

Jak lewitron (nie) dziala

Aby baczek unosit si¢ w polu grawitacyjnym, musi na niego dziataé sita
rownowazaca przyciaganie ziemskie. Jednoimienne bieguny magnesu

w podstawie i w baczku musza wiec by¢ zwrdcone przeciwnie do siebie, jak

na rysunku 1. Ponadto gdyby baczek nie wirowal, to natychmiast odwrécitby
sie i spadl na podstawe. Ma jednak spory moment pedu, ktéry jest zachowany

w czasie ruchu, co uniemozliwia przewrdcenie sie.
\ / ‘ . Pozostaje jednak problem z istnieniem rownowagi trwatej takiego uktadu.

ok K 8 K

Bardzo dobrze to wida¢, gdy prébujemy dostroi¢ zabawke do dzialania. Przy
nieudanych préobach zauwazamy, ze wirujacy baczek faktycznie si¢ nie odwraca
. (moment pedu jest zachowany), jednak ,wyplywa” z obszaru nad magnesem

i spada poza podstawa.
v Jesli baczek ma moment magnetyczny i 1 mase m, to znajdujac si¢ w polu

magnetycznym o indukeji B(7), ktéra zalezy od danego punktu w przestrzeni,
oraz w polu grawitacyjnym o natezeniu g, ma energie potencjalna rowng

T U(7) = —fi - B(F) +mgz,

gdzie z jest wysokoscia nad powierzchnia Ziemi. W pustej przestrzeni pola
magnetyczne i grawitacyjne spelniaja twierdzenie Earnshawa. Mozna wykazaé,
drzewka z dziesigcioma wierzcholkami ze energia potencjalna w tym ukladzie ma punkt siodtowy. W pewnym kierunku
- poczatek przy oddalaniu si¢ od polozenia réwnowagi U rosnie, ale w innym maleje. Nawet
gdy baczek znajdzie punkt rownowagi trwalej wzdluz jednego kierunku, to
ucieka z tego obszaru w kierunku prostopadlym, gdyz wzgledem niego byta to
réwnowaga nietrwala.

«

Jak wiec lewitron naprawde dziala

Lewitujacy baczek wykonuje trzy rodzaje ruchéw: szybki ruch obrotowy wokot
wlasnej osi, wolniejsza precesje osi obrotu oraz powolny ruch srodka masy
baczka na boki. Doswiadczalne oszacowanie charakterystycznych czestosci tych
ruchéw daje dla ruchu wirowego fwirowy ~ 25 Hz, dla precesji forecesja = 5 Hz

i dla ruchéw bocznych froczny ~ 1 Hz. Skale czasowe dla tych trzech rodzajow
ruchu sa rézne:

fboczny < fprecesja < fwirowy-
Moéwimy o separacji skal czasowych w tym ukladzie. Upraszcza to zagadnienie,
bo kazdy z tych trzech ruchow mozna teraz rozpatrywaé niezaleznie, stosujac
przyblizenie adiabatyczne, w ktorym badajac jeden typ ruchu, zaniedbuje sie
ruchy pozostale, znacznie oden szybsze lub wolniejsze.

Bardzo waznymi wielkosciami w fizyce sa te, ktore nie zmieniaja sie w czasie, tak zwane
wielkosci zachowane. Przyktadami sg energia, ped lub moment pedu dla izolowanego uktadu
fizycznego. Gdy uklad nie jest izolowany i oddziatuje z otoczeniem, np. jeden z parametréow
uktadu zmienia si¢ w czasie, wspomniane wielkosci nie sg juz zazwyczaj zachowane. Gdy
jednak jakis parametr uktadu zmienia si¢ duzo wolniej niz typowe skale czasowe innych
proceséw w uktadzie, to pewne inne wielkosci fizyczne moga by¢é w przyblizeniu zachowane.
Takie niezmienniki powolnych ruchéw nazywamy niezmiennikami adiabatycznymi.

Jako przyktad rozwazmy wahadlo matematyczne, ktérego dtugo$¢ zmienia si¢ powoli

w stosunku do okresu drgan, np. ktos powoli wyciaga kulke z linkag w gére. Powolna zmiana
dtugoéci wahadta oznacza, ze

i) 1dit) 1

I(t) dl T’

gdzie [ jest chwilowg diugoscia wahadla, a T'= 27w /l/g okresem jego drgan. Energia

Wahadlo o powoli zmieniajacej sie uktadu E nie jest stala, ale mozna wykazaé, ze wielkodci E(t)\/1(t), T(t)/+/1(t) i E(t)T(¢)
dtugosci. sa w przyblizeniu state.
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Rys. 3. Precesja osi baczka wokét
lokalnego kierunku pola magnetycznego.

Rys. 1

precesja

pole magnetyczne

—{d|+—
H
h
| D

Precesja osi lewitronu zachodzi szybciej niz ruch na boki. Efekt zyroskopowy

z kolei w ciagly sposob ustawia o$ precesji baczka réwnolegle do lokalnego
kierunku zewnetrznego pola magnetycznego B (7). Dzieki temu usredniony
wzgledem czasu moment magnetyczny baczka jest zawsze ustawiony réwnolegle
i przeciwnie do zewnetrznego pola, wiec sily magnetyczne przeciwdzialaja

sitlom grawitacji. Mozna sobie wyobrazi¢, ze baczek powoli porusza si¢ na boki,
a szybka precesja zawsze znajduje nowa o$ precesji dla danego polozenia baczka.

W optymalnych warunkach, czyli gdy baczek jest w stanie lewitacji dynamicznej,
wielkosé

fi - B(F)
jest niezmiennikiem adiabatycznym ukladu. Innymi stowy, dla ruchéw
dostatecznie powolnych w poréwnaniu z precesja i wirowaniem wielkos¢ ta
jest stala w czasie. Dzieki temu energie potencjalng calego uktadu, ktéra jest
w ogdélnosci funkcja dhugosci wektora indukcji pola magnetycznego Bi kata,
jaki ten wektor tworzy z momentem magnetycznym baczka [, mozna zapisaé
jako funkcje wylacznie dlugosci wektora indukeji B(7), ktérego dlugoéé B ma
lokalne ekstremum i tym samym istnieje punkt rownowagi trwalej. Pozostaje to
w zgodzie z przytoczonym na poczatku twierdzeniem Earnshawa, gdyz dotyczy
ono tylko statycznych konfiguracji, a nasz uklad jest dynamiczny.

Autor dziekuje za wsparcie DFG SFB 484.
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Redaguje Ewa CZUCHRY

F 679. W zbiorniku z woda zostala umieszczona dluga rurka o érednicy d,

do ktoérej z dotu przylega cylindryczny krazek o grubosci h i érednicy D (rys. 1).
Gestos¢ materiatu krazka p jest wieksza od gestosci wody p,,. Rurke powoli
podnosimy do gory. Na jakiej glebokosci H krazek oderwie sie od rurki?
Rozwiazanie na str. 15

F 680. Napiecie powierzchniowe na granicy woda—oliwa wynosi
a~18-1073N/m. Jaka prace nalezy wykonaé, aby krople oliwy o masie m = 1g
rozdrobni¢ w wodzie na krople o promieniu r» = 10™% cm? Przyjmujemy, ze
gestodé oliwy to p = 0,9 g/cm?.

Rozwiazanie na str. 5

Redaguje Waldemar POMPE

M 1150. Okregi o7 i 02 sa styczne zewnetrznie w punkcie A (rys. 2). Wspdlna
styczna zewnetrzna okregéw o1 i 09 przecina prosta laczaca ich srodki
w punkcie B. Prosta przechodzaca przez punkt B przecina okrag o; w punktach
C'i D, a okrag oo w punktach E i F. Udowodni¢, ze

LCAD = S EAF.

Rozwiazanie na str. 15

M 1151. Dane sa takie liczby catkowite a, b, ¢, d, ze kazda z tych liczb jest
podzielna przez liczbe ab — cd. Wykazaé, ze |ab — cd| = 1.

Rozwiazanie na str. 5

M 1152. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja zaleznosci |a| > |b+ ¢|, |b| > |c+ al,
le] > |a+ b|. Dowie$é, ze a+b+ ¢ = 0.

Rozwiazanie na str. 3
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Medale Fieldsa 2006

22 sierpnia 2006 roku, w Madrycie, na otwarciu
Miedzynarodowego Kongresu Matematykdow

(ktéry odbywa sie co cztery lata) wreczone zostaly
cztery medale Fieldsa — powszechnie uznawane za
matematyczne odpowiedniki Nagrody Nobla. Otrzymali
je Andriej Okunkow, Grigorij Perelman, Terrence Tao
oraz Wendelin Werner. (Z niektérymi wynikami dwéch
z nich, Perelmana i Tao, czytelnicy Delty mieli okazje
juz sie zapoznaé¢, w numerach 1/2004 i 4/2005.)

Zanim powiemy po kilka stéw o osiagnieciach kazdego

z nich, wspomnijmy o dwéch sprawach. Po pierwsze,
wszyscy medalidci spogladaja na matematyke

bardzo szeroko i we wlasnej pracy nie przejmuja sie
tradycyjnymi granicami miedzy réznymi gateziami

tej dziedziny. Najbardziej jest to widoczne w pracach
Terrence’a Tao (méwi, ze szczegdlnie lubi pracowaé nad
problemami, ktére dotycza kilku dzialow matematyki
jednoczesnie). Po drugie, wiekszo$é medalistéw lubi
pracowacé zespolowo. Rekordzista jest tu znéw Tao:
ponad 80 prac z ponad 30 réznymi wspdlautorami.
Wyjatkiem jest Perelman: i w pracy naukowej, i,

jak sie wydaje, w codziennym zyciu samotnik, ktory
cieszy sie opinig czlowieka skromnego i niezyciowego
(niemniej, jego petersburscy znajomi po fachu méwia, ze
podczas rozmoéw o matematyce Perelman jest niezwykle
komunikatywny i bezposredni).

Sadze zatem, ze gtéwna nagrodzona jest taka
matematyka, ktéra nie zna wasko postawionych
granic i podzialow na ciasne specjalnosci; taka, ze gdy
nawet chodzi w niej o rozwiazanie jednego, krétko
sformutowanego problemu, to jest to rozwiazanie
przeprowadzone z niezwyklym rozmachem, osiagnicte
nieoczekiwanymi metodami i nietypowa droga.

Kwintesencje tego, co w matematyce jest najwazniejsze,
oddal chyba Charles Fefferman z Princeton,
opowiadajac w Madrycie o pracach Terrence’a Tao.
Powiedzial mianowicie, ze matematyka uprawiana

na najwyzszym poziomie moze wywolaé¢ (u potrafiacych
ja docenié¢ oséb) wiele skojarzen — na przyktad:

e Co6z za zdumiewajace umiejetnosci techniczne!

e Jaka wspaniala syntezal

e Jakim cudem nikt wczesniej tego nie zauwazyl?

e Skad, u licha, wzial si¢ ten pomyst?

Otéz, we mnie wszystkie prace Tao, ktére przegladatem,
wywoluja wszystkie te cztery skojarzenia naraz. Jego
medal Fieldsa zostal przyznany za wklad w teorie
rownan rozniczkowych czqstkowych, kombinatoryke,
analize harmoniczng i addytywng teorie liczb. W tej
ostatniej Tao ma na koncie, wspélnie z B. Greenem,
piekne twierdzenie: istniejg dowolnie dlugie ciggi
arytmetyczne, zlozone tylko z liczb pierwszych. Fefferman
wspomnial tez o pracach o nieliniowym réwnaniu
Schroedingera oraz wielowymiarowym problemie Kakeyi,
co w zadnym razie nie wyczerpuje osiagnie¢ Tao.

(Klasyczny problem Kakeyi to pytanie, jak mate pole
moze mieé¢ podzbiér plaszczyzny, w ktérym odcinek

11

dtugosci 1 mozna obréci¢ o kat 360 stopni. Zaskakujaca
odpowiedz, podana przez Besicovitcha w latach

20. XX wieku, brzmi: moze mie¢ dowolnie mate

pole. Czytelnikéw Delty odsylamy po szczegodly

do ksigzki Jarostawa Goérnickiego Okruchy matematyki.
Wielowymiarowy problem Kakeyi to analogiczne
pytanie w wielu wymiarach: jak maly moze by¢
podzbiér przestrzeni n-wymiarowej, ktéry zawiera
odcinki dtugoéci 1 rownolegle do wszystkich kierunkow
w przestrzeni? Pracowalo nad tym zagadnieniem

wiele os6b, m.in. medaliéci Fieldsa Bourgain i Gowers.
Wiadomo dzi$§ np. (Netz i Tao, 1999), ze w wymiarze n
taki podzbiér musi mie¢ wymiar Hausdorffa réwny co
najmniej (4n + 3)/7. Pelne rozwiazanie, jak sie wydaje,
jest jednak bardzo odlegle.)

Napiszmy teraz jedno zdanie, zrozumiate dla tych,
ktérym zargon z poprzednich akapitow nie mowi nic.
Otoéz, bardzo tatwo jest wskazaé czterech $wietnych
matematykow, ktorzy powiedza tak: kaZdy z trzech
pozostatych kolegow uprawia dzial matematyks, o ktérym
wiem niewiele, wiec ich prace sq dla mnie do$é odlegle —
ale prace Terrence’a Tao to zupelnie co innego.

Za co otrzymal medal Grigorij Perelman, wiadomo:
za wklad w geometrie i rewolucyjne pomysty dotyczqce
analitycznej i geometryczne) struktury potoku Ricciego.
Whprawdzie jego prace, o ktorych pisaliémy w Delcie
prawie trzy lata temu, wciaz sa sprawdzane przez
specjalistéw, a sam Perelman, ktérego zapewne
bardziej interesuje matematyka niz to, jak go oceniaja
inni, odmoéwil przyjecia nagrody, ale wydaje sie, ze
hipoteza Poincarégo i hipoteza geometryzacyjna
Thurstona stana sie wkrotce, dzieki niezwyklej
intuicji i geniuszowi Perelmana, pelnoprawnymi
twierdzeniami, a my poznamy pelny katalog form
przestrzeni tréjwymiarowej.

Andriej Okunkow tez ma bardzo szerokie
zainteresowania: poczawszy od struktury grup
permutacji n przedmiotéow dla bardzo duzych n

i klasycznych zagadnien kombinatoryki, przez
zaawansowane i abstrakcyjne problemy algebry,

po uzywajace narzedzi natury probabilistycznej
modele matematyczne przemian fazowych. To
bardzo szeroki obszar, ale jemu na tym nie do$¢:

z réznymi wspolpracownikami napisal ostatnio serig
Swietnych prac z geometrii algebraicznej. Jak pisza
organizatorzy Kongresu w Madrycie na zakofczenie
oficjalnej informacji dla prasy, w badaniach Okunkowa
prowadzonych w tej dziedzinie idee matematyczne

1 fizyczne cudownie ze sobg wspdlgrajg.

Ostatni z czworki, Wendelin Werner, zostal nagrodzony
za prace dotyczace ruchu Browna i konforemnej teorii
pola. Jego prace wiaza sie jednak takze z analiza
zespolona i teorig ukladéw dynamicznych. To pierwszy
w historii medal Fieldsa dla probabilisty.

O niektérych osiagnieciach medalistéw mozna by
z pewnoscia opowiedzie¢ w Delcie nieco doktadnie;j.

Pawel STRZELECKI



Symbole Newtona jako funkcje wielomianowe

Tak naprawde, wielomiany (i) dla k € N
sg tez okreslone dla liczb zespolonych.
Wszystkie stwierdzenia z tego artykutu
dla z € R pozostaja prawdziwe dla =
zespolonych.

Wiodzimierz HOLSZTYNSKI

Wszedobylskie symbole Newtona wystepuja intensywnie w nastepujacych
dziatach matematyki (spoérdd tych, z ktérych zdaje sobie sprawe): w algebrze,
teorii aproksymacji, kombinatoryce, teorii kodéw poprawiajacych bledy,
przetwarzaniu sygnatu i obrazu, analizie matematycznej, teorii liczb,

rachunku prawdopodobienstwa i statystyce. Mozna je znalezé w niezliczonych
twierdzeniach, formulach, tozsamosciach i nieréwnosciach. Te z pozoru
przypadkowe wystapienia moga nawet powodowaé uczucie pewnego

zagubienia. Mam nadzieje, ze zaprezentowane w tym artykule spojrzenie

na symbole Newtona od strony wielomianéow przekona Czytelnikow do istnienia
zgrabnej teorii nimi rzadzacej. Kolejna zaleta podejscia wielomianowego jest
algebraiczna metoda przeprowadzanych dowodéw. W poréwnaniu z dowodami
kombinatorycznymi i indukcyjnymi jest ona czesto bardziej elegancka. Z drugiej
strony, kombinatoryczna interpretacja tozsamosci zawierajacych symbole
Newtona czyni je jednak bardziej wymownymi i atrakcyjnymi.

Jezeli spojrzymy na symbole Newtona jako na wspolczynniki wystepujace

w rozwinieciu funkeji f(y) = (1 + y)* w szereg potegowy woké! zera, to nie ma
powodu, by ograniczaé si¢ tylko do catkowitych wartosci z (Czytelnikéw, ktoérzy
nie wiedza, co to jest wspomniane rozwiniecie, zapewniam, ze moga czytacé
dalej). Dopuszczenie rzeczywistych = daje wspétezynnik przy y*, oznaczany
przez (ﬁ), ktéry jako funkcja zmiennej x jest wielomianem stopnia k. Pomimo
tego faktu dominacja (i) dla x € N jest tak duza, ze niewiele oséb zdaje sobie
sprawe z tego, ze wiele tozsamosci dowodzonych dla liczb naturalnych jest
prawdziwych dla dowolnych liczb rzeczywistych.

Cho¢ wspomnieliémy juz, jak symbole Newtona mozna zdefiniowaé¢ dla
dowolnego z, to w celu lepszego poznania ich wlasnosci dojdziemy do nich
troche inng droga. Pierwszq roznicg funkcji F': R — R nazywamy funkcje
DF: R — R okredlona nastepujaco: DF (z) = F(x + 1) — F(z), dla kazdego
x € R. Przez tatwa indukcje dostajemy:

n—1
(%) F(z+mn)=F(x)+ Y DF(z +j),

§=0
oraz

F(x —n)=F(x)— ZDF(:U -9

dla kazdego n € N. Jest zatem jasne, ze jesli funkcja DF dla liczb calkowitych
przyjmugje wartosci calkowite oraz F(0) jest liczbg calkowitq, to funkcja F
przeksztalca liczby catkowite w liczby catkowite. Odnotujmy jeszcze jedng
wlasnos¢ DF w przypadku, gdy F jest wielomianem. Jesli stopien F' jest
rowny k, to DF' jest wielomianem stopnia k — 1. Jesli uméwimy sie, ze stopien
wielomianu tozsamosciowo réwnego 0 wynosi —1, to jest to prawda takze dla
wielomianéw stalych.

Jak wiadomo, kazdy wielomian stopnia k jest jednoznacznie wyznaczony przez
swoje wartoéci dla k + 1 argumentow. Zdefiniujmy wiec wielomian (ﬁ) jako
jedyny wielomian stopnia k& zmiennej x, taki ze

e (I)=0dlaz=0,... k-1,
e (!)=1ldlaz=k
Jedli F(x) jest réwne () dla pewnego k € N, to wielomian DF dany jest

(1))

Zauwazmy, ze DF(x) =0dlax =0,...,k —2oraz DF(z) =1dlaz =k — 1.
Wielomiany DF(x) i (kfl) maja stopien k — 1 i przyjmuja takie same wartosci
w k réznych punktach. Dostajemy stad
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drzewka z dziesigcioma wierzchotkami
— ciagg dalszy 1

Twierdzenie 1. Dla dowolnego k € N i z € R zachodzi

z+1\ [z x
()= () ()
Taka sama tozsamos$¢ jest podstawa konstrukeji tréjkata Pascala. Podkreslmy
jednak, ze x moze by¢ dowolng liczba rzeczywista.

Wielomian staly (g) = 1 przyjmuje tylko calkowite wartosci. Stosujac formute
sumacyjna (*), indukcyjnie mozemy udowodnié

Twierdzenie 2. Wielomiany (i) przeksztalcajq liczby catkowite w liczby
catkowite.

Twierdzenie to nabiera znaczenia, gdy podamy bezposredni wzér
na wielomian (). Pierwiastkami wielomianu k-tego stopnia F(z) = H;:é (x —j)
sa liczby 0,1,...,k — 1. Zatem F(x)/F(k) przyjmuje takie same wartosci jak
4 .
( % ) , czyli

(7)- %j_l'[:(zj)

dla kazdego k € N. Zauwazmy, ze wprowadzona przez nas definicja (i) zgadza,
sie z ta podana we wstepie, oraz ze wprowadzone wielomiany sa rzeczywiscie
uogblnieniem zwyklego symbolu Newtona.

Niech f : N — R bedzie dowolna funkcja. Przyporzadkujemy jej ciag
wielomianéw, ktore zgadzaja sie z f w coraz wiekszej liczbie punktéw.
Mianowicie, zdefiniujmy rekurencyjnie ciag ztozony z wielomianéw Fj postaci
Fi(x) = Z?:o a; (j) nastepujaco:

[ F,1 = 0,

o ap = f(k) = Fr—1(k),

° Fk(.%') = Fk—l(-%') + ak(z).

Wielomian Fj, stopnia k przyjmuje te same wartosci co funkcja f dla
x=0,...,k. Zauwazmy, ze wyrazy ao, ... ,a; Sa wyznaczone przez ten warunek
jednoznacznie. Co wiecej, jesli f(0),..., f(k) sa calkowite, to réwniez ag, .. ., a
sg calkowite. Co sie dzieje w przypadku, gdy f jest w rzeczywisto$ci obcieciem
pewnego wielomianu G stopnia k do liczb naturalnych? Wielomian F} tez ma
stopien k i zgadza sie z G w k 4+ 1 punktach, wiec te wielomiany sa réwne.
Dostajemy kolejne

Twierdzenie 3. Niech G bedzie wielomianem stopnia < n. Nastepujgce warunki
sq rownowazne:
i) G przeksztalea liczby calkowite w liczby calkowite,

it) istnieje liczba calkowita r, takie ze G(x) jest calkowite dla x =r,...,r +n,
iii) G(x) jest calkowite dla x =0, ..., n,
i) istnieje jednoznacznie wyznaczony cigg takich liczb calkowitych ao, . . ., an, Ze

Gx) =27 005 (?)

Réwnowaznosé i) oraz iii) wynika z prostej obserwacji, ze wielomiany G(x)
oraz H(x) = G(x +r), gdzie r € Z, maja takie same zbiory wartosci na liczbach
catkowitych: {H(z) : x € Z} = {G(x) : « € Z}. Aby zastosowaé powyzsza teorie,
sprébujmy obliczyé¢ sume PSF = 08 + 1% + ... + n*, gdzie k,n € N. Spéjrzmy
na ten problem bardziej ogélnie. Niech f bedzie wielomianem k-tego stopnia.
Istnieje wtedy jednoznacznie wyznaczony wielomian F' stopnia k + 1, taki ze

Fn)=Y_f()
j=0

Istotnie: zauwazmy, ze jezeli taki F' istnieje, to F(0) = f(0) oraz dla kazdego

x € R mamy DF(z) = f(x + 1), bo obie strony sa wielomianami k-tego stopnia
i zgadzaja sie na liczbach naturalnych. Widaé, ze taki F' moze by¢ co najwyzej

jeden. Ponadto wiemy juz, jak znalezé wspotczynniki ag, aq, ..., ar, dla ktérych

-3 (7)
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drzewka z dziesigcioma wierzchotkami
— ciagg dalszy 2

16800 15120 5040
40824 126000 191520 141120 40320

Wtedy F' mozemy po prostu wskazac:

F(x)jioaj-(jii).
k

Nasze zadanie sprowadza si¢ wigc do znalezienia wspolczynnikow af, takich ze

k= Z?:o af . (f) Dla k =0 mamy z = (g), gdy zas k=1, to x = (”1”) Nasz
rezultat zgadza sie wiec z dobrze znanym wzorem:

o' +1t+.. 4t = (n;rl)
W przypadku wiekszych k zastosowanie metody z dowodu twierdzenia 3 pozwala
stwierdzié, ze
oa?z()dlaj>k7
ea)=1orazak =0dlak > 0.
eaf=1dlak>1,
eak=2F-2dlak>2.
Przez poréwnanie wspdlczynnikdéw przy najwyzszej potedze mozemy jeszcze

stwierdzi¢, ze af = k!. Niestety, proby wyznaczania pozostatych wspélezynnikéw
prowadza do coraz bardziej zawilych rachunkéw. W tym momencie przydatna

okaze sie formuta
x x x
) = k- k1)
’ </€) <k)+( ) </€+1)’

dla kazdego k € N. Dowodzimy jej standardowo — obie strony przyjmuja takie
same wartosci dla x = 0,1,...,k + 1, co dla wielomiandéw stopnia k + 1 oznacza,
ze sa réwne. W przypadku k = 2 dostajemy

#-e ()= )

1 1
0°+12422+...+n%= (n; )+2.<n§ )

a stad

Podobnie z réwnosci

O )0 () )

otrzymujemy

1 1 1
03+13+23+...+n3<n;r >+6~<n;r >+6~(n;r >

W ogélnosci dostajemy formule rekurencyjna

a?“ =j-(af_, +a}) dlajeNy ikeN Prowadz

ona do kuzyna tréojkata Pascala, widocznego obok,

w ktérym kazdy wyraz a;ﬁ'l jest sumg wyrazow a;{l
2 i a? stojacych tuz nad nim, pomnozona przez j.
240 120
Oznaczmy przez Sur® liczbe funkeji ze zbioru
1800 720 yp j € J

k-elementowego na zbiér j-elementowy. Poniewaz
Surloc = af, a ponadto Sur? spelniaja taka sama

k

zaleznos$¢ rekurencyjng co a;, wigc dostajemy

Twierdzenie 4. Dla dowolnego k,n € N mamy

k
2k = ZSur? . (j)
=0

k
0k+1k+2k+...+nkZSur§'<,Zl>.
i=0 J

Czytelnikom pozostawiamy podanie interpretacji kombinatorycznej tego
twierdzenia w przypadku, gdy x € N.

oraz
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Klub 44
X

Termin nadsylania rozwiazan:

3112007

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
517 (WT =1,00) i 518 (WT = 3,53)

z numeru 3/2006

Marian Lupiezowiec — Zebrzydowice 43,55

Michat Kieza — Warszawa
Jerzy Cisto — Wroctaw
Michat Jastrzebski — Warszawa
Fukasz Garncarek — Opole

Krzysztof Kaminski — Pabianice
Dariusz Kurpiel — Posada

Zarszyn

Klub 44

38,90
34,63
32,79
32,10
31,66

31,00

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene¢ mnozymy przez wspo6tczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbtowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 529, 530
Redaguje Marcin E. KUCZMA

529. Dane sg liczby catkowite x1, 2, 3, x4, x5 oraz liczba catkowita dodatnia m,
bedaca dzielnikiem zaréwno sumy liczb x;, jak i sumy ich kwadratéw. Wyjasdnié,
czy z tych zalozen wynika, ze m jest takze dzielnikiem liczby

3+ 25+ xg + 25 + xg — DT1T2T3T4 5.
530. Wysokosci tréjkata ostrokatnego ABC' przecinaja sie w punkcie H. Proste

poprowadzone z punktu A sg styczne do okregu o srednicy BC' w punktach P
i Q. Udowodni¢, ze punkty P, Q i H sa wspdlliniowe.

Zadanie 530 zaproponowal pan Michal Kieza z Warszawy.

Zadania z fizyki nr 426, 427
Redagugje Jerzy B. BROJAN

426. Cienki jednorodny pret potozono na poziomym stole konczacym sie
pionows krawedzia (rys.) w pozycji prostopadlej do tej krawedzi. Nastepnie
powoli przesuwano pret w strone krawedzi, az zaczal si¢ przechylac¢ i zeSlizgiwac.
Tarcie miedzy pretem a stolem nie wystepuje, tzn. sita reakcji stolu jest

stale prostopadla do preta. Ktéry punkt preta jako ostatni utraci kontakt

z podlozem? Ile w tym momencie bedzie wynosil kat przechylu preta?
Dopuszczalna jest odpowiedZ oparta na obliczeniach numerycznych.

Jak zmienityby sie odpowiedzi na powyzsze pytania, gdyby warto$é
przyspieszenia ziemskiego g ulegta podwojeniu?
427. Przypusémy, ze masa neutronu bylaby o 0,1% mniejsza od rzeczywistej,

przy niezmienionej masie protonu i elektronu. Jak wptynetoby to na wlasciwosci
atomu wodoru? Niezbedne dane wziaé z tablic.

@

Rozwigzanie zadania M 1150.

.. ]

Rozwigzanie zadania F 679.

Rozpatrzmy jednokladnosé o érodku B przeksztalcajaca okrag o2 na Krazek oderwie si¢ od rurki na glebokosci H, na ktérej sity dziatajace
okrag o1. na krazek od géry i od dotu bedg réwne. Od géry w dét dzialaja
na krazek dwie sity:
T .
o1 ci$nienie wody  pywgH - f(l)“) — df))
02 4
P 2
B . . wD*
oraz ciezar krazka  pg n h.
B F Od dotu do géry dziala tylko .
e sita wyporu wody  pwg - (H 4+ h).
Wobec tego
Wéwczas punkty E i F' przechodza przy tej jednokladnosci nD? wD?

odpowiednio na punkty C i D, a punkt A zostaje przeprowadzony na
pewien punkt P lezacy na okregu o1. Tréjkaty AEF i PCD sa wiec
jednoktadne, skad otrzymujemy: { FAF = <CPD = SCAD.

pwgH - g([)2 — dz) + pg h = p“‘gT(H + h),

D? P — puw

skad otrzymujemy H = h—
d? Pw

15



T
L o R
R R e K e

drzewka z dziesigcioma wierzchotkami
dokonczenie; razem jest ich 106

Patrz w niebo

Obiekty nalezace do Pasa Kuipera, tj. drugiego pasa planetoid rozciagajacego
sie poza orbita Neptuna, chyba jeszcze dtugo beda ukrywaé¢ swoja nature.
Niewatpliwie bedzie si¢ je odkrywaé¢ masowo i bedzie mozna wyznaczaé ich
orbity, nie ma natomiast jeszcze $rodkéw technicznych umozliwiajacych
bezposrednie wyznaczenie cech fizycznych, np. rozmiaréw. W Delcie 4/2006
wspomnieliSmy m.in. o obiekcie 2003 UB3;3, ktérego rozmiary — ale uzyskane
droga posrednia i przez to mocno niepewne — oceniane sa nawet na wieksze od
rozmiaréw Plutona. Stad jego popularna nazwa ,dziesiatej planety”. Nie jest
to jedyne cialo, ktére prawdopodobnie burzy dotychczasowe rankingi wérod
drobnych cial Ukladu Stonecznego. W maju 2001 roku Robert Millis z Lowell
Observatory odkryl kolejny obiekt nalezacy do Pasa Kuipera, oznaczony jako
2001 KX7g. Obiekt ten znajdowal sie duzo blizej niz 2003 UB313, w odleglosci
43,2 j.a., czyli formalnie na granicy Ukladu Slonecznego. Taka dokltadnosé
wyznaczenia jego odleglosci uzyskano dzigki temu, ze — jak sie okazalo —
zostal on przypadkowo zarejestrowany na innych zdjeciach siegajacych wstecz
do roku 1982, czyli elementy jego orbity mogly by¢ wyznaczone na podstawie
tuku niemal dwudziestoletniego. Gdyby obiekt ten odbijat 7% slonecznego
$wiatla (co jest typowe dla planetoid), to jego $rednica musialaby wynosié

co najmniej 1200 km, moze nawet 1400 km. Byloby to wiec cialo wyraznie
wieksze od najwiekszej znanej dotad planetoidy — Ceres (ktérej srednica do$é
dokladnie wynosi 1000 km), a moze nawet wieksze od Charona — satelity
Plutona. Dokladniej rozmiary mozna by oceni¢ dopiero po wykonaniu
stosownych obserwacji w podczerwieni.

Zwazywszy na tempo, w jakim odkrywa si¢ obiekty Pasa Kuipera, niektérzy
badacze wysuwaja przypuszczenie, ze powinno tam by¢ jeszcze sporo ciat
wiekszych od Ceres, Charona (1250 km $rednicy), a moze nawet Plutona
(2350 km). Przyszlosé pokaze.

Tomasz KWAST

Listopad

W listopadowe wieczory zbliza sie do gorowania rozlegtly, ale niezbyt wyrazny
gwiazdozbiér Wieloryba. Jego tau jest gwiazda o jasnoéci 3,7 mag i lezy

w odlegtosci 3,6 pc, czyli w skali odlegloséci miedzygwiazdowych bardzo
blisko. Jej typ widmowy to G8, jasnoé¢ absolutna 6,2 mag, czyli wlasciwie
niczym by sie nie wyrézniata, gdyby nie fakt, ze od dawna wiadomo byto,

iz stosunkowo powoli rotuje. Stad powstalo przypuszczenie, ze przekazala
swdj moment pedu planetom (jak Stornice). Jej blisko$é oraz ta wlasnie cecha
spowodowala, ze stala sie jednym z celéw projektu Ozma, tj. szczegllnie
skrupulatnego nastuchiwania i badania jej radiowych sygnatéw, w celu
ewentualnego stwierdzenia ich sztucznego pochodzenia. Projekt ten podjety
zostal w 1960 roku w amerykanskim obserwatorium radioastronomicznym

w Green Bank (Zachodnia Wirginia). Obserwacjami zostala tez objeta druga
gwiazda o podobnych cechach i lezaca w zblizonej odlegtosci, epsilon Eridani.
Badania te nie daly zadnych wynikéw i zostaly zaniechane.

Wenus, Mars i Jowisz sa wraz ze Sloncem w Wadze (Jowisz ma zlaczenie

ze Stonicem 21 XI), a wiec planet tych nie widaé¢. Jedynie Saturn, ktéry jest

we Lwie, wschodzi koto p6inocy. Merkury 8 XI przejdzie przed Stoncem,

ale zjawisko to bedzie wida¢ w obu Amerykach, na Antarktydzie, w Australii

i we wschodniej Azji. Natomiast 25 XI Merkury znajdzie si¢ katowo najdalej od
Stonca i mozna prébowaé go odnalezé na niebie przed wschodem Stonica. Pelnia
Ksiezyca wypada 5 XI, a noéw 20 XI. Ksiezyc zakryje Spike 18 XI, co bedzie
wida¢ we wschodniej Afryce i na poludniowym krancu Nowej Zelandii. Dwa
spodziewane roje meteoréw: leonidy okoto 15 XI i andromedydy okoto 23 XI,
sa oceniane jako bardzo skromne.

T. K.
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Ogéblna teoria miary i calki w skrécie

Rafat SZTENCEL

W poprzednich dwéch odcinkach pokazaliSmy, jak oblicza¢ wartos¢ oczekiwang
(czyli warto$é érednia) zmiennej losowej X, catkujac uogdlniona funkeje
odwrotna do jej dystrybuanty. Funkcja ta jest lewostronnie ciagta i niemalejaca,
wiec do jej scatkowania wystarczy catka Riemanna. Do czego w takim razie
przydaje sie w rachunku prawdopodobienstwa ogdlna teoria miary i catki?

Zauwazmy, ze korzystaliémy poprzednio w sposéb istotny z bardzo wygodnej
wlasnosci wartosci oczekiwanej:

()

E(X +Y)=EX +EY.

Nalezatoby ja udowodnié¢. Mozna to zrobi¢ doéé¢ tatwo dla zmiennych losowych
X 1Y o rozkladach dyskretnych, istnieje tez nieco trudniejszy dowdd dla
przypadku, gdy laczny rozklad pary (X,Y) jest ciagly. Nie wyczerpuje to jednak
wszystkich rozkladéw. Jak widzieliémy, bardzo tatwo otrzymacé rozkltad, ktory
nie jest ani dyskretny, ani ciagly. Co wtedy?

Ogdlna teoria miary i calki pozwala na sformutowanie
zwiezlej definicji wartosci Sredniej:

EX:/XdP,
Q

gdzie zmienna losowa X jest odwzorowaniem ze zbioru
zdarzen elementarnych € w zbioér liczb rzeczywistych.
Odwzorowanie to musi by¢ dostatecznie regularne,

tak by zbiér {w € Q: X (w) < a} byl dla kazdego a

zdarzeniem.

Za zwiezlos¢ definicji ptaci sie trudnoéciami
technicznymi przy rozwijaniu teorii. Dobrze jednak zdaé
sobie sprawe, ze wartos¢ $rednia jest jakim$ rodzajem
calki, bo wtedy wlasnos$é (x) przystuguje kazdej
rozsadnej procedurze catkowania czy tez usredniania.

Z procedurami usredniania zapoznajemy sie¢ dos¢
wczesnie. Punktem wyjscia jest srednia arytmetyczna
liczb 1,22, ..., 2y:
TEi| A o o o
n
Kolejny stopien komplikacji to $érednia wazona

S

Ti1p1+ ... + TnpPn,
gdzie p1 + ...+ p, = 1 i wszystkie liczby p; (zwane
wagami) sa nieujemne. Rozpoznajemy tu oczywiscie
wzor na warto$¢ srednig zmiennej losowej X
o rozkladzie dyskretnym, ktéra przyjmuje wartosci x;
na zdarzeniach A;, takich ze P(A;) = p;. Taka zmienna
losowg nazywamy zmienna losowa prostg. Mamy wiec

i=1

Wystarczy jeden drobny krok*, zeby otrzymac ogélna
definicje wartosci $redniej dla dowolnej nieujemne;j
zmiennej losowej X:
EX =supEZ,

gdzie kres gérny jest brany po wszystkich zmiennych
losowych prostych Z < X. A jesli odrzucimy zalozenie
0 nieujemnosci, to

EX=EX" -EX",
jesli tylko co najmniej jeden z wyrazéw po prawej
stronie jest skonczony. Przy takiej definicji moze
bowiem okazac sie, ze EX = oo.
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Zamiast £ X mogliSmy wszedzie pisaé fQ XdP -
zdefiniowalibyémy wtedy calke z X wzgledem miary
probabilistycznej P.

Autor tendencyjnie pominal trudnosci techniczne.
Nalezaloby, na przykiad, wykazac, ze dla kazdej
nieujemnej zmiennej losowej X istnieje ciag zmiennych
losowych prostych (Z,), taki ze Z, < X, n=1,2,...
oraz Z, zmierza monotonicznie do X — to pozwolitoby
na udowodnienie wlasnosci (x).

Nie nalezy tez sadzié, ze konstrukcja nietrywialnej

miary probabilistycznej — chociazby miary Lebesgue’a

— na przedziale [0, 1] jest banalna. Ale znéw podstawowy
pomyst jest bardzo prosty: chcemy skonstruowaé

taka miare, by uogélniata pojecie dlugosci odcinka.
Wiemy zatem, jaka miare powinny mie¢ odcinki. Teraz
definiujemy dla A C [0, 1]

A*(A) = inf Z(bi — ),

gdzie kres dolny jest brany po wszystkich rodzinach
przedzialéw [a;, b;] pokrywajacych zbiér A. Funkcja A*
nie jest miarg (jest tylko tak zwang miara zewnetrzna).
Jedli zawezimy ja do pewnej rodziny M podzbioréw
odcinka [0, 1], otrzymamy prawdziwa przeliczalnie
addytywna miare A, jako ze dla parami roztacznych
zbioréw A; bedzie mie¢ miejsce réwnoscé:

A(@A) - Q)\(Ai);

dla miary zewnetrznej, jak latwo stwierdzi¢, lewa strona
nie przekracza prawe;j.

Czytelnik zechce teraz obliczy¢

Y e

flz) = 1 dla x niewymiernych,
Y70 dlaz wymiernych.

gdzie

. .czlowieka, ale wielki skok ludzkosci (Neil Armstrong lub Juliusz

Machulski, ,,Seksmisja” — jak kto woli).



