Diagram Schlegela przedstawia to, co zobaczymy, gdy bardzo
przyblizymy oko do jednej ze ,Scian” krawedziowego modelu
wieloScianu wypuktego. W numerze sg diagramy Schlegela wszystkich
wielo$cianéow wypuktych majacych co najwyzej 8 Scian — jest ich 301.
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mloteczek

blona bebenkowa

przewdd shuchowy

kowadelko

Fizyczne mechanizmy dzialania
narzadu stuchu

W. Wiktor JEDRZEJCZAK "

Zagadka dziatania narzadu shuchu juz od dawna nurtowala fizykéw i to
gltéownie ich badaniom zawdzigczamy wiedze na ten temat. Pierwsze godne
uwagi teorie styszenia tworzyli Georg Ohm i Hermann von Helmholtz w XIX
wieku. W ciagu ostatnich stu piecdziesieciu lat wyjasniono wiele mechanizméw
stojacych za zdolno$cia slyszenia, jednakze wciaz pozostaly liczne niewiadome.
Ponizej zostanie przedstawiona obecna wiedza na ten temat ze szczegdlnym
uwzglednieniem zjawisk fizycznych.

Jak styszymy?

W bardzo duzym uproszczeniu wyglada to tak. Fala dzwiekowa, nakierowana

do kanatu stuchowego przez malzowine uszna (rys. 1), powoduje drgania

blony bebenkowej. Te z kolei sa przenoszone poprzez system kosteczek
stuchowych (mloteczek, kowadelko i strzemiaczko) do $limaka — kostnego kanaltu
wypelnionego ptynem i skreconego w taki sposéb, ze przypomina muszle.
Wewnatrz $limaka zostaja wprawione w ruch rzeski komorek stuchowych.
Komoérki te zamieniaja drgania mechaniczne na impulsy nerwowe czyli sygnaly
elektryczne. Impulsy te biegna dalej nerwem stuchowym do kory mézgowej,
gdzie nastepuje ich analiza. Ucho ludzkie wrazliwe jest na dzwigki o zakresie
czestosci od 20 Hz do 20 kHz.

Ucho srodkowe
kanaty

poikoliste

W uchu srodkowym znajduje si¢ jama bebenkowa
z blong bebenkows i kosteczkami stuchowymi (rys. 1).

nerw
stuchowy Kosteczki stuchowe sg polaczone wiezadtami, przy
czym mtoteczek jest dodatkowo przyczepiony do btony
. — . . .
' &limak bebenkowej, a strzemiaczko do okienka owalnego —

membrany zamykajacej slimak. Uklad ten jest swego
rodzaju transformatorem mechanicznym i zapewnia
miedzy innymi odpowiedni sposob transferu fali
akustycznej miedzy powietrzem (przewdd stuchowy)
i plynem (wnetrze $limaka).

trabka

=
strzemiaczko

Poniewaz warto$¢ ci$nienia jest wyrazana przez stosunek
sity do powierzchni, to ze wzgledu na dwudziestokrotnie
wieksza powierzchnie btony bebenkowej w odniesieniu
do okienka owalnego §limaka, ciSnienie dziatajace

o ’ AN . / na okienko owalne tez jest 20 razy wieksze, niz cisnienie
ucho ucho ucho dzialajace na blone bebenkowa (rys. 2). Z kolei dzigki
zewnetrzne srodkowe  wewnetrzne

Rys. 1. Budowa ucha.

*Instytut Fizyki Do$wiadczalnej
Uniwersytetu Warszawskiego

roznicy dlugosci mioteczka i kowadetka, na zasadzie
dZwigni, sila przenoszona z blony bebenkowej

na strzemiaczko wzrasta w przyblizeniu 1,3 razy. Czyli szacujac caltkowity wynik
tej transformacji, otrzymujemy wzmocnienie o okolo 26 razy.

Fy

blona bebenkowa — S
— okienko owalne — So

di A ds

I

Rys. 2. Schemat ucha srodkowego. Blona bebenkowa — S; = 0,6 c¢m?, okienko owalne $limaka —
S2 = 0,03 cm?, S1/S2 =20, d1/d2 ~ 1,3. Z zasady dzwigni: F1dy = Fada, i stosunku ci$nien:
p2/p1 = F2S1/F1S2, dostajemy wzmocnienie: 20 - 1,3 = 26.
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Rozwigzanie zadania F 677.

Przy ruchu przyspieszonym naczynia
zmieni sie rozklad ci$nienia wody
wraz z wysokos$cig. Réznica cidnien
miedzy poziomami odlegtymi o h wynosi
teraz py,h(g + a), poniewaz ta réznica
powinna nie tylko kompensowaé site
cigzkodci stupa wody o wysokosci h,
ale takze nadawaé temu stupowi
cisnienie a skierowane do géry. Silta
wyporu dziatajaca na kulke powinna

.9 . .

zatem wzrosnac razy. Poniewaz
a
kulka takze porusza sie w gére
z przyspieszeniem a, réznica wartosci sity
wyporu Fy, i sit ciezkosci mg oraz nacisku
wywieranego przez pokrywke F' bedzie
réwna ma:

Fy —mg — F = ma,
zatem

F=F, —mg(l+al/g),

czyli sita nacisku wzrasta 1+ a/g razy.

5000 Hz

20000 Hz *

Rys. 5. Percepcja czestosciowa na blonie
podstawnej. Detekcja wysokich czestosci
zachodzi w czesci podstawnej $limaka,

a niskich — w szczytowej.
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wszystkie wielo$ciany siedmioscienne

Mechanika Slimaka

Slimak to wypelniony plynami kostny przewéd zamkniety dwiema membranami:
okienkiem owalnym i okraglym (rys. 3). Jest on takze podzielony wzdluz przez
blone podstawna na dwa kanaly zwane schodami (schody przedsionka podzielone
sa dodatkowo, niepokazang na rysunku, blong przedsionkowa).

ﬁemi@czko

/ okienko
okragle

schody

okienko owalne przeitionls:

ol

schody bebenka
blona podstawna

Rys. 3. Przekréj podtuzny przez §limak (po ,wyprostowaniu”). Fale ci$nienia powodujg oscylacje
blony podstawnej.

Oscylacje strzemiaczka sa przenoszone przez okienko owalne do wnetrza slimaka.
Poniewaz plyny wypelniajace §limak nie sa $cisliwe, nastepuje ruch okienka
okragtego. Te réznice cisnienia powoduja takze drgania blony podstawnej,

na ktorej rozmieszczone sa komoérki stuchowe.

Drgania blony podstawnej przemieszczaja sie od podstawy do szczytu $limaka
tworzac tzw. fale biegnace.

10 15 20 25 30
odleglo$¢ od podstawy $limaka [mm]

35

Rys. 4. Fala biegnaca z zaznaczong obwiednig. W zaleznos$ci od cz¢stosci bodzca, maksimum
obwiedni fali biegnacej ma inna pozycje.

Wtasciwosci blony podstawnej nie sa takie same na catej dtugosci. Jej sztywnosé
maleje z odleglos$cia od podstawy w sposob eksponencjalny. Zmiana ta jest
zwiazana ze zwigkszajaca sie szerokoscia i malejaca gruboécia btony. Na skutek
tego polozenie maksimum wychylenia blony podstawnej jest $cidle zwiazane

z czestodcia bodzca (rys. 5). Przy wysokich czesto$ciach maksimum to znajduje
si¢ przy podstawie Slimaka i wraz ze spadkiem czestoSci przesuwa si¢ w strone
szczytu $limaka.

Pierwsze badania drgan blony podstawnej wykonane zostaly na
wypreparowanym Slimaku przez Georga von Bekesego i wyr6znione

nagroda Nobla w 1961 roku. Jednak nawet przy pobudzeniu tonalnym
mierzone oscylacje rozciagaty si¢ na bardzo duzy obszar btony, co bylo

w sprzecznosci z duza rozdzielczoscig czestosciowa uktadu stuchowego. Zwrocit
na to uwage T. Gold i wskazal na potrzebe uwzglednienia procesow aktywnych
w Slimaku. Zaproponowal mechanizm polegajacy na tym, ze ucho dodaje
energie do czestodci, ktora probuje wykry¢. Ze wzgledu na niedostateczne
mozliwoéci pomiarowe w tamtych czasach nie udalo mu sie potwierdzi¢ tych
przewidywan eksperymentalnie. Dopiero pézniejsze badania przeprowadzone

in vivo (W. Rhode, 1971) pokazaly, ze maksima obwiedni fali biegnacej sa
duzo ostrzejsze niz in vitro. Jest to zwiazane z odkrytym stosunkowo niedawno
(W. Brownell i inni, 1983) zjawiskiem elektrokurczliwosci komoérek stuchowych
zewnetrznych, bedacym urzeczywistnieniem aktywnych proceséw przewidzianych
przez Golda.

Komoérki stuchowe

Komorki shuchowe sa rozmieszczone wzdtuz catej dlugosci blony podstawne;j
i sa nakryte blona pokrywkowa. Charakteryzuja sie tym, ze sg unerwione

i maja kilka rzedéw matych rzesek. Przy odksztalceniu danego obszaru blony
podstawnej pobudzane sa lezace na nim partie komérek shuchowych.
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Rys. 6. Dzialanie komérki stuchowej.

W zakoriczeniach rzesek znajduja sie
kanaly jonowe sterowane falowaniem
rzgsek (1, 2). Przy odchyleniu w strong
najwyzszej rzeski (1) wystepuje
krétkotrwale otwarcie kanatu (2) i naplyw
jonéw KT (3) powodujacy wzrost
potencjalu w receptorze (4), a nast¢pnie
pobudzenie komoérki nerwowej (5). W ten
sposéb nastepuje zamiana pobudzenia
mechanicznego na elektryczne.

Rozwigzanie zadania M 1147.

Na mocy danej réwnosci uzyskujemy
ala+b+c+d)=(a+c)(a+d).

Zatem gdyby liczba a + b+ ¢ + d byla

pierwsza, to bylaby ona dzielnikiem

jednej z liczb a + ¢ lub a + d. Nie

jest to mozliwe, bowiem kazda z tych
liczb jest mniejsza od a + b+ ¢+ d.
Uzyskana sprzecznos$é¢ dowodzi, ze liczba

a+ b+ c+ d jest zltozona.
Zadanie pochodzi od D. Pompeiu.

Dzigki ruchom miedzy blona pokrywkowa a blona podstawna rzeski sa
poruszane. W zakonczeniach rzesek znajduja sie kanaly jonowe sterowane ich
falowaniem (rys. 6). Przy odchyleniu w strone najwyzszej rzeski wystepuje
krotkotrwale otwarcie kanatu i naptyw jonéw dodatnich, w ktére obfituja
plyny $limakowe, powodujacy wzrost potencjalu w receptorze, a nastepnie
pobudzenie komérki nerwowej. W ten sposoéb nastepuje zamiana pobudzenia
mechanicznego na elektryczne. Wystepuja dwa rodzaje komérek stuchowych,
ktére réznia sie funkcja: komorki stuchowe wewnetrzne (ang. inner hair cells

— THC), oraz komérki stuchowe zewnetrzne (ang. outer hair cells — OHC).

IHC w ilo$ci okoto 3500 tworza jeden rzad biegnacy wzdhuz blony podstawne;j

i sg unerwione gléwnie przez widkna dosrodkowe, ktére dostarczaja sygnaly

do mézgu. Bardziej liczne sa OHC (okoto 12 000), ktére tworza trzy rzedy

i s unerwione gléwnie przez widkna odsrodkowe, ktore odbieraja sygnaly

z centralnego uktadu nerwowego. Gdy ich rzeski sg odchylane, komérki te

sa dodatkowo pobudzane przez zwrotne impulsy sterujace z centralnego
uktadu nerwowego. Pod wplywem bodZcéw nerwowych komérki te zmieniaja
rytmicznie swoja dlugosé (elektrokurczliwosé). Pobudzane sa te OHC, ktére
lezaly wewnatrz obszaru najsilniejszego pobudzenia blony podstawnej falg
dzwiekowa. Mozna ten efekt nazwaé ,dostrajaniem” do czestosci pobudzenia.
Poniewaz ich rzeski zaglebione sa w btonie pokrywkowej, ich ruch powoduje
takze drgania blony podstawnej. Sily generowane przez komorki zewnetrzne

sa zdolne do zmiany delikatnej mechaniki przegrody slimakowej, zwickszajac
czulosé styszenia i selektywnosé czestosciowa. Podsumowujac, uwaza sie, ze o ile
wewnetrzne komérki stuchowe dzialaja jako gléwne komérki receptorowe uktadu
stuchowego, to zewnetrzne komorki stuchowe dziataja jako komoérki motoryczne
wzmacniajace ruch btony podstawne;j.

Kodowanie dzwieku

Jak wspomniano wczedniej, komoérki stuchowe sa potaczone z neuronami

i informacja o odebranych sygnatach jest przekazywana w postaci impulséw
elektrycznych do centralnego uktadu nerwowego. Cala droga widkien nerwowych
poczawszy od $limaka az do kory moézgowej jest bardzo dobrze poznana. Wzdluz
niej istniejg pewne centra przekaznikowe, w ktérych nastepuje wstepna analiza
sygnalu i laczenie informacji z obydwu uszu. Jednak, jesli chodzi o samo
kodowanie dzwieku, to jest jeszcze wiele niewiadomych. Czestoéci dzwiekéw sa
kodowane poprzez miejsce pobudzenia blony podstawnej (rys. 5). Czyli gdy

sg pobudzone konkretne komérki stuchowe, to wiadomo, jaka byla czestosé
dzwigku. Takie przestrzenne kodowanie przenosi sie takze na kore moézgows.
Kora stuchowa jest podzielona na obszary odpowiedzialne za analize réznych
czestodci, przy czym wysokie czestosci sa analizowane w przedniej czesci kory
stuchowej, a niskie w tylnej. Amplituda bodzca w systemie nerwowym kodowana
jest poprzez ilo$¢ wyltadowan w czasie. Poniewaz jednak liczba wyladowan

na sekunde pojedynczego neuronu nie wystarczalaby na odwzorowanie zakresu
dynamiki, jaka jesteSmy w stanie odbiera¢ organem shuchu, to uwaza sie, ze
natezenie jest kodowane przez wieksza ilo$¢ komoérek naraz — tzw. teoria salw.

Emisje otoakustyczne

W 1978 roku David Kemp dokonal fascynujacego odkrycia. Mianowicie ze
przy uzyciu bardzo czutego mikrofonu w przewodzie stuchowym udalo mu sie
uchwycié¢ stabe sygnaly dzwiekowe. Nazwano je emisjami otoakustycznymi
(OtoAcoustic Emissions — OAE). Mechanizm ich generacji nie jest do korica
wyjasniony, ale powszechnie uwaza sie, ze sa efektem aktywnych procesow

w $Slimaku, a ich Zrédlem jest prawdopodobnie ruchliwo$é komérek stuchowych
zewnetrznych. Wywotane przez nie drgania sa przenoszone z powrotem przez
cala droge stuchowa az do blony bebenkowej i w efekcie powoduja powstanie fali
akustycznej w przewodzie stuchowym.
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Czy kosmiczna zupa jest za stona?
Wojciech A. HELLWING*

Jeszcze 10-15 lat temu wydawalo sie, iz wspolczesna kosmologia wyrastajaca

z podstaw, jakie na poczatku zeszlego stulecia nakreslili Einstein, Lemaitre,
Hubble i inni, jest zasadnym i coraz lepiej funkcjonujacym obrazem
Wszechswiata. Rownania Friedmana, ktore pojawialy sie w wyniku zastosowania
ogélnej teorii wzglednosci (OTW) Alberta Einsteina do opisu jednorodnego

i izotropowego Kosmosu, dawaly obraz ekspandujacej czasoprzestrzeni, ktorej
ewolucja jest zdominowana najpierw przez promieniowanie, a pdzniej przez

materie.

Obraz ten diametralnie zmienily odkrycia, ktore staly sie nastepstwem
gwaltownego rozwoju mozliwoéci obserwacyjnych w ostatnich dwéch dekadach.
Mowa o odkryciu faktu, iz calkiem niedawno Wszechéwiat z fazy spowalniajacej
ekspansji wszedl w faze przyspieszonej ekspansji oraz ustaleniu, ze dane silnie
faworyzuja plaski model czasoprzestrzeni z wkladem materii do gestosci
krytycznej rzedu zaledwie 1/3. Konieczne stalo si¢ poszukiwanie natury
»baliwa” | ktére napedza kosmiczna ekspansje i dopelnia zarazem gestoscé
Wszechéwiata do gestosci krytycznej. Ow tajemniczy skladnik (badZz nowa

*Centrum Astronomiczne Mikolaja

Kopernika w Warszawie ENergiq.

W 1998 roku dwa zespoly (Supernova Cosmology
Project i High-Z Supernova Team) niezaleznie odkryly,
na podstawie diagramu Hubble’a skonstruowanego

dla odlegtych supernowych, iz lokalny Wszechswiat
przyspiesza swoja ekspansje. Od tego czasu odkrycie to
zostalo potwierdzone przez wiele nastepnych obserwacji
i jest obecnie powszechnie uznawane przez kosmologéw.
Jednakze mimo ciaglego wzrostu dokladnosci i iloSci
danych obserwacyjnych dotyczacych fenomenu ciemnej
energii wcigz wiemy bardzo mato na temat charakteru
»baliwa” napedzajacego kosmiczna ekspansje.

Pierwszym i oczywistym kandydatem na ciemna
energie byla niezerowa stala kosmologiczna — A, ktéra
Albert Einstein wprowadzil do réwnan OTW, by

— paradoksalnie — uzyskaé statyczny Wszechswiat.

Gdy w latach 20. XX wieku Edwin Hubble odkryt
ucieczke galaktyk, Einstein wprowadzenie A do réwnan
OTW nazwal swoja najwieksza pomytka. Okazuje sie
jednak, ze po raz kolejny intuicja nie mylita genialnego
uczonego, gdyz obecne oszacowania obserwacyjne
wskazuja z 99% pewnoécig na dodatnig warto$é tej
stalej. Niezerowa A odpowiada energii prozni, ktéra
wywiera ujemne cisnienie, powodujac powstanie

sily odpychajacej, dzialajacej na odleglosciach
kosmologicznych. Tak klasycznie rozumiana stata
kosmologiczna moze by¢ utozsamiona z kwantowa,
energia fluktuacji prézni. Jak wiemy z teorii kwantéw,
préznia fizyczna nie jest ,pusta”’, wypelnia ja morze
pojawiajacych sie i znikajacych wirtualnych czastek

i p6l kwantowych. Niestety, kwantowanie energii prézni
daje absurdalnie olbrzymia wartos¢ A rézniaca sie od
wartoéci obserwowanej o czynnik rzedu 102°. Dlatego
wiekszo$¢ obecnych modeli teoretycznych ciemne;j
energii zaklada, iz jaka$ nieznana symetria wymusza
warto$¢ klasycznej (zwiazanej z energia prézni)

stalej kosmologicznej rowng zero, i tak modyfikuje
efektywng stala kosmologiczna, by wyjasni¢ akceleracje
Wszechswiata.

fizyke, ktéra manifestuje si¢ jak taki sktadnik) przyjelo si¢ nazywaé ciemng

Kosmologowie badajac ewolucje zimnego Kosmosu
wypelniaja czasoprzestrzen réznymi plynamsi
doskonatymi. Kazdy taki ptyn doskonaly modeluje inny
sktadnik Wszechswiata i ma swoje wlasne réwnanie
stanu (réwnanie wiazace gesto$¢ energii z ci$nieniem)

w ogélnej postaci p = wpc?. Tutaj p oznacza ciénienie,
p gestodé, ¢ zas to predkosé swiatta. Parametr w
przybiera rézne wartosci dla réznych sktadnikéw. Dla
promieniowania mamy w = 1/3, dla materii w = 0,

a dla statej kosmologicznej w = —1. Dla takiego opisu
ukuto nawet obiegowy termin ,kosmicznej zupy”, ktorej
rozne skladniki odpowiadajg réznym formom energii

w Kosmosie.

Stynnym juz pomystem na ciemna energie jest

wlasnie kosmiczny plyn doskonaly w postaci pola
skalarnego, ktéry szumnie nazwano kwintesencjq.

W modelu tym za efektywna stata kosmologiczng
odpowiada pole skalarne, ktore ewoluuje powoli w dot
swojego potencjalu. Oznacza to, ze czlony kinetyczne

w lagranzjanie kwintesencji sa male w poréwnaniu

z czlonami potencjalnymi. Dzigki temu kwintesencja
moze imitowaé A z parametrem w réwnym —1. Dla
odpowiednio dobranej funkcji potencjatu gestosé energii
zwiazana z kwintesencja zaczyna dominowaé nad innymi
formami energii we Wszech$wiecie na péznych etapach
ewolucji i tym samym powoduje obserwowana ekspansje
czasoprzestrzeni. Kwintesencja jest jednak czysto
fenomenologicznym modelem, gdyz jak na razie zadna
teoria fizyczna nie przewiduje istnienia jednorodnego

i izotropowego pola skalarnego kwintesencji, ktoérego
potencjal wynikalby explicite z teorii. To nie jedyny
problem tego modelu. Mozliwe jest bowiem stworzenie
modeli pdl skalarnych o catkiem odmiennych od
kwintesencji lagranzjanach (up. pole tachionowe),

ktére rownie dobrze udaja stala kosmologiczna. Co
gorsza, nie mozna dokonaé¢ rozréznienia miedzy tymi
modelami na podstawie obserwacji historii ewolucyjnej
Wszech$wiata (czy np. jasnosci odleglych supernowych).



Wystarczy bowiem odpowiednio skonstruowac¢ funkcje
potencjalu, by rézne lagranzjany (wiec rézne pola
skalarne) prowadzily do tej samej zadanej postaci
ewolucji.

Nie jest wiadome, czy ktérakolwiek z odmian teorii
kwantowej (teoria strun, supersymetria itp.) bedzie

w stanie przewidzie¢ dokladna postaé¢ potencjatu

i wyjasnié¢ fizyczny mechanizm stojacy za kwintesencja.
Dlatego kosmologowie nie siedza z zalozonymi

rekami czekajac, az fizycy wysokich energii znajda
wlasciwa odpowiedz. W ciggu ostatnich kilku lat
zostalo zaproponowanych kilka bardzo ciekawych,
alternatywnych wobec kwintesencji, modeli ciemnej
energii.

Jednym z owych alternatywnych modeli jest tzw. model
uogdlnionego gazu Czaplygina (UGC). Gaz Czaplygina
to ptyn doskonaly, ktory podlega egzotycznemu
réwnaniu stanu. Nazwa pochodzi od nazwiska znanego
rosyjskiego fizyka, Siergieja Aleksiejewicza Czaplygina
(1869-1942), ktéry jako pierwszy sformutowal réwnanie
stanu postaci p = —A/p®. Model UGC jest atrakcyjny
ze wzgledu na to, iz daje on mozliwosé opisania
ciemnej energii i ciemnej materii w ramach jednej
teorii. W podejsciu tym zaklada sig, ze ciemna materia
i energia stanowia jedna mieszaninge wypelniajaca
Wszechswiat. Oba skladniki ptynu doskonalego moga
wzajemnie ze sobg oddzialywaé poprzez transfer
energii. Odpowiednie dobranie parametréw A i a
powoduje, ze wzmozony transfer energii od skladnika
ciemnej materii do sktadnika o ujemnym cisnieniu
(ciemnej energii) nastepuje dopiero na pdznych
etapach ewolucji. Dzieki temu epoke przyspieszonej
ekspansji (czyli dominacji ciemnej energii) poprzedza
dluga epoka dominacji materii, co jest w zgodzie

z obserwacjami. Warto zaznaczy¢ réwniez, iz w modelu
tym wlasnosci uogélnionego gazu Czaptygina
wyprowadza sie z lagranzjanu w postaci zaczerpnietej
z nieliniowej teorii uogélnionego elektromagnetyzmu
Borna—Infelda. Hipoteza ta napotyka jednak dosy¢
powazne trudnosdci w kontekscie formowania sie
struktury we Wszech$wiecie. Sktadnik utozsamiany

z ciemng energia powoduje, ze predkosé dzwieku

w UGC staje sie bardzo duza, gdy energia z ciemnej
materii jest przekazywana do ciemnej energii. Efekt
ten powodowalby powstawanie niefizycznych oscylacji
czy wrecz eksponencjalnych erupcji” w widmie mocy
fluktuacji gestosci materii, co oczywiscie nie jest
obserwowane. Kosmologowie pracujg obecnie nad
rozwigzaniem tego problemu, a sam model pozostaje
wciaz ciekawa alternatywa pozwalajaca opisa¢ dwa
mroczne skladniki Kosmosu.

To tylko bardzo krotki przeglad wspotczesnych koncepcji
na ciemna energie. W rzeczywistosci, gdybyémy chcieli
przedstawi¢ mnogos¢ rozwazanych przez naukowcow
pomystéw na owo tajemnicze ,paliwo” napedzajace
obecng przyspieszong ekspansje Wszechswiata,
musielibyémy napisaé opaste tomiszcze. Byé moze,
wspomniana kosmiczna zupa jest juz wystarczajaco
»stona” i dodawanie do niej nowego sktadnika, ktory

5

mialby opisywaé¢ ciemna energie, spowoduje tylko
»brzesolenie”. Postugujac si¢ analogia mozemy
powiedzieé, ze jednak chcemy, by nasza kosmiczna zupa
byta smaczna, czyli dobrze opisywata obserwowany
Wszechswiat. Jak zatem wyjasnié¢ fakt, iz galaktyki
rozbiegaja sie coraz szybciej wbrew przyciagajacej je
grawitacji? OdpowiedZ moze leze¢ wlasnie w samej
naturze grawitacji.

Dotychczas kosmologia opierata sie na OTW Einsteina,
milczaco ekstrapolujac jej zakres stosowania od
rozmiarow Ukladu Slonecznego do calego Wszech$wiata.
Poniewaz OTW zostata dokladnie sprawdzona tylko

w naszym uktadzie planetarnym, uzycie jej do opisu
calego Kosmosu jest rozszerzeniem ,na wiare” o rzad
wielkoéci 103, Oczywiscie OTW przez szereg lat byta
jedynym dostepnym ,narzedziem” dla kosmologii

i, co wiecej, ma wspanialte osiagniecia na tym polu

(jak model Lemaitre’a—Friedmana). By¢ moze
trudnosci zwigzane z opisaniem ciemnej energii sg
pierwszym sygnalem wskazujacym na nasz brak
glebszego zrozumienia natury grawitacji. Nie mam

tu na my$li stawnej i wciaz poszukiwanej kwantowej
teorii grawitacji, ktorej efekty, jakiekolwiek by byly, sa
do zaniedbania na odleglosciach kosmologicznych. Aby
moc wyjasni¢ obserwowany fenomen ciemnej energii,
musieliby$émy siegna¢ po nowa niskoenergetyczna
teorie grawitacji, ktorej OTW jest tylko szczegdlnym
przypadkiem obowiazujacym dla odleglto$ci mniejszych
niz promien Wszechswiata. Takg préba modyfikacji
teorii Einsteina jest grawitacja DGP (od autoréw:
Dvali-Gabadadze—Porrati). Zaklada ona, iz zyjemy
uwiezieni na tréjwymiarowej branie zanurzonej

niejako w pieciowymiarowej przestrzeni. Dodatkowy
nieskofniczony wymiar przestrzenny jest dostepny
jednak tylko dla grawitacji, ktéra ,wycieka” z naszej
brany do tzw. pustki. W tej teorii istnieje nowa
uniwersalna stala przyrody, tzw. odleglo$¢ przejscia.
Odleglosé ta charakteryzuje dystans, na ktérym
czterowymiarowe prawa grawitacji (czyli OTW)
zalamuja sie i przechodza w pieciowymiarowe. Odlegltosé
przejscia jest porownywalna z obecnym promieniem
Wszechswiata. Teoria ta ttumaczy obserwowana
akceleracje Kosmosu wlaénie przez ostabienie
grawitacji na olbrzymich odlegloéciach. Przejcie z fazy
spowolnionej do fazy przyspieszonej jest ttumaczone
tym, ze Wszechswiat musial osiagna¢ odpowiednie
rozmiary, by wyzejwymiarowy efekt grawitacyjny stat
sie znaczacy. Okazuje sie jednak, ze mimo olbrzymiej
wartodci skali przejscia (rzedu 3 Gpc) istnieja pewne
specyficzne dla tej teorii efekty, ktore mozna by
zaobserwowaé na znacznie mniejszych odlegtosciach. Juz
w niedalekiej przysztosci czutoéé naszych instrumentéw
powinna osiggna¢ préog wymagany do detekcji takich
efektow.

Niezaleznie od tego, ktéry model ostatecznie okaze sie
prawdziwy, mozemy z pewnos$cig powiedzieé, iz przyroda
zaskoczyla nas po raz kolejny. Dlatego pewne jest, ze
wyjasnienia zagadki ciemnej energii przyniesie nam
nowy i fascynujacy obraz Wszechswiata, w ktérym
przyszto nam zy¢.
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wielo$ciany oémioscienne (poczatek)

*Wydzial Fizyki Teoretycznej
Uniwersytetu Warszawskiego

Uderz mtotkiem, a stanie sie Swiatlo!
Krzysztof REJMER ™

Niedawno otwieratem list, byl wieczér, a ja z niejasnych powodéw nie zapalitem
Swiatta w pokoju. Po rozcieciu koperty zupelnie bezwiednie oderwatem pasek
papieru, ktory pozostal na tylnej powierzchni koperty. I wtedy zobaczyltem. ..
serie ciemnoniebieskich blyskéw, o pigknej, nasyconej barwie!

Zjawisko, o ktorym mowa, nalezy do szerokiej klasy zjawisk okreslanych

jako luminescencja (lumen po lacinie znaczy $wiatlo). Zacznijmy moze od
definicji: luminescencja jest to zjawisko Swiecenia substancji na skutek
wzbudzenia elektronéw przez jakis czynnik zewnetrzny; elektrony powracaja

do stanu podstawowego, emitujac promieniowanie elektromagnetyczne.

Nie jest to promieniowanie ciala doskonale czarnego o widmie okreslonym

przez jego temperature. Jego widmo jest charakterystyczne dla danej
substancji. W zaleznosci od czynnika wzbudzajacego promieniowanie,

wyroéznia sie miedzy innymi chemiluminescencje powstajaca w trakcie reakcji
chemicznych, fotoluminescencje powstajaca na skutek pochlaniania fotonéw,
elektroluminescencje powstajaca pod wplywem pola elektrycznego, a takze kilka
innych rodzajéw luminescencji. Ze wzgledu na czas trwania luminescencje dzieli
sie na fluorescencje — gdy Swiecenie trwa wylacznie w trakcie dzialania czynnika
wzbudzajacego, oraz fosforescencje — gdy $wiecenie trwa przez diuzszy czas po
ustapieniu czynnika wzbudzajacego.

Jesli czynnikiem wywolujacym $wiecenie jest czynnik mechaniczny (na przyktad
ci$nienie, tarcie, uderzenie), méwimy o tryboluminescencji (z greki: tribein

— trze¢). Najbardziej znanym przykladem tryboluminescencji jest $wiecenie
cukru pod wptywem uderzenia. Podczas mechanicznego miazdzenia krysztatu
cukru ulega zerwaniu cze$¢ wigzan chemicznych. Rozseparowane zostaja
tadunki elektryczne i jesli ich koncentracja jest dostatecznie duza, powstaje
pole elektryczne na tyle silne, ze wyrywa elektrony, ktére poruszaja sie w strone
obszaréw o tadunku dodatnim. Po drodze elektrony wzbudzaja czasteczki

azotu znajdujace si¢ w powietrzu atmosferycznym. Wzbudzone czasteczki

azotu emituja przede wszystkim promieniowanie ultrafioletowe niewidoczne

dla naszych oczu, jednak pewna czesé energii jest emitowana takze w zakresie
widzialnym, w postaci niebieskiego swiatta. W Stanach Zjednoczonych znane

sg cukierki o nazwie WintOGreen Lifesavers, charakteryzujace si¢ znacznie
silniejsza niz cukier tryboluminescencja. Cukierek ten zawiera roslinny olejek
zapachowy (salicylan metylu), ktéry $wieci pod wplywem promieniowania
ultrafioletowego, powstajacego podczas pekania wigzan cukru. Rodlina, z ktérej
wytwarzany jest ten olejek zapachowy nosi angielska nazwe wintergreen, a po
polsku jest nazywana pomocnikiem baldaszkowatym; nalezy ona do rodziny
wrzosowatych. Dzieci bawia, si¢ rozgryzajac cukierki WintOGreen Lifesavers

w ciemnosci, przed lustrem.

Koperta listu oczywiscie nie ma nic wspoOlnego z cukrem, ale mechanizm
wywolujacy $wiecenie jest podobny. Przy gwaltownym oderwaniu paska
papieru przyklejonego do koperty czasteczki kleju rozciagaja sie, niektére

z nich odrywaja sie od podloza, inne zas pekaja. Pojawiaja sie obszary
naladowane dodatnio i ujemnie, a nastepnie wszystko przebiega tak, jak

w przypadku cukru. Nie kazdy klej pozwala zaobserwowaé rozbtyski swiatla,
zwykty klej biurowy do tego sie nie nadaje. Podstawowe znaczenie maja dtugie,
elastyczne czasteczki o polimerowej budowie. Istnieje bardzo pomystowy sposéb
fotografowania tryboluminescencji w warunkach domowych; wystarczy przyklei¢
tryboluminescencyjna taéme do kliszy fotograficznej. Trudny moze by¢ wlasciwy
wybor filmu.

Tryboluminescencja nie jest zjawiskiem rzadkim, lecz raczej trudnym

do zauwazenia. Tryboluminescencyjny jest kwarc (mleczny kwarc daje
zéltopomaranczowy rozblysk), fluoryt CaFs, blenda cynkowa ZnS, takze
diament, co bywa obserwowane przy obrébce brylantow. Diament $wieci
na niebiesko oraz czerwono.
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Czesto tryboluminescencja wigze si¢ ze zjawiskiem piezoelektrycznodci.
Asymetryczne molekuly maja zdolno$é separowania elektronéw

podczas Sciskania lub rozciagania, jednak nie wszystkie piezoelektryki

sg tryboluminescencyjne. I na odwrdét, nie wszystkie materiaty
tryboluminescencyjne sg piezoelektrykami. Defekty, zanieczyszczenia

i nieporzadek takze sprzyjaja tryboluminescencji, poniewaz elektrony moga

sie chetnie zbiera¢ tam, gdzie pojawiaja sie nieregularnodci sieci krystaliczne;j.
Zaburzenie mechaniczne nie musi zrywaé¢ wiazan chemicznych, moze dostarczy¢
energie potrzebna zgromadzonym w poblizu defektu elektronom do pokonania
bariery potencjatu i przejécia do stanu podstawowego.

Pierwszy opis zjawiska tryboluminescencji pochodzi od Francisa Bacona,

ktéry nocg 1605 roku, kruszac glowe cukru trzcinowego, zaobserwowal

Swiecenie, a nastepnie opisal to w The Advancement of Learning. W 1663 roku
tryboluminescencje opisal takze Robert Boyle. Po raz kolejny zjawisko to zostalo
odkryte w USA, kiedy powstaly przemystowe metody wytwarzania duzych
krysztaléow cukru. Krysztaly cukru przed transportem formowano w duze stozki,
ktore byly rozbijane u odbiorcy, co pozwolito zaobserwowaé rozbtysk Swiatta.

Tryboluminescencja jest ciekawym zjawiskiem, naprezen w skorupie ziemskiej, zanim Ziemia zadrzy pod
jak dotad stabiej poznanym niz inne rodzaje fundamentami doméw.

luminescencji. W pierwszej chwili wydaje sig, ze to Na koniec jeszcze jedna ciekawostka. Doskonale

tylko pozbawiona znaczenia ciekawostka. Jednak znanym zjawiskiem jest bioluminescencja, czyli

mozna wymysli¢ potencjalne, praktyczne zastosowania $wiecenie organizméw zywych (w istocie jest to
tryboluminescencji. Na przyktad powloki sygnalizujace chemiluminescencja). Standardowe przyklady to
rozblyskiem $wiatla mechaniczne uszkodzenie. robaczek swietojanski oraz Swiecace bakterie, ktére
Taki detektor mégtby wykrywaé nawet niewielkie mozna zaobserwowaé na psujacym sie miesie, a ktoére od
uszkodzenia, ktére niezauwazone, moga powiekszac kilkuset lat znane sa doskonale chirurgom wojskowym.
sie i w przysztosci spowodowaé grozna katastrofe. Znane sa $wiecace grzyby i §wiecace organizmy morskie.
Znane sa doniesienia o $wiattach widywanych podczas Ale ludzka pomyslowos¢ potrafi pdj$é jeszcze dalej, na
trzesienia ziemi, moga one (choé nie musza) mieé przyklad inzynieria genetyczna pozwolitla wyhodowaé
zwiazek z tryboluminescencja. Jesli maja, to kto wie, rosliny, ktére zaczynaja Swieci¢, gdy poziom azotu

czy kiedy$ tryboluminescencja nie postuzy jako wskaznik  w glebie jest niedostateczny.
Yy y y J p Y g J y

i Zadania

Redaguje Waldemar POMPE

M 1147. Liczby calkowite dodatnie a, b, ¢, d spelniaja warunek ab = cd.
Dowieéé, ze liczba a + b + ¢ + d jest ztozona.
Rozwiazanie na str. 3

M 1148. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Punkty K i L leza odpowiednio
na odcinkach AB i AD, przy czym czworokat AKCL jest rownolegtobokiem.
Odcinki KD i BL przecinaja si¢ w punkcie M. Wykazaé, ze pola czworokatdw
AKML i BCDM sa réwne.

Rozwiazanie na str. 12

M 1149. Na kazdym polu szachownicy 8 x 8 zapisano jedng z liczb 1,2, ..., 64,
przy czym wszystkie napisane liczby sa rozne. Wykazaé, ze istnieja dwa
sasiednie pola szachownicy, na ktérych zostaly zapisane liczby o module réznicy
wiekszym lub réwnym 5.

Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 677. W przykrytym naczyniu napelnionym do pelna wodnego ze stalg predkoscia. Dolna kulka jest wykonana

woda znajduje sie drewniana kulka. Jak zmieni si¢ z aluminium. O drugiej wiemy tylko tyle, ze gdyby nié
nacisk kulki na pokrywke, jesli naczynie zacznie zostala przerwana, zaczelaby ona wyplywaé. Wyznaczyé
poruszad si¢ z przyspieszeniem @ skierowanym w gore? gestos$é p, materiatu, z ktérego wykonana jest gérna

Rozwiazanie na str. 2

kulka, przyjmujac, ze gesto$¢ aluminium wynosi

F 678. Dwie kulki jednakowej wielko$ci, polaczone p = 2800 kg/m?® a wody py = 1000 kg/m?.
cienka, dtuga i niewazka nitka, opadaja na dno zbiornika  Rozwigzanie na str. 11
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Maia delld

Fotografia mikroskopowa

Wielu z Was ma dostep do réznego rodzaju mikroskopdéw: od najprostszych
zabawek kupowanych za kilka ztotych na bazarze, czy tych nieco drozszych,
o powigkszeniu dochodzacym nawet do kilkuset razy, az do mikroskopéw
,profesjonalnych”, jakie mozna spotka¢ w szkolnych pracowniach fizycznych,

biologicznych itp. Obecnie jednym z najbardziej popularnych sprzetéw
optycznych w naszych domach jest rowniez elektroniczny aparat lub kamera.
Umiejetne polaczenie ich z mikroskopami daje mozliwo$é¢ zarejestrowania
obrazow i nakrecenia fascynujacych filméw ze zdarzen zachodzacych

okular

obiektyw

= —-—===P

O w mikroswiecie. Te filmy i obrazy moga by¢ atrakcja w zbiorach domowych
i znakomicie uéwietni¢ lekcje fizyki, chemii, biologii itp.

Jak dziala mikroskop?

W uproszczeniu zasade dziatania mikroskopu mozna wyjasnié jako odpowiednia
wspoélprace dwoch soczewek: obiektywu i okularu. Zreszta najprostsze
mikroskopy — zabawki zbudowane sa wlasdnie z takich dwbch soczewek. Schemat
takiego mikroskopu zostal przedstawiony na rysunku. Kolorem zaznaczono

0, rzeczywisty bieg promieni $wietlnych. Obiektyw jest soczewka skupiajaca

o krotkiej ogniskowej — im krétszej — tym wieksze powiekszenie mozna uzyskaé.
Badany przedmiot P umieszcza sie wzgledem obiektywu w odlegtosci nieco
wiekszej niz dlugosé ogniskowej. Wtedy (zgodnie z teoriag odwzorowania za

o pomoca soczewek) z drugiej strony obiektywu powstaje obraz O} przedmiotu:
rzeczywisty, powigkszony, odwrécony.

Okular dziala jak zwykla lupa, czyli powszechnie stosowane ,szklo
powiekszajace”. Przez te lupe ogladamy obraz wytworzony za pomoca
obiektywu. A wykorzystanie soczewki skupiajacej jako szkla powiekszajacego
wymaga, aby obraz rzeczywisty, tworzony przez obiektyw, znajdowal sie

w odleglosci niewigkszej niz ogniskowa tej soczewki. Wypadkowe powigkszenie
mikroskopu jest iloczynem powigkszenia obiektywu i okularu. Powstajacy
w oku obraz O2 odpowiada pozornemu obrazowi O] powstajacemu w odleglosci

dobrego widzenia D.

Jak dziala kamera (aparat fotograficzny)?

W aparacie fotograficznym réwniez wykorzystuje

sie odwzorowywanie za pomoca soczewki (lub

uktadu soczewek) o wlasnosciach skupiajacych, czyli
obiektywu. Odwzorowanie nastepuje na powierzchni
urzadzenia rejestrujacego obraz: elektronicznej matrycy
Swiatloczulej lub (coraz rzadziej stosowanej) kliszy.
Budowa kamery ,,video”, czy kamery internetowej jest
podobna do budowy aparatu. Podstawowa réznica tkwi
w przeznaczeniu: kamery stuza gtéwnie do rejestracji
obrazow ruchomych, aparaty — do robienia zdje¢. Wiemy
jednak, ze obecnie urzadzenia te upodobniaja sie:
wspoélczesne aparaty umozliwiaja krecenie filméw, a za
pomoca kamer mozna rejestrowaé pojedyncze zdjecia.

Jak sprzac kamere z mikroskopem?

Czesto méwi sie, ze dzialanie aparatu fotograficznego
podobne jest do dzialania oka. Skoro tak, to po prostu
nalezy nim zajrze¢ do okularu mikroskopu. Przede
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wszystkim, jakim sprzetem nalezy si¢ postuzy¢?

W zasadzie mozna wykorzysta¢ kazdy aparat
fotograficzny lub kamere, jednak goraco polecamy
aparaty elektroniczne, ktére majg bezposrednie
sprzezenie z komputerem za pomoca jednego

z powszechnie stosowanych zlacz, np. USB. Sprzeg

ten powinien dawaé¢ mozliwo$¢ podgladania na biezaco
fotografowanego obiektu na ekranie komputera

i zdalnego — np. przez klikniecie mysza — uruchamiania
rejestracji obrazu (tzw. remote shooting). Jeszcze
lepiej, jezeli sprzeg umozliwia zdalng kontrole nastaw
aparatu: ostroéci, przystony, czasu ekspozycji itd. Brak
takiego sprzegu nie dyskwalifikuje aparatu, jednak czyni
fotografie znacznie bardziej skomplikowana: utrudnia
podglad obrazu, a naciskanie umieszczonego na jego
obudowie spustu migawki stwarza ryzyko poruszenia
kamery w czasie rejestracji.

Drugim bardzo waznym urzadzeniem jest statyw.
Powinien on zapewnia¢ mozliwosé odpowiedniego



ustawienia aparatu nad okularem i pewnej korekty
polozenia kamery wzgledem mikroskopu, a jednoczesnie
unieruchamiaé te dwa urzadzenia wzgledem siebie

w czasie rejestracji. Te funkcje spelni w zasadzie

kazdy statyw fotograficzny. Na zdjeciu 1 (oktadka)
pokazano wykorzystanie do tego celu statywu od
powiekszalnika fotograficznego. Lekkie aparaty

czy tez kamery internetowe mozna przytwierdzié

do mikroskopu, samodzielnie sklejajac samoprzylepna
tasma rure z czarnego papieru, ktéra potaczy ich
obiektyw z okularem mikroskopowym. A poniewaz
ustawienie aparatu wzgledem mikroskopu, dobranie
nastaw itp. zabierajg zwykle troche czasu, dobrze jest
tez dysponowaé odpowiednim zasilaczem — baterie

czy akumulatory moga nie wystarczy¢ na czas prob.

W dodatku w wielu aparatach wymiana baterii wymaga
zdjecia go ze statywu — czyli demontazu pracowicie
przygotowanego uktadu.

Prace zaczynamy od przygotowania preparatu

i ustawienia mikroskopu tak, by pozadany obraz byt
dobrze widoczny okiem przez okular. Wprawiajac

sie w mikrofotografii, zacznijcie od fotografowania
obiektéw wzglednie duzych (np. krysztalki soli czy
wlosy — zdjecia 2 i 3) przy malych powigkszeniach

— z obiektywem dziesigtka — tak, by uzyska¢ jasne,
kontrastowe obrazy. Nastepnie nalezy umiesci¢ nasz
aparat (kamere) w statywie tuz nad mikroskopem, by
jego obiektyw prawie dotykal okularu. Poczatkowo
wybierzmy automatyczny tryb ekspozycji. Nie
zapomnijcie wylaczy¢ flesz! Na ekranie komputera
(ewentualnie na ekraniku aparatu, a w ostatecznosci
przez jego wizjer, o ile dysponujecie lustrzanka

z pryzmatem pentagonalnym) zobaczycie kétko,

w ktorym widaé¢ bedzie obraz mikroskopowy. Zoom
aparatu ustawcie na najdluzsza ogniskowa (najwieksze
mozliwe powiekszenie), by obraz z mikroskopu
zajmowal jak najwieksza czes¢ ekranu. W zasadzie
juz mozna uruchomié¢ migawke lub zaczaé krecié film.
Gdy nabierzecie wprawy, zrezygnujcie z ekspozycji
automatycznej. Startujac z nastaw okreslonych przez
automatyke i samemu eksperymentujac z ostroscia,
czuloscig matrycy fotograficznej, czasem ekspozycji,
czy tez przystona obiektywu i o$wietleniem preparatu,
znajdziecie lepsze warunki rejestracji. Jakos¢ waszych
zdje¢ moze sie znaczaco poprawic.

Inny sposob sprzegniecia mikroskopu z aparatem
fotograficznym moze by¢ zastosowany, gdy z aparatu
daje si¢ usunaé obiektyw. Taka mozliwo$¢ istnieje

w lustrzankowych aparatach elektronicznych najwyzszej
klasy, albo w niektérych kamerach stosowanych

np. w urzadzeniach alarmowych. Wtedy mozecie
pokusi¢ sie o bezposrednie odwzorowanie obrazu
wytwarzanego przez obiektyw mikroskopu na matrycy
Swiattoczulej.

Jak zwykle zaczynamy od ustawienia mikroskopu tak,
by obraz bylo dobrze widaé¢ przez okular. Nastepnie,

jesli sie da, usuwamy okular. Umieszczamy aparat
tak, by matryca $wiatloczula znalazla sie jak najblizej
miejsca, w ktérym byl okular. Nastepnie, regulujac
»ostroscig” mikroskopu (zwykle nieco zblizajac obiektyw
do preparatu), postarajcie sie na ekranie komputera
zobaczy¢ obraz preparatu ,widziany” przez matryce.
On juz jest wasz — pozostaje kliknaé¢ myszka w ikone
nzarejestruj obraz”. Jest szansa na bardzo dobre
zdjecie — im mniej ukladéw optycznych posredniczy

w wytwarzaniu obrazu, tym mniej znieksztalcen
optycznych (aberracji). Brak przeslony w obiektywie
zmusza jednak do odpowiedniego dobrania o$wietlenia
preparatu i czasu ekspozycji.

Na zdjeciu 3 pokazano mikroskopowy obraz wlosa
ludzkiego. Widac tuski wlosa, widac tez jego
wewnetrzng strukture. Zastosowano typowy mikroskop
PZO spotykany powszechnie w pracowniach szkolnych,
wyposazony w obiektyw ,dziesiatke” i okular ,piatke”.
Zapewniamy jednak, ze takie zdjecie da sie zrobi¢
uzywajac kazdego mikroskopu, nawet plastikowego
Mikko (tzw. mikroskop kompaktnyj 30M) sprzedawanego
za kilka ztotych na bazarach. Do rejestracji obrazu
uzyto aparatu CANON A75 z matryca 3.2 megapiksla
sterowanego zdalnie za pomoca standardowego
programu tej firmy Zoom Browser.

Na zdjeciu 4 pokazano drobiny tluszczu zawieszone

w wodzie. Do ich obserwacji potrzebny jest dobry
mikroskop szkolny (up. jeden z modeli PZO).
Zastosowano obiektyw 100X i okular 15X i wspomniany
powyzej aparat fotograficzny. Gdy poshuzymy sie
kamera, wida¢, ze drobiny poruszaja sie — wykonuja
chaotyczne ruchy, tzw. ruchy Browna. Odkryte one
zostaly przez botanika angielskiego, Roberta Browna,
w 1827 roku, ktéry ze zdziwieniem stwierdzil, ze
obserwowane pod mikroskopem pytki kwiatowe
poruszaja sie po liniach lamanych. Na wyjaénienie tego
zjawiska czekano blisko wiek. Duzy wktad w teorie
ruchow Browna wniést jeden z najwybitniejszych
fizykéw polskich, Marian Smoluchowski.

Do przygotowania preparatu, w ktérym mozecie
zaobserwowa¢ ruchy Browna, najlepiej uzyé¢ $wiezego
mleka, niechomogenizowanego, niepasteryzowanego.
Zawarto$¢ ttuszezu wynosi w nim okoto 2 %. Takie
mleko rozciencza sie woda piecio- lub szesciokrotnie.
Roztwér nanosimy na plytke mikroskopowa — najlepiej

z wglebieniem — i nakrywamy szkietkiem nakrywkowym.
Przy sumarycznym powigkszeniu rzedu 1000-1500
mozna zaobserwowac¢ ruch drobin ttuszczu. Maja one
srednice rzedu tysiecznych czeéci milimetra. Za ich

ruch odpowiedzialne sa czasteczki wody, ktére same
wykonujac ruchy cieplne, potracaja opaste drobiny
ttuszczu. Czasteczek wody oczywiscie nie widaé — sa one
jeszcze okolo tysiaca razy mniejsze.

Nakrecony przez was dobra kamera film o ruchach
Browna bedzie wspanialym materiatem na lekcje fizyki
o podstawach termodynamiki.

Malg Delte przygotowali: Tadeusz STACEWICZ i Andrzej GOLEBIEWSKI



Rys. 1

Rys. 2

*Uniwersytet we Florencji, Wlochy

O pewnym réwnaniu diofantycznym
Maria Chiara BRAMBILLA*

Réwnania diofantyczne sa jednymi z bardziej interesujacych zagadnien teorii
liczb. Przypomnijmy, ze réwnaniem diofantycznym nazywamy rownanie
algebraiczne, na ogoét wielu zmiennych, z caltkowitymi wspotczynnikami. Przez
rozwigzanie takiego rownania rozumiemy znalezienie wszystkich uktadéw liczb
calkowitych, ktére to rownanie spelniaja. Nazwa ,réownanie diofantyczne”
pochodzi od imienia Diofantosa z Aleksandrii (prawdopodobnie III w.), ktérego
gtéwne dzieto ,Arithmetica” zawierato m.in. tego typu zagadnienia.

Rozwigzanie rownania diofantycznego na ogél nie jest latwe, a czesto
wymaga wrecz bardzo zaawansowanych narzedzi matematycznych. Koronnym
przykladem jest tu Wielkie Twierdzenie Fermata, ktore dotyczy rownania
diofantycznego

Jako ciekawostke warto dodaé, ze Fermat zanotowal je wlasnie na marginesie
swojego egzemplarza dzieta Diofantosa.

W tym artykule zajmiemy si¢ rozwiazaniem nastepujacego rownania
diofantycznego stopnia 2 dwéch zmiennych:

(%) 2? — Nay +y° =1,

gdzie N jest ustalona liczba catkowita. Zatem naszym zadaniem jest znalezienie
wszystkich par liczb calkowitych (z,y), dla ktérych zachodzi powyzsza réwnosé.
Zauwazmy, ze mozemy zalozy¢, ze N > 0, gdyz jesli (Z,7) jest rozwiazaniem (x)
dla N = N to (z,—Yy) jest rozwiazaniem () dla N = —N. Na poczatek
przeanalizujmy przypadki specjalne N =0, N =11 N = 2.

e Jezeli N = 0, to nasze réwnanie przybiera postaé z2 + y2 = 1. Rozwiazania
rzeczywiste tego réwnania reprezentowane sa na plaszczyznie kartezjanskiej
przez okrag o $rodku w (0,0) i promieniu 1. Jest jasne, ze jedynymi punktami
o wspélrzednych catkowitych na tym okregu sa punkty (1,0), (0,1), (—1,0)

i (0,-1).

e Gdy N =1, rozwiazania rownania w liczbach rzeczywistych tworza elipse
(rys. 1). Z postaci réwnania () wynika, ze proste y = z i y = —x sa jej osiami
symetrii. Punkty przeciecia tych prostych z elipsa to punkty

V3 V3 V3 V3
wo (BB), o (D)
3 3 373
Zatem cata elipsa zawarta jest w prostokacie wyznaczonym przez proste

y:71‘1+2a
23
37
y:71‘172a
2v/3

Przez bezposrednie sprawdzenie wszystkich punktow o obu wspoélrzednych
calkowitych z tego prostokata dostajemy sze$¢ rozwigzan naszego rOwnania:

(1,0), (1,1), (0,1),(-1,0), (—-1,-1), (0,-1).
e Dla N = 2 nasze réwnanie przybiera postaé
(e-y’=1+ (@—y-De-y+1)=0,

wiec rozwiazania rzeczywiste mozna zilustrowaé¢ dwiema prostymi (rys. 2).
W tym przypadku, rozwiazania catkowite (x) odpowiadaja punktom o obu
wspdlrzednych catkowitych na prostych y =x — 11y =2 + 1. Jest ich
nieskonczenie wiele i mozemy podaé ich ogélnag postaé: (z,y) = (n,n — 1) lub
(z,y) = (n,n+1) dlan€Z.
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Rys. 3

Rozwigzanie zadania F 678.
Niech sila niwelujgca unoszenie si¢ gérnej
kulki bedzie réwna F', a jej objetos¢ V.
Suma wszystkich sit dzialajacych na ciato
poruszajace sie ze stala predkoscig wynosi
zero. Zatem do zerwania nici
(p+ pz —2p0)Vg =2F,
a po jej zerwaniu
(po — pz)Vg=F.
Ostatecznie otrzymujemy:
P+ pe —2p0 = 2p0 — 2pa,
stad

= 400 kg/m">.

dpo — p
Yy = ———
Pa 3

Rozwazmy teraz przypadek N > 3. Rozwiazania rzeczywiste réwnania () tworza
hiperbole. Poniewaz jest nieograniczona, stwierdzenie, ktére jej punkty maja
obie wspolrzedne calkowite nie jest natychmiastowe. Oczywiscie nasza hiperbola
tez jest symetryczna wzgledem prostych y = x oraz y = —z. Wiemy zatem,

ze jesli (Z,7) jest rozwiazaniem (x), to kazda z par (¥,2), (=2, —¥), (-7, —I)

tez nim jest. Uzyjemy tej symetrii, by skonstruowac ciagg rozwigzan. Dla x =1
réwnanie (x) ma dwa rozwiazania: y = 0 lub y = N. Z symetrii wzgledem prostej
y = x dostajemy kolejne rozwiazanie (N, 1). Jest to punkt przecigcia hiperboli

z prosta x = N. Okazuje sie, ze drugi punkt przeciecia tez daje rozwiazanie.
Ogdlnie, przyjmijmy, ze punkt (zg,yo) o obu wspdlrzednych calkowitych nalezy
do hiperboli. Niech prosta x = xg przecina ponadto nasza hiperbole w punkcie
(20,y1). Oznacza to, ze zaréwno yo jak i y; sa pierwiastkami réwnania

yQ—Nxoy—i—x%— 1=0.
Ze wzorow Viete’a dostajemy réwnosé yo + y1 = Nxg, a to pozwala stwierdzié,

ze y1 tez jest liczba calkowita. Wykorzystujac te obserwacje, z pary (xo, yo)
dostajemy ciag rozwiazan naszego réwnania (rys. 3):

(w0,%0) — (0, Nxo — yo) — (Nxo — yo,%0) —
— (Nzo — yo, N(Nxo — o) — o) — ...

Rozpoczynajac te procedure od punktu (1,0), otrzymane rozwiazania mozemy
zgrabnie zapisa¢ za pomoca nastepujacego wzoru rekurencyjnego:

ag = 07
{ ay = 17
ap+1 = JVCUC — Aak—1-
W tym przypadku wszystkie skonstruowane pary sa postaci (ak, ar+1) oraz
(ak41,ak). Oczywiscie (—ag, —ag+1) 1 (—ag+1, —ag) tez sa rozwiazaniami (x).

Przyjrzyjmy sie teraz ciagowi (ay). Zastosujemy standardowa procedure
znajdowania bezposredniego wzoru na ay. Polega ona na poszukiwaniu najpierw
takich ciagéw (by) spelmiajacych zaleznos$é by1 = Nby — bi_1, ktdre sa postaci
by = z¥ dla pewnego z € R\{0}. Z zaleznoéci rekurencyjnej wynika, ze z spetnia
réwnanie z2 — Nz + 1 = 0, ktére ma dwa pierwiastki:

N+ VN2 -4 N —-+/N2—-4

a:f oraz [ = 5

Dla dowolnych u,v € R cigg ¢ = ua® + v3* takze spetnia podana wyzej
zalezno$¢ rekurencyjna. Dodajac dodatkowe warunki ¢g = 0, ¢; = 1, otrzymujemy

1 1
U= ———— Ooraz v = —

VN2 — 4 VNZ =4

Zatem ciagi (ay) 1 (c) sa takie same, a ich k-ty wyraz ma postaé:
(N+\/N274)k -~ (Nﬂ/NLAL)k
2 2

VN2 -4
Gdy N = 3 to wszystkie wyrazy w ciagu (ax) = (0,1, 3,8,21,55,...) sa
liczbami Fibonacciego. Przypomnijmy, ze ciag Fibonacciego jest zdefiniowany

rekurencyjnie
fO = 07
fl = 17

Jrt1 = fe + fr-1.
Nazwa liczb Fibonacciego pochodzi od Leonarda z Pizy, syna (filius) Bonacciego,
ktorego ksiazka ,,Liber abaci” (1202) przyczynila si¢ do rozpropagowania
w Europie osiagnieé arabskiej i hinduskiej arytmetyki. Liczby Fibonacciego
maja wiele zaskakujacych wlasnosci i pojawiaja sie w matematyce (ale takze
i w przyrodzie) w nieoczekiwany sposéb. Na przyklad, ciag ilorazéw kolejnych
frt1

ar =

liczb Fibonacciego, to jest jest zbiezny do zlotej liczby 1+2_\/g Powr6émy

jednak do badania ciagu (ay). Dwie kolejne jego wlasnosci sa nastepujace.

e Ciag kolejnych ilorazéw dy = % (k > 1) jest malejacy i zbiezny
do N+vN?—1
5 :

e Dla k > 1 zachodzi af — agy1ak-1 = 1.
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Rozwigzanie zadania M 1148.
Dodajac do obu stron dowodzonej
réwnosci pole tréjkata BK M,
sprowadzamy ja do postaci

(1) [ABL] = [KBCD],
gdzie [F] oznacza pole figury F.
D
L/NC
M
A K B

Ale [KBL] = [KBC(C], gdyz oba tréjkaty
maja wspélng podstawe K B, a dlugosci
wysokosci opuszczonych na te podstawy
sg réwne. Podobnie [AKL] = [KCD],
poniewaz podstawy AL i KC obu
trojkatéw sa tej samej dlugosci, a
wysokos$ci opuszczone na te podstawy sg
réwne odleglo$ci miedzy prostymi AL i
KC'. Dodajac stronami uzyskane réwnosci
otrzymujemy dowodzong zalezno$é (1).

W szczegblnosci ay i ar—1 sa wzglednie pierwsze. Powyzsze fakty tatwo jest
udowodni¢ za pomoca indukcji matematycznej. Uzywajac tej metody, mozna tez
sprawdzi¢ to, co juz wiemy, a mianowicie, ze pary (ax41,ar) sa rozwigzaniami
réwnania (). Pokazemy teraz (na trzy sposoby), ze przy zalozeniu x >y > 0
kazde rozwiazanie jest tej postaci.

Pierwszy dowdd bedzie geometryczny — znéw popatrzymy na wczedniej
rozwazana hiperbole. Przypusémy, ze (2, yo) jest punktem o obu wsp6lrzednych
calkowitych nieujemnych na jej dolnej galezi. Z symetrii wiemy, ze (yo, zo)

tez lezy na tej hiperboli, ale na gornej gatezi. Prosta x = yo wyznacza nowe
rozwiazanie catkowite (yo, Nyo — o). Innymi stowy, odwracamy po prostu
opisana wczesniej procedure konstruowania rozwiazan (rys. 3). Postepujac w ten
sposdéb, musimy otrzymaé punkt (z1,y1) o wspdlrzednych calkowitych, nalezacy
do fragmentu hiperboli laczacego punkty (1,0) i (N, 1). Fragment ten mozemy
potraktowaé jako wykres funkeji rosnacej dla « € [1, N], zatem 0 < y; < 1. Stad
dostajemy

(z1,91) = (1,0) = (a1,a0) Tub  (z1,51) = (N, 1) = (a2, a1),
a to juz dowodzi tezy.

Pokazemy teraz drugi dowdd, ktéry jest bardziej analityczny. Podobnie jak
poprzednio wychodzimy od punktu (zg, yo). Jesli yo = 0, to nie ma czego
dowodzi¢. W przeciwnym przypadku, poniewaz

x

x2 — Nxoyo +y2 =1>0 oraz =2 >0,

Yo

wiec
i) > N + V N2 — 4

Yo 2

. . . . . Ak+1 . s
Przypomnijmy, ze granicg malejacego ciagu —— jest wladnie
ax

Zatem mozemy dobraé takie k > 1, ze
kel o _ Gk
ak Yo o Qg-1
(gdy k =1 to skorzystamy z nieréwnosci xgag—1 < yoak). Rozwazmy nastepujacy
uktad réwnan z niewiadomymi n i m:
Ty = Nag + Mak41,
{yo = nak—1 + mag.

Wyznacznik gtéwny tego ukltadu jest réwny

2
W = A — Qp+10k—1 = 1,

zatem rozwiazania tego uktadu, n = %, m = %, sa liczbami catkowitymi.

Z wyboru k wynika, ze n > 01 m > 0. Gdy powyzsze rownania wstawimy do
23 — Nzoyo +y3 =1

i skorzystamy z rekurencji okreslajacej ciag (ax), to otrzymamy
n? 4+ Nnm+m? = 1.

Stad n =01 m =1 co dowodzi tezy.

Ostatni dowdd przeprowadzimy przy uzyciu wzoru Picka. Przypomnijmy,

ze dzigki niemu da sie obliczy¢ pole wielokata (niekoniecznie wypuklego),
ktérego wszystkie wierzchotki maja wspolrzedne calkowite. Pole to jest rowne
w ~+ %b — 1, gdzie w to liczba punktéw o obu wspoélrzednych catkowitych
wewnatrz danego wielokata, a b na jego brzegu. Jedli rozpatrzymy tréjkat

o wierzchotkach w punktach (0,0), (ag—1,ax) i (ak, akxt+1), to jego pole wynosi
’} ap-1  ak 1

2| ar  app1||

Wykorzystujac wzér Picka, stwierdzamy, ze jedyne punkty o obu wspélrzednych
caltkowitych w tym tréjkacie to jego wierzchotki. Fragment hiperboli taczacy
punkty (ax—1,ar) i (ar,ax+1) tez jest zawarty w tym tréjkacie. W polaczeniu
z wnioskiem ze wzoru Picka dostajemy teze.

Ttumaczyt Marcin Hauzer
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Rysunek przedstawia odwiklane

wartosci predkosci radialnych dla trzech
odkrytych planet jako funkcje fazy ruchu
orbitalnego (podzielonej przez 7). Kazdy
z plotéw zostal uzyskany przez odjecie
dopasowanego wplywu pozostalych
dwéch planet. Punkty otwarte pochodza
z wstepnych obserwacji prowadzonych

z czasem ekspozycji 4 minuty, pozostate,
pelne punkty z czasem 15 minut.

C [ms™!] predkosci radialne [ms™!]
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Dwa gérne panele przedstawiaja
rzeczywisty wyglad sygnalu. W dolnej
czesci kazdego z paneli pokazana

jest réznica miedzy dopasowanag
krzywa a punktami pomiarowymi.
Obecnosé dwéch czestosci modulacji

odpowiadajacych wewnetrznym planetom

jest oczywista. Wplyw trzeciej planety

moze zostaé dostrzezony na dolnym

rysunku, gdzie pokazane sg $rednie wyniki

serii pomiaréw, a modulacja ze wzgledu
na wewnetrzne planety zostala odjeta.

Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Oko weza i planety

Zeby pozostaé niedostrzezonym przez weza, wystarczy przestac sie ruszac.

Zmyst wzroku wiekszosci gadow reaguje na réznice pojawiajace sie w polu
widzenia. Nasz wzrok, cho¢ w mniejszym stopniu, dziata podobnie. Natychmiast,
podswiadomie, reagujemy na gwaltowne zmiany, zwlaszcza gdy zachodza

na granicy pola widzenia. Podstawowsa reakcja jest ruch galek ocznych
umozliwiajacy rzutowanie potencjalnie niebezpiecznego obszaru na plamke z61ta,
niewielki obszar siatkéwki pozwalajacy dostrzec szczegdly. Ruch ten powoduje
rowniez, ze obraz kontrastowych obiektéw jest lepiej dostrzegany przez pozostala
czesé siatkdwki, poniewaz wedruje po niej tak, jakby byly one poruszajacymi sie
przedmiotami przy nieruchomym oku.

Jak niewiele potrzeba, zeby zostaé¢ dostrzezonym, przekonaly sie planety lezace
niedaleko polozonej gwiazdy (41 lat $wietlnych) o wdziecznej nazwie HD 69830.
Ich taniec wokél macierzystego stonica powoduje wibracje jego poltozenia

o amplitudzie zmian predkosci rzedu metréow na sekunde. W poprzednim
numerze zamiesciliémy artykul [1], w ktérym autor ze szczegdlami opisuje,

jak tak male radialne predkosci gwiazd moga by¢ wykryte. W tym przypadku
»okiem weza” byl niezwykle precyzyjny spektrograf HARPS (High Accuracy
Radial velocity Planet Searcher) znajdujacy sie w Europejskim Obserwatorium
Poludniowym (ESO) na gérze La Silla w Chile. La Silla (siodlo) wznosi si¢

2400 metréow nad poziom morza i znajduje si¢ na poludniowej granicy pustyni
Atacama.

Instrument HARPS jest zasilany poprzez swiattowdd, ktéry zbiera $wiatto

w ognisku Cassegraina — najwiekszego, 3,6-metrowego teleskopu znajdujacego sie
na La Silla. Niezwyktla precyzja tego instrumentu jest osiagana przez dzialanie
w wysokiej prézni i utrzymywaniu stalej temperatury oraz dzieki precyzyjnej
jednoczesnej kalibracji metoda torowo-argonowa. Swiatlo pochodzace z lampy
torowo-argonowej, zawierajace wiele linii spektralnych, jest podawane przez
swiattowod i male lusterko do ogniska teleskopu, skad oddzielnym $wiattowodem
wedruje do spektrografu i jest rejestrowane jednoczesnie ze Swiattem
analizowanej gwiazdy.

Odkryty uklad planetarny sktada sie z trzech planet wielko$ci Neptuna
okrazajacych rodzima gwiazde z okresami 8,67, 31,6 oraz 197 (ziemskich)

dni. Planety sa kilkanadcie razy masywniejsze od Ziemi. Nic wiecej o nich

nie wiadomo, ale symulacje modelujace powstawanie uktadéw planetarnych
sugeruja, ze najblizsza gwiezdzie planeta jest skalista, nastepna skalisto-gazowa,
a ostatnia skalisto-lodowa z masywna otoczka gazowsa. Ostatnia z planet
znajduje si¢ w takiej odleglosci od swojego stonca, ze mozliwe jest wystepowanie
na jej powierzchni wody w stanie cieklym, co, jak wiadomo, jest uznawane za
warunek konieczny do powstania zycia podobnego do naszego.

Dodatkowo gwiazda ta jest podejrzewana o posiadanie pasa asteroid,
prawdopodobnie miedzy orbitami drugiej i trzeciej z odkrytych planet. Pas ten
jednak nie zostal odkryty przez pomiar zmian radialnej predkosci gwiazdy. Jest
prawdopodobnie odpowiedzialny za zwigkszona emisje $wiatta podczerwonego
przez uklad.

1 Upodabnia to jeszcze bardziej odkryty system do naszego wlasnego. Nigdy
wcezesniej podobnie podobny uktad nie zostal znaleziony. Nie ma w tym jednak
nic dziwnego. Po prostu nie mozna bylo go znalezé bez uzycia instrumentéw
co najmniej tak precyzyjnych jak Harfy z géry La Silla (harp to po angielsku
harfa). Planety dokladnie odpowiadajace Ziemi gdzie$ pewnie cichutko kraza
wokot jakichs stonc. Na razie utrzymuja je w bezruchu uniemozliwiajacym
odkrycie. Trzeba bedzie albo ulepszy¢ opisywang metode, albo poszukaé inne;j.
Jak zwykle, inspiracja moze przyj$¢ z natury. Ukrywanie si¢ przed wezem przez
zamieranie w bezruchu moze nie by¢ skuteczne, bo weze maja rowniez doskonaty
wech. Przy poszukiwaniu pozastonecznych planet zmyslt ten, przynajmniej jak
na razie, nie jest wykorzystywany.

Piotr ZALEWSKI
[1] Andrzej Niedzielski, Precyzyjne pomiary radialnych predkosci gwiazd, Delta 9(388)/2006.

[2] Ch. Lovis i inni, An extrasolar planetary system with three Neptune-mass planets, Nature 441,
str. 305-309 (18 maja 2006).
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Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:
31 XII 2006

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
414 (WT = 1,99) i 415 (WT = 2,93)
z numeru 3/2006

Andrzej 1dzik 41,12
Marian Lupiezowiec — Zebrzydowice 31,21
Konrad Kapcia — Czestochowa 30,66

— Bolestawiec

Tomasz Tkocz — Rybnik 27,85
Jerzy Witkowski — Radlin 18,79
Andrzej

Nowogrodzki — Chocianéw 12,40

N
P
l

Rys. 1

420. Oznaczmy przesuniecie poziome $rodka kuli wzgledem
punktu P przez x. Z réwnowagi momentéw sit wzgledem P

wynika réwnanie

ma(r — ) = miz.

Stad
ma
r
m1 + ma

Wprowadzmy teraz katy odchylenia nici od pionu

— dla gdrnej czesci lewej nici «, a dla prawej nici (.
Poniewaz nie ma tarcia miedzy kulg a lewa nicia, wiec

z warunku réwnowagi kuli wynika, ze jej $rodek musi lezeé¢

na przedtuzeniu prawej nici, a zatem

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene¢ mnozymy przez wspo6tczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbtowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 424, 425
Redaguje Jerzy B. BROJAN

424. Dwa jednakowe tramwaje z ta samg liczba pasazeréow przejechaly z ta
sama predkodcia te sama trase, z wieloma przystankami. Czy zachowanie sie
pasazerow moze by¢ przyczyna tego, ze jeden tramwaj zuzyl wiecej energii
elektrycznej niz drugi?

425. Wewnatrz szklanej kuli, w punkcie P odlegltym od $rodka kuli o r znajduje
sie izotropowe zrodlo $wiatta. Jaka cze$é wysylanego swiatta wydostaje

sie z kuli? Dane sa: wspélczynnik zatamania szkla n = 1,5 oraz stosunek
k=r/R = 0,75, gdzie R — promien kuli. Szklo jest doskonale przezroczyste.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 6/2006

Przypominamy tresé¢ zadan:

420. W tym samym punkcie P zawieszono na nici o dlugoéci | = 3 cm kule o promieniu r = 5 cm

i masie m; = 300 g oraz na odpowiednio dlugiej nici (zob. rys. 1) ciezarek o masie ms = 200 g.
Tarcie miedzy kulag a tag nicia nie wystepuje. Obliczy¢ sitle napinajaca ni¢, na ktérej wisi kula.

421. Ekran jest rownomiernie o§wietlony $wiattem padajacym na niego prostopadle. Jak zmieni si¢

natezenie jego oswietlenia, jesli na drodze promieni ustawimy pryzmat o kacie lamigcym o ze szkla
o wspdélczynniku zalamania n? Sciana, na ktérg pada sSwiatlto, jest réwnoleglta do ekranu. Pominaé
odbicie $wiatta od $cian pryzmatu.

sin(a + 0) = TLH, sin 8 =

Wartosci katéw wynosza o = 24,2°, 3 = 14,5°. Sila napiecia

lewej nici jest rowna mog, a szukang site napiecia prawej nici
oznaczmy przez F'. Suma pionowych sktadowych obu tych sit
musi byé réwna lacznemu cigzarowi zawieszonych cial, tzn.

maogcosa + F cos B = (m1 + ma)g.

Stad znajdujemy F = 3,22 N.

421. Szukany stosunek natezen o$wietlenia jest réwny

T T mo
Tl r+lmit+me Rys. 2 Dy
Podstawiamy
AB =FEFcosa, CD=GF/cos(f—a), GF = FEFcosp,
zatem
E; _ cosacos(B —a)
FE1 cos (3

Po skorzystaniu z prawa zalamania (sin 8 = n sin «)
wyrazenie to przyjmuje postaé

stosunkowi powierzchni przekroju wiazki padajacej

na pryzmat do powierzchni o$wietlonej ta wiazka na ekranie,

tzn. Ey/Ey = AB/CD (zob. rys. 2).

FEs nsin® a
o =cosa | cosax + ——
1 \v/1—n2sin®a
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Klub 44 Zadania z matematyki nr 527, 528

® Redaguje Marcin E. KUCZMA
527. Funkcja f, okreélona na zbiorze wszystkich liczb nieujemnych,
' — o wartosciach rzeczywistych, jest rézniczkowalna w przedziale (0;00), ciagla
-— prawostronnie w punkcie 0 oraz spelnia warunki

¢ JO) =0, |f@| <7 |f@)] da w>o0.
Czy z tych zalozen wynika, ze f jest funkcja réwna tozsamosciowo zeru?

Termin nadsylania rozwiazan:

528. Wykazaé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej a oraz kazdej dodatniej liczby

31 XII 2006 U L »
catkowitej n zachodzi réwnosé
n—1
a+k
> = [al-
n
k=0
Zadanie 528 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.
Rozwigzania zadain z matematyki z numeru 6,/2006
Przypominamy tres¢ zadan:
523. Wewnatrz szeéciokata wypuktego ABC DEF znajduje si¢ punkt O, z ktérego kazdy bok
szeéciokata jest widoczny pod katem 60°, a ponadto
|[OA| > |OC| > |OE| oraz |OB| > |OD|> |OF]|.
Udowodnié, ze |AB| + |CD| + |EF| < |BC| + |DE| + |FA]|.
524. Ciag liczb dodatnich (z,) spelnia zaleznosé¢ rekurencyjna
27(1 — 2xp)Zp—1Tnt1 =1 dla n=1,2,3,... .
Wykazaé jego zbieznosé i obliczy¢ granice.
D 523. Na odcinku OA odktadamy odcinki OC’ i OE’ o dtugosciach |OC| i |OE|. Na

odcinku OB odkladamy odcinki OD’ i OF’ o dtugosciach |OD| i |OF|. Z zalozeni
wynika, ze punkty A4,C’, E’,O oraz B, D', F’, O leza na odpowiednich prostych

w takich wladnie porzadkach. Szesé pétprostych wychodzacych z punktu O tworzy katy
o jednakowej rozwartosci 60°; powstaja liczne pary tréjkatéow przystajacych (jak np.
OCD i OC'D’) i mamy réwnosci |BC'| = |BC|, |C'D'| = |CD], itd.

Odcinek F'A przecina odcinki D'E’ i BC’ w punktach, ktére oznaczymy odpowiednio
P i Q. Zachodza nieréwnosci

|AB| < |AQ[+1QB,
|ICD| = |C'D'| < |C'Q| + |QP| + |PD'|,
|EF| = |E'F'| < |E'P| + |PF'|.

Poniewaz

|QB| +1C'Q| =|BC’| =|BC|, |PD'|+|E'P|=|D'E'| = |DE|
oraz
|AQ| + |QP| + |PF'| = |AF'| = |AF],

uzyskane nieréwnosci po dodaniu stronami dajg doktadnie nier6wnosé z tezy zadania.

524. Liczby zn—1 1 Tn+1 sa dodatnie, wiec takze czynnik 1 — 2x,, jest liczbg dodatnig
i mozemy zastosowaé nier6wnos¢ miedzy $rednig arytmetyczna i geometryczna:

Tpn—1 + (1 - Q-Tn) + Tnt1 2 3 i/xn—l(l - 2mn)mn+1 2 1.
Przyjmujac oznaczenie z,, — xn—1 = 1y, przepisujemy otrzymang nieréwnos¢ jako

14+ rpe1—rn 2> 1.

To pokazuje, ze ciag (r,) jest niemalejacy. Zatem jego wyrazy maja od pewnego
miejsca staly znak; a to z kolei znaczy, ze ciag (z») jest od pewnego miejsca
monotoniczny.

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

Jest tez ograniczony (x, > 0 oraz 1 — 2z, > 0), i w konsekwencji zbiezny. Jego granica
A= lim =z, jest liczbg nieujemna. Przechodzac do granicy w zaleznosci rekurencyjnej

n—oo
515 (WT = 3,10) i 516 (WT =2,01) podanej w zadaniu, dostajemy nieréwnosé
z numeru 2/2006 2
27(1 — 20)A% > 1;

Marian Lupiezowiec — Zebrzydowice 42,55

Michat Kieza — Warszawa 38,90 a poO przekSZtalceniu -

Jerzy Cisto — Wroctaw 33,63 3\ — 1 2 1460 <0
Michal Jastrzgbski — Warszawa 32,79 ( )" (1+6) <0.
Lukasz Garncarek — Opole 31,10 Stqd wynik: A= 1/3.
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Rozwigzanie zadania M 1149.
7 kazdego pola szachownicy 8 x 8
mozna odby¢ podréz do kazdego innego
pola, przechodzac przez co najwyzej
15 pél, z ktérych kazde dwa kolejne
majg wspélny bok. Istnieje zatem ciag
sgsiednich pél Py, Pa, ..., Py, gdzie
k < 15, przy czym pole P; zawiera
liczbe 1, a pole P zawiera liczbe 64.
Niech I(P;) oznacza liczbe stojaca
na polu P;. Gdyby

[1(Pig1) = U(P)] < 4
dlai=1,2,...,k—1, to wtedy
uzyskaliby$my
63 = [L(Py) — I(P)]| <

k—1

< Z U(Pip1) — U(P)| <
i=1

<4(k—1)<4-14=56.

Sprzecznosé ta dowodzi, ze dla pewnych

AC 1aQ] ic A 2 e b P 7
dwbéch sgsiednich pél Pj oraz Pjyi mamy

‘Z(P_/Jrl) - Z(P/)‘ 2 5.

Patrz w niebo

Obiegowa prawda glosi, ze na poczatku byl wodér. Nie jest to cala prawda (bo
przed wodorem tez co$ bylo), faktem jest jednak, ze we wczesnym Wszechswiecie
byla epoka, gdy istnial tylko wodér, w dodatku catkowicie zjonizowany. Epoka
ta skonczyta sie, gdy Wszech$wiat osiagnal wiek 400 000 lat (tak méwi teoria
Wielkiego Wybuchu) i ostygl na tyle, ze elektrony mogly juz trwale trzymaé sie
protonéw, tworzac wodér neutralny. Potem nastapil ,wiek ciemny”, a po nim
powstaly wreszcie gwiazdy, ktére ponownie zaczely jonizowaé¢ wszechobecny
wodér. Dzi$ prawie caly miedzygalaktyczny wodor jest znowu zjonizowany
przez nadfioletowe i inne wysokoenergetyczne promieniowanie galaktyk. Jezeli
daloby sie zaobserwowaé 6w styk wieku ciemnego i ery drugiej jonizacji wodoru,
mozna by sie przekonaé, czy taki scenariusz ewolucji Wszech$wiata jest w ogéle
poprawny, a moze nawet datoby sie okresli¢, kiedy zaptonely pierwsze gwiazdy
i zaczeta sie druga jonizacja.

Préby wyznaczenia tego momentu zostaly juz podjete. Grupa amerykanskich
astronoméw (z University of California oraz Lawrence Livermore National
Laboratory) kilka lat temu wykryla mianowicie, ze w widmie pewnego odlegltego
kwazara o przesunieciu ku czerwieni rownym 6,28 wida¢ linie wodorowe,

ale o przesunieciu 5,7. Ta ostatnia wartos¢ odpowiada wiekowi Wszechswiata
okolo 1 miliarda lat. Jednocze$nie inna grupa z California Institute of
Technology odkryta podobne zjawisko w widmie nieco blizszego kwazara

o przesunieciu widma 5,73, u ktérego zauwazono linie wodoru o przesunieciu 5,2.
Badacze wyciagaja z tych obserwacji wniosek, ze powtdérna jonizacja wodoru
nastapila w epoce, ktérej odpowiada przesuniecie ku czerwieni od okoto 6
(istnialy juz galaktyki, wiec druga jonizacja juz trwala) do okolo 5 (druga
jonizacja jeszcze trwala, czego dowodzi obecno$é wodoru neutralnego, dajacego
linie widmowe). Wniosek ten dotyczy przynajmniej konkretnych kierunkéow.
Byloby to wiec w zgodzie z teoretycznymi modelami procesu powtérnej jonizacji,
przewidujacymi stopniowa ekspansje obszaréw zjonizowanego wodoru wokét
galaktyk stanowiacych zrédla wysokoenergetycznego promieniowania.

Tomasz KWAST

Pazdziernik

Cefeusz jest gwiazdozbiorem u nas niezachodzacym, niemniej wlasnie

w pazdzierniku wida¢ blisko zenitu jego najwiekszy obszar. Jego ksztalt
wyznaczony przez najjasniejsze gwiazdy nie jest latwo zauwazalny, gdyz

nawet najjadniejsza z nich, alfa, ma jasnosé 2,6 mag. Znacznie bardziej stynna
jest jego delta, reprezentantka obszernej grupy gwiazd fizycznie zmiennych,
pulsujacych, zwanych cefeidami. Znajduje sie ona w odleglosci 200 pc. Jej
jasnos$¢ (i inne cechy fizyczne) zmienia si¢ w okresie 5,37 dnia. U cefeid okres
zmian jasno$ci jest silnie skorelowany z jasnoscig absolutna, dzieki czemu,
rejestrujac tylko okres zmian blasku, ma sie informacje o jej jasnoéci absolutnej,
a to po zmierzeniu jasnosci widomej bez trudu przelicza si¢ na odlegltosé. Wynik
taki jest szczegdlnie cenny, gdy badana cefeida nalezy do jakiejs galaktyki.

Wenus i Mars sg w Pannie, ale jest tam tez Slofice, zatem obie te planety

sg niewidoczne. Jowisz jest w Wadze, a Saturn w Lwie — gwiazdozbiory te
sasiaduja z Panna, a wiec obie te planety praktycznie tez sa niewidoczne.
Mamy wigc nadal niebo bez planet. Jedynie Merkurego mozna szukaé po
zachodzie Stonca: 17 X znajdzie si¢ w najwiekszej od niego katowej odlegtosci.
Pelnia Ksiezyca wypada 7 X, a néw 22 X. Ksiezyc zakryje Antaresa 25 X, co
zobacza mieszkancy Ameryki Poludniowej. Dwa pazdziernikowe roje meteoréw:
giacobinidy z maksimum 9 X oraz orionidy z maksimum 20 X, sa na tyle
skromne, ze nie nalezy spodziewaé sie zadnych efektownych zjawisk.
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Calka Lebesgue’a musi odej$¢? Rafal SZTENCEL™
— Alez prosze pana, nie ma czegos takiego, jak £(s)
przecietny czas operacji. I

Serial ,Na dobre i na zte”, odc. 197 (12 XII 2004) '

Wyglada na to, ze scenarzysci (lub konsultanci) serialu,
wkladajac w usta siostry Marty to stwierdzenie, zdawali

sobie sprawe, ze wartos¢ oczekiwana moze nie istniec.

Wracamy do wzoru z poprzedniego odcinka:
(%) EX = [[CP(X > t)dt,
gdzie X jest nieujemna zmienna losowa. Pozbedziemy
sie tego ograniczenia.
Niech X bedzie dowolng zmienna losows,
o dystrybuancie F'. Definiujemy jej czes¢ dodatnia
i ujemna:

Xt =max(X,0), X =max(—X,0)=
Jasne jest, ze tak okreslone zmienne losowe sa
nieujemne, ponadto

X=X"—-X", [X|=X"T+X".
Jeslit > 0, to
PXT>t)=P(X >t), P(X >t)=P(X < —t).
Na mocy wzoru () mamy:
EX=B(Xt-X")=EX* -EX~ =
= [T P(X >t fo (X < —t)dt =

)dt
= [ P(X > t)dt + [° PX<t)dt
= ;7 P( X>t)dt+f P(X < t)dt =
= [~ F@))dt+ [° F(t)dt.
By¢ moze komentarza Wymaga rownosé

f P(X < t)dt = f P(X < t)dt.

Czytelnik zechce sie zastanovvlc dlaczego réznica
powyzszych catek, czyli f P(X = t)dt jest zerem.
Swoja droga, to bardzo Wygodne bo na przyktad
wzér (*) mozna pamietaé tylko z grubsza.

Udowodnione wlaénie uogolnienie tego wzoru
zilustrujemy na rysunku.

F(t)

1'___________"ﬁ
/

A teraz zamienimy rolami osie uktadu wspélrzednych.

Wykres dystrybuanty F zostanie wowczas

przeksztalcony przez symetrie wzgledem prostej

o rownaniu y = x. Otrzymana krzywa nie zawsze

jest wykresem funkcji, czemu tatwo w razie

potrzeby zaradzi¢ — rysunek pokazuje, ze wystarczy

usunaé pionowe kreski (powstale z przedzialéw

stalosci dystrybuanty), a luki (powstate ze skokéw

dystrybuanty) Wypelnié poziomymi kreskami. Okazuje

sie wtedy, ze EX = fo s)ds, gdzie f jest (z grubsza)
funkcja odwrotna do dystrybuanty F.

t
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—min(X,0).

Istnieje Scisty przepis na f:

f(s) =sup{u: F(u) < s}, se(0,1).
7 wtlasnodci dystrybuanty tatwo wynika, ze f jest
dobrze okreslona, bowiem zbiér Ay = {u: F(u) < s}
jest przedzialem otwartym postaci (—oo,t), gdzie
oczywiscie f(s) =t. Moze wygodniej stwierdzi¢, ze
zbiér A, = {u: F(u) > s} jest domkniety: wynika to
z prawostronnej ciaglosci F. Niech ¢ = inf A’. Jesli
Flup) =2 s, un 2t,n=12..., u, —t, to F(t) > s.
Dlatego t € A..

Funkcja f jest okreslona na odcinku (0,1). Jesli za
prawdopodobienstwo P uznamy miare Lebesgue’a A
na tym odcinku, to f stanie si¢ zmienng losowa. Jaka
jest dystrybuanta f? Zobaczmy.

Mamy cigg rownowaznosci:

t> fls)=t>

Wobec tego
P(f(s) <t) = A0, F(2)) = F(t).

7 przeprowadzonego powyzej rozumowania wynikaja
zapewne rozmaite wnioski — praktyczne i teoretyczne.
Praktyczny jest taki: dosé¢ tatwo napisaé program,
generujacy liczby losowe o rozktadzie jednostajnym
na przedziale (0,1). Jesli chcemy mie¢ liczby losowe
o rozkladzie wyznaczonym przez dystrybuante F,
wystarczy skonstruowaé uogélniona funkcje odwrotna
do f (moze Czytelnicy zorientowali sie, ze f(s) jest jej
s-tym kwantylem).

supA; =t € As = s < F(t).

A teoretyczny? Wartosé oczekiwang dowolnej zmiennej
losowej umiemy obliczy¢, catkujac do$¢ regularna, bo
niemalejaca i lewostronnie ciggla funkcje f. Do tego
celu nie potrzeba wcale miary i calki Lebesgue’a.

A prawdopodobienstwo na (0,1)? Ostatecznie

mozna powiedzie¢ pare stow o prawdopodobienstwie
geometrycznym i wystarczy. Czy studenci, ktorych
celem jest uzyskanie licencjatu, naprawde musza
zapoznawac sie z tak trudna teoria? O tym za miesiac.
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