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Rys.1. Schemat sztucznego neuronu.

1 2 T3

Rys.2. Prosta sie¢ neuronowa.

Tn

*Instytut Matematyki Uniwersytetu
Warszawskiego

Sztuczne sieci neuronowe Marcin SZCZUKA*

Juz w pierwszej potowie lat 40. XX wieku, w czasach gdy cybernetyka

dopiero zaczynala zdobywaé¢ popularnosé, a wszystkie elektroniczne maszyny
arytmetyczne (zwane dzi§ komputerami) na $wiecie mozna byto policzy¢

na palcach jednej reki, badacze zaczeli sie zastanawia¢ nad mechanizmami, ktore
leza u podstaw zdolnosci ludzi i zwierzat do wykonywania skomplikowanych
zadan. Niezwykla wlasnoscia moézgu u ludzi i zwierzat jest zdolnosé

do przeprowadzania bardzo zaawansowanych operacji w oparciu o czestokroc
zaburzona, niekompletna i niescisty informacje. Jednoczesnie, nasz uktad
nerwowy sklada sie z wzglednie prostych elementéw zwanych neuronami, ktére
w poréwnaniu z wysokopoziomowymi zdolno$ciami abstrakcyjnego myslenia
wydaja sie wrecz trywialne. Zatem zdolnosci cztowieka do, na przyklad,
rozpoznawania pisma recznego nie biorg sie z budowy samej komérki nerwowej,
lecz ze sposobu, w jaki miliardy takich komoérek tacza sie i wspotpracuja.

Pierwsi badacze w dziedzinie sztucznych sieci neuronowych zadawali sobie jasno
sprawe z tego, ze sam neuron nie stanowi o mys$leniu. Jednak, aby wykonaé¢
pierwszy krok, skoncentrowali sie na skonstruowaniu elementu podstawowego

— sztucznego neuronu. Sztuczny neuron jest daleko idacym uproszczeniem
prawdziwej komorki nerwowej. W podstawowym modelu, ktory do dzi§ niewiele
sie zmienil, sztuczny neuron odbiera sygnaly wejsciowe x1, ..., z, ze $rodowiska
lub od innych neuronéw. Sygnaly wejsciowe, zwykle liczby rzeczywiste, sa
nastepnie mnozone przez przypisane im wagi wy, ..., w,. Wagi odpowiadaja

za to, jaki jest wplyw konkretnego sygnatu x; na dziatanie neuronu. Dzialanie
neuronu polega na zsumowaniu wartodci sygnaléw wejsciowych pomnozonych
przez wagi i podaniu ich jako argumentu do funkcji aktywacji f. Wartosé funkcji
aktywacji y = f (3.7, wiz;) stanowi odpowiedz sztucznego neuronu i jest
zwracana do $rodowiska lub przesylana do innych neuronéw (patrz rysunek 1).
,Programowanie” neuronu polega na takim dobraniu wag, aby neuron podawat
oczekiwana odpowiedz na zestaw sygnalow wejsciowych. W przypadku
pojedynczego neuronu taka technike stosunkowo latwo skonstruowaé, gorzej

gdy trzeba poustawiaé wagi calej sieci neuronéw (na przyklad takiej jak na
rysunku 2).

Brak dobrego sposobu na ustalanie wag w bardziej ztozonych, wielowarstwowych
strukturach sztucznych sieci neuronowych stanowil przez dtugi czas duzy
problem dla badaczy w tej dziedzinie. Zagadnienie to byto niezwykle wazne,
gdyz juz pod koniec lat 60. XX wieku wiadomo byto, ze pojedyncze neurony
maja bardzo ograniczone praktyczne zastosowania. Brak dobrych metod
uczenia zlozonych sieci doprowadzil na przelomie lat 60. i 70. do znacznego
ograniczenia funduszy na badania w tej dziedzinie. Dopiero w latach 80.
rozpowszechnila sie metoda znana jako wsteczna propagacja bledu (ang. error
backpropagation), ktéra pozwolila na efektywne uczenie sieci wlasciwego
uktadu wag. Podstawa metody wstecznej propagacji sa wlasnosci arytmetyczne
pochodnych pewnych szczegdlnych wielowymiarowych funkcji ztozonych.
Wtlasnosci te, scharakteryzowane w polowie lat 70. przez P. Werbosa w jego
pracy doktorskiej, pozwolily na opracowanie efektywnej procedury doboru wag
sieci neuronowych do stawianych wymagan.

Dzi$, po ponad 50 latach od pierwszych prac, sztuczne sieci neuronowe

zajmuja mocng pozycje w wielu dzialach nauki i techniki. Wiele nowoczesnych
urzadzen codziennego uzytku, szczegolnie tych rodem z Kraju Kwitnacej Wisni,
wykorzystuje elementy sterujace oparte na sieciach neuronowych. Zaletg tych
rozwiazan jest elastyczno$¢ i odporno$é na zaktécenia.

Jednym z najlepiej znanych i spektakularnych zastosowan sztucznych sieci
neuronowych jest sortowanie listow. W wielkich sortowniach przesyltek w USA

i Kanadzie stosuje si¢ maszyny, ktére rozpoznaja napisany na kopercie (czesto
pismem odrecznym) kod pocztowy i nastepnie drukuja na niej kod kreskowy za
pomocy ktorego inne maszyny wykonujg sortowanie. Pozwala to zidentyfikowaé
i odczytaé¢ 5 do 8 kodéw na sekunde z doktadnoscia przekraczajaca 90%. Przy
milionach przesylek przechodzacych codziennie przez takie centra pocztowe jest
to bardzo znaczace udogodnienie.
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a)n1>0,n2>0
Rys. 1. Zalamanie $wiatla przy padaniu
na a) zwykly material b) metamaterial

b) n;>0,ne<0

o wspoélczynniku zalamania mniejszym od
zera.
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Rys. 2. Ogniskowanie $wiatla przez
plytke ptaskoréwnolegla z metamateriatu.
Pomini¢to promienie odbite. Punkt S to
zrédlo, a punkt I to jego obraz.

[1] Zjawisko to nie bylo znane,

gdy w roku 1901 Guglielmo

Marconi pierwszy raz przestat

sygnal radiowy przez Atlantyk
http://physicsweb.org/articles/world/
14/12/7

[2] Animacje tego efektu mozna zobaczy¢é
na stronie http://sagar.physics.neu.edu/
lhm-intro-1.html Wektory opisujace
plaska fale elektromagnetyczna:
elektryczny E, magnetyczny H

i falowy k oznaczajacy kierunek
propagacji fazy tworza w metamateriale
uktad lewoskretny (wyznaczany

reguly lewej reki), w przeciwienstwie

do prawoskretnego w zwyklym materiale.
‘Wtasdnie bezposrednio stad wynikaja
zjawiska pokazane na animacjach i stad
tez pochodzi czegsto uzywana nazwa
metamaterialu — ,materiat leworeczny”
(ang. left handed medium).

*Instytut Geofizyki UW

Metamaterialy — postepy w optyce
Wiadystaw Marek SAJ™

Zalamanie swiatla jest zjawiskiem dobrze znanym, tak jak opisujace je prawo
Snella (rys. 1a). Mozna jednak zadaé pytanie: dlaczego $wiatto po przejsciu

do innego osrodka zalamuje si¢ akurat w te strone, a nie w druga, jak na rys. 1b.
Odpowiedz wymaga w tym momencie odwolania sie do bardziej podstawowych
praw fizyki takich jak rownania Maxwella lub zasada Fermata. Mozna na ich
podstawie stwierdzié, ze kierunek zalamania Swiatta przy przejsciu z jednego
o$rodka do drugiego zalezy od znaku ich wspolczynnikéow zatamania. Tak

wiec $wiatlo przy przejéciu z osrodka o dodatnim wspoétczynniku zalamania

do oérodka o ujemnym wspélezynniku zatamania (lub vice versa) ulegnie
ujemnemu zalamaniu (rys. 1b).

Materialéw o ujemnym wspdlczynniku zatamania n nie spotykamy w przyrodzie.
Jednak fundamentalne prawa fizyki nie wykluczaja takiej mozliwosci, co
pierwszy wskazal rosyjski uczony Wiktor Wiesielago w roku 1967. Wykazat on
tez, ze plaska plytka z materialu o n = —1 zachowuje si¢ podobnie do soczewki,
ogniskujac swiatlo z punktu bliskiego jednej plaszczyznie ptytki w punkcie

po drugiej stronie — wladnie dzieki ujemnemu zalamaniu (rys. 2). To samo
zjawisko prowadzi do efektu jak na rysunku 3: wlozona do ,metawody” tyzeczka
y,<amataby sie” w naszych oczach w kierunku przeciwnym do tego, do ktérego
przywyklismy.

Skad mialby pochodzi¢ ujemny znak wspélczynnika zalamania Swiatla

czyli fali elektromagnetycznej? Jego wartos¢ bezwzgledna jest réwna

zawsze pierwiastkowi z iloczynu dwdch liczb: przenikalnodci elektrycznej e

i przenikalnosci magnetycznej u, ktére opisuja pojedynczo oddzialywanie
odpowiednich pdl z materia. Jednak w przypadku gdy obydwa te parametry sa
mniejsze od zera, rowniez wspdlczynnik zalamania jest ujemny. Taki osrodek
nazywamy metamateriatem o ujemnym wspotczynniku zatamania, zwykle

w skrécie metamateriatem.

O ile naturalnych metamateriatow, albo materialéw z ujemna tylko
przenikalnoscia magnetyczna nie znamy, o tyle ujemna przenikalnosé elektryczna
jest charakterystyczna dla plazmy, czyli osrodka ze swobodnie poruszajacymi sie
noénikami pradu jak np. elektrony. Plazma wystepuje np. w metalach, ale takze
na przyktad wysoko w atmosferze, w tzw. jonosferze. Okazuje sig, ze w osrodku,
ktérego przenikalnosci sa réznych znakow, fala elektromagnetyczna nie moze

sig¢ rozchodzi¢ i w efekcie odbija sie¢ od niego. W ten wlasnie sposéb jonosfera
umozliwia transatlantycka taczno$é¢ radiowa — ogranicza mozliwosé ucieczki fal
w przestrzen kosmiczna [1].

Nie tylko kierunek zatamania ulega odwrdceniu w przypadku oérodka o n < 0.
Jezeli przyjrzymy sie fali o pojedynczej czestodci, stwierdzimy, ze kierunek,
w ktérym poruszaja sie grzbiety sinusoidy jest przeciwny do kierunku, w ktorym
porusza sie maksimum impulsu ztozonego z fal o wielu czestosciach, co fizycy
formuluja matematycznie jako przeciwne znaki predkosci fazowej i grupowej [2].
Takze optyczny efekt Dopplera ulega zmianom. Zanurzeni w metamateriale,
oddalajace sie od nas Zrodlo swiatla widzieliby$my jako przesunigte w barwie
nie ku czerwieni, lecz ku fioletowi.

\

"

Rys. 3. Grafika komputerowa przedstawiajgca szklanke (a) pusta, (b) wypelniong woda
on = 1,251 (c) wypelniong fikcyjna ,metawoda” o n = —1,25. Dzigki uprzejmosci Pana Gunnara
Dollinga z Uniwersytetu w Karlsruhe.
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Rys. 4. Metamaterial mikrofalowy
sklada si¢ z niewielkich (ok. 1 cm)
przewodzacych elementéw o ksztaltach
jak na rysunku, umieszczonych

w periodycznej, tréjwymiarowej sieci.

[3] Strona grupy metamateriatowej

z uniwersytetu UCSD http://physics.
ucsd.edu/"drs/index.html tam tez mozna
znalez¢ wazniejsze publikacje na temat
metamaterialéw

[4] Prace te zostaly przyjete nie bez
kontrowersji: http://physicsweb.org/
articles/world/16/5/3

[5] Pierwszy metamaterial

optyczny o € i 4 mniejszym

od zera powstal w roku 2005:
http://physicsweb.org/articles/news/
9/4/11

i Zadania

Jak stworzy¢ metamaterial? Mozna wykorzysta¢ w tym celu fakt, ze $wiatto
czy inne fale elektromagnetyczne oddzialtywuja z wieloma rozrzuconymi

w przestrzeni elementami mniejszymi od diugosci fali jak z jednorodnym
o$rodkiem opisywanym przez zmodyfikowane wartosci przenikalnosci
elektrycznej i magnetyczne;j.

Pierwsze powstaly metamaterialy mikrofalowe. W roku 1996 angielski teoretyk
John Pendry opisal oddziatywanie mikrofal z uktadem metalowych drutéw
zachodzace jak w przypadku o$rodka o ujemnym &, a w trzy lata pdzniej
oddzialywanie z metalowymi koncentrycznymi rolkami z przerwa jak w osrodku
z ujemnym p. Uklady te dziataly dla pewnych czestosci fali dzieki pradom
plynacym w metalu i zjawiskom rezonansowym.

W roku 2000 grupa naukowcéw z Uniwersytetu Kalifornijskiego w San Diego [3]
stworzyla pierwszy dzialajacy metamaterial mikrofalowy o n mniejszym od
zera, zbudowany przez polaczenie wezesniejszych ukltadéw (rys.4). Wzbudzito
to nadzieje na zastosowanie podobnych konstrukcji w antenach radarowych

i telefonii komoérkowej. Kolejny impuls do rozwoju badan data praca

J. Pendry’ego z tego samego roku pokazujaca, ze ptaska ptytka idealnego
metamateriatlu nie tylko ogniskuje fale, ale czyni to z superrozdzielczo$cia,
obrazujac punktowe 7rédlo jako punkt [4], co nie jest prawdziwe w przypadku
zwyktej soczewki.

Jednak zmniejszenie ukladu rezonatoréw elektromagnetycznych, potrzebnych
do wytworzenia metamaterialu dzialajacego w zakresie widzialnym, nie

jest proste technologicznie. Jest tak dlatego, ze elementy musialyby mieé¢
rozmiary rzedu nanometréw. Dlatego jak na razie niewiele jest metamateriatéow
pracujacych w podczerwieni [5], droga za$ do klarownego metaszkla wydaje

sie tak daleka, jak wyczerpanie listy odkrywanych fenomendéw zwiazanych

z istnieniem metamaterialow.

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 675. Akrobata porusza si¢ ze stala poziomg predkoscia, przesuwajac nogami
znajdujacy sie pod nim walec, lezacy na bardzo szorstkim podtozu. Przyjmujac,
ze wspOlczynnik tarcia butéw o powierzchnie boczna walca wynosi u, oszacowaé
najwiekszy mozliwy kat ao miedzy promieniem walca poprowadzonym z miejsca
kontaktu akrobaty z walcem a pionem.

Rozwiazanie na str. 5

F 676. Na gtadka pozioma klode o promieniu R polozono roztozona ,ksigzke”
skladajaca sie z dwoch kwadratowych ptytek o bokach dlugosci | = 4R polaczonych
niewazkimi zawiasami. Jaki kat beda tworzyly te ptytki w potozeniu réwnowagi?
Rozwigzanie na str. 16

Redaguje Waldemar POMPE

Zadania pochodza z zawodow trzeciego stopnia I Olimpiady Matematycznej
Gimnazjalistéw, ktore odbyty si¢ w marcu 2006 r.

M 1144. Dany jest réwnolegtobok ABCD. Punkt E nalezy do boku AB, a punkt F’
do boku AD. Prosta EF przecina prosta CB w punkcie P, a prosta CD w punkcie Q.
Wykazaé, ze pole trojkata CEF' jest réwne polu trojkata APQ.

Rozwiazanie na str. 6

M 1145. W przestrzeni danych jest takich n punktéw (n > 4), ze zadne cztery nie lezg
na jednej plaszczyznie. Kazde dwa z tych punktéw potaczono odcinkiem niebieskim
lub czerwonym. Udowodnié, ze mozna tak wybraé jeden z tych koloréw, aby kazde dwa
punkty byly potaczone odcinkiem lub tamang wybranego koloru.

Rozwiazanie na str. 6

M 1146. Dane sa rézne liczby pierwsze p, g oraz takie dodatnie liczby catkowite a, b,
ze liczba aq daje reszte 1 przy dzieleniu przez p, a liczba bp daje reszte 1 przy dzieleniu
przez q. Wykazaé, ze % + g >1.

Rozwiazanie na str. 12
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Geofizyka, przetwarzanie sygnalow, FBI i MPEG—4,

czyli o tym, co moga falki

Uklady falkowe powstaja z jednej funkcji pod wplywem
dwoch dziatan: rozciagniecia i przesuniecia. Zdefiniujmy
te dwie operacje. Rozpatrzmy funkcje f : R — R. Dzielac
jej argument przez 2, a warto$¢ przez v/2, otrzymamy
kolejna funkcje, ktora oznaczymy przez

fie) = 51(3)

— taka operacje bedziemy nazywaé rozciggnieciem. Ten
proces mozemy kontynuowaé, tworzac nastepne funkcje

folw) = L£(2). falx) = 555 F(2) itd. wg wzorn

fuw) = <51 (55

Mozemy réwniez zamiast rozciaggaé funkcje f rozciagnad
jej przesuniecie. Takie rozciagniete przesuniecie bedzie
wyrazato sie wzorem

1 T

5l (2_n B m) '

n () =

Oczywiscie, mozemy przesuwaé nie tylko w prawo,
ale i w lewo, oraz zamiast rozciaga¢ mozemy tez
sciesniaé. Od tej pory przez przesunigcia bedziemy
rozumieé przesuniecia i w prawo, i w lewo, a przez
rozciggniecia zaréwno rozciagniecia jak i Sciesnienia.
Zauwazmy, ze przesuniecie zachowuje norme funkcji,
a takze kat miedzy funkcjami.

Dla funkcji f i g z R w R, takich, ze /er f(z)?dz < 400 oraz

f .(](;1:)2(1.’1‘ < 400, definiujemy iloczyn skalarny wzorem
—o0

+o0
(f.9) = / F(@)g(z)da.

Méwimy, ze funkcje f i g sg prostopadle, gdy (f, g) = 0.
Norma funkcji f nazywamy wartosé

WAL=/ {F 1)

Podobnie rozciagniecie — mozna to sprawdzié¢ catkujac
przez podstawienie. Przez przesuniecia i rozciagniecia
z jednej funkcji otrzymujemy nieskonczony uktad
funkcji. Okazuje sie, ze mozemy tak dobraé funkcje
startowa, ze wszystkie funkcje uktadu beda wzajemnie
prostopadle, a norma kazdej z nich bedzie rowna 1.
Funkcje o tej wlasnosci nazywamy wilasnie falkg,

a uklad przez nia generowany ukladem falkowym.
Znanym od 1910 roku przykladem jest uklad Haara.
Otrzymujemy go, wychodzac od funkcji f réwnej 1 dla
x €10,1/2) i —1 dla z € [1/2,1], ktéra poza tym jest
réwna 0. Niestety, nieciaglos¢ tej falki uniemozliwia jego
praktyczne wykorzystanie.

Jak znalez¢ inne falki? W tym celu poszukujemy
funkcji ¢, ktora spelniataby ponizsze rownanie
dla odpowiednio dobranych wspoétczynnikéw
ap,a1,02,0a3, 04, as

%w) = a0p(27) + a16(22 — 1) + 4262 — 2)+

+aszp(2x — 3) + asd(2x — 4) + asp(2z — 5).

4

Piotr WOJDYLEO™

Niezbedna (choé niewystarczajaca) wlasnosé
wspotezynnikéw ag, a1, as, as, aq, as jest taka, ze iloczyn
skalarny kazdych dwoch sposréd wektorow

(ag, a1, az,as, aq,as,0,0,0,0,0,0),
(0,0, ap, a1, as,as, as,as,0,0,0,0),
(0,0,0,0,ag, a1, az, as, as, as,0,0),

)

(07()’ 070a 0707 ap, a1,02,03, 04,05

jest réwny 0.

Wspétczynniki ag, a1, a2, as, as, as mozna tez wykorzystac
do zbudowania filtru cyfrowego tzw. kwadraturowo lustrzanego (ang.
quadrature mirror filters), ale o tym innym razem.
Y
4 —
3
2
1
A f\ AN z
~16 —12 —8 4\3 Wos 12 16
-2
-3

Przyktadowy zestaw przyblizonych warto$ci majacy

te wlasno$é to ag ~ 0,3327, a1 =~ 0,8069, as ~ 0,4599,

az ~ —0,1350, aq = —0,0854, a5 =~ 0,0352. Przesuniecia ¢
sa do siebie prostopadte, ale przy rozciaganiu tak

by¢ nie musi. Jednak gdy znajdziemy juz takie ¢, to
jesteSmy w stanie otrzymac falke ¢ za pomoca wzoru:

1
V@) = a0d(2z = 1) — a16(2r) + azp(2z + 1) -

—a3p(2z + 2) + asd(2x + 3) — asp(2z + 4).

Funkcja v spetnia wszystko, czego oczekujemy od
funkcji startowej — jej przesuniecia i rozciagniecia

sg do siebie prostopadle. Na rysunku powyzej
przedstawiamy wykres funkcji ¢ i ¢ dla podanych
wyzej wspotezynnikéw. Otrzymana falka jest funkcja
ciagla. Postepujac podobnie, ale z wieksza liczba
wspolczynnikow a;, mozna otrzymaé falki majace tez
ciagle pochodne wyzszych rzedéw.

Jak wiadomo przedstawienie punktu w prostokatnym
ukltadzie wspoélrzednych wyznaczone jest przez jego
rzuty na poszczegoOlne osie uktadu. Uklad falkowy pelni
podobna role jak prostokatny uktad wspélrzednych.

W celu przedstawienia funkcji g w takim uktadzie,
znajdujemy rzuty tej funkcji na kolejne elementy
uktadu i one stanowia jej wspolczynniki. Wspoétezynnik
wzgledem elementu ¢ wyraza sie przez (g, ¢™). Uklad
przesunieé i rozciagnieé falki ma takze te wlasnosé (o ile
tylko falka jest dostatecznie porzadna), ze przedstawiona
w takim ukladzie funkcja nie zmienia si¢ istotnie,

gdy odrzucimy wspdlczynniki o wartoéci bezwzgledne;j

*Instytut Matematyczny PAN



mniejszej od, powiedzmy, 0,01. Jezeli wspotczynnikow

o wartosciach powyzej 0,01 jest stosunkowo niewiele,
uzyskaliémy efekt bardzo istotny dla efektywnej
kompresji sygnatu lub obrazu: przedstawienie

funkcji przez wiele wspotczynnikow zastapiliSmy
przedstawieniem funkcji o stosunkowo niewielkiej liczbie
wspotczynnikéw, jedynie nieznacznie zmieniajac sygnat
poczatkowy (funkcje).

W 1984 Jean Morlet, geofizyk francuski i autor
prototypu wspélczesnych falek, uzywat uktadow
powstajacych przez rozciagniecia i przesunigcia pewnej
funkcji, gesciejszych niz we wspélczesnych falkach.
Dzieki temu, choé funkcja startowa nie byla falka,
rozwiniecie sygnalu w zwigzanym z niag ukladzie
rozciggnieé i przesunie¢ wciaz dobrze aproksymowalto
sygnal wyjsciowy. Jego metoda wykrywania warstw
tektonicznych przez przetwarzanie sygnatu sejsmicznego
polegata na przyporzadkowaniu w konkretny sposéb
ciaglej funkcji interpolujacej ten sygnal, a nastepnie
detekcji nieciagtosci jej pochodnych. W miejscach
nieciaglosci pochodnych niektore wspdlczynniki
rozwiniecia, szczegélnie dla wysokich ,$ciagnie¢”, byly
spore. Odpowiadajace im punkty stanowily lokalizatory
przejscia z warstwy do warstwy. Pomimo, ze taka
metoda detekcji jest odporna na zaklécenia, Morlet nie
potrafit przekonaé¢ swoich kolegéw, ze moze ona miec¢
szerokie zastosowania. Na szczescie, jego wspolpraca

Wiedzieé, nie znajac

Zbiodr liczb rzeczywistych jest na tyle bogaty i réznorodny, ze mozna go
rozkladaé¢ na rézne sposoby wedle gustu. W szczegdlno$ci mozna liczby
rzeczywiste dzieli¢ na algebraiczne i przestepne. Liczba algebraiczna to taka,
ktéra jest pierwiastkiem niezerowego wielomianu o wspétczynnikach wymiernych
(lub, réwnowaznie, calkowitych), przestepna to taka, ktéra nie jest. Latwo
zauwazy¢, ze liczba algebraiczna moze byé niewymierna, jak np. v/2, spelniajaca
réwnanie 22 — 2 = 0, natomiast liczba przestepna nie moze nie byé niewymierna,
poniewaz kazda liczba wymierna a speilnia rownanie x — a = 0. Tak wiec zbiér
liczb algebraicznych zawiera zbior wszystkich liczb wymiernych i jeszcze co$
wiecej. Jak bardzo wiecej?

Rozwigzanie zadania F 675.

Sity dziatajace na akrobate: ciezkosci
mg, tarcia T oraz reakcji podtoza \4
przedstawione sg na rysunku:

Zgodnie z warunkiem zadania akrobata
porusza si¢ ze stalg predkoscia, zatem
suma sit na niego dzialajacych jest réwna
zeru, co rozpisane na kierunki: styczny
do powierzchni oraz prostopadtly daje:

mgsina —T =0,

N —mgcosa = 0.

z A. Grossmannem, I. Daubechies i Y. Meyerem
nadata tej historii inny bieg. Y. Meyer skonstruowat
pierwszg falke, ktéra jest nieskonczenie wiele razy
rozniczkowalna, choé¢ poczatkowo sadzono, ze jest to
niemozliwe. Nastepnie I. Daubechies skonstruowata
klase przyktadow falek o dowolnie wielu pochodnych
ciaglych, ale r6znych od zera jedynie na pewnym
skonczonym odcinku.

Wspomniane zastosowania legly u podstaw
zainteresowania falkami. W 1992 algorytm oparty

na falkach zostal wybrany i wdrozony przez FBI

do efektywnej i zachowujacej istotne szczegdly kompresji
bazy danych z odciskami palcéw (2000 terabajtow
danych). Metody oparte na falkach znalazly sie réwniez
jako jeden z wariantéw kodowania w standardzie
transmisji sygnalu audiowizualnego o wysokim stopniu
kompresji MPEG—4 i staly sie podstawa kompresji

zdje¢ w formacie JPEG2000. Wspélczesnie wykorzystuje
sie falki w analizie szeregéw czasowych, iteracyjnym
rozwigzywaniu rownan rézniczkowych czastkowych
opisujacych np. rozchodzenie sie ciepta lub naprezen
czy badaniu fal mézgowych. W MATLABie funkcja

dwt oferuje obliczenie wspolczynnikow sygnatu

w uktadzie falkowym, a wiele ze wspolczesnych
procesoréw do przetwarzania dzwiecku (DSP)

zawiera transformate falkowa jako niemal standardowa
komende.

Wiktor BARTOL*

Znalezienie liczby przestepnej okazalo si¢ zadaniem wcale nietatwym. W 1844
roku Joseph Liouville podal pierwsze przyklady, a nawet nieskoniczenie

wiele, korzystajac przy tym z ulamkéw tancuchowych. Nieco pézniej wskazal
pierwsza liczbe przestepna o znanym rozwinieciu dziesietnym: to liczba

P 10~™ = 0,11000100000000000000000100 . . ., ktéra ma 1 na miejscu

o numerze postaci n! i 0 na pozostatych. W 1873 r. Charles Hermite udowodnit
przestepnosé podstawy logarytmu naturalnego, czyli liczby e. Korzystajac z tego
wyniku, Carl L. F. von Lindemann wykazal w 1882 roku, ze przestepna jest
takze liczba w. Wynik sam w sobie ciekawy i pozyteczny, bo wynika z niego
nierozwigzalno$¢ problemu kwadratury kota — lecz juz nieistotny z punktu

Poniewas sila tarcia T nie przekracza N, Widzenia pytania o wielkos¢ zbioru liczb algebraicznych czy zbioru liczb

wiec réwnania te daja

ag = arctg pu.

*Instytut Matematyki Uniwersytetu
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przestepnych. Powodem bylo jedno z pigkniejszych twierdzen wspolczesnej
matematyki, opublikowane w 1874 roku przez Georga Cantora.

Cantor wprowadzil do matematyki aparature, ktéra pozwala mierzy¢
i porownywaé wielkosci zboréw nieskonczonych. Zbior jest przeliczalny, jesli



Rozwigzanie zadania M 1144.
Niech K bedzie punktem przeciecia
prostych AC i EF.

D C

Tréjkaty AEC i AEQ maja réwne

pola, gdyz maja wspélng podstawe

AE, a wysokoéci opuszczone na te
podstawe sa réwne. Stad otrzymujemy
[ECK] = [AKQ)], gdzie [F]| oznacza pole
figury F.

Analogicznie dowodzimy, ze
[FKC] = [AKP]. Dodajac stronami
uzyskane réwnosci otrzymujemy teze.

Rozwigzanie zadania M 1145.
Wybierzmy dowolny punkt A sposréd
danych punktéw oraz oznaczmy przez

C zbiér tych punktéw, do ktérych

mozna dotrzeé¢ z punktu A poruszajac

sie¢ po odcinkach koloru czerwonego.

(W szczegdlnodci przyjmujemy, ze A € C.)
Jedli w zbiorze C znajduja sie wszystkie
dane punkty, to z kazdego danego punktu
mozna dotrzeé¢ do kazdego innego punktu
poruszajac si¢ po odcinkach czerwonych.

Przyjmijmy wiec, ze istnieje niepusty
zbiér D takich punktéw, do ktérych nie
mozna dotrzeé¢ z punktu A poruszajac sie
po odcinkach czerwonych. Wtedy kazdy
punkt zbioru D jest potaczony z kazdym
punktem zbioru C odcinkiem niebieskim.
Zatem kazde dwa punkty sa polaczone
odcinkiem niebieskim lub tamang ztozong
z dokladnie dwéch odcinkéw niebieskich.

jest skoniczony lub jego elementy mozna postawi¢ we wzajemnie jednoznacznej
odpowiedniosci z elementami zbioru liczb naturalnych N. Jesli tak nie jest, zbior
nazywamy nieprzeliczalnym. Te ostatnie zbiory mozna dalej réznicowaé pod
wzgledem wielkodci (albo mocy, jak méwia matematycy), lecz tutaj nie bedzie
to potrzebne.

Otéz Cantor wykazal, ze zbiorami przeliczalnymi sg, oprécz samego zbioru N,
m.in. zbiér wszystkich liczb catkowitych, zbiér wszystkich liczb wymiernych,
a takze zbior wszystkich liczb algebraicznych. Pierwszym krokiem w dowodzie
tego ostatniego twierdzenia jest zauwazenie, ze zbiér wszystkich wielomiandw
o wspotcezynnikach wymiernych jest przeliczalny. Wielomian mozemy utozsamié¢
ze skonczonym ciggiem jego wspélczynnikéw, a zbiér wszystkich skonczonych
ciagbébw o wyrazach ze zbioru przeliczalnego jest przeliczalny. Dalej, kazdy
wielomian (wiec takze o wspdlczynnikach wymiernych) ma skoficzenie wiele
pierwiastkow, zatem wszystkich liczb algebraicznych jest przeliczalnie wiele,
poniewaz suma przeliczalnie wielu zbioréw przeliczalnych jest zbiorem
przeliczalnym.

Jak jest ze zbiorem liczb przestepnych? Zacznijmy od stwierdzenia, ze zbiér R
wszystkich liczb rzeczywistych przeliczalny nie jest. Juz w przedziale (0, 1)
liczb rzeczywistych jest za duzo, by mozna byto je ustawi¢ w odpowiedniosci
z liczbami naturalnymi: dla kazdego ciagu takich liczb znajdzie sig¢ liczba
rzeczywista w (0, 1), ktéra do danego ciagu nie nalezy. Istotnie, niech
(a1, a9, ...) bedzie takim ciggiem liczb zapisanych w postaci rozwiniecia
dziesietnego:

a1 = 0,a11a12013 . ..

ag = 0, 121022023 . ..

a3 = 0,a31a32a33 . ..

Przyjmijmy przy tym, ze kazda liczbe zapisaliémy tak, ze w jej rozwinieciu jest
nieskonczenie wiele cyfr niezerowych. Na przyklad, zamiast 0,1000. . . piszemy
0,0(9), bo to przeciez to samo. To zapewni jednoznaczno$é¢ zapisu liczb: liczby
rozniace sie cho¢by na jednym miejscu po przecinku sa rézne.

Utwérzmy teraz liczbe b = 0,b1b2bs . . ., okreslajac jej rozwiniecie dziesigtne
w sposéb nastepujacy:
bn{2 gdy ann =3
3 gdy anp #3°
Dla kazdego n € N liczba b r6zni si¢ od liczby a, na n-tym miejscu po przecinku,
zatem jest rozna od kazdej liczby w ciagu.

Jesli ze zbioru nieprzeliczalnego A wyjmiemy jego przeliczalny podzbior B, to
pozostaly zbiér A\ B bedzie wciaz nieprzeliczalny. Gdyby mialo by¢ inaczej,

to zbiér A, jako suma dwdch zbioréw przeliczalnych B i A\ B, tez bylby
przeliczalny wbrew zalozeniu. W szczegdlnosci, jesli ze zbioru R wyjmiemy zbior
wszystkich liczb algebraicznych (przeliczalny), zostaniemy ze zbiorem wszystkich
liczb przestepnych, ktéry w ten sposéb okazuje sie by¢ zbiorem nieprzeliczalnym!
Inaczej méwiac, zbidr liczb przestepnych jest na tyle wiekszy od zbioru liczb
algebraicznych, ze nie da sie nawet tymi ostatnimi ponumerowaé (bo wtedy
dalby sie ponumerowaé réwniez liczbami naturalnymi).

W ten blyskotliwy sposéb zostala rozstrzygnieta kwestia wystepowania liczb
przestepnych wérdd liczb rzeczywistych. Co, rzecz jasna, nie odbiera uroku
dalszym poszukiwaniom interesujacych przykladow takich liczb. Wiadomo,
na przyklad, ze jesli a jest liczba algebraiczna i 0 # a # 1 oraz b jest liczba
algebraiczng niewymierna, to a® jest liczba przestepna (a wiec np. 2‘/5).
Wiadomo, ze liczba przestepna jest €™, ale nie wiadomo, ktéra z liczb e® i 7
jest przestepna, cho¢ co najmniej jedna z nich jest. Wiele jeszcze pozostato
do zrobienia. . .

T
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Ponizej galaktyka Cartwheel widziana Czarne évvieci najmocniej

przez cztery teleskopy kosmiczne:

Kolor czarny widzimy na zasadzie kontrastu. Z najgltebszej czerni nie dociera
zadne swiatto. Czy rzeczywiscie? Co najmniej dwa pojecia z przymiotnikiem
yczarny” trafily z jezyka fizyki do powszechnego uzycia. ,,Cialo doskonale
czarne” i ,czarna dziura”.

Czy cialo doskonale czarne jest w potocznym sensie czarne, zalezy od jego
temperatury. Jego ,doskonato$¢” polega na doskonalej zdolnosci absorpcyjnej,
czyli doskonalym pochtanianiu padajacego na nie promieniowania. Jezeli nic
nie przeszkadza w pochlanianiu promieniowania, to nic tez nie przeszkadza

w emisji promieniowania. Cialo doskonale czarne réwnie doskonale $wieci,

z intensywno$cia proporcjonalng do czwartej potegi temperatury w skali
bezwzglednej. Aby bylo w potocznym sensie czarne, nie moze mie¢ temperatury
wiekszej od kilkuset stopni Celsjusza. Jezeli ma temperature o rzad wielkosSci
wieksza, to po prostu swieci na bialo.

Obserwatorium Promieniowania X
Chandra (promieniowanie rentgenowskie); Prawie idealna realizacje ciala doskonale czarnego mozemy obserwowaé (byle nie

bezposrednio!) kazdego stonecznego dnia.

7 czarnymi dziurami powinno by¢ lepiej. Ogdlna teoria wzglednosci przewiduje,
ze jezeli pole grawitacyjne jest odpowiednio silne, to nawet $wiatlo z takiego
obszaru nie moze si¢ wydostaé. Natomiast z modeli ewolucji gwiazd wynika, ze
kazda odpowiednio masywna gwiazda w ostatniej fazie swego istnienia powinna
zaczad si¢ niepowstrzymanie kurczy¢ i staé¢ sie¢ wlasnie taka czarng dziura.

Przez pewien czas obiekty te pozostawaly hipotetyczne, bo wydawato sie, ze nie
mozna ich zobaczy¢. Zdano sobie jednak sprawe, ze o ile tylko czarna dziura ma
" co potykaé, to staje sie bardzo jasnym obiektem. Miejsc, w ktérych znajduja
sie czarne dziury, szuka sie wiec jako najjasniejszych, w miare rownomiernie
$wiecacych obiektéw. Swiecenie jest spowodowane rozgrzewaniem sie do bardzo
wysokich temperatur gazu pedzacego do czarnej dziury. W takim razie miejsca
Galaxy Evolution Explorer GALEX te sg szczegllnie jasne w krétkich dlugosciach fal. Do ich szukania najlepiej
(ultrafiolet); zatrudnié detektory promieniowania rentgenowskiego.

Na marginesie przedstawiona jest seria zdje¢ tej samej galaktyki o angielskiej
nazwie Cartwheel, rzeczywiscie przypominajacej drewniane, szprychowe koto
wozu, choé¢ moze jeszcze bardziej meduze. Nietypowy wyglad tej galaktyki
jest najprawdopodobniej spowodowany jej zderzeniem z ktéras z mniejszych
galaktyk widocznych w lewym dolnym rogu. Kolizja wydarzyta sie kilkaset
milionéw lat temu i wygenerowala fale gestosci, ktora stala si¢ czynnikiem
gwiazdotwérezym. Powstalo wiele bardzo masywnych gwiazd, z ktorych czesé
zakonczyla juz swéj zywot w wybuchach supernowych. Po wybuchach pozostaty
czarne dziury. Niektére z nich maja towarzysza i wysysaja z niego materie. To
one najprawdopodobniej manifestuja sie jako jasne zrédla na gérnym zdjeciu,
ktére jest wynikiem rejestracji promieniowania rentgenowskiego przez satelite
Chandra.

Kosmiczny Teleskop Hubble’a ($wiatto Tylko trzecie ze zdjeé jest mniej wiecej ,,prawdziwym zdjeciem”, gdyz tylko ono
widzialne); . L.

zostalo wykonane w $wietle widzialnym. Te cztery stosunkowo malo efektowne
obrazki w odcieniach szarosci odpowiadajg rzeczywistej informacji uzyskiwanej
w wyniku obserwacji. Wlasnie tego typu informacja jest przedmiotem lub
poczatkiem analiz naukowych.

Mozna jednak kazdemu rejestrowanemu zakresowi przypisaé odcienie

jakiegos koloru i tak otrzymane ,klisze” polaczyé¢. Zjawiskowy efekt takiej
procedury pokazany jest na oktadce. Warto o tym pamietaé, ogladajac zdjecia
astronomiczne. Bardzo rzadko zdarza sie, zeby mialy one naturalne kolory,
nawet jezeli obserwacje byly wykonane w $wietle widzialnym.

W ten sposéb umyst czlowieka staje sie zdolny do kontemplowania obrazéw
niesionych przez promieniowanie elektromagnetyczne w zakresie od fal radiowych
do promieniowania gamma.

Dla patrzacych bez zrozumienia nasza okladka pozostanie jednak sztucznie

Kosmiczny Teleskop Spitzera . . i . ; o
(podczerwief). uczyniona rycina. Kazdy moze sam zdecydowad, co widzi.

Piotr ZALEWSKI
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Pie¢ w jednym

Liczby zespolone, cho¢ od ich odkrycia minglo juz kilka wiekéw, wciaz

robia niezla kariere w wielu dziedzinach matematyki. Ich gléwna zaleta jest
dostarczanie szerszego spojrzenia na badane zagadnienie. Wystarczy choéby
wspomnieé¢ Zasadnicze Twierdzenie Algebry, méwiace o tym, ze kazdy wielomian
o wspolczynnikach rzeczywistych ma pierwiastek zespolony.

Tak jak liczby rzeczywiste utozsamiamy z prosta z wyréznionymi punktami

01i 1, tak liczby zespolone mozemy traktowaé jako punkty plaszczyzny takze

z wyrdznionymi punktami 0 i 1. Suma punktéw A i B jest wyznaczona przez
koniec wektora 04 + 0B. W celu pomnozenia tych dwoch punktéw mierzymy
katy (zwane tez argumentami) pomiedzy wektorem 01, a 0A4i0B. Nazwijmy je
odpowiednio « i (. Iloczyn definiujemy jako punkt na poélprostej wychodzacej

z 0 i tworzacej z wektorem 01 kat a + § oraz lezacy w odlegloéci [0A] - [0B] od 0.
Zamiast o punktach mozemy mysle¢ o liczbach zespolonych jako o wektorach
zaczepionych w 0. Czesto stosuje sie zamiennie te podejscia. Zauwazmy ponadto,
ze na plaszczyznie istnieja doktadnie dwa punkty, ktére w drugiej potedze daja
—1. Oba leza na prostej prostopadlej do 01 i majg dlugosé 1. Po wybraniu
jednego z nich, nazwijmy go i, kazdg liczbe zespolona mozemy jednoznacznie
przedstawi¢ w postaci x - 01 + y - 0z dla pewnych x,y € R (jest to réwnowazne

z wprowadzeniem prostokatnego uktadu wspoélrzednych na plaszczyznie).
Uzywajac takiego zapisu liczb zespolonych, bedziemy pomijaé 01 i zamiast 0:
pisaé¢ po prostu .

Na liczby zespolone mozemy rozszerza¢ w sposob ciagly dobrze znane funkcje
rzeczywiste. Najprosciej jest z wielomianami, poniewaz do obliczenia wartosci
takiej funkcji w danym punkcie wystarczy wykonaé skonczenie wiele dodawan

i mnozen, a te juz umiemy wykonaé. A co z funkcjg e*? Przypomnijmy
najpierw, jak ja definiujemy dla liczb rzeczywistych. Jedna z mozliwych
definicji jest taka: przez e” oznaczamy granice ciagu a, = (14 £)". Naturalnym
pomyslem jest wigc sprobowanie okreslenia e® jako lim, 4 (1 4 Z)™. Granice
ciagu liczb zespolonych definiujemy podobnie jak dla ciagdw liczb rzeczywistych
— warto$é¢ bezwzgledna zastepujemy odleglo$cia punktow na plaszczyznie.
Okazuje sie, ze tak otrzymana funkcja jest catkiem porzadna. Oprécz ciaglosci,
zachowala tez wlasno$é funkcji wykladniczych: e®t - e*2 = #1722,

7 podanej definicji nie widaé¢, co tak naprawde e* robi z wektorami. Aby sie

tego dowiedzie¢, wystarczy umiejetno$é obliczania granic ciagéw o wyrazach

rzeczywistych. Zatem do dzieta. Jezeli z = x + iy, to wektor odpowiadajacy

(14 2) ma dlugosé I, = /(1 + 2)% + (£)2, a sinus kata 6, pomiedzy 01, a tym
y

n
-
n .
oraz lim, o nf, = y. Oznacza to, ze e+ jest koficem wektora o dlugosci e”

i argumencie y. W szczegdlnosci rozpatrywana funkcja jest okresowa z okresem
2mi 1 nigdzie si¢ nie zeruje. Pomézmy jeszcze wyobrazni i przekonajmy sie, co
jest obrazem prostych. Proste rownolegte do 01 (y = const) sa przeksztalcane
na poélproste wychodzace z zera (choé¢ go nie zawierajace) pod katem y do 01.
Proste prostopadte do 01 (x = const) ,nawijaja sie” na okregi o rodku

w punkcie 0 i promieniu e”. Poméc moze takze spojrzenie na rysunek

na marginesie, obrazujacy funkcje e* na fragmencie ptaszczyzny.

wektorem to Nietrudnym ¢wiczeniem jest wyliczenie lim, 4o IJ' = €*

Na deser, obliczmy, ile wynosi e'™. Liczba ta odpowiada wektorowi dlugoéci e°,

ktéry tworzy z 01 kat 7. Zatem jest to liczba rzeczywista rowna —1. Rezultat
ten przewaznie zapisuje sie w troche innej postaci, a otrzymang rownos¢ nazywa
sie tozsamosécia Eulera: _
e +1=0.

Wzor ten, wiazacy w nieoczekiwany sposob pieé¢ stalych matematycznych
odkrywanych na przestrzeni wiekoéw, uchodzi za najpiekniejszy wzor
matematyki. Tytul taki przyznali mu w 1988 czytelnicy czasopisma
The Mathematical Intelligencer. Bez watpienia, jeszcze przez diugi czas bedzie
on zrédlem fascynacji kolejnych pokolen mitosnikéw matematyki.

Marcin HAUZER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Plazmony — elektronowe Swiatlo

Zbliza sie moment, w ktérym przetwarzaniem informacji
zajma sie fotony zamiast elektronéw. Juz teraz,
wszedzie tam, gdzie potrzebne jest masowe przesylanie
danych, wykorzystuje sie Swiattowody zamiast polaczen
galwanicznych. Powdd jest prosty. Czestos¢ fali Swietlnej
jest w zakresie peta (10'°) hercéw, podczas gdy
taktowanie najszybszej elektroniki nie przekracza kilku
giga (10%) hercéw.

Problemem pozostaje polaczenie elektronicznego
i optycznego przetwarzania informacji. Marzeniem
pozostaje stworzenie mikrouktadéw czysto optycznych.

Jest to nie tylko trudne, ale na pierwszy rzut oka
niemozliwe. Wspblczesne uktady elektroniczne sa
wykonane w skali dziesigtkow nanometréw, a dtugosé
fali $wietlnej odpowiada setkom nanometréw. Zeby
efektywnie sprzac elektronike z optyka, brakuje czynnika
dziesieé¢. Z oczywistych powodow to dlugosé fali
Swietlnej jest za duza.

W zasadzie wiadomo, jak takiego zmniejszenia dokonac.
Trzeba wzia¢ material, w ktérym swiatto bedzie sig¢
rozprzestrzenia¢ dziesie¢ razy wolniej. Tylko, ze takie
materialy nie istnieja.

Zeby problem rozwigzaé, wystarczy zdaé sobie
sprawe, ze tak naprawde nie chodzi o $wiatto, tylko
o informacje, ktére ono niesie. Trzeba zamienié¢ foton
w co$ innego.

Fizyka fazy skondensowanej oferuje bogata menazerie
pseudoczastek. Odpowiednie wlasnosci maja

plazmony. Chodzi o kwanty fali gestosci elektronéw

w plazmie. Do wytworzenia plazmy nie jest potrzebna
wysoka temperatura, gdyz tworza ja elektrony
przewodnictwa w kazdym metalu. Poniewaz fala
gestodci czastek naladowanych jest jednoczesnie
zrodlem fali elektromagnetycznej, wiec plazmony sa
elektronowo-elektromagnetyczna hybryda. Mozna je
wzbudzi¢ za pomoca Swiatla o czestosci bliskiej czestosci
plazmy, ktéra zalezy od koncentracji elektronéw i ich
masy (elektrony przewodnictwa tez sa pseudoczastkami
obdarzonymi masa efektywna rézna od masy elektronu
w prozni).

Nizsze czestosci $wiatla odbijaja sie od powierzchni
metalowych. Poniewaz dla wiekszoSci metali czestosé

ta odpowiada nadfioletowi, to metale sa srebrzyste.
Wyjatkiem jest np. miedz. Metalem, ktéry jest
najczesciej wykorzystywany, jest jednak zloto
(wyjasnienie, dlaczego mozna w nim wzbudzié plazmony
o czestosciach optycznych, pomimo ze czestosé

plazmy dla ztota odpowiada dalekiemu ultrafioletowi,
przekracza wiedze autora).

Plazmony, ktore moga w niedlugim czasie
zrewolucjonizowaé optoelektronike, sa wzbudzane
w cienkich warstwach metalu. Méwiac pogladowo,
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robi sie to np. w ten sposob: plytke, w ktérej

zachodzi calkowite wewnetrzne odbicie, pokrywa sie
kilkudziesiecioma warstwami atomoéw ztota, a nastepnie
dielektrykiem o podobnym co ptytka wspdlczynniku
zalamania. Aby wzbudzi¢ plazmony, trzeba tak dobraé
kat padania lub czesto$¢ swiatla, zeby wektor falowy
$wiatla (ktére powinno byé spolaryzowane zgodnie

z plaszczyzna metalu) odpowiadal wektorowi falowemu
plazmonu (czyli zeby mogta by¢ spelniona zasada
zachowania pedu). Ich wzbudzeniu odpowiada zanik
(ostabienie) wewnetrznie odbitej wiazki. Poniewaz
predkos¢ rozprzestrzeniania si¢ plazmonu jest o okoto
rzad wielko$ci mniejsza od predkosci $wiatta w prézni,
to odpowiadajaca mu dlugoéé fali jest tez o rzad
wielkoSci mniejsza od dlugosci fali padajacego Swiatla.

O to nam chodzilo, ale na razie nie udato sie
skonstruowaé prototypu odpowiedniego uktadu
optoelektronicznego. Rozwoj w tej dziedzinie jest jednak
na tyle gwaltowny, ze powstania tego typu zastosowan
mozna si¢ spodziewaé¢ do konca dekady.

Nanooptyka, jak czasem nazywa sie te dziedzine,
znalazla juz wiele innych zastosowan. Od kilku lat jest
standardowa metoda wykrywania lub rozpoznawania
sladowych ilosci organicznych zwiazkéw chemicznych,
gdyz przylaczenie takiego zwigzku po drugiej stronie
warstwy metalowej zmienia czestosé plazmonéw.

Zbudowano réwniez prototyp mikroskopu optycznego

o zdolnosci rozdzielczej o rzad wielko$ci mniejszej

niz dlugosé fali. W tym przypadku po drugiej stronie
warstwy metalowej umieszczono krople gliceryny, ktora
potrafi przeja¢ zamieniona z powrotem na Swiatto
informacje sondowana przez plazmony.

I wladnie nad metodami generowania $wiatla przez
plazmony pracuje si¢ bardzo intensywnie. Najczesciej
wykorzystywana jest modulacja grubosci powierzchni,
ale pracuje sie rowniez nad nanoobiektami, ktére
dawalyby taki sam efekt.

Ostatnio naukowcy z Rice University wytworzyli
nanoryz (nanorice), czyli ryzoksztaltne, nanometrowych
rozmiaréow paleczki z dielektryka pokrytego zlotem.
Konce tego nanoryzu $wieca intensywniej od padajacej
wiazki i moga by¢ wykorzystane do spektroskopii in vivo
lub nawet do terapii przeciwnowotworowe;.

Nanotechnologia, czyli tworzenie struktur o skalach
rzedu dziesigtek nanometrow, moze okazac si¢ dziedzina
umozliwiajaca znalezienie optoelektronicznego
zastosowania plazmonéw. Wiaze sie to rowniez

z projektowaniem metamateriatéow, o ktérych mozna
przeczyta¢ w tym numerze Delty. Skrzyzowanie optyki,
fizyki fazy skondensowanej i nanotechnologii wczeéniej
czy pbézniej doprowadzi do powstania rewolucyjnych
zastosowan.

Piotr ZALEWSKI



Maia delld

Policz i1 oblicz

We7 kartke w kratke i zamaluj kilka pél na czarno w ten sposéb, by
powstalta liczba od 8 do 11, na przyktad:

= 0§ e

T T T T T T T T T T T T T
Policz, ile razy w Twoim rysunku wystepuje kazdy z nastepujacych

uktadéw zamalowanych pol:

mil ull »

A B C

A teraz oblicz warto$¢ 94+ A —- B —C.

Na przyktad, dla kolejnych liczb z rysunku przyktadowego wychodzi:
pierwsza 0semka: 9+3-0—-4=28
druga 6semka: 94+3—-4-0=28
pierwsza dziewigtka: 9+1—-0—-1=9
druga dziewiatka: 9+3-3-0=9
pierwsza dziesiatka: 9+3—-2—-0=10
druga dziesiatka: 942-0-1=10
pierwsza jedenastka: 9+2—-0—-0=11
druga jedenastka: 94+42-0-0=11

Jedli sam napiszesz liczbe (od 8 do 11) troche inaczej niz
na przyktadowych obrazkach, to réwniez wynikiem powinna byé¢ napisana
przez Ciebie liczba. Dlaczego?

Podobna sztuczke mozna rowniez wykonaé, nie uzywajac kartki w kratke.
Na rysunku powyzej widzimy 6semke. Jest tam n = 10 punktéw
(wierzchotkéw) potaczonych m = 16 liniami (krawedziami). Sposréd
powstalych obszaréw (Scian) f =5 jest wypelnionych. Po dodaniu

9+ n+ f — m otrzymujemy 8. Analogicznie, dla dziewiagtki mamy

9+n+f-m=94+124+6-18=9.
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Dla jedenastki zrobionej z dwéch patyczkéw (bez zadnych wypelionych
obszaréw) mamy 9+ 4+ 0 — 2 = 11. Po wykonaniu tego obliczenia dla
jednej z naszych liczb (od 8 do 11) podzielonej na obszary w inny sposéb
réwniez w wyniku otrzymamy nia sama. (Jedna uwaga: zaznaczane
obszary musza by¢ takie, ze nie mozna poprowadzi¢ przez nie krawedzi

w ten sposéb, by obszar nie rozpadtl si¢ na dwa mniejsze. Inaczej méwiac,
nie moga mie¢ dziur w srodku.)

* * *

Napisz liczbe od 8 do 11. Oznacz przez X liczbe cyfr, a przez Y liczbe
dziur w cyfrach. Oblicz 9+ X — Y. Co wychodzi?

Obie powyzsze sztuczki polegaja wiaénie na obliczaniu 9+ X — Y.

W przypadku tej drugiej dos¢ tatwo to udowodnié. Najprostszym

mozliwym rysunkiem jest rysunek pusty, dla ktérego
n=m=f=X=Y=0, czyi X-Y=n+f-m.

Bardziej skomplikowane rysunki otrzymujemy przez dodanie nowego

wierzchotka (n 1 X zwiekszaja sie o 1), albo dodanie nowej krawedzi

(m zwigksza si¢ o 1; jesli dwa potaczone wierzchotki byly juz potaczone

w inny sposéb, to tworzy sie nowa dziura, w przeciwnym przypadku

X zmniejsza sie o 1), albo dodanie nowej $ciany (f sie zwigksza,

a Y sie zmniejsza o 1). Kazda z tych operacji zachowuje réwnosé

X —Y =n+ f —m, wiec skoro zachodzita ona na poczatku, to bedzie

rowniez zachodzita na koncu.

Pierwsza sztuczka opiera si¢ na tym samym. Zamiast obliczaé¢ uktady
A, B, C pokazane wyzej, mozna tez obliczaé
9+ N+ F — My — My — M3 — My,

gdzie N, F, M; oznaczaja, ile razy na naszym rysunku wystepuja
nastepujace uktady:

"E"E NS

N F M1 ]\/IQ M3 M4
Po zastanowieniu mozna zauwazy¢, ze N to w zasadzie liczba
wierzchotkéw, F' — liczba $cian, a M; to liczba krawedzi idacych
w jednym z kierunkéw. Pokazanie, ze oba wzory licza w zasadzie to samo,
zostawiamy Czytelnikowi.

Wartosé

X-Y=n+f-m
dla danego rysunku nazywamy jego charakterystykq Eulera; jest ona
waznym niezmiennikiem topologicznym, czyli wielkoScia niezmieniajaca
sie przy tzw. homeomorfizmach (intuicyjnie méwiac — przeksztalceniach,
ktére moga zmienia¢ ksztalt i wielkos¢, ale nic nie rozrywaja ani nie
sklejaja). Mozna ja policzy¢ nie tylko dla obszaréw na plaszczyznie —
na przyktad, dla dowolnego wielo$cianu wypuklego jesli n jest liczba
wierzchotkéw, m — liczba krawedzi, f — liczba Scian, to zachodzi tadny
wzor

n+ f=24+m.

Dzieje si¢ tak dlatego, ze charakterystyka Eulera sfery (topologicznie
réwnowaznej z powierzchnia wielo$cianu) jest 2. Charakterystyka Eulera
jest okreslona réwniez w podobny sposob dla obiektéw majacych wiecej
wymiaréw niz 2.

Malg Delte przygotowal Eryk KOPCZYNSKI

11



.. ]

Rozwigzanie zadania M 1146.
Nieréwnoéé, ktora nalezy udowodnié jest
réwnowazna zaleznosci

aq + bp > pq.
Z zalozen wynika, ze liczba

aq+bp—1

jest podzielna przez p oraz przez q, a wiec

jest tez podzielna przez pq. Liczba
aq+bp—1
jest poza tym dodatnia, wobec czego
aq+ bp — 1 > pq.
Stad ostatecznie

aq+bp > pg+ 1> pq.

*Centrum Astronomii UMK w Toruniu

Precyzyjne pomiary radialnych
predkosci gwiazd

Andrzej NIEDZIELSKI*

Co to sa radialne predkoéci gwiazd

Po rozszczepieniu $wiatla przez Newtona oraz zauwazeniu linii widmowych
(Wollaston, Fraunhoffer — poczatek XIX w.) i ich identyfikacji (Kirchhoff

i Bunsen, 1859) rozpoczela sie w drugiej polowie XIX w. era spektroskopii
gwiazdowej. Gdy w ostatnich latach tegoz wieku okazato sig, ze nawet
obserwowany dotad tylko na Sloncu hel to taki sam pierwiastek, jak inne znane
z ziemskich laboratoridéw, spektroskopia stata si¢ bardzo waznym narzedziem
astrofizyka. Pozwala ona bowiem na okreslenie sktadu chemicznego, temperatury
i ci$nienia w atmosferze gwiazdy. Pozwala rowniez na niemal bezposredni pomiar
radialnej predkosci gwiazdy. Jak sama nazwa wskazuje, predkos¢ radialna

to rzut predkosci gwiazdy (wzgledem obserwatora) na kierunek patrzenia.
Zgodnie z przyjeta konwencja, gdy ruch zachodzi w kierunku od obserwatora,
predkos¢ radialna jest uwazana za dodatnia. Nietrudno zgadnaé, ze nawet gdyby
gwiazdy byly nieruchome wzgledem Stonca, to sam ruch obrotowy i obiegowy
Ziemi wokot Stonca powodowalby, ze ich predkosci radialne bylyby niezerowe.
Ruch orbitalny Ziemi dawalby bowiem zmiany predkosci radialnych w zakresie
+30km/s, wirowy za$ jedynie 500 m/s, w zaleznosci od polozenia obserwatora
na Ziemi.

Do pomiaréw predkosci radialnych gwiazd astronomowie wykorzystuja
znane z fizyki zjawiska: rozszczepienie Swiatla i zjawisko Dopplera. Istotne
znaczenie ma takze fakt, ze Wszechéwiat sktada si¢ z takich samych atoméw,
ktére wystepuja na Ziemi, co pozwala nam identyfikowaé linie w widmach
gwiazd. Doppler zauwazyl, ze czestosé dzwieku powinna zalezeé od predkosci
obserwatora i predkosci zZzrodta. W zastosowaniu do fal elektromagnetycznych
wzér Dopplera przewiduje, ze predkoéé wzgledna v Zzrédla $wiatla i obserwatora
(wzdluz kierunku widzenia, czyli predkosé radialna) ma sie tak do predkosci
Swiatla ¢ jak przesuniecie A — \g linii widmowej obserwowanej na fali A
do laboratoryjnej dlugosci fali A\ tej linii:

v A — AO

C N )\0 '
Tak wiec, aby zmierzy¢ predkosé radialna, musimy wpierw otrzymaé¢ widmo
gwiazdy, zidentyfikowa¢ wystepujace w nim linie, a nastepnie zmierzy¢ ich
przesuniecia wzgledem potozen laboratoryjnych. Oczywiscie, otrzymany wynik
nalezy skorygowaé uwzgledniajac ruch wirowy i orbitalny Ziemi. Technika ta jest
prosta i stosowana jest z powodzeniem od lat. Klopoty zaczynaja sie dopiero,
gdy chcemy ja zastosowaé¢ do pomiaru bardzo malych predkoéci, czyli przy
bardzo malych przesunieciach linii. Na czym polega problem?

Z jaka dokladnos$cig mierzymy predkosci radialne

Kazde widmo gwiazdy charakteryzuje sie pewna rozdzielczodcia, zalezna od
budowy spektrografu i zastosowanego detektora, na ktérym widmo jest zapisane.
Wielko$é ta, R, okresla, jak odlegle sa od siebie dwa kolejne odréznialne
elementy widma i jest zdefiniowana jako R = A\/A\, czyli jako stosunek dlugosci
fali do owej najmniejszej odleglosci elementéw widma. Dobre spektrografy
astronomiczne osiagaja R od 50000 do 100000, cho¢ buduje sie spektrografy

o jeszcze wigkszej rozdzielczosci. Oczywiscie, R okresla réwniez najmniejsza
predkoé¢ radialna, jaka mozna danym spektrografem zmierzy¢ przy pomiarze
polozenia jednej linii widmowej. Przy R = 100 000 doktadnos¢ bedzie wynosié
3km/s. Dokladno$é mozna poprawié¢ mierzac wiecej linii, ale w praktyce nie
dostaniemy dokladnosci lepszej niz okolo 1km/s.

Co stoi na przeszkodzie? Po pierwsze — mechaniczna niestabilnosé spektrografu.
Mozna ja zminimalizowaé, stosujac spektrograf typu Coude, czyli umieszczony
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w oddzielnym pomieszczeniu, a nie na teleskopie.
Drugim zrédlem niedokladnosci okazatl sie proces
kalibracji widm gwiazdowych. Aby dokonaé takiej
kalibracji, nalezy obok widma gwiazdy zarejestrowac
jakie$ dobrze znane widmo, np. lampy Th-Ar. Mierzac
potozenia x znanych linii na detektorze tworzy sie

tzw. funkcje dyspersji A = F'(x), ktéra nastepnie
pozwala okresli¢ nieznane diugosci fal w widmie
gwiazdy na podstawie ich polozenia na detektorze.

Ten wlaénie proces okazal si¢ nie$¢ szczegélnie wiele
niepewnoéci pomiarowych. Przede wszystkim widmo
lampy poréwnania nie przechodzito w teleskopie

i w spektrografie tej samej drogi, co $wiatto gwiazdy.
Ponadto widmo lampy kalibracyjnej rejestrowane

bylo w nieco innym czasie, niz widmo gwiazdy.
Powodowalo to, ze miedzy tymi dwoma widmami
wystepowaé¢ mogly nieprzewidywalne przesuniecia, a co
wiecej, ksztalt (profil) linii w obu tych widmach byl
nieco inny, bowiem byly one tworzone w faktycznie
roznych uktadach optycznych. Dlatego przetomem

w precyzyjnych pomiarach predkosci radialnych
okazalo sie uzyskiwanie widma kalibracyjnego i widma
gwiazdy za pomoca tego samego ukladu optycznego

i jednoczesnie. Poczatkowo eksperymentowano

z widmem pary wodnej obecnej w atmosferze Ziemi,
pézniej zaczeto umieszczaé przed teleskopem naczynie
(,komorke”) zawierajace gaz, ktérego widmo stanowié
mialto wzorzec do kalibracji. Ostatecznie w wyniku
wielu doswiadczen zdecydowano si¢ na komérki

z parami jodu I5. Pary jodu — poza tym, ze sg silnie
trujace — maja tez inna wade: pochlaniaja czes$é
widma gwiazdy, bowiem komorka faktycznie gra

role filtru, ktéry w zakresie 500-600 nm ma po
kilkadziesiat linii absorpcyjnych na 1 nm. Rejestrowane
widmo gwiazdy zawiera wigc dodatkowo tysiace
waskich linii absorpcyjnych, stanowiacych wys$mienite
widmo kalibracyjne, ktére ma jeszcze jedna zalete.
Poniewaz $wiatlo, na ktérym swe pietno w postaci

linii absorpcyjnych wycisnely pary jodu, przeszlo przez
caly uklad optyczny, ksztalt linii widma kalibracyjnego
niesie informacje o tym, jak uklad optyczny ten ksztalt
modyfikuje. Innymi stowy, uzyskawszy widmo par jodu
w laboratorium i poréwnawszy je z widmem uzyskanym
danym teleskopem i spektrografem, mozemy odtworzy¢
tzw. profil instrumentalny stosowanego do pomiaréw
predkoéci radialnych uktadu optycznego.

Wspomniatem juz, ze stosujac tradycyjna metode
pomiaru mozna polepszy¢ dokladnosé mierzac
przesuniecia wielu linii. I[lu? Tu odpowiedz jest prosta:
najlepiej wszystkich. W tym miejscu pojawia sie
oczywisty problem techniczny: jak zmierzyé¢ polozenia
wszystkich linii w widmie, skoro sa ich przeciez tysiace?!
Ot6z tych polozen w ogdle sig¢ nie mierzy! Najpierw
rejestrujemy widmo gwiazdy bez komorki z jodem oraz
wykonujemy serie zdje¢ widma tej gwiazdy z uzyciem
komérki (bo chcemy mierzyé zmiany predkosci
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radialnej). Majac widmo ,czyste”, widmo samego
jodu oraz profil instrumentalny (wszystko oczywiscie
w zapisie cyfrowym), kazemy teraz komputerowi
wymodelowaé¢ widmo gwiazdy z nalozonym widmem
jodu dla rozmaitych przesunie¢ dopplerowskich.
Najwazniejsze jest to, ze w komputerze przesunigcia
te beda bardzo precyzyjnie okreslone. Ktores widmo
modelowe bedzie pasowaé¢ do ktérego$ widma z serii
obserwacyjnej, a komputer wskaze (i to bardzo
dokladnie!), jakiemu odpowiada to przesunieciu
dopplerowskiemu. Stwierdzenie, ze ktéras funkcja
(widmo) ,pasuje” do innej, to znany problem juz tylko
numeryczny. Przedstawiona tu metoda zaowocowata
nieprawdopodobnym wzrostem dokladno$ci wyznaczen
predkoéci radialnych, mozna mianowicie mierzy¢
predkos¢ radialna z doktadnoscia rzedu kilku metréw
na sekunde! Co prawda trzeba przyznaé, ze metoda
dziala dla widm zawierajacych wiele ostrych linii,

czyli tylko dla gwiazd chlodnych (péznych typow
widmowych).

Po co to wszystko?

Pomiary zmian predkoéci radialnych gwiazd podwdjnych
pozwalaja astronomom wyznaczy¢ masy gwiazd
stanowiacych dany uklad. Najczesciej jest tak, ze
widoczny jest ruch tylko jednej, jasniejszej gwiazdy.
Analiza zmian predkosci radialnych pozwala wyznaczy¢
w takim wypadku mase mniejszej, niewidocznej
gwiazdy (o ile wiadomo, jaka mase ma widoczna).
Nietrudno juz przewidzieé, ze tym skladnikiem
niewidocznym moze rownie dobrze by¢ planeta. Np.
by odkry¢ z daleka ,naszego” Jowisza, nalezalo by
zmierzy¢ amplitude zmian predkosci radialnej Stonica
wynoszaca 12,5m/s, za$ do ,odkrycia” Ziemi trzeba
by méc zmierzy¢ odpowiednio 0,1 m/s. Jest to jeszcze
niewykonalne, co gorsza, metoda ta wymaga czasu
poréwnywalnego z okresem orbitalnym planety, ktéry
dla Jowisza wynosi blisko 12 lat. Niemniej poczatek
odkrywania planet zostal juz zrobiony (Aleksander
Wolszczan w 1992 roku). Dzi§ znamy 185 planet
krazacych wokot innych stonic, a 173 z nich odkryto
wlasnie technikg precyzyjnych pomiaréw predkosci
radialnych. Celem prowadzonych obecnie duzych
projektow obserwacyjnych jest — ze zrozumiatych
wzgledéw — poszukiwanie planet podobnych do Ziemi.
Jednym z nich jest projekt realizowany we wspdlpracy
naukowcéw z Torunia i z Pensylwanii, ktorego celem
jest poszukiwanie planet przy czerwonych olbrzymach,
czyli przy gwiazdach takich, jaka Stonce stanie sie

za kilka miliardow lat. Zresztg znajdowanie planet
przez torunczykow ma dluga historie. Wszak to
Kopernik ,wstrzymawszy Stofice” nadal Ziemi (i pieciu
innym cialom) charakter planet. Byé moze program
poszukiwania planet przy czerwonych olbrzymach
pozwoli podtrzymac te tradycje.
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene¢ mnozymy przez wspo6tczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:

30 XI 2006
wssgiis

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbtowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

H Zadania z fizyki nr 422, 423
Redagugje Jerzy B. BROJAN

422. Na niewazkim sznurku o dlugosci [ = 1 m wisi ciezarek o masie m = 100g.
Wieje wiatr, ktory na kazdy odcinek sznurka o dlugosci ds dziata poziomo

skierowang sila o wartosci dF = f ds, gdzie f = 0,8 N/m. O ile odchyla sie

ciezarek pod wplywem wiatru? Pytanie dotyczy poziomej sktadowej przesuniecia
w stanie rownowagi.

Rys. 1 423. Cigzarek zawieszono na sprezynie z drutu metalowego, ktora jest czedcia
obwodu elektrycznego pradu stalego (rys. 1). Czy natezenie pradu w obwodzie

Rys. 2

418. Przez miedziany przewdd o promieniu przekroju r plynie prad
elektryczny, powodujac jego nagrzewanie sie. Pewien odcinek tego
przewodu jest otoczony cienks warstwa izolacji o wspdétczynniku
przewodnictwa cieplnego A. Dany jest tez wspélczynnik przenoszenia
ciepta z powierzchni do otaczajacego powietrza, réwny x. Jaki
warunek muszg spelniaé¢ te parametry, aby temperatura drutu

w przewodzie izolowanym byla nizsza, niz w nieizolowanym?

Definicje wspétczynnikéw A i k — patrz Delta 5/2006.

418. Rozwazmy odcinek przewodu o dtugosci I, pokryty
izolacja o gruboéci dr. W stanie stacjonarnym obowiazuja
réwnania
Q@ _\hL-T Q
2mrldt dr 27 (r + dr)ldt)
gdzie T5 jest temperatura zewnetrznej powierzchni izolacji.
Po wyeliminowaniu 7% znajdujemy temperature drutu

= K/(TQ — T3)

Q dr 1
T =T &
! st 2ldt \ Ar  k(r +dr)
Dla malych dr wzér ten przyjmuje postaé
Q (1 11
T=Ts+—(=+dr(~—-—
! st 2wldt \ & tdr A RT

Warunkiem obnizenia temperatury drutu jest A\ > kr.

419. Zmiana ci$nienia atmosferycznego na wysokosci
1,7m jest bardzo mala, a przy ustalonym ci$nieniu gestosé

powietrza jest odwrotnie proporcjonalna do temperatury.

A AT
Stad (pomijajac znaki przyrostéw) 2p _ - Zgodnie

z podang wskazowka wspotczynnik zalamania powietrza n
zalezy od gestosci wg wzoru n = 1+ kp, czyli
_Ap AT

(n—1)=—7(n-1).

An T
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pozostanie stale, gdy wprawimy ciezarek w drgania pionowe? Jesli nie, to
w ktorych momentach bedzie ono najwieksze, a w ktérych najmniejsze?
Wystarczy odpowiedz jakoSciowa, dla niewielkiej amplitudy drgan.
Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 5/2006

Przypominamy tresé¢ zadan:

419. Oczy czlowieka sg na wysokosci 1,7 m nad plaska, pozioma
powierzchnig ziemi (np. pasem startowym na lotnisku), a temperatura

na wysokoéci oczu jest o 3° C nizsza, niz przy ziemi. W jakim zakresie

odlegtosci cztowiek moze widzie¢ powierzchnie ziemi? Wystarczy ocena

przyblizona.

Dany jest bezwzgledny wspélczynnik zalamania powietrza

w normalnych warunkach, réwny 1,00029. Nalezy przyjac, ze réznica

miedzy tym wspdlczynnikiem a jednodcia jest proporcjonalna

do gestosci powietrza, a zalezno$é temperatury od wysokosci jest

liniowa.

Po podstawieniu AT = 3K, T' = 273 K (doktadna

warto$é T nie jest bardzo istotna) i n = 1,00029 daje to

An = 3,2-1075. W przyblizeniu liniowym mozemy teraz

podaé zaleznosé¢ n od wysokosci h nad ziemia: jest ona

opisana wzorem n = ng + xh, gdzie ng jest wspétczynnikiem

zalamania przy powierzchni ziemi, a wspélczynnik x wynosi
3,2-107°/(1,7m) =1,9-10 °m™".

Ograniczenie zasiegu widzenia pochodzi od catkowitego

wewnetrznego odbicia od cieplejszych warstw powietrza.

Wedtug prawa zatamania iloczyn wspéiczynnika zatamania

i sinusa kata odchylenia promienia od pionu pozostaje

staly, a poniewaz promien o maksymalnym zasiggu wybiega

z powierzchni ziemi stycznie (rys. 2), wiec dla niego

sin @ = no/n. Podstawiajac wyzej podany wzér n = no + kh

otrzymujemy sin o =~ 1 — xkh. Oznaczmy kat nachylenia

promienia do poziomu przez 3; poniewaz jest on maly, wiec

B~ sinf =cosa = 1/1—sin® a &~ V2kh, a z drugiej strony

B =~ tg 3 = dh/dz. Rozwiazaniem réwnania rézniczkowego

dh/dz = V2kh jest funkcja

Dla h = 1,7m zasieg = wynosi 1340 m.



Klub 44

VE1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 XI 2006

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
513 (WT = 1,51) i 514 (WT = 1,96)
z numeru 1/2006

Adam Dzedzej — Gdansk 45,38
Marian Lupiezowiec — Zerzydowice 42,55
Michatl Kieza — Warszawa 38,90
Michat Jastrzebski — Warszawa 32,79

Witamy w Klubie 44: pan Adam Dzedzej

Zadania z matematyki nr 525, 526

. . a=c*+d*
Redaguje Marcin E. KUCZMA b— 4 o2
525. Rozwigzaé¢ w liczbach rzeczywistych { ¢ = €2 + a?
a, b, c,d, e uktad réwnan d=a’+1?

e=0b%+¢c?

526. Ile jest par przekatnych roztacznych
w n-kacie foremnym? (Przekatne rozlaczne —
nieprzecinajace sie¢ wewnatrz wielokata i niemajace wspélnego konca.)

Zadanie 526 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 5/2006

Przypominamy tres¢ zadan:

521. Dwaj gracze na przemian piszg na tablicy liczby ze zbioru {1,2,...,] N} (N jest zadang
liczbg naturalng); zabronione jest napisanie liczby bedacej dzielnikiem liczby juz znajdujacej sie
na tablicy. Gracz, ktéry nie moze wykonaé ruchu, przegrywa. Ktéry z graczy (rozpoczynajacy czy
jego przeciwnik) ma strategi¢ zwycieska?

z numerem cztonkowskim 102.
521. Nazwijmy rozwazana gre Gn, a jej uczestnikéw —
A i B; gracz A rozpoczyna. Wykazemy, ze (niezaleznie
od N) gracz A ma strategie zwycieska. Jest to oczywiste,
gdy N = 1. Dalej zakladamy, ze N > 2.

Niech G’y oznacza gre, w ktérej uczestnicy pisza liczby

ze zbioru {2,3,..., N}, a pozostale reguly sa te same, co

w Gn. Wiadomo (patrz: Uwaga 2), ze w grze G'y ktorys

z graczy ma strategie zwycieska. Jesli ma jg rozpoczynajacy

(w G'v), to gracz A, rozpoczynajacy gre G, po prostu

stosuje te samg strategie. Po pierwszym ruchu uzycie

jedynki jest i tak zabronione, wiec uczestnicy gry Gn graja

faktycznie w gre G'y; gracz A wygrywa.

Jezeli w grze Gy strategia zwycigska nalezy do drugiego

gracza, to grajac w gre Gy zawodnik A w pierwszym

ruchu wybiera jedynke i stawia gracza B w pozycji

rozpoczynajacego gre G'y; strategie zwycieska (w Gy)

ma jego przeciwnik, czyli A — ktéry dzigki temu wygrywa

gre Gn.

Uwaga 1. To juz cale rozwigzanie. Zostato wykazane

istnienie strategii zwycieskiej dla A; nie zostal podany

algorytm postepowania — ale tez nikt o to nie pytal. Byloby

to zadanie znacznie trudniejsze.

Uwaga 2. Napisalismy: Wiadomeo. .. Ze kto$ ma... Na ile

jest to jednak wiedza powszechna? Moze lepiej pokazaé

dowdd, lub przynajmniej szkic.

Typowa gra to taka, w ktérej jest zadany skonczony zbiér

stanéw (konfiguracji rekwizytéw: pionkéw na planszy,

bierek w stosach, lub — jak tutaj — liczb na tablicy) oraz

zbidr przej$é z pewnych stanéw do innych; zaktada sie

przy tym, ze kazdy ciag dozwolonych przej$¢ ma diugosé

skonczong. Dwaj gracze na przemian wykonuja ruchy od

stanu do stanu; gracz, ktéry nie moze wykonaé¢ ruchu,

przegrywa. (Rozwazane w tym zadaniu gry G n, G’y naleza

do tej kategorii).

Mamy wiec do czynienia z grafem skonczonym, w ktérym

pewne pary wierzchotkéw (stanéw gry) sa poltaczone

skierowanymi krawedziami i nie ma zamknigtych cykli

(,kazdy ciag przej$¢ ma dlugosé skonczong”). Wystarczy

wykazaé, ze da sie pokolorowaé wszystkie wierzchotki takiego

grafu dwoma kolorami (zielony, czerwony) tak, by byly

spelnione nastepujace warunki:

e kazdy punkt, z ktérego nie wychodzi zadna strzatka, jest
czerwony;

e 7 kazdego punktu zielonego wychodzi co najmniej jedna
strzatka do punktu czerwonego;

e 7 kazdego punktu czerwonego wszystkie strzalki prowadza
do punktéw zielonych.
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522. Wyznaczy¢ wszystkie piatki liczb pierwszych a, b, ¢, d, p, spelniajace réwnanie (%)2 — (ﬁ)2 =p.

Przebieg gry — to naprzemienne przechodzenie po strzatkach
od wierzchotka do wierzchotka. Gracz znajdujacy si¢

w punkcie zielonym (jesli do niego nalezy wykonanie ruchu)
ma strategie zwycieska — wystarczy, zeby stale lokowat
przeciwnika w pozycji czerwonej. Gracz znajdujacy si¢

w punkcie czerwonym, przy prawidtowej grze przeciwnika,
przegrywa.

Dowdd istnienia takiego pokolorowania biegnie przez tatwa
indukcje wzgledem liczby wierzchotkéw. Start oczywisty
(graf jednowierzchotkowy). Krok indukcyjny: mamy
dowolny skonczony graf skierowany bez cykli; usuwamy
dowolny wierzchotek, do ktérego nie dochodzi zadna
strzatka (musi taki istnied!) wraz z wychodzacymi z niego
krawedziami; pozostate punkty malujemy dwoma kolorami
zgodnie z postawionymi warunkami (zalozenie indukcyjne);
przywracamy usuniety punkt wraz z jego strzatkami i —

w zaleznosci od tego, czy cho¢ jedna z tych strzalek trafia
w punkt czerwony, czy nie — malujemy éw punkt na zielono
lub na czerwono.

Z istnienia takiego pokolorowania wynika, ze w kazdej

grze, o jakiej mowa w tej Uwadze, przy kazdym stanie
poczatkowym jeden z graczy ma strategie zwycieska.

522. Zal6ézmy, ze liczby pierwsze a, b, c,d, p spelniaja zadane
rOwnanie

(1) a’d® — b’ = pb*d®.

Gdyby liczby b i d bylty rézne, z réwnania (1) wynikatoby,
ze bla, czyli b = a; wtedy jednak p =1 — (¢/d)* < 1,
sprzecznosé. Zatem b = d, i rownanie wyglada tak:

(2) a® — & = pb°.

Przypu$émy, ze ¢ > 2; wowczas liczby (pierwsze) a i ¢ sg
nieparzyste, réznica ich kwadratéw dzieli si¢ przez 8, wiec
p="0=2;jednak a® —c* > (c+2)* —® =4c+4 > 8.
Zatem c¢ = 2, a réwnanie (2) przepisujemy jako

(a — 2)(a + 2) = pb?. Czynniki lewej strony sa wzglednie
pierwsze, skad wniosek, ze jeden z nich dzieli sie przez bZ.
Daje to alternatywe trzech uktadéw réwnan:

a—2=1 a—2=p a—2="b

{a+2:pb2 {a+2:b2 a+2=p.
Pierwszy uktad natychmiast prowadzi do sprzecznosci. Drugi
daje réwnanie b* = p + 4, czyli p = (b — 2)(b + 2), wiec b= 3,
p=>5, a=7. Trzeci uktad implikuje réwnosci a = b* + 2,
p = b? + 4. To maja by¢ liczby pierwsze, przy tym wicksze
od 5, wiec niepodzielne przez 3, co ma miejsce jedynie dla
liczby pierwszej b = 3. Stad a = 11, p = 13. Znalezione piatki
(a,b,¢,d,p) = (7,3,2,3,5) oraz (11, 3,2, 3,13) spelniaja
réwnanie (1) i sa jego jedynymi rozwiazaniami.



i Patrz w niebo

] ) ) Od niemal 20 lat wiadomo, ze kilka gwiazd (Wega — alfa Lutni, Fomalhaut — alfa
Rozwigzanie zadania F 676. . . . . . . .
Na rysunku pokazane sa sity dziatajace  RyDY Poludniowej, beta Pictoris (Malarza)) jest otoczonych przez wielkie pytowe
na ksigzke”: dwie sily cigzkosci mg dyski. Pyl dysku chwyta promieniowanie swojej gwiazdy, po czym pozbywa sie

energii emitujac ja w podczerwieni, ktéra sie obserwuje. Dyski te sa znacznie

| wieksze od naszego Ukladu Stonecznego i przypuszcza sie, ze w przysztosci
powstang z nich uklady planetarne. Niedawno jednak wokdél zety Leporis
(Zajaca), gwiazdy o masie dwoch Stone, typie A3 i jasnosci 15 Stofic (lezy ona
w odleglosci 20 pc), odkryto pylowy dysk o promieniu w przyblizeniu 6 j.a.,
a tyle ma pas planetoid obiegajacych Stonce. Tymczasem taki dysk wlasciwie
nie ma prawa istniec.

plytek, i dwie sity reakcji ktody N.

Mianowicie kazda czastka pyhlu obiegajaca gwiazde, w zasadzie zgodnie

z prawami Keplera, doznaje oporu ze strony strumienia promieniowania wtasnej
gwiazdy. Gwiazda wprawdzie o$wietla czastke .z boku”, ale jej predkosé
powoduje, ze fotony trafiaja pylek nieco bardziej od przodu (jest to tzw. efekt
Poyntinga— Robertsona, bedacy w gruncie rzeczy skutkiem aberracji $wiatla).

Warunek réwnowagi dla skladowych Dla duzych cial opdr taki jest bez znaczenia, natomiast dysk pylowy pod jego
pionowych sit: wplywem powinien w ciagu 20 000 lat opasé¢ na gwiazde. Wynika z tego, ze pyt
2mg — 2N cosor = 0, woké! zety Leporis musi sie jako$ odnawiaé, np. wskutek zderzen wiekszych
oraz dla momentéw sil wzglgdem osi obiektéw. Zapewne w taki réwniez sposéb produkowany jest nieustannie pyt
przechodzace] przez punkt A: w Ukladzie Stonecznym, ktéry to pyt zgromadzony w plaszczyznie ekliptyki
NRtgo — mr;é cosar = 0. wida¢ jako tzw. $wiatto zodiakalne. Zeta Leporis jest gwiazdg mtoda, jej

Podstawiajac | = 4R otrzymujemy wiek ocenia si¢ na co najwyzej 400 mln lat. Jezeli planety wokoét niej dopiero
réwnanie: powstaja, to pyl powinien by¢ ubocznym produktem tego procesu, jako skutek
tg’a+tga—2= zderzen bryl formujacych planety. Jezeli planety (ktérych nie widaé) sa tam juz

=(tga—1)(tg? a +tga +2) =0,

ktérego rozwigzaniem jest a = 45°, zatem

gotowe, to pyt musi pochodzi¢ ze zderzen drobniejszych obiektow, ktére teraz
oktadii keigski w polozenta téwnowagi raczej rozbijaja sie, a nie zleplaj%. W sumie, bad.acze t}merdzad, Z€e CO /by nie l)ylo,
tworza, kat prosty. to pylowy dysk przy zecie Leporis wyglada tak, jak moégltby wyglada¢ ,nasz” pas
planetoid w czasie, gdy Uklad Stoneczny mial zaledwie 100 mlin lat.

Tomasz KWAST

Wrzesien

Labedz, jeden z duzych i charakterystycznych dla lata gwiazdozbioréw,
wieczorem we wrzesniu jest juz wyraznie blizej zachodu. Tak samo jak

jego najjadniejsza gwiazda, Deneb, nazywa sie tez epsilon Delfina, malego
gwiazdozbioru potozonego na potudnie od FLabedzia. Stowo to z arabskiego
oznacza ogon i pasuje do obu gwiazdozbioréw. Gamma Delfina nie ma nazwy
wlasnej, za to jest gwiazda podwdjna o sktadnikach silnie rézniacych si¢ barwa,
co mozna dostrzec juz w niewielkiej lunecie. Skladnik jasniejszy (4,49 mag) jest
typu widmowego K1, czyli jest duzo chlodniejszy od Stornca, a wigc czerwony,
skladnik za$ stabszy (5,47 mag) jest gwiazda duzo goretsza typu F7. Caly uklad
znajduje si¢ w odleglosci 45 pc.

Wenus (w Lwie) i Mars (w Pannie) sg praktycznie niewidoczne z powodu
bliskosci Stonca, ktére jest miedzy nimi. Jowisz jest w Wadze i widaé go po
zachodzie Stonca, a Saturn na granicy Raka i Lwa, przez co widaé go przed
switem. Pelnia Ksiezyca wypada 7 IX i nastapi wtedy jego czesSciowe zaCmienie
z maksymalna faza okoto godz. 20. Néw Ksiezyca bedzie 22 IX i nastapi

wtedy obraczkowe zaé¢mienie Stonca, widoczne od Gujany do poludniowego
Atlantyku. Ksiezyc dwukrotnie zakryje Antaresa: 1 IX (zakrycie widoczne bedzie
w Australii i na samym poludniu Ameryki Poludniowej) oraz 28 IX (widoczne
od wschodniego kranca Afryki do Nowej Zelandii). Ksiezyc zakryje tez Spike
24 IX, co zobacza mieszkancy Poludniowej Ameryki. Zaczyna sie jesien: 23 IX
nastapi réwnonoc jesienna, a wiec dni beda odtad juz krétsze od nocy.
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Klopoty z wartoscig oczekiwang (II) Rafat SZTENCEL *

p1+p2t+p3=1f=——=g
Patp3f == 4—"0
1
P3p==q--- '1I'—|
1 1 1
st T2 T3
1
I
I
1
1
1
a 1

*Instytut Matematyki Uniwersytetu
Warszawskiego

W tym odcinku pokazemy, jak mozna oblicza¢ warto$¢ oczekiwana zmiennej
losowej X, majac do dyspozycji jej dystrybuante F. Najpierw zatozymy dla
wygody, ze X jest nieujemna. Niech

Gt)=P(X>t)=1-F(¢).
Funkcje G nazywamy ogonem zmiennej losowe;j.

Przypus$émy, ze rozktad X jest niezwykle regularny i istnieje ciagla, ograniczona
gesto$é g. Wtedy

Gt)=P(X >t)= / g(s)ds,
¢
zatem na mocy podstawowego twierdzenia rachunku catkowego G'(t) = —g(t).

Do standardowego wzoru na warto$é¢ oczekiwana zastosujemy calkowanie przez
czescei:

EX = /0 xg(z)dx = —xG(m)}O —l—/o G(z)dz.
Ale 0- G(0) = 0, ponadto
xG(x) :z/ g(s)ds g/ sg(s)ds,

Jedli zatem E X istnieje, to catka fooo sg(s)ds jest zbiezna, wiec

zhﬁn;o oosg(s)ds =0,
a stad ’
zlin;o xG(x) = 0.
Ostatecznie
(%) EX = /OOOG(z)da: = /OOOP(X > t)dt.

Funkcja podcatkowa jest nierosnaca i prawostronnie ciagta, wobec tego ma co
najwyzej przeliczalnie wiele punktéw nieciagloéci, a to oznacza, ze na kazdym
przedziale ograniczonym jest calkowalna w sensie Riemanna. Mozna wigc
ostatecznie obliczy¢ wartosé oczekiwana zmiennej losowej, unikajac catki
Lebesgue’a, uwazanej w pewnych kregach za trudna, o czym $wiadczytyby
ponawiane co pewien czas proby eksmisji tej procedury catkowania na wyzsze
lata uniwersyteckich studiéw matematycznych.

Warto w tym miejscu podkreslié, ze bynajmniej nie udowodniliémy wzoru ().
Nie mamy przeciez porzadnej definicji wartosci oczekiwanej. Pokazalismy tylko,
ze arbitralnie wprowadzony wzor z gestoscig po przeksztalceniu nagle zaczyna
mie¢ sens dla wszystkich rozkladéw prawdopodobienstwa. Mogliémy réwnie
dobrze zaczaé od rozkladéw dyskretnych: niech P(X =x;) =p;, i =1,2,...,n,
0<z1 <2< ...<2p. Teraz

EX =xp1 +xop2 + ...+ Tppp =
=zi(pr+...+pn)+(@2—x1)P2+ ...+ pn)+ .o+ (T — Tpe1)pn =

= [ P(X >t)dt.
0

Oto typowe zastosowanie wzoru (*): niech X ma rozklad jednostajny

na przedziale [0, 1] i niech a € (0,1). Obliczymy F max(X,a). Rozklad tej
zmiennej losowej nie jest ani dyskretny, ani ciagly.

Jak wida¢, Emax(X,a) =a + 3(1 —a)%

Wzér () jest uzywany nie tylko w rachunku prawdopodobienistwa. W hydrologii
stosuje sie go do obliczania $redniej glebokosci jeziora, a tym samym — jego
objetosci. Wystarczy bowiem zinterpretowaé¢ G(t) jako stosunek powierzchni
zamknietej przez poziomice —t metréw do powierzchni jeziora.

W nastepnym odcinku zobaczymy, jak przenies¢ wzér (x) na dowolne zmienne
losowe.
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limpiada

Zadania 1 stopnia
Olimpiady Fizycznej, Astronomicznej i Matematycznej
oraz Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw
2006 /2007

LVI OLIMPIADA FIZYCZNA
ZADANIA ZAWODOW I STOPNIA

Rozwigzania zadan I stopnia nalezy przesytaé¢ do Okregowych Komitetéw Olimpiady Fizycznej w terminach: cze$¢ I — do 25 pazdziernika
br., cze¢sé IT — do 15 listopada br.. O kwalifikacji do zawodéw II stopnia bedzie decydowaé¢ suma punktéw uzyskanych za rozwigzania zadan
czescei Ii I1. Szczegdly dotyczace regulaminu oraz organizacji Olimpiady mozna znalezé w broszurze i na afiszu rozestanych do szkét érednich oraz

na stronie internetowej http://www.kgof.edu.pl

CZESC 1 (termin wysylania rozwiazan — 25 pazdziernika 2006 r.)

Uwaga: Rozwigzania zadan nalezy zamiesci¢ w kolejnosci zgodnej z ich numeracja. Wszystkie strony pracy powinny by¢ ponumerowane. Na
kazdym arkuszu nalezy umiesci¢ nazwisko i imi¢ oraz adres autora pracy. Na pierwszym arkuszu pracy dodatkowo nalezy poda¢ nazwe, adres

szkoty i klase oraz nazwisko i imi¢ nauczyciela fizyki.

Podaj i krétko uzasadnij odpowiedz. Za kazde z 15 zadan mozna otrzymaé maksimum 4 punkty.

1. Wewnatrz sfery (powloki kulistej o bardzo matej
grubosci) o promieniu R i masie M znajduje si¢ sfera

o promieniu R/2 i masie M /8. Sfere puszczono bez
predkosci poczatkowej z réwni pochytej o wysokosci h (patrz

rysunek 1, przedstawiajacy chwile poczatkowa), gdzie h > R.

Nastepnie wyjeto z niej mniejsza sfere i puszczono doktadnie
w taki sam sposob jak poprzednio. W ktérym przypadku
predkosé u podstawy réwni byta wicksza?

Pomin opér powietrza i tarcie toczne. Ani miedzy sferami,
ani miedzy wigkszg sferg a réwnig nie wystepuje poslizg.
Sfery nie sg ze sobg potaczone.

Rys. 1

2. Przez nieruchoma belke o przekroju kotowym
przewieszona jest cienka, wiotka i nierozciagliwa linka

o zaniedbywalnej masie. Jedna czwarta powierzchni belki
jest szorstka (wspolczynnik tarcia liny o te cze$é belki jest
réwny 1), a pozostata — §liska (wspélczynnik tarcia liny

o0 te czesé belki jest réowny 0). Do jednego koiica liny jest
przymocowany ciezarek o masie mg. Gdy szorstka czesé
belki znajduje sie w najwyzszym mozliwym potozeniu, to
maksymalny ciezar przymocowany do drugiego konca belki,
przy ktérym uktad pozostaje w réwnowadze, ma mase
réwna mi (patrz rys. 2a). Jaki maksymalny ciezar, przy
ktérym uktad pozostaje w réwnowadze, mozna powiesié¢

na drugim koricu liny, jesli belka zostanie obrécona o kat 45°
w stosunku do poprzedniego polozenia (patrz rys. 2b)?

O$ belki jest w obu przypadkach pozioma, a cala lina
znajduje sie w plaszczyznie prostopadtej do tej osi.

Rys. 2



3. Na jednej szalce wagi stoi naczynie z woda. W wodzie
zanurzony jest kamien, zwisajacy ze statywu, ktorego
podstawa znajduje si¢ poza szalka (patrz rysunek 3). Obok
naczynia, na tej samej szalce, znajduje si¢ torba z cukrem.
Na drugiej szalce wagi sa odwazniki. Poczatkowo waga jest
w réwnowadze. Co si¢ stanie po wsypaniu cukru do wody

i rozpuszczeniu sie go?

A

cukier
— NS 42— 0000000

Rys. 3

4. Dzieci siedza na obwodzie spoczywajacej karuzeli.
Moment bezwladnosci karuzeli wraz z dzieémi (wzgledem

osi obrotu karuzeli) jest réwny I = 180kg - m?. W chwili
poczatkowej pies Azor stoi na karuzeli obok swojego
wlasciciela Adasia. Po chwili Azor przeskakuje do sgsiedniego
dziecka, potem do nastepnego itd., az w koncu dociera
znowu do Adasia. Oblicz kat ¢k, o jaki karuzela obrocita

sie wzgledem trawnika.

Przyjmij, ze Azor znajdowal si¢ stale w odlegltosci r = 2m
od osi karuzeli, a jego masa m = 10kg. Pomin tarcie i opér
powietrza.

5. Stworzono nowsa, konkurencje ptywacko-biegowa: nalezy
dostaé sie z punktu A do odleglego od niego o d = 3600 m
punktu B w jak najkrétszym czasie, przy czym mozna

si¢ poruszaé¢ po dowolnym torze. Oba te punkty znajduja

si¢ w wodzie w odlegtosci A = 1000 m od prostoliniowego
brzegu. Pewien zawodnik biega zawsze z predkoscia v,

a w wodzie plywa zawsze z predkoscia vw = v1/2 (to bardzo
dobry plywak, a zty biegacz). Jaka taktyke powinien przyjaé
zawodnik: ptynaé do brzegu (jesli tak, to pod jakim katem?),
biec po ladzie, a potem plynaé¢ do punktu B, czy ptynaé
wprost do punktu B?

Pomin czas potrzebny do wejécia do wody i do wyjscia

7 niej.

6. Cienki, masywny pret umocowany jest na niewazkiej osi
przechodzacej przez jego $rodek masy i tworzacej z pretem
kat «. Pret obraca sie ze stala predkoscia katowa w wokot

tej osi. W pewnym momencie o§ peka i dalej pret porusza sie
swobodnie. Opisz dalszy ruch preta. Grawitacje pomijamy.

7. Trzy metalowe przedmioty (o bardzo duzym
przewodnictwie cieplnym): kule, szescian oraz walec

o promieniu podstawy R i dlugosci 2R, do ktérego podstaw
przymocowane sa dwie pétkule o promieniu R (patrz rys. 4),
znajduja sie w prézni, w tej samej (duzej) odlegtoscei od
Stonca, ale daleko od siebie. Dwie Sciany szescianu oraz

0s$ walca sg prostopadte do kierunku przedmiot — Storice.
Przedmioty zachowujg sie jak ciala doskonale czarne

i sa w rownowadze termodynamicznej. Ktéry z nich ma
najwyzsza, a ktéry najnizsza temperature?

Rys. 4

8. Mleko zostalo nalane do naczynia w ksztalcie stozka,
ktérego podstawa znajduje sie u dotu. Po pewnym czasie
mleko rozdzielito si¢ na dwie czeéci — Smietane na goérze

i reszte mleka na dole. Czy ci$nienie na dno naczynia
wzrosto, zmalato, czy tez nie zmienito sig?

Przyjmij, ze rozdzial faz nie zmienia catkowitej objetosci.

9. Maty klocek potozono wewnatrz nieruchomej, kulistej
czaszy o promieniu R, w miejscu, w ktérym kat nachylenia
powierzchni w stosunku do poziomu jest réwny oo = 50°
(patrz rys. 5). Wspdlczynnik tarcia klocka o czasze jest
rowny p = 1. W ktérym miejscu klocek si¢ zatrzyma? Pomin
opér powietrza i uwzglednij, ze w rozpatrywanym przypadku
w kazdej chwili ruchu v* < gR, gdzie v jest predkodcia
klocka, a g — przyspieszeniem ziemskim.

Rys. 5

10. Metalowa struna gitarowa o dtugosci L = 0,65 m

drga z czestotliwoscia f = 300 Hz. Jest to jej podstawowy
mod drgan. Amplituda drgan w srodku struny jest

réwna A = 5mm. Plaszczyzna drgan jest prostopadtia

do pola magnetycznego Ziemi, ktérego indukcja w tym
miejscu wynosi B = 50p T. Oblicz maksymalng site
elektromotoryczng wyindukowang miedzy koncami struny.
Przyjmij, ze struna jest wiotka.

Wskazéwka: Pole S pod sinusoidg o réwnaniu
y(x) = asinmz/l, x € [0, I] jest réwne a2l /.

11. Samochéd osobowy porusza si¢ bez poslizgu. Jaka czesé
jego energii kinetycznej stanowi energia kinetyczna ruchu
obrotowego két? Przyjmij, ze masa jednego kota jest rowna
1/50 catkowitej masy samochodu, a pozostale niezbedne
parametry oszacuj.

Pomin energi¢ kinetyczng ruchu obrotowego elementdw
silnika i uktadu przeniesienia napedu.

12. Cztery jednakowe oporniki, kazdy o oporze R, sa
potaczone ,w kwadrat”. Do wierzchotkéw kwadratu
podlaczony jest prad czterofazowy, tzn. napiecie

na wierzchotku o numerze i (i = 1,2, 3,4) jest dane wzorem

U; = Up cos(wt + 7i/2).
Jaki powinien byé¢ opér r kazdego z opornikéw potaczonych
w ,gwiazde”, aby wydzielana moc byta réwna mocy
wydzielanej w przypadku ,kwadratu” (patrz rys. 6)?

2

Rys. 6

13. Ramka z przewodnika o ksztalcie bedacym brzegiem
dwdch sgsiednich $cian czworoscianu foremnego o boku a
znajduje si¢ w stalym, jednorodnym polu magnetycznym
o indukcji B. Pole magnetyczne jest prostopadte do tych
krawedzi czworoscianu, ktére nie wchodza w sktad

ramki (patrz rys. 7). Wzdtuz przewodnika ptynie prad



o natezeniu I. Oblicz site¢ oraz moment sity (wzgledem
$rodka czworoscianu) dziatajace na ramke.

Rys. 7

14. Trzy elementy elektryczne: AB, BC i CD (patrz rys. 8)

podlaczono szeregowo do zrédia pradu. Woltomierzem

o bardzo duzym oporze wewnetrznym zmierzono napiecia

skuteczne miedzy poszczegdlnymi punktami, otrzymujac:
Uap =1V, Upc =1V, Ucp =1V oraz Uap =1V.

Gdy uktad jest odlaczony od zrédia pradu, zmierzone
napiecie skuteczne miedzy wymienionymi punktami

jest kazdorazowo réwne 0. Jak to mozliwe? Podaj
przykladowy uktad, realizujacy taka sytuacje.

*— AB . BC * CD [——=
A B C D
Rys. 8

15. Czgsciowo wypelniona woda butelke zawieszono

na dlugiej nici. Butelka swobodnie waha si¢ wraz

z nicia, a maksymalny kat jej odchylenia od pionu

wynosi a. Niech 8 bedzie katem, jaki wzgledem poziomu

tworzy powierzchnia wody w chwili maksymalnego

odchylenia wahadta. Ktéry z przypadkow zachodzi:
a)f>a, b)f=a cy c)f<a?

Rozpatrujemy chwile po wyttumieniu szybkich drgan wody

wewnatrz butelki.

CZESC II (termin wysylania rozwigzan — 15 listopada 2006 r.)

Uwaga: Rozwiazanie kazdego zadania powinno by¢ napisane na oddzielnym arkuszu papieru podaniowego. Na kazdym arkuszu nalezy
umiesci¢ nazwisko i imie oraz adres autora pracy, a takze nazwe, adres szkotly i klase oraz nazwisko i imie¢ nauczyciela fizyki. Do pracy

nalezy dotlaczy¢ koperte zaadresowana do siebie.

ZADANIA TEORETYCZNE

Za kazde z trzech zadan mozna otrzymaé maksimum 20 punktéw.

T1. Rozwazmy nastepujacy model ruchu drogowego:
wszystkie samochody jada z ta sama predkoscig v po
jednym pasie. Kazdy kierowca jedzie w takiej odlegtosci od
poprzedniego samochodu, ktéra gwarantuje mu bezpieczne
zatrzymanie sie w przypadku, gdyby poprzednik nagle
zatrzymal si¢ w miejscu.

Znajdz, jak zalezy od v liczba samochodéw mijajacych
w jednostce czasu dany punkt. Dla jakiej predkosci ta liczba
jest najwigksza?

Przyjmij, ze wszystkie samochody maja te samg dlugoséé

lo = 5m, czas reakcji kazdego kierowcy wynosi t, = 0,8 s

a droga hamowania jest okre$lona przez wspétczynnik tarcia
opon o jezdni¢ réwny p = 0,7.

T2. W srodku kulistego klosza o $rednicy D = 40 cm
$wieci lampa o mocy P = 13 W promieniujaca izotropowo
$wiatto o dlugosci fali A = 0,5 um. Z odlegtoséci I = 3m
(liczac od érodka klosza do obiektywu) zrobiono kloszowi
zdjecie aparatem fotograficznym o ogniskowej f = 10 mm
i przestonie ($rednicy obiektywu) d = f/2,8. Ile fotonéw
wpadto do aparatu fotograficznego, jesli czas otwarcia
migawki wynosit T'= 1/60s? Pr6cz lampy nie ma innych
zrodel swiatta i przedmiotéw je odbijajacych, a sprawnosé
lampy wraz z kloszem wynosi s = 10%. Rozklad katowy
$wiatla wylatujacego z klosza jest taki, jak rozklad katowy
promieniowania ciata doskonale czarnego.

Przyjmujac, ze byl to cyfrowy aparat fotograficzny

o prostokatnej matrycy o rozmiarach a = 5,76 mm

na b = 4,29 mm sktadajacej sie z N = 4 mln rownomiernie
roztozonych elementéw swiattoczulych, oblicz, ile fotondéw
wpadto do jednego z tych elementéw swiattoczulych,

na ktérych utworzyt sie obraz klosza. Sumaryczna
powierzchnia elementéw $wiatloczutych jest réwna potowie
powierzchni matrycy.

Rachunki wystarczy przeprowadzi¢ z dokladnoscia 20%.

T3. W chwili ¢t = 0 w metalowym naczyniu znajdowala sie
woda o masie my = 0,25 kg i temperaturze Ty = 0°C.

Stwierdzono do$wiadczalnie, ze dla t > 0 zaleznosé
temperatury wody od czasu t jest w tym przypadku
w bardzo dobrym przyblizeniu dana wzorem

T =e  (To — Tot) + Tot,
gdzie A =2-107*s™ !, T, = 20°C.

Podaj zalezno$é¢ temperatury wody od czasu (wraz

z liczbowymi warto$ciami parametréw) w przypadku,
gdyby w chwili ¢ = 0 w naczyniu znajdowala si¢ mieszanina
mw = 0,25 kg wody i mr = 0,25 kg lodu o temperaturze Tp.

Zakladamy, ze w tej drugiej sytuacji warunki zewnetrzne sg,
doktadnie takie same jak w pierwszej.

Metal, z ktérego wykonano naczynie, bardzo dobrze
przewodzi cieplo. Kazdorazowo po napelnieniu naczynie jest
zamykane (ale nie hermetycznie). Ci$nienie w jego wnetrzu
jest réwne ci$nieniu normalnemu. Wewnatrz naczynia jest
obracajace si¢ mieszadetko, ale prace wykonywang przez

nie mozemy zaniedbaé¢. Pojemnosé cieplna naczynia wraz

z powietrzem zawartym w jego wnetrzu oraz mieszadetkiem
i termometrem jest zaniedbywalnie mala.

Ciepto wlasciwe wody jest réwne ey = 4,2kJ - kg 'K~ 1,
ciepto topnienia lodu ¢ = 334 kJ - kg~!, ciepto wlasciwe lodu
cr =2,1kJ kg™t K71,



ZADANIA DOSWIADCZALNE

Przestaé nalezy rozwigzania dwéch (i tylko dwéch) zadan dowolnie wybranych z trzech podanych zadan

doswiadczalnych. Za kazde zadanie mozna otrzymaé maksimum 40 punktéw.

D1. Masz do dyspozycji:
e silnik elektryczny pradu statego,

e plastikowy, drewniany lub metalowy walec o érednicy
1+ 2cm, z otworem umozliwiajacym osadzenie walca
na osi silnika (patrz uwagi),

e nitke,
e niewielki cigezarek,
e kilka réznych opornikéw o oporze z zakresu 1+ 1062,

e przewody i zaciski umozliwiajace polaczenie elektryczne
opornikéw z silniczkiem,

e tasme miernicza,

e komputer wyposazony w karte dzwickowa z mikrofonem
umozliwiajacg rejestrowanie dzwieku,

e oprogramowanie umozliwiajace wyznaczanie odstepéw
czasowych pomiedzy rejestrowanymi sygnatami
dzwigkowymi.

Traktujac wirnik silnika pradu stalego jako ramke
przewodzaca w polu magnesu statego, wyznacz opor
elektryczny (rezystancje) wirnika silnika wraz z oporem
stykéw komutatora.

Uwagi:

1. Do doswiadczenia wybierz typowy silnik pradu stalego
stosowany w zabawkach, silnik modelarski lub silnik
napedzajacy magnetofon kasetowy. Silnik nie moze by¢
wyposazony w uktady elektroniczne stabilizujace predkosé
obrotows.

2. Walec (patrz rysunek) nalezy zamocowaé w taki sposéb,
aby nie §lizgal sie po osi silnika i nie wibrowal podczas
obrotéw.

3. Jako oprogramowanie umozliwiajace wyznaczenie
odstepéw czasowych mozesz np. wykorzystaé rejestrator
dzwieku dostarczony z systemem operacyjnym
komputera.

korpus silnika

oS silnika

D2. Masz do dyspozycji:

e zaréwke o napieciu znamionowym 6 + 6,3V i pradzie
znamionowym z zakresu 0,2 + 0,3 A,

e woltomierz napiecia statego,
e amperomierz pradu staltego,

e zasilacz napiecia statego regulowany w zakresie 0 + 4V lub
bateri¢ 4,5V z opornikiem o regulowanej opornosci,

v

e przewody elektryczne, zaciski itp. elementy umozliwiajace
zestawienie obwodu elektrycznego,

e papier milimetrowy.

1. Wyznacz zaleznosé¢ mocy Py pobieranej przez zaréwke
od temperatury wiékna zaréwki. Odpowiednie pomiary
wykonaj dla natezenia pradu nieprzekraczajacego 60%
pradu znamionowego.

2. Zachowujac ostroznosé, sttucz banke zaréwki, nie
naruszajac wtokna. Najlepiej zrobi¢ to, uzywajac imadta.
Ze wzgledow bezpieczenstwa zaréwke nalezy wczedniej
owing¢ np. kawatkiem papieru lub folii plastikowe;.
Nastepnie wyznacz zalezno$¢ mocy P pobieranej przez
wlékno od jego temperatury. Odpowiednie pomiary
wykonaj dla natezenia pradu nieprzekraczajacego 60%
pradu znamionowego.

3. Korzystajac z uzyskanych danych eksperymentalnych,
wyznacz zalezno$é stosunku mocy P/Py od temperatury
wlbkna zaréwki. Wyjasnij, dlaczego P r6zni sie od Pp.

Przyjmij, ze opér widkna zaréwki R jest liniows funkcja
temperatury:

R(T) = Ro(l + OCR(T - 710))7
gdzie T' — bezwzgledna temperatura wiékna, natomiast

Ry — opér widkna w temperaturze pokojowej To. Przyjmij
ar=4,5-10"3K™!, T, = 295 K.

D3. Masz do dyspozycji:

e kubki styropianowe do goracych napojow,

e blache aluminiowa o blyszczacej powierzchni,

e narzedzia do ciecia i obrobki blachy,

e czarng farbe wodoodporna (najlepiej w sprayu)
e wode,

e lodéwke z zamrazalnikiem,

e zlewke o niewielkiej pojemnosci ze skala objetosci lub duza
strzykawke,

e zegarek z sekundnikiem,
e linijke,
e katomierz,

e niewielkie przedmioty (np. plastikowe nakretki do butelek),
ktore moga stuzy¢ jako podpérki lub podstawki.

Wyznacz moc promieniowania stonecznego padajacego

na powierzchnie 1 m? ziemi w stoneczny dziei w godzinach
pomiedzy 11%° a 13°°. W rozwiazaniu zadania podaj
dokladna date, czas rozpoczecia i zakoriczenia pomiaréw oraz
nazwe miejscowosci, w ktorej przeprowadzono doswiadczenie.

Przyjmij, ze cieplo topnienia lodu wynosi L = 330000 J/kg.
Przyjmij réwniez, ze aluminiowa blacha pomalowana czarng
farba absorbuje 95%, natomiast blacha niepomalowana —
15% padajacego na nig promieniowania stonecznego.



PIERWSZA SERIA

1. W potowie XIX wieku niemiecki lekarz Julius Robert

von Mayer (1814-1878) wysunal hipoteze, ze zrédtem
energii stonecznej moga by¢ nieustannie spadajace na Stonce
meteoroidy, ktérych energia kinetyczna jest przeksztatcana
w energie cieplna.

Przyjmujac, ze poczatkowo owe hipotetyczne meteoroidy
znajduja si¢ bardzo daleko od Stonca oblicz:

1) Ile musialaby wynosi¢ laczna masa meteoroidéw
opadajacych na powierzchnie Stonca w ciggu sekundy,
aby zapewnié¢ obserwowang moc promieniowania Storica
L, =3,83-10*° W?

2) Jak ten hipotetyczny proces produkcji energii wptynatby
na dlugosé roku?

Potrzebne dane znajdZ samodzielnie.

2. Zmiana rozmiaréw katowych ciata niebieskiego
poruszajacego si¢ ze znana predkoscig radialng pozwala
obliczy¢ jego odlegto$é od obserwatora. Metoda taka moze
by¢ stosowana do wyznaczania odlegtosci bliskich cial, jesli
odpowiednia zmiana rozmiaréw katowych jest mierzalna.

Wyprowadz wzér na poczatkows odlegtos¢ d ciata o srednicy
katowej aio, oddalajacego sie od obserwatora ze stala
predkoscia vy, co powoduje, ze po czasie t jego $rednica
katowa zmniejszy si¢ do wartosci .
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3. W jednej z préb oszacowania odlegtosci do gwiazd
(zaproponowanej w XVII wieku przez Jamesa Gregory’ego)
przyjeto, ze wszystkie gwiazdy maja taka sama jasnosé
absolutna, réwna jasnosci absolutnej Stonca. Stosujac to
zalozenie Izaak Newton oszacowal odlegtosé do Syriusza
poréwnujac jasnosci wizualne Syriusza i Saturna
o$wietlanego przez Stonice, poniewaz nie bylo mozliwe
bezposrednie poréwnanie jasnosci Stonca i Syriusza.

Sprébuj powtérzyé te oszacowania. Przedyskutuj jakie moga
by¢ przyczyny réznicy miedzy tak uzyskana odlegtoscia a jej
wartoscig faktyczna.

Przyjmij, ze:
e odleglo$é Saturna od Stonca a = 9,5 AU,
e srednica Saturna d = 1,2 - 10° km,

e jasno$é obserwowana Saturna (w opozycji)
m = —0,1 magnitudo,
® jasnos¢ obserwowana Syriusza mg = —1,43 magnitudo.
4. Przyjmuje sie w przyblizeniu, ze obrazy Storica i Ksiezyca
wytworzone przez obiektyw o ogniskowej f maja Srednice

d = f/100. Przedyskutuj doktadnos$é takiego przyblizenia.
Potrzebne dane liczbowe wyszukaj samodzielnie.

ZADANIA OBSERWACYJNE

Rozwigzanie zadania obserwacyjnego powinno zawierac:
dane dotyczgce przyrzqdow uzytych do obserwacyi

i pomiarow, opis metody i programu obserwacyi,
standardowe dane dotyczqce przeprowadzonej obserwacyi
(m.in. date, czas, wspdlrzedne geograficzne, warunki
atmosferyczne), wyniki obserwacji i ich opracowanie oraz
ocene doktadnosci uzyskanych rezultatow. W przypadku
zastosowania metody fotograficznej nalezy dolgczyé
negatyw lub odpowiedni wydruk komputerowy — materialy
przestane na nosnikach elektronicznych nie bedg
oceniane.

1. Wykonaj dwie fotografie Ksigzyca — jedng w okolicy
perygeum, a druga w okolicy apogeum jego orbity.
Przyjmujac, ze promien Ksiezyca wynosi 1738 km,
wyznacz odlegtosé Ziemia — Ksiezyc w momencie
wykonywania zdjec.

2. W okresie aktywnosci ktorego$ ze znanych rojow
meteoréw zrob zdjecie sladu meteoru i dokonaj
identyfikacji obszaru nieba wokél uchwyconego przelotu.

3. Jako rozwiazanie zadania obserwacyjnego mozna
réwniez nadestaé¢ opracowane wyniki innych wtasnych
obserwacji prowadzonych w ostatnim roku.

Rozwiagzanie jednego zadania obserwacyjnego nalezy nadestaé wraz z rozwigzaniami drugiej serii
zadan zawodow I stopnia — do dnia 13 listopada 2006 r.

INFORMACJE REGULAMINOWE

1. Olimpiada Astronomiczna jest organizowana dla uczniéw
szk6t ponadgimnazjalnych.

2. Zawody olimpiady sa tréjstopniowe. W zawodach

I stopnia (szkolnych) kazdy uczestnik rozwiazuje dwie serie
zadan, w tym zadanie obserwacyjne. Rozwiazywanie zadan
zawodéw II stopnia i III stopnia odbywa sie w warunkach
kontrolowanej samodzielnosci.

3. W pierwszej serii zadan zawodéw I stopnia nalezy
nadestaé, do 9 pazdziernika 2006 r, rozwigzania 3 zadan

\")

dowolnie wybranych przez uczestnika sposréd zestawu
zawierajacego 4 zadania.

4. Uczniowie, ktérzy przysla rozwigzania zadan pierwszej
serii otrzymajg do konca pazdziernika biezacego roku
tematy drugiej serii zadan. Zadania obydwu serii beda
réwniez umieszczane na stronie internetowej olimpiady:
http:/planetarium.chorzow.net.pl

5. Rozwigzanie zadania obserwacyjnego nalezy przestaé wraz
z rozwigzaniami zadan drugiej serii zawodéw I stopnia,



do 13 listopada 2006 r. Decyduje data stempla
pocztowego. Nadestanie rozwigzania zadania obserwacyjnego
jest warunkiem koniecznym dalszego udzialu w olimpiadzie.

6. W przypadku nadestania rozwigzan wiekszej liczby zadan
z danego zestawu do klasyfikacji zaliczane beda rozwiazania
ocenione najwyzej (po trzy zadania z kazdej serii i jedno
zadanie obserwacyjne).

7. Rozwiazania zadan zawoddéw I stopnia nalezy przestac za
posrednictwem szkoty pod adresem:

KOMITET GELOWNY OLIMPIADY ASTRONOMICZNEJ

Planetarium Slqskie
41-500 Chorzéw, skr. poczt. 10

w terminach podanych w p. 3 i 5. Decyduje data stempla
pocztowego.

8. Rozwiazania zadan powinny by¢ kroétkie i zwiezle,

ale z wystarczajacym uzasadnieniem. W przypadku
polecenia samodzielnego wyszukania danych nalezy podaé
ich zrédto. Jako dane traktuje si¢ réwniez podrecznikowe
state astronomiczne i fizyczne.

9. Rozwiazanie kazdego zadania nalezy napisac

na oddzielnym arkuszu papieru formatu A4. Kazdy arkusz
oraz wszelkie zalaczniki (mapki, wykresy, tabele itp.) nalezy
podpisaé imieniem i nazwiskiem. W nagléwku zadania

0 najnizszej numeracji nalezy umieéci¢ dodatkowo: pelng
nazwe szkoty, jej adres, klase i jej profil oraz adres prywatny
(z kodami pocztowymi).

Dodatkowo do rozwiazan pierwszej serii zadan nalezy
dolaczy¢ na osobnej kartce nastepujace informacje: imie

i nazwisko, rok urodzenia, nazwa szkoly wraz z jej imieniem,
adres szkoly (z kodem pocztowym i nazwa wojew6dztwa),
klasa, profil klasy, adres prywatny (z kodem pocztowym),
nazwisko nauczyciela fizyki z astronomia i ewentualnie
opiekuna przygotowujacego do olimpiady.

10. Zawody II stopnia odbedsa si¢ 8 stycznia 2007 r. Zawody
III stopnia odbeda si¢ w dniach od 8 do 11 marca 2007 r.

11. Powiadomienia o zakwalifikowaniu do zawodéw
kolejnych stopni otrzymaja jedynie uczniowie awansujacy.

12. O uprawnieniach w przyjmowaniu na wyzsze uczelnie
laureatéw i finalistéw olimpiady decyduja senaty uczelni.
Informacje na ten temat sa umieszczane na ich stronach
internetowych.

ZALECANA LITERATURA

e obowigzujace w szkotach podreczniki do przedmiotéw
$cistych;

e H. Chrupata, M.T. Szczepanski, 25 lat olimpiad
astronomicznych;

e Zadania olimpiad astronomicznych XXVI-XXXV (w dwbch
czesciach);

e H. Chrupata, J. Kreiner, M. Szczepanski, Zadania
z astronomii z rozwigzaniams;

e J.M. Kreiner, Astronomia z astrofizykq;

e D. H. Levy, NIEBO - Poradnik uzytkownika;
e E. Rybka, Astronomia ogélna;
e Stownik szkolny — Astronomia — praca zbiorowa;

e Encyklopedia szkolna — fizyka z astronomiqg — praca
zbiorowa;

e atlas nieba;
e obrotowa mapa nieba;

e czasopisma: Delta, Fizyka w Szkole, Swiat Nauki,
Urania — Postepy Astronomii, Wiedza i Zycie.

II OLIMPIADA MATEMATYCZNA
GIMNAZJALISTOW

W zwiazku ze zmianami struktury szkolnictwa i pojawieniem sie etapu gimnazjalnego Komitet
Gtéwny Olimpiady Matematycznej (organizator Olimpiady Matematycznej dla uczniéw szkét
$rednich) postanowil zorganizowaé tréjstopniowe zawody matematyczne dla uczniéw gimnazjum
pod nazwg, ,,Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistéw”.

Pierwsza edycja tych zawodéw odbyla si¢ w roku szkolnym 2005/2006. Czesé zadan z zawoddéw
trzeciego stopnia (finatu) znajduje si¢ w dziale ,,Zadania” w biezacym numerze Delty.

Celem Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw jest wytanianie mtodziezy szczegdlnie
uzdolnionej matematycznie juz na etapie nauki w gimnazjum. Uczniowie bioracy udziat

w Olimpiadzie Matematycznej Gimnazjalistéw beda lepiej przygotowani do pézniejszego startu
w Olimpiadzie Matematycznej, a wiec tatwiej bedzie im odniesé sukces w tych trudnych,
najbardziej prestizowych zawodach matematycznych w Polsce.

A jest o co walczyé. Udzial w Olimpiadzie Matematycznej dla szkot srednich taczy sie
z uzyskaniem szeregu uprawnien, w tym wolnego wstepu na wiekszo$é¢ wyzszych uczelni w Polsce.

Zachecamy Gimnazjalistow do wziecia udzialu w zawodach!

Zawody stopnia pierwszego Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw polegaja na samodzielnym
rozwiazaniu przez ucznidow siedmiu zadan. Zadania te uczniowie rozwiazuja w domu. Moga
korzystaé z réznych ksiazek, konsultowaé sie z nauczycielem, ale musza je rozwigzywaé
samodzielnie. Rozwiazane zadania, kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie, oddaja
nauczycielowi matematyki. Nauczyciel ocenia prace i przesyta je do koordynatora okregowego
wladciwego terytorialnie dla szkoly. W tym roku rozwigzania powinny byé wystane najpdzniej
dnia 16 pazdziernika 2006 r. (decyduje data stempla pocztowego).

Vi



Nie jest konieczne rozwiazanie wszystkich zadan. Uczen, ktory rozwiaze cze$é¢ zadan, takze
moze zostaé zakwalifikowany do zawodéw stopnia drugiego.

Adresy koordynatoréw, informacje o kwalifikacji do zawodéw stopnia drugiego, miejscu
i terminie zawodéw, jak réwniez inne biezace informacje mozna znalez¢ w internecie pod

adresem: www.om.edu.pl/omg

ZAWODY STOPNIA PIERWSZEGO
1 wrzesnia 2006 r. — 16 pazdziernika 2006 r.

1. Czy istnieja takie dodatnie liczby catkowite a, b, ze suma
cyfr kazdej z nich jest réwna 2006, a suma cyfr liczby a - b
jest réwna 2006% ? Odpowiedz uzasadnij.

2. Dany jest trojkat ABC, w ktérym
J<ACB =90° oraz AC # BC.

Punkty P i Q sa takie, ze czworokat AP BQ jest kwadratem.

Udowodnij, ze proste C'P i C'Q sg prostopadte.

3. Wyznacz wszystkie tréjki liczb pierwszych p, g, r
spetniajace uktad réwnan

q=p°+6
r=q’+6

4. W trojkacie ABC punkt M jest srodkiem boku AB oraz
V3

XACB = 120°. Udowodnij, ze CM > 5 AB.

5. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite n o
nastepujacej wtasnosci: dla kazdej pary liczb rzeczywistych
dodatnich z, y zachodzi nieréwnoéé zy™ < z* + y* .

6. Czy istnieje taki czworoscian, w ktérym co najmniej
jedna $ciana jest trojkatem rozwartokatnym, a Srodek
sfery opisanej na tym czworoscianie lezy w jego wnetrzu?
Odpowiedz uzasadnij.

7. Sposréd wszystkich wierzchotkéow 17-kata foremnego
wybrano dziesie¢. Wykaz, ze wéréd wybranych punktéw sa
cztery bedace wierzchotkami trapezu.

1. Rozwigzaé¢ w liczbach rzeczywistych x, y, z uktad réwnan
2+ 2yz 45 =2
y? + 222 4+ 5y =2
224 20y + 52 =2

2. Wyznaczy¢ wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych k,
m, dla ktérych kazda z liczb
k> +4m, m®+5k

jest kwadratem liczby catkowite;j.
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3. W czworokacie wypuklym ABC D, niebedacym
réwnolegtobokiem, zachodzi réwnoéé¢ AB = C'D. Punkty

M i N sa odpowiednio srodkami przekatnych AC' i BD.
Dowieéé, ze rzuty prostokatne odcinkéw AB i C'D na prosta
MN sa odcinkami o jednakowej dtugosci, réwnej dlugosci
odcinka M N.

4. Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 wyznaczy¢ liczbe
ciagéw (c1,c2,...,cn), gdzie ¢; € {0,1,...,9}, o nastepujacej
wtlasnosci: w kazdej trdjce kolejnych wyrazéw sg co najmniej
dwa wyrazy rowne.

II SERIA

5. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym

JACB = 45°. Punkt O jest $rodkiem okregu opisanego
na tréjkacie ABC, punkt H jest punktem przeciecia
wysokosci tréjkata ABC'. Prosta przechodzaca przez punkt
O i prostopadta do prostej CO przecina proste AC'i BC
odpowiednio w punktach K i L. Wykazaé, ze

OK+ KH=O0OL+ LH.
6. Wykazaé, ze jezeli liczby a, b, ¢ sa dodatnie, to

1 1 1 1 1 1 1
a+ab+abce + b+be+beca + c+ca+cab < 3. Vabe (E b + Z) .
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7. Dany jest czworoscian ABCD. Dwusieczna kata
ABC przecina krawedz AC' w punkcie ). Punkt P jest
symetryczny do D wzgledem punktu Q). Punkt R lezy
na krawedzi AB, przy czym BR = %BC’. Udowodnié, ze
z odcinkéw o dhugosciach BP, CD oraz 2 - QR mozna
zbudowaé tréjkat.

8. Niech p bedzie liczbg, pierwsza. Dowiesé, ze istnieje taka
permutacja (z1,x2,...,%p—1) zbioru {1,2,...,p—1}, ze
liczby z1,x122, 12223, . ..,2122 ... Tp—1 daja rézne reszty
przy dzieleniu przez p.
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9. Niech F'(k) bedzie iloczynem wszystkich dodatnich spelniajacych warunki:
dzielnikéw liczby catkowitej dodatniej k. Rozstrzygnac, czy

jesli i —j =2n+1, to x; > zj;
istnieja rézne liczby catkowite dodatnie m, n, dla ktérych

F(m) = F(n). jesli i —j=4n , to x; < zj.

10. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Punkty P i U 12. Wielomian W o wspélczynnikach rzeczywistych

leza na boku BC, punkty @ i S leza na boku C'A, punkty przyjmuje w przedziale (a;b) (gdzie a < b) tylko wartosci

R i T leza na boku AB, przy czym PR 1 BC, QP 1 CA, dodatnie. Udowodnié, ze istniejg takie wielomiany P oraz

RQ L AB,US 1 BC, ST 1. CA, TU L AB. Dowieéé, ze Q1,Q2,...,Qm, ze .

trojkaty PQR 1 STU sg przystajace. 2 2
ity PQ ¥ prayetajy W(e) = (P@)’ + (@ - a)(b— ) 3 (Qila))

11. Dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n wyznaczy¢ i=1

liczbe permutacji (z1,x2, ..., Ten—1) zbioru {1,2,...,6n—1}, dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Rozwigzania powyzszych zadat (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) nalezy wyslaé listem poleconym pod adresem komitetu
okregowego Olimpiady wiasciwego terytorialnie dla szkoly, najpozniej dnia 9 pazdziernika 2006 r. — I seria, 6 listopada 2006 r. —
II seria, 4 grudnia 2006 r. — III seria (decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przeslane w terminie péZniejszym nie bedq
rozpatrywane.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje mozna znalezé w internecie pod adresem: www.om.edu.pl

ADRESY KOMITETOW OKREGOWYCH OLIMPIADY MATEMATYCZNEJ

Dla wojewddztwa pomorskiego:

KOOM - Instytut Matematyki Uniwersytetu Gdanskiego, ul. Wita Stwosza 57, 80-952 Gdansk.
Dla wojewddztwa Slaskiego:

KOOM - Instytut Matematyki Uniwersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-005 Katowice.

Dla wojew6dztwa maltopolskiego:
KOOM - Instytut Matematyki Uniwersytetu Jagiellonskiego, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakow.

Dla wojewddztwa lubelskiego i podkarpackiego:

KOOM - Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki UMCS, pl. Marii Sktodowskiej-Curie 1,
20-031 Lublin.

Dla wojewddztwa t6dzkiego i swietokrzyskiego:

KOOM - Wydziat Matematyki Uniwersytetu Ldédzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 L6dz.

Dla wojew6dztwa wielkopolskiego:

KOOM - Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Adama Mickiewicza, ul. Umultowska 87, 61-614 Poznan.
Dla wojewddztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego:

KOOM - Uniwersytet Szczecinski, Instytut Matematyki, ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin.

Dla wojewddztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:
KOOM — Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, ul. Chopina 12/18, 87-100 Toruxn.

Dla wojewddztwa mazowieckiego i podlaskiego:
KOOM - Instytut Matematyczny PAN, ul. Sniadeckich 8, skr. poczt. 21, 00-956 Warszawa 10.

Dla wojew6dztwa dolnoslaskiego i opolskiego:
KOOM - Instytut Matematyki Politechniki Wroctawskiej, ul. Janiszewskiego 14a, 50-370 Wroctaw.

ADRESY KOMITETOW OKREGOWYCH OLIMPIADY FIZYCZNEJ

KOOF w Bialymstoku, ul. Lipowa 41, 15-224 Bialystok (woj. podlaskie, powiaty: ketrzynski, mragowski, piski, gizycki,
olecko-gotdapski, etcki).

KOOF w Czestochowie, Al. Armii Krajowej 13/15, 42-201 Czestochowa (woj. opolskie, woj. $wigtokrzyskie, powiaty:
czestochowski, ktobucki, lubliniecki, myszkowski).

KOOF w Gdansku, ul. Narutowicza 11/12, 80-952 Gdansk-Wrzeszcz (woj. pomorskie, woj. warmifisko-mazurskie

z wylaczeniem powiatéw: ketrzyniskiego, mragowskiego, piskiego, gizyckiego, olecko-goldapskiego, elckiego).

KOOF w Gliwicach, ul. Bolestawa Krzywoustego 2, 44-100 Gliwice (woj. katowickie z wylaczeniem powiatéw:
czestochowskiego, klobuckiego, lublinieckiego, myszkowskiego).

KOOF w Krakowie, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakéw (woj. matopolskie).

KOOF w Lublinie, pl. Marii Sktodowskiej-Curie 1, 20-031 Lublin (woj. lubelskie).

KOOF w Lodzi, ul. Pomorska 149, 90-236 £6dz (woj. t6dzkie).
KOOF w Poznaniu, ul. Umultowska 85, 60-780 Poznari (woj. wielkopolskie).

KOOF w Rzeszowie, ul. Reytana 16A, 35-310 Rzeszéw (woj. podkarpackie).

KOOF w Szczecinie, ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin (woj. zachodnio-pomorskie, woj. lubuskie).
KOOF w Toruniu, ul. Grudziadzka 5, 87-100 Toruni (woj. kujawsko-pomorskie).

KOOF w Warszawie, ul. Koszykowa 75, 00-662 Warszawa (woj. mazowieckie).

KOOF we Wroctawiu, pl. M. Borna 9, 50-205 Wroclaw (woj. wroctawskie).
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