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Do symulowania automatu komérkowego
na siatce dwuwymiarowej mozemy uzy¢
zwyklej kartki papieru w kratke, gdzie
kratki beda pelnily rol¢ komérek.

Nic nie stoi na przeszkodzie, zeby
w stanie komérki zakodowad,

na przyklad, predkosé i kierunek
poruszajacego sie¢ po siatce obiektu.

Komorki zaznaczone na czarno stanowia
sgsiedztwo komérki zaznaczonej na szaro.

sasiedztwo
von Neumanna

Rys. 1

sasiedztwo
Moore’a

*Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego

Automaty komoérkowe  Pawet KONIECZNY *

Idea automatéw komoérkowych (ang. cellular automata) zostata wprowadzona
przez Johna von Neumanna jako uproszczony model fizyki rzeczywistego swiata.
W é6wcezesnych czasach symulowanie automatéw komérkowych nie bylo tak
tatwe jak obecnie, kiedy niemal kazdy ma w domu komputer i z tatwoscig moze
samemu przeprowadzi¢ odpowiednie obliczenia — w Internecie znajdziemy cate
mnoéstwo przyktadéw, narzedzi, recept, ale nic nie stoi na przeszkodzie, aby
samemu pokusi¢ sie o napisanie odpowiedniego programu.

Prostota automatu komoérkowego polega na tym, ze sktada sie on z pewnej
d-wymiarowej siatki komérek i jego ewolucja (a konkretnie ewolucja kazdej
z komorek) przebiega w réwnych odstepach czasu i jest z reguly do$¢ prosto
okreslona — zobaczymy to za chwile.

Na potrzeby tego artykulu przyjmijmy, ze nasza siatka bedzie dwuwymiarowa.
Kazdej z komérek automatu na pozycji (i,j) w chwili czasu ¢t mozemy
przyporzadkowaé pewien stan o;;(t), ktéry zwykle jest liczba naturalna ze zbioru
{0,..., N}, dla pewnego skoniczonego N. Potrzebujemy jeszcze okresli¢ reguly,
ktére rzadza ewolucja konkretnej komoérki, mianowicie:

0i(t +1) = F(oi; (1), Nij (1)),
gdzie N;; jest zbiorem komorek z sgsiedztwa komoérki na pozycji (i, j), F jest
pewna funkcja (deterministyczna badz z elementami losowosci), zalezna od
stanéw komoérek podanych jako jej argumenty w kroku .

Powyzsze definicje stana sie bardziej jasne po obejrzeniu ponizszych przykladéw.
Jakie moga by¢ sgsiedztwa komérek? Najbardziej popularne (von Neumanna
i Moore’a) przedstawione sa na rysunku 1.

Jesli chodzi o reguly rzadzace ewolucja komorek, to najprosciej bedzie je
przesledzi¢ na najbardziej znanym automacie komérkowym, mianowicie

na Grze w zycie, zaproponowanym przez angielskiego matematyka Johna H.
Conwaya. Sasiedztwo rozwazane w tej grze jest sasiedztwem Moore’a, a mozliwe
stany komoérek to 0 i 1. Nazwe automatu ttumaczy interpretacja tych stanéw:

0 — komoérka martwa, 1 — komoérka zywa. Regutly ewolucji sa nastepujace:

e martwa komérka, ktora ma w kroku ¢ doktadnie trzech zywych sasiadow —
w kroku t + 1 staje sie komorka zywa;

e zywa komoérka, ktora ma w kroku ¢ dokladnie dwéch lub trzech sasiadéw,
pozostaje zywa w kroku t + 1, w przeciwnym przypadku ginie — badz
z zatloczenia, badZ z samotnosci.

Mamy juz niemal wszystko, co jest potrzebne do symulacji. Pozostaje jedynie
okredli¢ stan poczatkowy w chwili t = 0. Mozemy to zrobi¢, na przyklad, losowo,
wybierajac stan kazdej z komérek. Tutaj zaprezentujemy jednak ewolucje
uktadu, ktéry juz goscil na tamach Delty 02/1977.

Na ponizszym rysunku przedstawiamy stan tego automatu w kilku krokach
czasowych.
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Rys. 2. Stan automatu Gra w Zycie w poszczegdlnych krokach czasowych.
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A co si¢ dzieje dla poczatkowej
konfiguracji, takiej, jak w sasiedztwie
Moore’a, gdzie czarne komoérki sg zywe?
Sprébuj to sprawdzié recznie na kartce
papieru w kratke.

-

Rys. 3. Szybowiec.
b el B R
e

Rys. 4. Stan automatu GH po 90
iteracjach.

Rys. 5. Stan automatu GS po 979
iteracjach.

Rys. 6. Zdjecie reakcji
Bielousowa~Zabotynskiego
(fot. P. Ruoff).

Ciekawe jest to, ze ostatni ze standw jest stanem okresowym z okresem 2 —
znaczy to tyle, ze po wykonaniu dwéch krokéw czasowych automat powraca

do swojego pierwotnego stanu. Moze sie réwniez zdarzy¢, ze w kolejnych krokach
czasowych automat pozostaje caly czas w swoim stanie pierwotnym — dzieje

sie tak choéby dla poczatkowej konfiguracji, takiej, jak dla sasiedztwa von
Neumanna, gdzie zywymi komérkami sa komérki pokolorowane na czarno.

Czy jest wiecej stanéw okresowych? Odpowiedz, oczywiscie, brzmi ,tak”.

Co wiecej — oscylujace wzory moga sie przemieszczaé. Przyklad jednego

z nich pokazany jest na rysunku 3. Ten uktad oraz inne ciekawe konfiguracje,
a takze narzedzie do ich symulacji mozna znalezé na bardzo ciekawej

stronie po$wieconej temu najpopularniejszemu automatowi komérkowemu:
http://www.math.com/students/wonders/life/life.html

Mimo iz automaty komoérkowe maja prosta definicje, to ich badanie jest
niezwykle trudne. Oczywiscie, dla kazdego automatu mozemy poszukiwaé
metody, ktora, moze nieuniwersalna, ale wiele moze nam powiedzieé¢ o jego
zachowaniu. Jedna z takich metod przedstawimy na przykladzie kolejnego
automatu komoérkowego: modelu Greenberga i Hastingsa. Jest to przyklad
automatu samoporzadkujacego, tzn. takiego, ktory z losowego stanu
poczatkowego, po odpowiednio duzej liczbie krokéw, przechodzi w stan
oscylujacy. Zanim przejdziemy do regut go opisujacych, wspomnimy, ze ma

on podloze chemiczne — powstal z mysla o odwzorowaniu charakterystycznych
wzoréw, pojawiajacych sie przy reakeji Bielousowa—Zabotyriskiego (patrz Delta
2/2006) w mozliwie najprostszy sposéb. Wérdd regul pojawiaja sie wiec czlony
reakcji chemicznej oraz dyfuzji (réwnania rézniczkowe reakeji-dyfuzji sa jednym
z podstawowych sposobéw modelowania reakcji chemicznych).

Przejdzmy teraz do opisania tych regutl. Pojedyncza komérka o;; moze
znajdowac sie¢ w trzech stanach: o;; € {0,1,2}: 0 — stan réwnowagi, 1 — stan
przejsciowy, 2 — stan przesycenia. Najprostszy do opisania jest stan przesycenia
— komorka bedaca w tym stanie przejdzie w nastepnym kroku do stanu
rownowagi, niezaleznie od stanu otoczenia i nie wplywajac w zaden sposéb

na to otoczenie. Komorka w stanie 1 w nastepnym kroku czasowym przechodzi
do stanu przesycenia i jednoczesnie dyfunduje na swoje otoczenie (w automacie
tym uzywamy sasiedztwa von Neumanna), tzn. jeSli w jej sasiedztwie znajdzie
sie komérka w stanie 0, to w nastepnym kroku czasowym bedzie ona w stanie 1.
Komérki w stanie réwnowagi pozostaja w tym stanie, o ile nie bedzie si¢ do nich
stosowala wczesniejsza reguta.

Na rysunku 4 przedstawiamy stan automatu po 90 iteracjach. Latwo mozna
zaobserwowaé obszary, gdzie wystepuje juz pewien porzadek (z dwoma
polozonymi niedaleko siebie 7rédlami gestych pierécieni) oraz obszary, gdzie
takiego porzadku jeszcze nie ma.

Zanim przejdziemy dalej, przedstawmy stan automatu Gerhardta

i Schustera (rys. 5), ktéry jest troche bardziej ztozony (moze mie¢ dowolnie
duza liczbe stanéw, np. 100) i ktéry w sposéb bardziej przekonujacy
odzwierciedla reakcje Bielousowafzabotyﬁskiego (rys. 6, zaczerpniety

z http://www.ux.his.no/ ruoff/BZ Phenomenology.html).

Czytelnika zainteresowanego dokladniejszymi regutami powyzszych automatéw
odsytamy na strone autora: http://www.mimuw.edu.pl/ pawelk/BZ

Pomyst analizy automatu Greenberga i Hastingsa polega na liczeniu sktadu
procentowego standéw, w jakich znajduja sie komoérki automatu na pewnym
odcinku czasu. Mozna to robié¢ dla calego automatu lub tylko dla pewnego

jego wycinka. Na rysunku 7 przedstawiliSmy wykres, na ktéorym w sposéb
czytelny wida¢ proces samoporzadkowania automatu — stan procentowy komérek
stabilizuje sie w miare rozszerzania sie gestych spiral na caly obszar.

Czy ograniczenie sie z badaniem skladu procentowego komoérek do pewnego
podobszaru automatu moze nam co$ wiecej powiedzie¢? Tak, jesli w odpowiedni
Sposob spojrzymy na wyniki. Zauwazmy, ze z uwagi na jednorodnos¢ regut
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Czy potrafisz uzasadnié zaobserwowane
réznice w skladzie procentowym
w réznych miejscach automatu?

Model Greenberga-Hastingsa.
Procentowy sklad komérek w czasie
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Rys. 9. Sktad procentowy dla obszaru
10 x 10 komérek w automacie GH
w powigkszeniu.

wyniki na mniejszym obszarze powinny w pewien sposob przybliza¢ wyniki

na obszarze wiekszym. I tak tez sie dzieje. Na rysunku 8 przedstawiliémy sktad
procentowy dla obszaru o wielkosci 10 x 10 komoérek, umiejscowionego po kolei
w trzech réznych miejscach: w pierwszym okresie (na rysunku pod cyfra 1)
obszar badany byl umiejscowiony tam, gdzie nie powstaja jeszcze regularne
(geste) oscylacje, w czasie drugiego okresu (2) obszar badany byl umiejscowiony
w zrodle gestych spiral, w czasie trzeciego (3) badaliSmy ramiona gestej spirali,
natomiast w okresie czwartym (4) ponownie obszar nieregularny. Widaé, ze
mozemy uzywaé tej metody do wyszukiwania w sposéb zautomatyzowany
obszaréw nieregularnych, ale rowniez, pamigtajac o réznicy pomiedzy okresami
(2) i (3), do wyszukiwania zrédet.

Na zakonczenie przedstawmy stan automatu komoérkowego, stuzacego

do modelowania osypujacego sie piasku — przy okazji zachecamy Czytelnika

do zabawy tym automatem i zapoznania sie z zasadami jego dzialania na stronie
http://schuelaw.whitman.edu/JavaApplets/SandPileApplet/

O automatach komérkowych mozna méwié¢ bardzo dlugo. Moga one stuzy¢ jako
pomoc przy modelowaniu gazu (strona http://panoramix.ift.uni.wroc.pl/
“maq/pl/automat.php), fal na wodzie (http://texturegarden.con/java/
water/), budowaniu tréjkata Sierpifiskiego (skrypt na stronie: http://www.ftj.
agh.edu.pl/ kulakowski/AC/), ale réwniez do symulowania ruchu samochodéw
w miescie (strona http://rcswww.urz.tu-dresden.de/ helbing/
RoadApplet/) — do dobrej zabawy wystarcza niewielkie umiejetnosci
programistyczne i odrobina wiedzy z fizyki! Goraco wiec zachecamy Czytelnika
do tworzenia swoich wlasnych automatow!

i Zadania

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 673. Z jaka najmniejsza predkoscia mozna jecha¢ na nartach wodnych?
Rozwiazanie na str. 5

F 674. Z jaka minimalng predkoscig musi wiaé wiatr, zeby przewrocié¢ autobus?
Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Waldemar POMPE

M 1141. Punkt E lezy na boku BC kwadratu ABCD. Czworokat BFGE jest
kwadratem zbudowanym na zewnatrz kwadratu ABCD (rys.). Wykazaé, ze
proste AE, CF i DG przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

Rozwiazanie na str. 6

M 1142. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje rosnace f: R — R spelniajace zaleznos¢

f(f(x) +y) = flx+y)+ f(0)

dla wszystkich liczb rzeczywistych z, y.
Rozwiazanie na str. 6

M 1143. Sposréd wszystkich wierzchotkéw 20-kata foremnego wybrano
dziewie¢. Udowodnié, ze pewne trzy wybrane punkty sa wierzchotkami tréjkata
réwnoramiennego.

Rozwiazanie na str. 6
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*Centrum Astronomiczne Mikolaja
Kopernika w Warszawie

Galaktyki kartowate Grupy Lokalnej
Jarostaw KLIMENTOWSKI™

Wszystkie obiekty we Wszech$wiecie podlegaja dzialaniu sity grawitacji,

ktéra stara sie je skupi¢ w jednym miejscu. W efekcie obserwowaé¢ mozemy
zgrupowania materii we wszystkich dostepnych nam skalach. Od najmniejszych,
gdzie mamy uktady wielokrotne gwiazd, ich gromady, az po cate galaktyki. Te
z kolei lacza sie w wieksze obiekty jak gromady i supergromady. Nasza Grupa
Lokalna jest w pozagalaktycznej skali przyktadem najmniejszego ogniwa tej
struktury. Zawiera tylko dwie duze galaktyki spiralne — Droge Mleczna i M31

w Andromedzie, oraz kilkadziesiat mniejszych. Rozciaga si¢ na przestrzeni kilku
megaparsekow i jest czeScia o wiele wiekszej supergromady.

Te najmniejsze galaktyki, zwane karlowatymi, sa obecnie celem intensywnych
badan, gdyz wydaje sie, ze poznanie ich natury moze udzieli¢ odpowiedzi

na najbardziej nurtujace nas pytania dotyczace astrofizyki i kosmologii.
Niestety, o ile duzych galaktyk obserwujemy we Wszech$wiecie miliony, przez
co mamy ogromng probke statystyczna, to te male obiekty, z powodu ich
znikomych jasnosci, dostepne sa do obserwacji tylko w najblizszych nam
rejonach Wszechswiata, a wiec takze w niewielkich ilosciach. W zwiazku z tym
badanie ich stanowi nie lada problem. Z drugiej strony, dzieki bliskosci nie
jestedmy ograniczeni wylacznie do prostych metod oceny rozkladéw jasnosci czy
pomiaréw catkowitego widma. Mozemy obserwowaé i bada¢ pojedyncze gwiazdy,
z ktorych sie sktadaja. W ten sposéb taczymy metody badawcze stosowane

w Drodze Mlecznej z typowymi dla astronomii pozagalaktycznej. Dzieki nim
uzyskujemy informacje zupelnie niemozliwe do zdobycia w wigkszych skalach.
To czyni nasze zadanie jeszcze bardziej interesujacym.

Przykladami najjasniejszych galaktyk kartowatych sa Obtoki Magellana,
widoczne na poludniowej potkuli nieba. Te najstabsze, jak odkryta w zeszlym
roku galaktyka w Wielkiej Niedzwiedzicy, nie doréwnuja jasno$cia calkowita
nawet pojedynczym, najjasniejszym gwiazdom Drogi Mlecznej. Jak wiec
wlasciwie sie je odkrywa? Tylko przez masowe przeglady nieba. Przypomina
to nieco poszukiwanie asocjacji i luznych gromad gwiazdowych. Wybieramy
sobie jaki$ typ widmowy, przy czym w tym przypadku interesuja nas gwiazdy
czerwone. Nastepnie poszukujemy w jakims$ mozliwie najwigkszym katalogu
nawet minimalnego ich zageszczenia. Jesli co$ takiego znajdziemy, to kolejnym
krokiem jest doktadna obserwacja tego obszaru jak najwiekszym teleskopem.
Ostatnie lata przyniosty kilkanascie odkry¢.

Wiérdd wszystkich galaktyk obserwujemy galaktyki eliptyczne, spiralne

i nieregularne. Do tej pory ostatecznie nie wiemy, skad bierze si¢ taki podzial:
czy rozne typy morfologiczne odpowiadaja réznym etapom ewolucji, czy
stanowia moze zupelnie odrebne sciezki. Najwiecej galaktyk eliptycznych
obserwujemy w duzych gromadach. Niektére z nich sa tez najwigkszymi
galaktykami w obserwowanym Wszechswiecie. Sugeruje to, ze moga powstawac
na skutek zderzen. Wspolczesne symulacje numeryczne zdaja sie potwierdzaé
te hipoteze. W pierwszej wiec kolejnosci powinny formowaé sie galaktyki

ze spiralnym dyskiem, a z ich polaczenia — eliptyczne.

Wiéréd kartéw Grupy Lokalnej dominuja galaktyki o ksztalcie eliptycznym

i sferoidalnym, ale obserwuje sie tu rowniez galaktyki nieregularne, takze

ze $ladami struktury spiralnej. Najbardziej intrygujace wydaje sie jednak

to, ze niemal wszystkie eliptyczne galaktyki kartowate zdaja sie by¢ bliskimi
towarzyszami Drogi Mlecznej i M31 (satelitami), podczas gdy nieregularne sa
zazwyczaj bardziej izolowane. Nasuwa to wniosek, ze nie tylko kolizje, ale samo
oddzialywanie grawitacyjne wiekszych towarzyszy moze prowadzi¢ do usuwania
gazu z malej galaktyki. Pozbawiona go przestaje tworzy¢ nowe gwiazdy w dysku,
przez co zaczynajg dominowaé¢ w niej czerwone, sferoidalnie rozmieszczone stare
gwiazdy.

Inny interesujacy fakt zwiazany ze wszystkimi galaktykami, ale z kartowatymi
sferoidalnymi najbardziej, pojawit si¢ przy probach szacowania ich catkowitych

4
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Rozwigzanie zadania F 673.
Narciarz wodny nie tonie, jesli
dzialajaca na niego sita cigzkosci mg

jest réwna pionowej skltadowej sity,

z jaka ci$nienie wody dziala na narty
(zaniedbujemy sil¢ wyporu). Sita
ci$nienia hydrodynamicznego wody jest

. 2o . . .
réwna pv~S cos asin «, gdzie S to pole
powierzchni nart, a « to kat nachylenia

nart do powierzchni horyzontu. Mamy
wiec
2 A .
pv~Scosasina & mg.
Wyrazenie cos o sin @ moze przyjmowac
wartosci od 0 do 1/2, zatem najmniejsza
warto$é¢ predkosci wynosi:

Umin & 4/ 2mg/pS.

Przyjmujac mase narciarza m = 80 kg,
a pole powierzchni nart S ~ 0,4 m~,
otrzymujemy vmin ~ 2 m/:wx

mas. W galaktykach tych nie ma wyréznionego kierunku rotacji, gwiazdy
poruszaja sie zupelnie chaotycznie. Gléwnym parametrem opisujacym ich
dynamike musi wiec by¢ jakas wielkos$¢ statystyczna. W tym przypadku
zazwyczaj mierzy sie dyspersje predkosci radialnych gwiazd wzgledem $redniej,
gdyz tylko takie pomiary sa wykonalne dzieki efektowi Dopplera. Wieksza
dyspersja oznacza, ze wigksze sa predkoéci gwiazd wewnatrz galaktyki, co
zgodnie 7z teoria ich dynamiki przeklada sie na wigksza mase, ktéra musi

te gwiazdy utrzymac na orbitach. Z drugiej strony, mozemy zsumowadé

jasnoéci wszystkich gwiazd i oszacowaé catkowita jasno$é¢ galaktyki. Stosunek
masy (wyrazonej w masach Stonca) do jasnosci (wyrazonej w jasnosciach
Stonca) wynositby 1, gdyby galaktyka skladala sie tylko z gwiazd typu

Stonca. Poniewaz jednak sklada sie ona gléwnie ze starych, a wiec stabo
Swiecacych gwiazd, to spodziewamy sie, ze bedzie on rzedu kilku. Prawdziwe
pomiary dla sferoidalnych galaktyk kartowatych daja warto$é¢ stosunku masy
do jasnosci rzedu nawet kilkuset! Oznacza to, ze obiekty te sa niemal caltkowicie
zdominowane przez materie, ktéra nie Swieci. Gwiazdy stanowia w nich
zaledwie skromny dodatek. Co wiecej, wiemy, ze ciemnej materii na pewno

nie stanowi gaz miedzygwiazdowy, gdyz daloby sie go obserwowaé w zakresie
radiowym. Nie moze to tez by¢ pyl, ktory wnositby duzy wklad do ekstynkcji.
Najprawdopodobniej odpadaja takze zwarte ciala typu samotnych Jowiszéw,
czy nawet czarnych dziur, gdyz obserwacje mikrosoczewkowania grawitacyjnego
w Drodze Mlecznej wykluczaja, by mogl to by¢ dominujacy skladnik halo naszej
Galaktyki. Jest to wigec najprawdopodobniej ta sama niebarionowa ciemna
materia, ktorej istnienie przewiduja czysto kosmologiczne rozwazania na temat
Wielkiego Wybuchu i ewolucji Wszech$wiata. Jesli tak, to galaktyki kartowate

stanowia znakomite, i kto wie, czy nie najwazniejsze, narzedzie do testowania
teorii kosmologicznych w bliskim nam otoczeniu.

Kolejnym interesujacym zagadnieniem, wiazacym
obserwacje galaktyk karlowatych z kosmologia, jest
tzw. problem brakujacych satelitow. Wspotczesne
modele numeryczne formowania sie galaktyk przewiduja,
ze powstawaly one przez laczenie si¢ mniejszych
elementéw, wlasnie galaktyk kartowatych, w obiekty
o wiele wieksze. Jednak przewiduja one tez, ze sporo
z tych pierwotnych elementéw powinno przetrwad

do dzisiaj i to w znacznie wiekszych ilogciach, niz
obserwujemy. W Grupie Lokalnej powinno ich

by¢ nie kilkadziesiat, ale kilkaset. Na poparcie tej
hipotezy mamy nie tylko rozwazania teoretyczne.
Nawet w obecnej chwili jesteSmy $wiadkami zjawiska
tzw. galaktycznego kanibalizmu, czyli pochlaniania
mniejszej galaktyki przez wigksza. Odkryta w 1994
roku galaktyka w Strzelcu jest jednym z najblizszych
nam kartéw. Dokladne jej obserwacje sg utrudnione,
gdyz znajduje sie ona po przeciwnej stronie Drogi
Mlecznej. Mimo to mamy obecnie pewnosé, ze spada
ona na nasza Galaktyke i jest juz obecnie w stadium
rozrywania. Za okolo 100 mln lat zostanie catkowicie
zasymilowana. Obserwacje strumieni materii w halo
takze sugeruja, ze spora jego cze$¢ mogta zostac
uformowana z pochlonietych kiedys satelitéw.

Skoro wiec tak wiele wskazuje na to, ze dookota
powinny byé setki mniejszych galaktyk, to dlaczego ich
nie obserwujemy? Powstalo kilka koncepcji prébujacych
wyttumaczy¢ to zjawisko. Jedna z nich méwi, ze by¢é
moze cze$¢ galaktyk kartowatych jest tak ciemna, ze

w ogole niemozliwa do obserwacji. Mialyby one by¢ po
prostu pozbawione gwiazd. Jak takie twory moglyby
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powstaé¢? Pierwotnie galaktyki formuja sie ze skupisk
ciemnej materii. Wystarczy wiec wyobrazié¢ sobie

jakis proces, ktory uniemozliwi akrecje na nie materii
barionowej. Calkiem mozliwe jest, na przyklad,

ze we wczesnym okresie istnienia takiej galaktyki
powstalo sporo bardzo masywnych gwiazd, ktore szybko
wyewoluowaly i eksplodowaly jako supernowe. Mogloby
to spowodowaé wyrzucenie gazu miedzygwiazdowego
poza nig, co jest o tyle latwe, ze silg rzeczy predkosci
ucieczki sa wzglednie nieduze. Zahamowaloby to dalszy
proces formowania si¢ kolejnych gwiazd. Inna mozliwosé
to np. uniemozliwienie spadku gazu na skutek jego
fotojonizacji.

Czy mamy jakiekolwiek szanse zaobserwowania
takiego obiektu pozbawionego gwiazd i materii
miedzygwiazdowej? Moze to by¢ bardzo ktopotliwe,
gdyz jedyna dostepna nam metoda wydaja sie
obserwacje dynamiki obiektéw w Grupie Lokalne;j.
Jednak dla wigkszosci galaktyk mamy pomiary tylko
ich predkosci radialnych, a to nie pozwala jednoznacznie
odtworzy¢ rozktadu materii. Na uzyskanie mozliwosci
pomiaru predkosci galaktyk kartowatych we wszystkich
trzech wymiarach w najblizszej przyszlosci raczej sie
nie zanosi. Koncepcja ta przypomina nieco pomyst
Wolfganga Pauliego, ktéry zaproponowal neutrino jako
czysto hipotetyczna i niemozliwa do rejestracji czastke,
dzieki ktérej wyjasnil problem brakujacej energii przy
rozpadzie neutronu. Z czasem jednak niemozliwe stato
sie mozliwe i owa hipotetyczna czastke rzeczywiscie
zarejestrowano. By¢ moze historia powtorzy sie takze
tutaj, a odkrywca tez doczeka si¢ Nagrody Nobla.



Wtlasny, wizualny

Rozwigzanie zadania M 1141.
Przyjmijmy, ze okregi opisane na
kwadratach ABCD i EBFG przecinaja
sie w punktach B i P (rys.). Wykazemy,
ze punkt P nalezy do kazdej z prostych
DG, CF i AE.

D C

A B F

7 réwnosci < BPD = 90° = < BPG
wynika, ze punkt P lezy na odcinku
DG. Z kolei z zaleznosci < CPB = 135°
oraz < BPF = 45° uzyskujemy,

ze punkt P lezy na odcinku CF.
Wreszcie na podstawie zwigzkéw

AL EPB = 45° = 4 AP B wnioskujemy,
ze punkt P lezy na prostej AE.

Rozwigzanie zadania M 1142.
Podstawiajac do danej zaleznosci y = —x,
otrzymujemy f(f(z) —xz) = 2f(0).
Funkcja f jest rosnaca, a wiec
réznowartosciowa, skad wynika, ze

f(xz) — x jest funkcja staly. Zatem

f(z) = x + ¢, dla pewnej stalej
rzeczywistej c.

Bezposrednie sprawdzenie dowodzi, ze
kazda funkcja f powyzszej postaci spelnia
podane warunki.

.. ]

Rozwigzanie zadania M 1143.

Niech A1 Az ... Ay bedzie danym
20-katem foremnym. Rozpatrzmy
nastepujace cztery pieciokaty:
AjAi;4AirgAir12Ai416 dlai=1,2,3,4.
Kazdy z tych pieciokatow jest pieciokatem
foremnym. Poniewaz wybranych punktéw
jest dziewied, wiec pewne trzy z nich sa
wierzcholkami jednego z tych pieciokatéw.
Pozostaje zauwazyé, ze kazde trzy
wierzcholki pigciokata foremnego sa
wierzcholkami tréjkata réwnoramiennego.

*Uczent LO im. M. Zaruskiego
w Wegorzewie

detektor promieniowania jonizujacego
Roman RODZEWICZ*

Komora, ktora zbudowalem, opiera si¢ na schematach dwoch detektoréw
promieniowania jonizujacego: komory mglowej i komory Wilsona. Idea dzialania
jest taka sama jak w przypadku owych komoér, a mianowicie, wykorzystuje fakt
kondensacji czastek pary przesyconej na jonach. Jedyne, czym sie rézni moja
komora od wczes$niej wspomnianych, to sposéb uzyskania pary przesyconej.

W komorze Wilsona uzyskiwana jest ona wskutek adiabatycznego rozprezania
gazu, w komorze mglowej na skutek dyfuzji gazu miedzy zimnym dnem

a cieply géra komory. Para przesycona w mojej komorze jest uzyskiwana przez
schtodzenie pary suchej, przy adiabatycznym rozprezaniu jej do otoczenia

0 obnizonej temperaturze.

Cale urzadzenie sklada sie (patrz schemat) z gtéwnej komory o pojemnosci
250 cm?, ktérej dno stanowi chtodnica, odparowujaca ciekty izobutan.

7 dna komory wychodza ponadto dwa przewody, jeden stuzacy do obnizenia
cisnienia w komorze, drugi do wprowadzenia gazu, z ktérego powstaje para
przesycona. Waznym elementem komory jest niewielki zbiorniczek zawierajacy
alkohol. W nim, przy zwigkszonym cisnieniu i temperaturze, powstaje sucha
para alkoholowa, ktéra po otwarciu zaworu gwalttownie wplywa do komory.

W komorze panuje obnizone ci$nienie, co ma poprawi¢ jakosé adiabatycznego
rozprezania, oraz obnizona temperatura, ktéra musialem zastosowad, z uwagi
na to, iz przy niskim ci$nieniu gaz skrapla sie¢ w nizszej temperaturze, a para
przesycona powinna mieé temperature nizsza od temperatury skraplania cieczy
przy danym ci$nieniu.

Wazne jest, aby znalez¢é odpowiednia temperature i ciSnienie, sprzyjajace
powstaniu pary przesyconej. Gléwna komore stanowi prostopadloscienne
pudetko szklane, ktorego $cianki sa obklejone czarna tasma nieprzepuszczajaca
Swiatta. Ponadto znajduja sie tam dwa okienka: jedno male z boku, przez
ktore komora jest o$wietlana (do¢ silnie), drugie duze na goérze, przez ktore
ogladamy slady czastek. Dno komory stanowi chlodnica, ktéra wykonalem,
zatapiajac aluminiows rurke w bloku olowianym. Chlodnica od strony komory
jest czarna i matowa. Dziatanie chtodnicy polega na odparowywaniu w niej
cieklego izobutanu. Wazne jest, aby robi¢ to na swiezym powietrzu

lub rurke odprowadzajgca odparowany juz gaz umiesci¢ za oknem.
W przeciwnym razie mozna sie zatrué, badz doprowadzi¢ do wybuchu,
badz i jedno, i drugie.

Komora z chtodnica, podobnie jak Scianki komory, zostaly potaczone silikonem.
Miejscem, gdzie powstaje sucha para alkoholowa, jest aluminiowy zbiorniczek
zawierajacy gabke nasaczona etanolem. W zbiorniczku tym wytwarzane jest
wysokie ciénienie; aby powstala sucha para, trzeba zbiorniczek odpowiednio
podgrzaé. Otwarcie zaworu, znajdujacego si¢ pomiedzy zbiorniczkiem a komora,
powoduje gwaltowne rozprezenie adiabatyczne suchej pary do komory, w ktorej
panuje niska temperatura. Uzyskuje si¢ w ten sposéb przechlodzona pare
alkoholowa, ktora jednak nie skrapla si¢ z powodu braku oérodkéw kondensacji,
jakimi moglyby by¢ czastki kurzu czy inne drobiny. Komora jest od nich wolna
(bardzo wazne jest, aby $cianki komory i cale jej wnetrze bylo czyste). Do
o$wietlenia komory mozna z powodzeniem zastosowac kilka biatych diod LED.

Komore uruchamia sie w nastepujacy sposob:

e najpierw schladza sie ja powoli, odparowujac izobutan w chlodnicy, trwa to
niecale 5 min;

e duza strzykawka zwigksza sie ciSnienie w zbiorniczku na alkohol (oczywiscie,
strzykawke blokuje sie, aby tlok nie zmienial swego polozenia);

e druga strzykawka obniza si¢ ci$nienie w komorze;

e nastepnie podgrzewa si¢ zbiorniczek z alkoholem;

e w koncu gwaltownie odkreca sie¢ zawdr miedzy komorg a zbiorniczkiem
na alkohol.



Przez bardzo krotka chwile widaé, jak przy wlocie oparéw do komory pojawia
sie niewyrazna mgietka, ktéra po chwili znika. Mozliwe, ze powstaje ona

na skutek jonizacji powietrza przechodzacego przez przewody. Teraz mamy
chwile (kilka minut) na to, aby co$ zaobserwowaé. Jesli mamy szczescie, to przez
komore przeleci jaka$ czastka promieniowania kosmicznego i ujrzymy biaty $lad
w komorze, ktory po chwili sie rozmyje. Ja w swojej komorze zaobserwowalem
takie zjawisko trzy razy. Slady, ktére powstaly, byly doéé krétkie i niewyrazne,
ale wynikalo to przede wszystkim z niedoktadnosci wykonania komory,
wielokrotnego jej rozbierania, oraz skraplania sie sporej czesci pary przy wlocie
do komory.

Rady: wnetrze komory powinno by¢ wolne od jakichkolwiek zanieczyszczen,
wszelkie zastosowane wezyki i rurki powinny byé do$é grube (6 mm — 9 mm
grednicy). O$wietlenie komory powinno by¢ intensywne. Jesli chodzi o to,

w jakim stopniu podgrzewaé zbiornik z alkoholem i zwieksza¢ w nim ci$nienie
oraz zmniejszaé je w komorze, to nie sposob tego opisa¢. Nalezy wykonaé
samemu kilka préb i zobaczy¢, kiedy komora dzialta najlepiej. Komore
rozbieralem kilkakrotnie, wprowadzatem drobne poprawki i za kazdym nowym
ztozeniem musiatem sterowaé wczesniej wymienionymi parametrami w inny
sposob. Dla poprawienia sprawno$ci komory mozna zamontowaé¢ w jej wnetrzu
dejonizator.

Moja komora nie jest cudem techniki i nie w pelni dziata tak, jak sobie to
wyobrazalem, ale co$ jednak udalo mi sie w niej zaobserwowac i z tego sie
bardzo ciesze. Planuje teraz budowe niewielkiego akceleratora liniowego, ktéry
mialby przys$pieszaé elektrony. Na razie nie wiem, po co mi on, ale fajnie co$
takiego w domu mie¢.

Odreczny szkic autora.
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Soroban — japonskie liczydtla

Jednym z gtéwnych elementéw tradycyjnej japonskiej edukacji, obok
szermierki i judo, jest nauka postugiwania si¢ liczydtami. Soroban,
czyli japonskie liczydla, sa zmodyfikowana wersja chinskich (suan
pan), przystosowana na poczatku XX wieku do uzywanego powszechnie
dziesietnego systemu liczbowego.

882288235522

suan pan

Dwa istotne elementy sorobanu to grupy pieciu koralikow nanizane

na biegnace pionowo sznurki oraz pozioma poprzeczka, oddzielajaca
pierwszy koralik w kazdej kolumnie od pozostatych czterech. Koralikow
jest akurat tyle, zeby moéc zakodowacé liczby od 0 do 9.

,Zerowa” | wyjsciowa pozycja sorobanu to przesuniecie w kazdej kolumnie
pierwszych koralikéw maksymalnie do géry, do drewnianej listwy,

P P PP PP P P P P T T T T T LT T

a pozostalych do dotu, do dolnej listwy.
TTTTY
0 0 0

0

0

o 0 o0 0 0 o0 0 0o 0 0 0o 0 0 0 0 0 O0

soroban

W ten sposéb ustawiliSmy w kazdej kolumnie zero. Liczby od 1 do 4
przedstawiaja sie nastepujaco.




Pierwszy koralik pozostaje na swoim miejscu, tuz przy ramie, zmieniamy
tylko pozycje pozostalych czterech, dosuwajac je po kolei do $rodka.
Liczby z zakresu 5 do 9 maja pierwszy koralik przesuniety w doét,

do poziomej linii rozdzielajacej, pozostate cztery sa znowu po kolei
dosuwane do tej linii.
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[0000—I0H|
=[000—a0-
=[0—00d 0
=[—00od o

~
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Z kolei liczba 10 sktada si¢ z 11 0, jak to zazwyczaj  odejmowanie 1, 5 lub 10, ewentualnie jeszcze liczb

w systemie dziesietnym. 21 3). Np. ,7+ 5" jest rozpisywane nastepujaco:
»7 410 — 5" (dodawanie/odejmowanie 10 jest
troche prostsze niz 5).

1 0

Dalej podobnie. Przejdzmy teraz do operacji

HomE
S
:
Ik

arytmetycznych. Dodawanie 1 dokonuje sie przez T+5= 0 7 +10-5= 1 7 -5=
przesuwanie koralikéw do nastepnej liczby (o ile nie
jest to 4 ani 9), np. Z kolei ,11 412" to ,,11 4+ 10 + 2”. Bardziej

skomplikowanym przyktadem jest juz dodawanie
»14 + 177, ktére jest dokonywane jako
»14 + 20 — 37,

=

o |0—O000-0l

'\3 |

+1= +20

——

Dodawanie 10 analogicznie, tylko zmiana

pozycji koralika dokonywana jest w kolumnie
odpowiadajacej dziesigtkom. Prosta operacja

jest tez dodawanie 5: jesli pierwszy koralik jest

w pozycji gornej, przesuwamy go tylko na doét. Jesli
jest na dole, to przesuwamy go w gére, i dodajemy
1 w kolumnie dziesiatek.

4+17= 1 4 +20-3= 3 4

Idea postugiwania sie liczydtami jest rozbicie
jednej skomplikowanej operacji na szereg prostych.
Jak widaé, do tego ostatniego potrzebna jest tez
pewna wprawa i nie da si¢ ukry¢, umiejetnosé
wykonywania prostych operacji arytmetycznych.
Japonczycy uwazaja, ze wprawne postugiwanie sie

liczydtami wyksztalca umiejetnosé analitycznego
my$lenia i ucza tego swoje dzieci.
8

E)+5

i

Odejmowanie odbywa sie podobnie, tylko,
oczywiscie, w drugg strone. Dodawanie innych liczb
niz dotychczas opisane odbywa sie przez rozbicie
na proste do wykonania operacje (dodawanie/ Matqg Delte przygotowata Fwa CZUCHRY

A jeszcze w 1946 roku, w zawodach na szybko$é
liczenia zorganizowanych miedzy mistrzem
6 +5=1 sorobanu a jednym z najbardziej wtedy

+5=
zaawansowanych elektrycznych kalkulatoréw
obstugiwanym przez amerykanskiego oficera,
miazdzacg przewage uzyskal soroban.
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Jak Gauss skonstruowal siedemnastokat foremny

Marek KORDOS

24

Zespolone pierwiastki z 1.

Liczby zespolone sg to wektory

o poczatku w ustalonym punkcie 0
(ustalamy tez jaki$ punkt 1), ktére
dodaje sig¢ oczywiscie tak, jak wektory,

a mnozy w ten sposéb, ze iloczyn ma
dlugoéé bedacy iloczynem diugosci
czynnikéw i z wektorem 01 tworzy kat
bedacy suma katéw, jakie czynniki tworza
z tym wektorem.

Jesli wykladnik k liczby 2% + 1 ma
czynnik nieparzysty m (czyli jest postaci
k = n-m), to daje si¢ ona rozlozyé:

2" 41 = (2" 4+ 1)-
_(2n~(7n—1) _gni(m=2) | on 1),

nie jest wiec pierwsza.

Z definicji liczba g jest pierwiastkiem
pierwotnym dla liczby pierwszej p, gdy
najmniejszym wykltadnikiem naturalnym
n, dla ktérego g™ daje z dzielenia

przez p reszte 1, jest p — 1. Np. 10 jest
pierwiastkiem pierwotnym dla 7 (co —
inaczej niz przez dzielenie kolejnych
poteg 10 przez 7 — mozemy sprawdzié¢, np.
rozwijajac w utamek dziesigtny % - okres
bedzie szeSciomiejscowy), jest tez np.

dla 17, 19, 23, 29, 97, 337, a nie jest np.
dla 3 (okres dlugosci 1), 11 (2), 13 (6).
Wszystko to Gauss obliczyl w szkole. Gdy
zajmowal si¢ siedemnastokatem, wykazal,
ze 3 jest pierwiastkiem pierwotnym dla
wszystkich liczb pierwszych Fermata.

Juz Euklides wiedzial, ze

jesli konstruowalne sq foremne p;-kqty dlai =1, 2,..., k, gdzie p; sq réznymi
nieparzystymsi liczbami pierwszymi, to konstruowalny jest foremny n-kgt dla
n=2"-p; pa-... Pg, gdziem =0,1,2, ....

(dla k = 0 liczba m jest réwna co najmniej 2),

ale byla to przewaga formy nad trescia, bo p-katy foremne umiano skonstruowacé
tylko dla dwdch liczb pierwszych: 3 i1 5. I taki stan meczu trwal przez z gora

2 000 lat.

Sprawa ruszyta do przodu za sprawa 19-letniego Carla Gaussa. Na znana

(moze i Tobie, Czytelniku?) konstrukcje pieciokata foremnego spojrzal on

w inny sposéb, poprzez liczby zespolone. Spdjrzmy bowiem na rysunek: sa

na nim narysowane wszystkie zespolone pierwiastki stopnia 5 z jednosci (prosze

sprawdzi¢ z umieszczona na marginesie definicja dziatan). Widzimy tez, ze

sa one wszystkie potegami pierwszego z nich. A takze (ciagle korzystamy

z definicji), ze sa one wierzcholkami pieciokata foremnego i wobec tego

(symetrie, réwnosé katéw!) daja w sumie zero, czyli spelniaja réwnanie
A4+ 241=0,

co mozna jednak sprytnie uporzadkowaé, korzystajac z tego, ze z° =1,

11 1 1
z4+z3+z2+z+1:;+;+z2+z+1:(z2+;)+(z+;)+1:

:(z+%)2—2+(z+%)+1:(z+%)2+(z+%)—1:0

Zatem, aby znalez¢ punkt P, potrzeba tylko rozwiazaé¢ rownanie

2 4+r—1=0,
co kazdy potrafi, a potem narysowaé symetralng odcinka OP — w jej przecieciu
z okregiem jednostkowym bedzie szukane z. Czyli do konstrukeji pieciokata
foremnego potrzebne jest rozwiazanie (jednego) réwnania kwadratowego, co

mozna zrealizowaé cyrklem i linijka. Ale jak to nasladowaé dla innych liczb
pierwszych? I dla ktorych sig¢ da?

Gauss wiedzial juz, ze nalezy poszukaé tych liczb wsrod takich liczb pierwszych,
ktére sa potegami dwdjki plus 1. Takie liczby musza by¢ postaci 22" 4 1; nazywa
sie je liczbami Fermata. Takie sa 3 i 5. Kolejna liczba to 17. Wezmy sie wiec za
pierwiastki z jednosci 17 stopnia.

Jednak tutaj takie proste sztuczki, jak dla 5, nie wychodza. Gauss zauwazyt,
ze kazdy, rozny od 1, pierwiastek stopnia p, bedacego liczba pierwsza, ma te
wlasnosé, ze potegowany, zanim stanie sie jedynka, bedzie kolejno (choé nie po
kolei) wszystkimi pozostalymi pierwiastkami (np. dla 5 potegowany pierwiastek
22 bedzie dawal kolejno 2%, potem z i potem 23). Podobnie, podnoszac kolejno
wszystkie pierwiastki do jakiejkolwiek mniejszej od p potegi, znéw otrzymamy
zbiér wszystkich pierwiastkow. Taka symetria nasunela pomyst, by z kazdym
pierwiastkiem zwiazac tez funkcje wykladnicza z jego numerem jako potega.
Numerujemy wiec pierwiastki od 0 do p — 1. Beda to zatem ¢; i odpowiadajace
im funkcje wykladnicze 0;. Mamy, jak tatwo zauwazy¢, d;(e;) = €5,

gdzie (-) oznacza, Ze nalezy zamiast iloczynu braé reszte z jego dzielenia

przez p.

Aby lepiej obserwowaé zachowanie sie pierwiastkéw przy potegowaniu,
zastosowal Gauss znany sposob: logarytmy — wtedy mnozenie staje sie
dodawaniem, moze wowczas bedzie lepiej widaé. Przenumerowal wiec pierwiastki
logarytmicznie. Konkretnie pierwiastek e otrzymywal nowy numer [, gdy

reszta z dzielenia 3! przez 5 czy 17 byta réwna k. Okazuje sie, ze w tym
przypadku wszystkie pierwiastki (poza jedynka) otrzymaja rézne numery.

O takiej wlasnosci liczby 3 wobec liczby 5 czy liczby 17 méwimy, ze 3 jest
pierwiastkiem pierwotnym dla tych liczb (stowo pierwiastek, jak widaé, jest tu
uzywane w dwéch znaczeniach). Dla odrdéznienia pierwiastki i funkcje z nowym
numerem 4 bedziemy oznaczali przez ;) 1 ;).
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Przenumerowywanie mozna sobie wyobrazié, jak
nawijanie na okrag o obwodzie p nici, ktorej kolejne
punkty sa umieszczane w odlegtosci 3" od poczatku. Dla
5 mamy wiec €(g) = €1, £(1) = €3, £(2) = €4 (i jedno pelne
owinigcie), 3y = €2 (i pie¢ pelnych owinigc). Zauwazmy,
ze rozwiazujac rownanie, zebraliSmy razem parzyste

i nieparzyste nowe numery.

Obok jest pokazana zmiana numeracji dla 17.
Na pierwszy rzut oka nic nie wskazuje, aby tutaj tez

0 zbiera¢ razem numery parzyste i nieparzyste. Ale rozum
moze pokazaé wiecej niz oko. Teraz mamy

(i) (€()) = E((i+g)), ale mie €y - €(j) = €((itj)-
Mamy tez

3y (eG) - em) = 0@ (ei) - 0w (Ery )-
Pierwsza z tych réwnosci pokazuje, ze jesli np.
pierwiastki o nowych parzystych (nieparzystych)
numerach poddamy przeksztalceniom o nowych
numerach parzystych, to ich numery pozostana parzyste
(nieparzyste). Gdy poddamy je przeksztalceniom

Dla 17 stare numery na zewnatrz, nowe wewnatrz; dla malych 1) IlOWyCh numerach nieparzystych, to Sl@ zamieni@,

numeréw w nawiasach prostokatnych liczba pelnych owinigé.

Dalej postugujemy si¢ tylko nowymi
numerami, wigc nie bedziemy pisaé, ze
sg nowe.

ale tez sie nie pomieszaja.
Podobnie np. reszta z dzielenia nowych numerdéw przez 4 jest zachowywana przy
przeksztalceniach o nowych numerach podzielnych przez 4 itd. Gauss podzielil
wobec tego wszystkie pierwiastki na takie wlasnie grupy i postanowil obliczaé
sume pierwiastkéw w tych grupach. Na poczatek zatem podzielit wszystkie
pierwiastki na te o numerach parzystych i te o numerach nieparzystych —
oznaczmy sume pierwiastkéw w tych grupach odpowiednio przez o2 i 02,1
(z dzielenia przez 2 daja reszte 0 lub 1). Sprébujmy obliczy¢ te sumy. Oczywiscie
02,0 + 02,1 = —1 — to suma wszystkich pierwiastkéw oprécz 1. Okazuje sig,
ze i iloczyn daje sie obliczy¢.

02,0 = £(0) + €(2) + ...+ e i 02,1 = £(1) + £(3) + ...+ €(15)-
Wobec tego

02,0 02,1 = €(0)E(1) T EEB) T - T E14)E13) T E(14)E5) ==
=¢€a) tE€)E@) +--- T €raEas) +€as)E)+

TEEB TEWEW T+ T eane T st

+emeEpr) temewr) +--- HEanEE) T Eas)E@ Tt

+eeEm tewer) T FEqEB) T E5)E®G) =

:(5<o> o) +omE@e) + - +dan(Eem) +das) (E0em)
(5<o> (Eoe) +om(E@e) +- - +0an(eE) +0a5) (E0EE)
(5(0 (E©E)) +001)(E)EE) + - -+ 610 (E0)EE) + 615 (E0)E(5))

) )

(5<o> (Eem) +omE@em) +- - +dan(E©em) +das) (e

=4. (8(0) + €(1) + ...+ €(14) + 5(15)) =4. (—1) = —4.
Najbardziej podejrzanym momentem tego rachunku jest chyba rownoscé
oznaczona x, ale zauwazmy, ze po obu jej stronach sa 64 rézne iloczyny, czyli
akurat tyle, ile by¢ powinno. I nie bylo potrzebne, aby sie dowiedzie¢, ktéremu
pierwiastkowi sa rowne przeksztalcane iloczyny pierwiastkow — cztery razy
skorzystalismy z faktu, ze zastosowanie wszystkich §(;) do jakiegokolwiek
pierwiastka daje wszystkie pierwiastki.

Otrzymali$my zatem (wobec wzoréw Viete’a) na g i 02,1 réwnanie

VIT—1 . —V17-1

m2+m—4:0, zatem 027027 1 021 = 5
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Metode zastosowana na poczatku

do przypadku pigciokata mozna stosowaé
réwniez w innych przypadkach. Np.
zauwazmy, ze

1n\* 4 1 1
z+—-) =2+ +3lz+—- ),
z 23 z
1\ 5, 1
z+ - =z + 5+ 2.
z z
Wobec tego rozwiazujac réwnanie
opisujace siedmiokat foremny, mamy
O:z6+z5+z4+23+z2+z+1:
1

1 1 3 2
=-+ 5+t +2+z+1=
z 22 23

1\° 1\?
=lz+-) + |2+ —
z z
1
—2(z+-) -1,
z

co sprowadza problem do rozwigzania
réwnania

x3+1272m7120.
Jest to jednak pozorny sukces, bo
réwnanie to nie da si¢ zastgpi¢ zadna
liczbg réwnan kwadratowych.

Ale to juz inna bajka.

To, ze akurat tak nalezy przyporzadkowaé pierwiastki rownania, stwierdzamy
geometrycznie, czyli dodajac (na oko wystarczy) odpowiednie wektory

na rysunku: wigkszo$¢ majacych numery parzyste jest z prawej strony rysunku,
a wiekszo$é majacych numery nieparzyste — z lewej (precyzyjnie byloby dodawaé
rzuty wektoréw na prosta 01); zatem 029 > 0 > 02 1.

Z kolei podzielimy o5 o na dwie czesci 04,09 1 04,2. Ich suma to oczywiscie o3 9.
Obliczenie iloczynu jest troche bardziej klopotliwe, ale mozliwe. Mamy
04,0 = €(0) + 1) +E8) T €(12) i o492 = €@2) T €(6) T €(10) +€(12)-
Zatem
04,0 - 04,2 = €(0)E(2) T €)E(6) T - T €(12)€(10) T €(12)€(14) =
=g)E@) T €@¢Eu) +---tEu2€aa) +€aaé)+
T €@ T E@E@.) +--- T Eu2ee) tE1a)en) =

= (5<0> (E0e@) +o@ (Eee) + -+ a2 (E0ee) + o0 (€<o>€(2>)) +

+ (5<o> (E0e©) T 92)(EEE) + - +0u2)(E0)EE) +904) (€<o>€<6>))
i nie ma rady, trzeba si¢ dowiedzieé, co to za elementy sa przeksztatcane przez
wszystkie d(;) o parzystym i. Tu niezbedne jest odwolanie si¢ do pierwotne;j

numeracji, gdzie mnozenie wyraza si¢ bardzo prosto:

1. .9 10
€M) E(2) =€1" €9 =2 "2 =2 =E&10 =E®))

i podobnie

€(0) "€(6) = €1 €15 = 2P =2 == €(8)5
patrzac na liczby 3 i 8, warto zauwazy¢ jedynie, ze jedna jest nieparzysta,
a druga parzysta. Mozemy wiec kontynuowac obliczanie.

ty = (5(0) (e@3)) +9(2)(e(3)) + -+ +da2)(e3)) + 14 (6(3))) +

+ (5(0) (e8)) +9(2)(e(s)) + -+ - + 012y (e(8)) + (14 (5(8))) =

=091+ 020=—1
Tym sposobem otrzymaliSmy réwnanie na 04,0 i 04,2, @ mianowicie
2% — 02,0t —1=0.
Analogicznie dzielimy o4 na og o i 0g 4. Zauwazmy, ze obliczenie tej pierwszej
sumy koniczy sprawe, bo jest to odpowiednik punktu P z obliczen dla pigciokata
(spéjrzmy na oba rysunki). Odpowiednim, analogicznie uzyskanym réwnaniem,
okazuje sie jednak
2* + o407+ 041 =0,
wiec trzeba rozwazy¢ wezedniej rozbicie 021 na 041 i 04,3, do czego jest

potrzebne réwnanie

x? —og17—1=0.

Ostatecznie, po rozwiazaniu czterech rownan kwadratowych otrzymujemy

1 1
a&ozg(\/ﬁ—1+\/34—2ﬁ) +Z\/17+3\/1_\/170+38\/ﬁ.

Gauss udowodnil, ze jego metoda jest dobra dla kazdej liczby pierwszej Fermata.
Pierre Wanzel udowodnil, ze dla zadnej innej liczby pierwszej rozwiazania
poprzez rozwiazywanie réwnan kwadratowych, a wiec konstrukcji cyrklem
i linijka, nie ma. Sprawa jednak nie posuneta sie zbyt daleko poza wynik
Euklidesa: wiemy, ze liczbami pierwszymi Fermata sa jeszcze 257 i 65537,
ale zadnej innej liczby pierwszej Fermata nie znamy, a nawet nie wiemy, czy
takie w ogdle istnieja. Nastepna liczba Fermata, dla k = 5, dzieli si¢ przez 641.
Rzeczywiscie
4204967297 =227 + 1 =22 4 54.2% _ (5%.2% _ 1) =
=222 +5%) — (522" +1)(5-2"+1)(5-2" - 1) =
=641(2%% — (5% - 2" +1) - 639).
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Jak Trytona zlapano

Tryton najczesciej wystepuje w orszaku Posejdona.

W Uktladzie Stonecznym jest najwiekszym ksiezycem
Neptuna, wiec, cho¢ troche kosmopolityczny, jest

na wlasciwym miejscu. Nie zawsze tak bylo. Obiega
obecng swoja planete w kierunku przeciwnym niz jej
ruch po orbicie okolostonecznej, co dowodzi, ze nie mégl
powsta¢ w tym samym obszarze protoplanetarnego
dysku. Zostal wiec przez Neptuna zlapany. Jest jednak
bardzo duzy, wigkszy od uznawanego za planete
Plutona. W Ukladzie Stonecznym nie ma drugiego tak
duzego obiektu poruszajacego sie w taki sposéb.

0Od dawna zagadka pozostaje, jak Tryton dal sie

zlapaé. Do niedawna najbardziej popularna hipoteza
bylo zderzenie z innym ksiezycem Neptuna. Jednak
wyhamowa¢ moégl tylko na odpowiednio duzym
ksiezycu. To, ze nie ulegtby przy tym destrukcji, wydaje
sie bardzo mato prawdopodobne.

W maju pojawila sie konkurencyjna hipoteza [1], ktéra,
wedlug autoréw, jest duzo bardziej prawdopodobna.
Okazuje sie, ze utrata energii konieczna do zwiazania
moze wynikaé z rozbicia ukladu podwdjnego: Trytona

i jakiego$ nieznanego obiektu o masie np. dziesiet

razy mniejszej. Wlasnie ten nieznany, byly towarzysz
zabral energie ze soba. Po prostu przejscie uktadu blisko
Neptuna musiato nastapi¢, gdy w ruchu wokoét srodka
masy tego uktadu Tryton poruszal si¢ w kierunku
przeciwnym niz planeta.

Symulacje pokazuja, ze prawdopodobienstwo
przechwycenia wigkszego skladnika jest w pewnym,
dosé szerokim zakresie parametréw zblizenia rowne
1/2. Oczywiscie przechwycenie lzejszego towarzysza
jest rownie prawdopodobne w jeszcze szerszym zakresie
parametréw. Okazuje sie réwniez, ze uklady podwdjne
sa bardzo czeste, zaréwno wéroéd zwyklych planetoid,
jak i pozaplutonowych obiektow pasa Kuipera. A sam
Pluton z Charonem jest §wietnym przyktadem ukladu
podwdéjnego, ktory pasowalby do nowej hipotezy
upalikowania Trytona.

Meldunek z rubiezy

Koto Trytona przelecial na razie tylko jeden obiekt
wytworzony przez cztowieka — Voyager 2. Wraz

z blizniaczym Voyagerem 1 konczy trzecia dekade badan
Naszego Uktadu. Obecnie Voyager 1, ktéry byl co
prawda, wystrzelony odrobine p6zniej, ale poruszat sie
prostsza trajektoria, dolecial juz do miejsca, w ktérym
wiatr stoneczny zderza sie z pylem miedzygwiazdowym
(ang. termination shock). Wiatr stoneczny gwaltownie
zwalnia, tworzac cos w rodzaju gigantycznego babla.
Blizniacze sondy zostaly przez planety (specjalnie)
odchylone na przeciwne strony ptaszczyzny Uktadu
Stonecznego. Voyager 1 polecial na poinoc, a Voyager 2
na potudnie. I wlaénie ten drugi przysyla dane, ktore
$wiadczg o tym, ze ta pierwsza strefa spotkania

z materig galaktyczna jest po potudniowej stronie

o ponad miliard km blizej niz po péinocnej [2].
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Za to znieksztalcenie ma byé odpowiedzialne
galaktyczne pole magnetyczne. Powinni$my przekonaé
sie o tym przed koficem roku. Do konca obszaru
odczuwajacego obecnosé Stonca, czyli do heliopauzy
— konca heliosfery — jest jednak jeszcze daleko.

Na szczescie Voyagery powinny dzialaé jeszcze dwie
dekady.

Wzorzec masy

Jednym z pierwszych powszechnie uzywanych wzorcéw
masy byly nasiona szaraficzynu strakowego (lac.
Ceratonia siliqua). W Polsce spotkaé¢ mozna to drzewo
gltéownie w parkach i ogrodach botanicznych. Jak juz
gdzies jest, to trudno nie zauwazy¢ zwisajacych z gatezi
lub lezacych na ziemi olbrzymich plaskich strakéw,

o ciemnej skdrzano-brazowej barwie (oczywiscie,

jest okres, kiedy na drzewie wisza straki zielone).

Od greckiej nazwy keration pochodzi stowo karat,
ktérym w starozytnosci okreslano mase jednego

ziarna szaranczynu, czyli okoto 200 mg. Dzis jubilerzy
do wazenia nie uzywaja ziaren, ale nazwa pozostala.

Dlaczego jednak uzywali kiedys? Powszechna opinia
glosi, ze ziarna drzewa karobowego sa identyczne.
Zespot naukowcow z Uniwersytetu w Zurichu zebrat 550
ziaren z 28 drzew na Majorce i poréwnal rozrzut masy
dla ziaren 63 innych gatunkéw drzew i... nie znalazl
réznicy [3].

Legenda glosi, ze ziarnami szaranczynu zywit sie $wiety
Jan Chrzciciel, ale to podobno tez nieprawda. Ziarna
moga natomiast stuzyé jako substytut czekolady i to
w dodatku pozbawiony kofeiny i dobry dla alergikow.

Sprytne pluskwiaki

Pluskwiaki pluskolcowate (tac. Notonectidae) sa
szeroko rozpowszechnione (réwniez w Polsce). Poluja
pod woda i potrafig przez dluzszy czas utrzymywac
sie na stalej glebokosci, bez przytrzymywania sie
czegokolwiek i bez jakiegokolwiek ruchu. Podobnie
jak wiele owadow oddychajacych powietrzem, nurkuja
z jego bablem. W stosunku do jednego gatunku
mieszkajacego w Australii (lac. Anisops deanei)
udalo sie sprawdzié¢ [4], ze do przedluzonego pobytu
na tej samej gtebokosci pluskwiak ten uzywa tlenu,
ktéry uwalnia z hemoglobiny. Gazu z babla ubywa,
poniewaz dwutlenek wegla i azot dobrze rozpuszczaja
sie w wodzie. Uwolniony tlen przedtuza okres
wystarczajacej objetoséci babla z 4 do 8 minut.

Piotr ZALEWSKI

[1] C.B. Agnor i D.P. Hamilton, Neptune’s capture of its moon Triton
in a binary—planet gravitational encounter, Nature 441, 192 (11 maja
2006)

[2] http://www.nasa.gov/vision/universe/solarsystem/
voyager-2006agu.html

[3] L. Turnbull i innni, Biology Letters, DOI: 10.1098.2006.0476

[4] P.G.D. Matthews i R.S. Seymour, Diving insects boost their
buoyancy bubbles, Nature 441, 171 (11 maja 2006)



Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
511 (WT = 2,63) i 512 (WT = 1,80)
z numeru 12/2005

Janusz Olszewski — Suwalki 47,39
Tomasz Rawlik — Braunschweig 45,46
Marian Lupiezowiec — Zebrzydowice 42,55
Adam Dzedzej — Gdansk 42,30

Michat Kieza — Warszawa 35,43
Michat Jastrzebski — Warszawa 32,79

I znéw dwa bardzo dobrze znane nazwiska
— dwie niebagatelne powtérki wteranskie:
Janusz Olszewski — po raz 6smy (!!),
Tomasz Rawlik — po raz szésty (!).

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
412 (WT = 2,75) i 413 (WT = 1,70)

z numeru 2/2006
Mateusz Lacki — Krakéw 40,63
Andrzej Idzik — Bolestawiec 36,79
Konrad Kapcia — Czegstochowa 30,66
Tomasz Tkocz  — Rybnik 26,26
Jerzy Witkowski — Radlin 14,12
Andrzej

Nowogrodzki — Chocianéw 11,80

0]

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene¢ mnozymy przez wspo6tczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbtowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 4/2006
Przypominamy tresé¢ zadan:
519. Czy istnieje nieskoniczony ciag liczb dodatnich a1, as, as, ..., dla ktérego szeregi
oo oo
an n L
— oraz E — sa oba zbiezne?
n? a?
n=1 n=1

520. Na plaszczyZnie dane sa dwa okregi €21 i 2, o réznych promieniach i $rodkach (odpowiednio)
O1 i O3, przecinajagce si¢ w punktach A i B tak, ze kat O1 AO> jest prosty. Na odcinku AB
obieramy dowolny punkt X rézny od A, B oraz $rodka odcinka AB. Prosta O1 X przecina okrag Q2
w punktach P; i Q1, prosta O2X przecina okrag €21 w punktach P> i Q2, przy czym punkty P; i P>
leza na odcinkach O1X i O2X. Wykazad, ze proste P; P>, Q1 Q2 i O102 maja punkt wspdlny i ze ten
punkt nie zalezy od wyboru punktu X.

519. Odpowiedz przeczaca wynika natychmiast z nier6wnosci miedzy $rednimi

wazonymi:
2.a_n+1.£>(a_n)2/3(1>”3:1,
3 n2 3 a? n? a2 n

Jednoczesna zbieznosé obu zadanych szeregéw pociagataby zbieznosé szeregu > 1/n.

520. Rozpoczniemy od wykazania, ze
XA _ [ XQ] |XP| _ [XQo

. ORI T 10l " T0uR] T 10:@al
Okrag w, ktérego érednica jest odcinek O1 X, przechodzi przez punkt C przeciecia
odcinkéw O102 i AB. Oznaczmy $rodek i promien tego okregu przez M
i r. Niech T bedzie jednym z punktéw przeciecia okregdéw w i €s.
Q> Z podobienstwa trojkatow O1AO2 i ACO2 wynika, ze
|0201] - 020 = |02 4] = |02T;
zatem O2T jest odcinkiem stycznej
do okregu w, wiec jest prostopadly
do jego promienia MT'.

w A @ Wobec tego punkt M
lezy na zewnatrz
X okregu Qa, a MT
Py
M L
r \\
N Y

(@)

~J
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jest odcinkiem stycznej do okregu 22; dostajemy réwnos$é Ich prawe strony sa réwne, wobec zwiazkéw (1). Poniewaz

|MPy| - |MQ1| = 2. Stad

|01Qu| - | XPi| = (r+|MQ1l) (r — |MPy])

punkty Y i Z leza na prostej O102 poza odcinkiem O102,
réwnosé lewych stron wzoréw (2) oznacza, ze Y = Z; tak

— . aMQll _ |MP1|) wigc Y jest wspolnym punktem prostych Pi P, Q1Q2
" 1 0102. Mnozymy réwnosci (2) stronami:
01 P1]-1X Q1] = (IMP| + 1) (IMQ1| — 7) = o\ .,
=7 (IMQ1| — |MPy|); oy ) =P
v s ic v symetie, bowiem rogmonio e+ e 0 = IQPL 10| 5 [XPo|: [XGsl
Al o B o o 0P -10:Qu]” 7 7 X[ [X Qi

zalezalo od tego, ktéry z okregow 21, Qo jest wiekszy.

Warto$¢ a nie zalezy od X; zas w wyrazeniu g licznik

[Zwigzki (1), w ,madrym jezyku”, orzekajg, ze punkty P1,Q1, 01, X i mianownik to potegi punktu X wzgledem okregéw Qo i Q1.

oraz P, Q2, 02, X tworza czwérki harmoniczne — co mozna krécej
uzasadnié, zauwazajac, ze prosta AB jest jednocze$nie biegunowa
punktu O; wzgledem okregu Q9 oraz biegunowg Oz wzgledem

okregu €]

Okregi €21 i Q22 nie sa przystajace, wigc proste P1 P> i Q1Q2

Dla punktu X lezacego na prostej AB potegi te sa réwne.
To pokazuje, ze wartosé¢ stosunku |01Y| : |02Y|, a wige

i potozenie punktu Y na prostej 0102, nie zalezy od
wyboru punktu X. (Nietrudno wykazaé, ze Y jest rodkiem
jednokladnosci okregéw Q2 1 Q1.)

przecinaja prostag O102 w punktach, ktére oznaczymy

odpowiednio przez Y i Z. Stosujac do tych prostych oraz [Tezg¢ zadania mozna tez uzyskac¢ rachunkiem na wspélrzednych,

tréjkata O102X twierdzenie Menelausa, otrzymujemy umieszczajac poczatek uktadu w punkcie C i przyjmujac A = (0,1)

réwnoéci oraz (wobec prostopadtosci AO1 L AO2): Oz = (k,0), Oy = (—1/k,0).
|O1Y| |01P1| |XP2| |Olz| |01Q1| |XQ2| N.1ech X = (0,w); v’vspolr.z@dn‘e punktow. P;, Qi, Y, Z daja si¢ bez

(2) = . oraz = . . wigkszych probleméw obliczyé; wychodzi Y = Z = ((k+1)/(1—k), 0),
|O02Y] | XP1|  [O2P] 027 [XQ1| [02Q:] niezaleznie od w.]

Klub 44

Rys. 1 &

Rys. 2

Redagugje Jerzy B. BROJAN
Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 4/2006

Przypominamy tresé zadan:

416. Ze szkta o wspélczynniku zalamania 1,5 wykonano pryzmat o podstawie tréjkata
réwnobocznego, skierowano na niego promien $wiatta tak, ze przedluzenie tego promienia przebiegalo
przez $rodek tréjkata i wprawiono pryzmat w ruch obrotowy. Podaé zakres mozliwych wartosci kata
odchylenia promienia od kierunku poczatkowego (przedzial lub przedzialy). Pominaé czesciowe
odbicie $wiatla towarzyszace zalamaniu, natomiast uwzgledni¢ ewentualne catkowite odbicie
wewnetrzne.

417. Przeltacznik na rysunku 1 jest przerzucany z gérnego do dolnego polozenia i na odwrét, przy
czym czasy zetkniecia z dolnym i gérnym stykiem sa jednakowe. Czestotliwo$¢ przerzucania (lub — co
na jedno wychodzi — pojemno$¢ kondensatora) jest tak duza, ze po pewnym czasie zmiany napiecia
na kondensatorze przestaja by¢ zauwazalne. Jaka jest wtedy wartosé tego napiecia? Wielkosci

oznaczone na 1'ysnr1k11 Sg dane.

416. Niech wyjSciowym potozeniem pryzmatu bedzie takie, przy ktérym promien
pada na krawedz, a kat obrotu wzgledem tego polozenia oznaczmy przez a (rys. 2).
Dla « bliskich zeru kat padania na $ciane b wynosi 60°, kat zatamania 35,3°, kat
padania na $ciane ¢ od wewnatrz 24,7°, a kat zalamania w powietrzu 38,9° — i tylez
wynosi odchylenie. Wzrost o do 11,4° zmniejsza odchylenie do warto$ci minimalnej,
réwnej 37,2° (wtedy przejscie promienia przez pryzmat ma charakter symetryczny, tzn.
wewnatrz pryzmatu promien biegnie réwnolegle do $ciany a). Dalszy obrét pryzmatu
doprowadza przy o = 32,1° do catkowitego wewnetrznego odbicia od $ciany ¢ — tuz
przed tym wychodzacy pod katem 90° z pryzmatu promien ulega odchyleniu o kat
57,9°, a tuz po tym promien calkowicie odbity po wyjéciu z pryzmatu przez $ciane a
odchyli sie o 115,8°. Nastepnie — jak mozna wykazaé — kat odchylenia jest rowny
180° — 2« (niezaleznie od wspélczynnika zalamania) i dla « bliskiego 60° dazy do tej
samej wartosci 60°. Jeszcze wiekszych wartosci o nie musimy juz analizowaé, gdyz
dalej promien catkowicie odbija si¢ od Sciany a i wychodzi przez sciane b, co daje te
same wartosci katéw odchylenia, tylko w przeciwna strone.

Podsumowujac, zakres mozliwych katéw odchylenia sklada si¢ z dwoch przedziatéw —
od 37,2° do 57,9° oraz od 60° do 115,8°.

417. Oznaczmy szukanag warto$¢ napiecia na kondensatorze przez U. Wartos$¢ ta ustali
sie wtedy, gdy ladunek doplywajacy od jednego z ogniw przy odpowiednim polozeniu
klucza zréwna sie z tadunkiem odptywajacym do drugiego ogniwa przy przeciwnym
przytaczeniu. Wobec jednakowych czaséw zetkniecia rownos¢ tych tadunkéw jest

rownowazna réwnosci natezen pradu gl—zU = U;—Zg? Rozwigzaniem jest U = %

R
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Rozwigzanie zadania F 674.
Zakladamy, ze autobus jest jednorodnym
prostopadlosciennym klockiem

o wysokosci réwnej 2h, szerokosci 2d

i dlugosci I. Cisnienie wiatru wywiera

. . c 2
na dluzszy bok autobusu site F' ~ 2hlpv~,

gdzie p jest gestoscia powietrza, a v jego
predkoscia. Rozpatrzmy momenty sit

Patrz w niebo

Obserwacje gwiazd zmiennych to chyba najczestsze zajecie milosnikéw
astronomii, poniewaz nie wymagaja specjalnie wyrafinowanych technik.
Obserwacje te sa nierzadko cenne, choé¢by dlatego, ze prowadzone sa w dlugich
okresach, na co zadne obserwatorium nie zdecydowaloby sie przeznaczy¢
wielkiego teleskopu. Wérdéd gwiazd zmiennych sa rowniez tzw. Miry, czyli
dtugookresowe pulsujace gwiazdy zmienne, ktérych nazwa pochodzi od
reprezentantki tego typu, omikron Wieloryba, nazwanej kiedys Mira —
Cudowna. Okres zmiennosci tych gwiazd wynosi co do rzedu wielkosci

rok, a sa one starymi czerwonymi olbrzymami i nadolbrzymami (w takiej

wzgledem poziomej osi przez punkty gwiezdzie zmiedcilaby si¢ orbita Ziemi). Ich jasnos$é zmienia sie o 5-8 wielkosci
styku kot autobusu z gruntem. gwiazdowych. Pamietajmy, ze zmiana o 5 mag odpowiada stosunkowi jasnosci
! . réwnemu 100 (bowiem magnitudo m = —2,5log F' 4 const, gdzie F' jest

mozliwe?

(@) (@)

Zeby autobus si¢ przewrdcil, moment sity
cisnienia powietrza musi by¢ réwny co
najmniej momentowi sity ciezkodci:

v =/ mgd/2plh2.

Fh =mgd, stad

strumieniem energii gwiazdy), zatem spadek jasno$ci o 8 mag oznacza, ze
gwiazda w minimum $wieci tysiac razy stabiej niz w maksimum. Jak to jest

Pomiary wykazuja, ze pelna jasnosé Mir (tj. zsumowana w calym zakresie
promieniowania elektromagnetycznego) zmienia si¢ od minimum do maksimum
zaledwie o czynnik 2, moze 3. W dodatku zmiany rozmiaréw gwiazd tego

typu powoduja, ze ekspansji gwiazdy towarzyszy ochlodzenie jej warstw
zewnetrznych, a przez to wigksza emisja podczerwieni kosztem Swiatta
widzialnego. W sumie dziwne moze si¢ wydawaé, ze amatorzy sa w stanie

w ogéle dostrzec jakas zmiennosé w zakresie widzialnym. Niedawno grupa
amerykanskich badaczy zaproponowala wyjasnienie. Wedlug nich do zmienno$ci
rozmiaréw i temperatury powierzchniowej gwiazdy nalezy dotaczy¢ cos

w rodzaju zmiennoéci sktadu chemicznego jej zewnetrznych warstw. Mianowicie
ochlodzenie atmosfery do 1400 K powoduje gwaltowne powstawanie w niej

wielkich ilodci tlenku tytanu (i innych tlenkéw), przez co atmosfera staje sie
niemal nieprzezroczysta w swietle widzialnym. Oczywiscie, tytan i tlen sa tam
stale, ale w wyzZszej temperaturze nie tworza zwiazku. W efekcie okazalo sie, ze
taki model gwiazdy zmiennej catkiem dobrze pasuje do obserwacji.

Przyjmujac mase m autobusu rzedu
10 ton, wymiary: d = h ~1m, [l ~ 8m,
gestosé powietrza p ~ 1,3 kg/mgﬁ
otrzymujemy v ~ 70 m/s.
. o .
Sierpien

W sierpniowe wieczory widzimy w calej okazatosci
Droge Mleczna, ktéra przebiega wysoko przez niebo

od pélnocy na poludnie. Jezeli powietrze jest czyste

i nie ma w poblizu $wiatel (a na wakacjach jest szansa
znalezienia si¢ w takiej sytuacji), to wyraZznie widaé,

ze w obszarze Labedzia, Strzaly, Orta i Tarczy Droga
Mleczna sktada sie z dwdch swietlistych pasm. Nie jest
to jednak jej prawdziwe rozdwojenie, a jedynie skutek
przestaniania odleglych gwiazd przez ciemna materie
miedzygwiazdowa skupiona w plaszczyznie rownika
galaktycznego. Materia miedzygwiazdowa wystepuje
oczywiscie wszedzie w Drodze Mlecznej, ale jej obecnosé
akurat w wymienionych gwiazdozbiorach przejawia sie
najsilniej. Réwniez widoczne (przez lunete) w Drodze
Mlecznej liczne niewielkie miejsca pozbawione niemal
gwiazd to nie ,dziury” w niej, lecz skutek przestaniania
dalekich obszaréw przez wyjatkowo geste male

obtoki materii miedzygwiazdowej, potozone — w skali
rozmiaréw Galaktyki — niedaleko nas.

Merkury znajdzie sie 7 VIII najdalej katowo od
Stonca, dzigki czemu mozna szukaé go na krétko
przed wschodem. Wenus jest w Raku i w zasadzie
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wschodzi przed wschodem Stonca, ale praktycznie

juz nie da sie jej zobaczyé. Mars (w Lwie) i Saturn

(w Raku) tez sg zbyt blisko Stonca (Saturn po prostu
za Sloncem 7 VIII). Wreszcie Jowisz, ktory jest

w Wadze, jest widoczny, ale tez krotko, nad zachodnim
horyzontem. Tak wiec mamy niebo prawie pozbawione
planet. Pelnia Ksiezyca wypada 9 VIII, a néw 23 VIII.
Ksiezyc zakryje: Spike dwukrotnie — 1 VIII (ale zakrycie
widoczne bedzie w Poludniowej Ameryce) i 28 VIII
(widoczne od Madagaskaru po Nowa Zelandie),
Antaresa 4 VIII (widoczne z poludniowych krancéw
Ameryki Poludniowej i Afryki) i Marsa 25 VIII (réwniez
widoczne w Ameryce Poludniowej). Wreszcie 26 VIII
nastapi spotkanie na utlamek stopnia Wenus i Saturna,
ale — jak powiedzieliémy — nastapi to bardzo blisko
Stonica. W okolicach 12 VIII mozna spodziewaé sig
maksimum do$¢ obfitego roju Perseidéw, ale przejscie
Ziemi przez ich strumien trwa dwa tygodnie, jest wiec
sporo czasu na proby obserwowania ich w miare, jak
pozwoli na to pogoda.



Klopoty z wartosciag oczekiwang

W poprzednim odcinku byta mowa o medianie zmiennej
losowej X. Tak nazywamy kazda liczbe a, dla ktorej

1 1
P(X<a)>3 P(X>a)>3

Niestety, mediana na ogél nie jest wyznaczona
jednoznacznie. Zajmiemy sie teraz innym parametrem
rozkladu: wartoscia oczekiwana. Ta z kolei jest
wyznaczona jednoznacznie, co nie oznacza, ze nie ma

z nig innych klopotéw. Po pierwsze, nie zawsze istnieje.
Po drugie, problem stanowi podanie takiej definicji,
ktora obejmowalaby wszystkie zmienne losowe (albo
lepiej: wszystkie rozklady prawdopodobienistwa).

Jesli zmienna losowa X ma rozklad dyskretny,
czyli przyjmuje wartosci 1,2a, ..., T, ..

z prawdopodobienstwami odpowiednio p1, ps, . ..
to warto$cia oczekiwang nazwiemy liczbe

(1) EX = ixipzw
i=1

o ile szereg po prawej stronie jest zbiezny bezwzglednie.
Zwykta zbiezno$¢ nie wystarczy, jesli bowiem szereg
nie jest zbiezny bezwzglednie, to przestawiajac jego
wyrazy, mozna otrzymac¢ dowolng sume, a nawet

szereg rozbiezny. Niewielki bylby pozytek z parametru
rozkladu, ktéry zalezatby od tego, w jakim porzadku
wypiszemy warto$ci zmiennej losowe;j.

)p’ﬂ)"'?

By¢ moze lepiej nazywaé EX wartodcia $rednia, mamy
bowiem po prostu do czynienia ze Srednia wazona,
liczb z;, gdzie wagami sg prawdopodobienstwa p;.

Jesli X jest liczba oczek wyrzuconych na uczciwej
kostce, to FX = 3%, co — przyznajmy — jest wartoscia
raczej nieoczekiwana w tym prostym doswiadczeniu.

Jesli rozklad zmiennej losowej X jest ciagly i ma
gestosé g, to na mocy definicji

(2) EX = /jo zg(z) dz,

gdzie zada si¢ zbieznosci catki |z|g(z) d.

Przypuéémy, ze w odlegtosci 30 stogp od plotu,

do ktoérego przytwierdzono asa pik, stoi pan Andrzej

Kmicic i popisuje sie pewnoscia reki. Jednak

z rozmaitych przyczyn tor kuli tworzy z prosta

przechodzaca przez pana Andrzeja i asa pik (ta

prosta jest — jak mozna sie domy$li¢ — prostopadla

do plotu) kat 6, ktéry jest zmienna losowa o rozkladzie
1

jednostajnym na przedziale (—3m, 37).

Jezeli uznamy asa pik za punkt zerowy, to jako
wspoélrzedna punktu trafienia mozemy przyjac tg 6. Jak
si¢ wydaje, pan Andrzej érednio trafia w asa pik. Czy
na pewno?

Nie ulega watpliwosci, ze ze wzgledu na symetrie
mediang zmiennej losowej X = tg 6 jest 0. A jaka jest
wartos¢ $rednia?
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Niestety, definicja zmusza nas do wyznaczenia gestosci.
Wyznaczymy dystrybuante X:
Fx(t)=P(X <t)=Ptgh <t)=P(§ <arctgt) =

—7ar(}tgt+%ﬁ—larct t—&-l_/t .
N ™ oo P9 T oo (1 +22)
Otrzymalismy dystrybuante w postaci catki z gestosci
1 1
Jednak catka
*  zdr
/_Oo (1 +22)
nie jest zbiezna, jako ze funkcja pierwotna, W,

ma w plus i minus nieskonczonosci granice nieskonczona.
Wobec tego wartos¢ $rednia zmiennej losowej X nie
istnieje.

Przypu$émy teraz, ze jesli w n-tym rzucie nieskonczonej
serii rzutow symetryczng moneta wypadnie orzel, to
wygramy 2 - 37" zlotych. Niech X oznacza taczna
wygrana. Jak obliczy¢ EX?

Teraz 0 < X < 1, wiec wartos¢ érednia powinna istnie¢,
ale proba wyznaczenia rozkladu zmiennej losowej X
i skorzystania z definicji prowadzi na manowce.
Istotnie, mozna zauwazy¢, ze X nie przyjmuje wartosci
z przedziatu (%, %) jesli w pierwszym rzucie wypadtl
orzel, wygramy co najmniej §, W przeciwnym razie —
CO najwyzej % Rozpatrujac drugi, trzeci i dalsze rzuty,
widzimy, ze zabronione sg przedzialy (%, %), (%, %), etc.
Suma dlugoéci zabronionych przedzialéw da sie obliczy¢.
Jest to

12 22

3 * g2 + 33
Ale dystrybuanta musi by¢ stala na przedziatach
zabronionych, zatem gestos¢ — gdyby istniata —
musialaby tam by¢ réwna zeru. Wtedy jednak catka
z gestosci na przedziale [0, 1] bylaby réwna zeru, a nie
jednosci.

+...=1

Czytelnik zapewne zorientowal si¢, ze X przyjmuje
wartosci ze zbioru Cantora. Idac tym tropem mozna
pokazaé, ze zadna warto$¢ zmiennej losowej X nie
jest przyjmowana z dodatnim prawdopodobienstwem.
Wzor (1) jest wiec bezuzyteczny.

Mozna argumentowaé, ze X i 1 — X maja ten sam
rozklad, poniewaz 1 — X jest wygrana w grze, w ktorej
zamieniono rolami orla i reszke. Mieliby$my zatem

1

EX=E(1-X)=1-EX=_.

Od porzadnej teorii oczekujemy jednak porzadnej
definicji, dajacej sie zastosowaé do kazdej zmiennej
losowej; propozycja wymyslania za kazdym razem
nowych sztuczek nie jest powazna. Ale o tym za miesiac.

*Instytut Matematyki Uniwersytetu Warszawskiego



