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nastepujacym:

Dwadziescia lat p6zniej

W numerze 1/1982 rozpoczeliSémy serie Zadari, ktérych nie umiemy rozwigzad

Dany jest okrag o i trzy punkty A, B i P. Narysowaé proste przez A i B
wyznaczajace na okregu takie cieciwy UW i XY, zeby proste UX i WY
przecinaly sie w punkcie P.

Po uplywie prawie pél roku otrzymaliSmy rozwiazanie od naszego Czytelnika,
Karola Kaminskiego (wéwczas ucznia V klasy Technikum Mechanicznego

w Piotrkowie Trybunalskim) zawierajace opis konstrukcji (sama linijka!),

ale bez dowodu poprawnosci. Nasz Czytelnik na nasze monity odpisal, ze tak
wychodzi i juz. MusieliSmy sami przeprowadzi¢ ten dowod, co sie w konicu udalo
i zamiesciliémy go wraz z konstrukcja w numerze 1/1983.

Dzis, po ponad 20 latach, przedstawiamy nowe, zupelnie inne rozwigzanie tego
problemu. Znalazt je Michal Jastrzebski z XIV LO w Warszawie. Jak widac,

uczniowie przez te 20 lat nic nie stracili ze swoich talentéw.

Redakcja
* Kk ox

Powyzsze zadanie rozwiazalem w nastepujacy sposob.

Rozpatrzmy najpierw przypadek, w ktorym zaréwno A, jak i P leza na zewnatrz
okregu o. Zalézmy, ze dane mamy punkty: U, W, X, Y, spelniajace warunki
zadania. Rozwazmy inwersje Ip o srodku w punkcie P wzgledem okregu
prostopadlego do o, czyli taka w ktérej okrag o pozostanie staly. W inwers;ji tej
obraz punktu @) bedziemy oznaczaé przez Q'. Wowczas W =Y’ oraz U = X'.
Niech [ bedzie prosta przechodzaca przez punkty: X, Y, B. Jej obrazem

w inwersji Ip bedzie okrag I’ przechodzacy przez punkty: X', Y’ B’ oraz P
(jako $rodek inwersji). Oznacza to, ze okrag I’ przechodzi przez punkty: U, W,

B’ oraz P.

Punkt A lezy na prostej UW, a tym samym na osi
potegowej okregéw o i I'. Rozwazmy teraz inwersje I4

o srodku w punkcie A zachowujaca okrag o. W inwers;ji
tej obraz punktu @ oznaczaé¢ bedziemy przez Q.
Poniewaz A ma réwne potegi wzgledem o i I/, wigc
inwersja I4 zachowa réwniez okrag I’. Tym samym,
poniewaz P € I’, wiec réwniez P € I’. Ostatecznie
widzimy, ze okrag I’ przechodzi przez punkty P, B’ oraz
P, ktoére jednoznacznie go wyznaczaja. Na okregu tym
leza réwniez punkty U i W.

Konstrukcje szukanych punktéw mozemy wiec
przeprowadzi¢ w nastepujacy sposéb. Konstruujemy
punkty B’ oraz P”, a nastepnie opisujemy na
trojkacie PB'P"” okrag. Punkty przecigcia tego okregu
z okregiem o beda punktami U i W. Znajac punkty

U i W, bez problemu znajdujemy brakujace punkty X
i Y. Dowdd poprawnosci konstrukeji przeprowadzamy,
rozumujac w druga strone.

Podana konstrukcja ,nie zadziala”, jezeli punkt P lub
punkt A lezy wewnatrz okregu o. Rzeczywiscie, jezeli
np. punkt P lezy wewnatrz okregu o, to nie istnieje
inwersja o srodku w punkcie P, zachowujaca okrag o.
W takim przypadku rozpatrujemy przeksztalcenie

HP:SPOIP,

bedace zlozeniem inwersji o srodku w punkcie P

i promieniu réwnym pierwiastkowi z wartosci
bezwzglednej potegi punktu P wzgledem okregu o,

z symetria srodkows wzgledem punktu P.
Przeksztalcenie to zachowuje okrag o. Analogicznie,
jezeli punkt A lezy wewnatrz okregu o, zamiast inwersji
I 4 bedziemy rozpatrywaé przeksztatcenie

Hp=S54014.

Przy przeksztalceniu Hp prosta nieprzechodzaca przez
punkt P przejdzie na okrag przechodzacy przez P.

W szczegblnodei, prosta XY B przejdzie na okrag I’
przechodzacy przez punkty: U, W, P, B’, gdzie przez Q'
oznaczamy obraz punktu ) w przeksztalceniu Hp.
Jesli teraz punkt A lezy na zewnatrz okregu o, to
przeprowadzamy takie rozumowanie, jak na poczatku
rozwigzania. W przeciwnym przypadku rozpatrujemy
przeksztalcenie H 4 zachowujace okrag o. Poniewaz
punkt P lezy na osi potegowej okregu o i okregu I,
wiec H 4 zachowuje réwniez okrag I’. Dalszg czesé
rozumowania prowadzimy tak, jak w pierwszym
przypadku.

Michalt JASTRZEBSKI



SzeS¢ w jednym,

Stanistaw
BEDNAREK*

Rys. 1. Budowa lampy lawa:
1 — zarbéwka,

2 — podstawa,

3 — naczynie szklane,

4 — korek,
5 — kotpak,
6 — spiralka,

7 — wosk lub parafina,
8 — mieszanina wody i alkoholu lub
alkoholu i gliceryny.

=

Fot. Lampa lawa w akcji.

*Instytut Fizyki Uniwersytetu Lédzkiego

czyli jak dziala lampa lawa

W sklepach z artykutami elektrotechnicznymi lub w sklepach z gadzetami
mozna znalez¢ lampe o bardzo interesujacym dzialaniu, dajaca niepowtarzalne
efekty podczas obserwacji, znang pod nazwa lampa lawa. Lampa ta zostata

po raz pierwszy skonstruowana przez Edwarda Cravena Walkera w 1963 r.

i opatentowana w Anglii 16 marca 1964 r. Wlascicielem patentu na lampe lawa
jest rowniez firma Haggerty Enterprises Inc. ze Stanéw Zjednoczonych.

Budowa lampy lawa przedstawiona jest na rysunku 1. W dolnej czesci lampy
znajduje sie niewielka zaréwka o mocy 25-40 W zasilana z sieci elektrycznej

o napieciu 230 V. Zaréwka umieszczona jest w otwartej od géry, cylindrycznej,
nieprzezroczystej obudowie bedacej podstawsg, i stanowi zrédto $wiatta oraz
ciepta zapewniajace dzialanie lampy. Na podstawie nad zaréwka ustawione
zostalo zamkniete od goéry korkiem szklane naczynie, przypominajace
ksztaltem butelke lub kadtub rakiety. Korek zamykajacy naczynie nakryty jest
nieprzezroczystym kolpakiem w ksztalcie stozka lub dziobu rakiety. Wewnatrz
butelki w jej dolnej czesci znajduje sie zabarwiony wosk lub parafina. Pozostala
cze$¢ wnetrza butelki wypelniona jest prawie w calosci ciecza o odpowiednio
dobranej gestosci. Moze to byé¢ np. mieszanina wody i alkoholu lub alkoholu

i gliceryny. Dla poprawy skutecznoéci dzialania lampy na dnie naczynia
umieszcza sie czesto metalowa spiralke tworzaca okrag.

Zasada dziatania lampy lawa jest nastepujaca. Zabarwiony wosk lub parafina
poczatkowo znajduje sie na dnie naczynia w postaci ciata stalego. Ich gestoscé
jest wicksza od gestosci mieszaniny cieczy znajdujacej si¢ w naczyniu. Tylko
niewielka cze$¢ energii elektrycznej pobieranej z sieci przez zardéwke (ponizej 1%)
zmienia sie¢ w energie $wietlna. Prawie cata energia elektryczna ulega przemianie
na energie wewnetrzng widkna zarowki, ktére w wyniku tego rozzarza sie

do czerwonosci. Gorace widkno wypromieniowuje energie wewnetrzna w postaci
ciepta. Cieplo to pochlaniane jest przez wosk lub parafing i przez podstawe
lampy. Temperatura wosku lub parafiny wzrasta, osiagajac po pewnym

czasie zakres temperatur topnienia. Dla Scistosci nalezy tu dodaé, ze ciala

o bezpostaciowej budowie wewnetrznej — ciala amorficzne, np. wosk lub szkto,
w odréznieniu od cial krystalicznych, np. lodu, nie maja dokladnie okre§lonej
temperatury topnienia. Ciala amorficzne zmieniaja si¢ w ciecze w pewnym
zakresie temperatur, stajac sie poczatkowo migkkie, nastepnie ciagliwe,

a w koncu ciekle, np. dla parafiny zakres ten wynosi 38-55 °C. Poniewaz wosk
lub parafina sa ztymi przewodnikami ciepta, dodana zostala metalowa spiralka
w ksztalcie okregu, ktora utatwia rozprowadzenie ciepta w catej objetosci tych
substancji.

Wraz ze wzrostem temperatury zwiekszaja sie objetoéci wosku lub parafiny

i mieszaniny cieczy w naczyniu. Poniewaz masy tych substancji pozostaja
stale, to ich gestosci ulegaja zmniejszeniu. Gesto$¢ wosku lub parafiny maleje
jednak szybciej ze wzrostem temperatury niz gestoS¢ mieszaniny cieczy.
Szybkos¢ tych zmian charakteryzuja iloSciowo wspoltczynniki rozszerzalnosci
objetosciowej, ktore dla wody i alkoholu etylowego wynosza odpowiednio
2,1-107*K~! oraz 11,1 - 10~* K~!, natomiast dla parafiny wspétczynnik ten
réwna sie 43,8 - 1074 K. Dlatego tez w pewnej temperaturze ich gestosé staje
sie mniejsza od gestosci tej mieszaniny. Jak wiadomo, na kazde ciato zanurzone
w cieczy — w tym rowniez na inng ciecz, dziala sita wyporu skierowana pionowo
w gore. Jezeli gestosé tego ciala jest mniejsza od gestosci cieczy, to woéwczas
sila wyporu, dzialajaca na cialto, jest wigksza od jego ciezaru i cialo pod
wplywem tej sily wyplywa z cieczy ku gorze. Taka sytuacja ma wtasnie miejsce
w rozgrzanej lampie lawa. Zjawisko transportu ciepta potaczone z transportem
masy, ktore tu zachodzi, nazywa sie konwekcja.

Ciekly wosk lub parafina unosi si¢ ku gorze w postaci kul odrywajacych
sie majestatycznie od wosku lub parafiny znajdujacych si¢ w dolnej czesci
naczynia (fot.). Kulisty ksztalt odrywajacych sie porcji wosku lub parafiny
spowodowany jest silami napiecia powierzchniowego. Sily te zakrzywiaja
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Rys. 2. Samodzielnie wykonana lampa
lawas:

A

1 — puszka po konserwie,

2 — zaréwka,

3 — oprawka zaréwki,

4 — przewéd dwuzylowy,

5 — gips,

6 — butelka szklana,

7 — parafina,

8 — mieszanina wody i denaturatu,
9 — nakretka.

powierzchnie cieczy, starajac si¢ nadac jej taki ksztalt, przy ktérym pole

tej powierzchni osigga warto$¢ minimalng — takim wlasnie ksztaltem jest
ksztalt kulisty. Powolne tworzenie sie kul cieczy i ich powolny ruch ku gérze
spowodowane sa z kolei sitami lepkosci, skierowanymi przeciwnie do kierunku
ruchu. Wartosé tych sit wzrasta wprost proporcjonalnie do wartosci predkosci

i promienia kul. Dlatego sily te ograniczaja predkos¢ ruchu kul, ktére poruszaja
sie w przyblizeniu ruchem jednostajnym.

Gorna cze$¢ naczynia znajduje sie dalej od zaréwki i jej temperatura jest nizsza
niz czesci dolnej. Kiedy kule wosku lub parafiny dotra do wierzchotka naczynia,
oddaja swoja energie wewnetrzna w postaci ciepla, ulegaja ochtodzeniu

i krzepna. Skrzepniete kule maja wicksza gesto$é niz otaczajaca je mieszanina
cieczy i zaczynaja poruszaé sie¢ w kierunku dolnej czesci naczynia. Tu znowu
ogrzewaja sie, topnieja i zaczynaja poruszaé ku gorze. W ten sposéb caly proces
sie powtarza.

Podsumowujac przeprowadzone dotychczas rozwazania, tatwo zauwazy¢, ze

w dziataniu lampy lawa wykorzystanych zostalo szes¢ umiejetnie powigzanych
zjawisk fizycznych. Sa to: rozszerzalno$¢ cieplna, topnienie, tworzenie sie kropli,
konwekcja, ruch w oérodku lepkim, krzepniecie. Zawarte tutaj stwierdzenie
tlumaczy tytul tego artykutu. Lampe lawa mozna réwniez traktowac jako
pewnego rodzaju silnik cieplny, w ktérym energia wewnetrzna wlékna zarowki
zmienia sie czesciowo na prace wykonywana podczas unoszenia sie kropli wosku
lub parafiny.

Jak wspomniano na poczatku, lampe lawa mozna kupié¢ w sklepie z artykutami
elektrycznymi lub w sklepie z gadzetami. Nie jest ona jednak tania i kosztuje

od kilkudziesieciu do ponad stu zlotych. Dlatego tez celowe jest samodzielne
zbudowanie takiej lampy. Do wykonania tego zadania potrzebne beda
nastepujace przedmioty i materialy: zaréwka o mocy 25-40 W na napiecie 230 V
z oprawka, okolo 1,5 m dwuzylowego przewodu, wtyczka sieciowa, blaszana
puszka o wysokosci okoto 10-12 cm, np. od groszku konserwowego, szklana
butelka o pojemnosci 0,51 z metalowa nakretka, gips, woda, denaturat i parafina
z 2-3 $wieczek.

W poblizu dna puszki robimy niewielki otwér i przekladamy przez niego
przewdd (rys. 2). Konce przewodu podlaczamy do oprawki zaréwki i wtyczki
sieciowej. Przygotowujemy mieszanine gipsu z woda i wlewamy ja do puszki,

a oprawke zaréwki ustawiamy na dnie w rownej odlegtosci od bocznej Sciany
puszki. Kiedy po kilku minutach gips stwardnieje, bedziemy mieli oprawke
zamocowana w puszce. Odstawmy puszke na kilka godzin az do wyschniecia
gipsu, wtedy do oprawki bedziemy mogli wkreci¢ zaréwke i bezpiecznie wlaczy¢
ja do sieci elektrycznej. Banka wkreconej zaréwki nie powinna wystawa¢ ponad
gbérng krawedz puszki. W ten sposéb wykonaliSmy podstawe lampy.

Nastepnie ostroznie roztapiamy $wieczki i uzyskang parafine wlewamy

do butelki. Butelke ustawiamy na puszce stanowiacej podstawe lampy

i wlaczamy zarowke do sieci elektrycznej. Do butelki nalewamy wody,
wypelniajac nia okoto 0,6 objetosci. Stopiona parafina powinna zaczaé
wyplywaé ku gorze. Wtedy do butelki dolewamy powoli denaturatu, az kulki
stopionej parafiny zaczng opada¢. Obserwujemy jeszcze przez pewien czas
zachowanie sie parafiny. Jezeli jej obieg jest prawidlowy, to zakrecamy butelke
i mamy gotowa lampe lawa. Gdyby kulki parafiny zbyt szybko opadaly, nie
wznoszac sie do gérnej powierzchni mieszaniny wody i denaturatu, woéwczas
dolewamy wody. Nalezy jednak uwazaé, zeby nie wypelni¢ mieszanina calej
objetosci butelki, poniewaz po zakreceniu ogrzana ciecz bedzie wycieka¢ lub
butelka moze peknad.

Na zakoniczenie warto dodac, ze spotyka si¢ réwniez uproszczone wersje lampy
lawa, w ktérych nie zachodzi zjawisko topnienia i krzepniecia. W lampach tych
stosuje sie dwie niemieszajace sie ciecze o réznych gestosciach i wspélczynnikach
rozszerzalnosci objetosciowej, np. alkohol benzylowy i wodny roztwér soli
kuchennej.
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SALT — nowe oko dla polskich astronomoéw

Pawet
PIETRUKOWICZ*

*Centrum Astronomiczne
im. M. Kopernika PAN

Akronim w tytule pochodzi od angielskiej nazwy Southern African Large
Telescope — Wielkiego Teleskopu Poludniowoafrykanskiego, ktéry po pieciu
latach budowy zostal oficjalnie oddany do uzytku 10 listopada 2005 roku. Ten
10,5-metrowy gigant stoi w Republice Poludniowej Afryki na ptaskowyzu Karoo
na wysokosci 1759 m n.p.m., okoto 370 km na pdélnocny-wschod od Kapsztadu.
Zostal zbudowany przez konsorcjum 11 instytucji naukowych z szesciu krajéw:
Republiki Potudniowej Afryki, Polski, Niemiec, Wielkiej Brytanii, Nowej
Zelandii i Stanéw Zjednoczonych. Polacy maja ponad 10-procentowy udzial
finansowy w przedsiewzigciu i dlatego bedziemy mogli wykorzystaé okoto 10%
czasu obserwacyjnego. Uwzgledniajac warunki pogodowe, jest to okolo 20-25
nocy w roku.

Teleskop SALT zostal skonstruowany na podstawie doswiadczen zebranych
przy budowie i eksploatacji blizniaczego teleskopu HET (Hobby-Eberly
Telescope), ktéry dziata od 1999 r. w Teksasie w USA. Zasadnicza cecha

tych teleskopéw jest ich stosunkowo niska cena. SALT kosztowal 28 milionéw
dolaréw, czyli okoto 20% wartosci standardowego teleskopu tej samej wielkosci
(np. 10-metrowego teleskopu Kecka na Hawajach).

Na czym polegaja owe oszczednosci? Otoéz, przede wszystkim chodzi o sposéb
poruszania si¢ catego teleskopu. Jest on bowiem nachylony do horyzontu

pod stalym katem 53° i moze obracaé sie tylko wokot osi pionowej. Co ciekawe,
podczas obserwacji sam teleskop jest nieruchomy, a wybrany obiekt na niebie
sledza detektory umieszczone w kontenerze poruszajacym sie na szynach
wysoko nad lustrem teleskopu. Samo lustro ma ksztalt sferyczny i sklada sie

z 91 szesciokatnych elementéw. Przy takiej konstrukcji wszystkie elementy

sa jednakowo wyszlifowane, maja mala grubosé i sa lekkie. Pod wzgledem
calkowitej powierzchni lustro teleskopu SALT jest najwieksze na $wiecie

i odpowiada jednemu 10,5-metrowemu zwierciadtu.

Obok gléwnego budynku teleskopu (wysokosci 60 m i zwienczonego koputa

o $rednicy 25m) stoi wieza z kulg na szczycie. Znajdujacy sie tam laser stuzy
do precyzyjnego ustawiania kazdego elementu lustra tak, by cate zachowato
sferyczny ksztalt. Laser bowiem znajduje sie w geometrycznym srodku
sferycznej powierzchni lustra, a operacje korekcji wykonuje sie¢ o zmierzchu
przed obserwacjami.

Obserwacje SALTem sg dokonywane w efektywnym systemie kolejkowym.
Mianowicie raz na kilka miesiecy astronomowie sktadaja Sciste propozycje
obserwacyjne, komisja za$ decyduje o przyznaniu czasu i nadaje priorytety
wybranym projektom. P6zniej lokalna obstuga przy teleskopie wykonuje
obserwacje, a nastepnie wysyta dane wnioskodawcom. W takim systemie bardzo
réwnomiernie wykorzystywany jest czas na teleskopie. Przykladowo w noce

o nienajlepszej pogodzie wykonywane sa obserwacje, ktére nie wymagaja
nadzwyczaj dobrych warunkéw pogodowych i zazwyczaj maja nizszy priorytet.
Ponadto w takiej strategii mozliwe jest przerwanie normalnego trybu obserwacji
i nastawienie teleskopu na nagle pojawiajacy sie obiekt w celu monitoringu
kréotkotrwatego zjawiska. Do tego typu zjawisk nalezg wybuchy supernowych
(ktére trwaja kilka tygodni), a takze blednace w ciagu kilku godzin poswiaty
po blyskach gamma (rejestrowanych w tym zakresie przez satelity).

Obecnie teleskop zaopatrzony jest w dwa detektory. Jednym z nich jest kamera
SALTICAM, ktéra stuzy do doktadnego nastawiania teleskopu na wybrany
obiekt na niebie, a takze uzyskiwania obrazéw obiektow. Pole widzenia kamery
wynosi 8 x 8 minut kwadratowych, czyli jest 11 razy mniejsze niz tarcza
Ksiezyca w pelni. Drugim instrumentem jest spektrograf $redniej rozdzielczosci
PFIS, umozliwiajacy rejestrowanie widm w zakresie dlugoéci fal od 320 nm

do 900 nm. Planuje si¢, ze w 2007 roku do teleskopu zostanie podtaczony
spektrograf wysokiej rozdzielczosci HRS, ktéry pozwoli mierzy¢ predkosci
radialne zrédet $wiatta z dokladnoscia kilku m/s. Tak precyzyjne pomiary
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pomoga w poszukiwaniach planet okrazajacych inne gwiazdy, gdyz w takich
uktadach stosunkowo mate planety wywotuja bardzo niewielkie ruchy
macierzystej gwiazdy wokol wspolnego srodka masy.

Poza poszukiwaniem planet pozastonecznych astronomowie chcg okreslaé
parametry gwiazd podwdjnych w gromadach gwiazdowych, co umozliwi
wyznaczenie ich odleglosci. Interesujace sa rowniez badania nad ewolucja
ukladéw kataklizmicznych — podwéjnych uktadow gwiazd, w ktorych

biaty karzel $ciaga na siebie materi¢ z towarzyszacej mu chtodnej gwiazdy

w sposéb czesto prowadzacy do wybuchdéw. Analiza widmowa umozliwi takze
badanie sktadu chemicznego matych cial Uktadu Stonecznego. Szczegdlne
zainteresowanie budza tu stabe planetoidy, okrazajace Stonice poza orbita
Neptuna i reprezentujace cegielki pierwotnej materii, z ktérej zrodzit sie nasz
uktad planetarny. Innym niezmiernie ciekawym tematem jest badanie dynamiki
pobliskich galaktyk w celu wyznaczania ilosci zawartej w nich nieSwiecacej
(ciemnej) materii. Ma to poméc w rozwiklaniu probleméw dotyczacych budowy
i ewolucji calego Wszech$wiata.

To tylko krétki opis mozliwo$ci nowego gigantycznego teleskopu w Poludniowej
Afryce. Pierwsze obserwacje naukowe zostaly wykonane juz jesienig 2005 roku
w trakcie fazy testowej. Dotyczyly one ukladu kataklizmicznego, w ktérym
bialy karzel ma bardzo silne pole magnetyczne (30 milionéw razy silniejsze

od ziemskiego), a materia z towarzysza opada w rejonach jego biegunéw
magnetycznych. Obserwacje potwierdzily obecnos$é tzw. goracych plam w tych
miejscach oraz pozwolily na wyznaczenie ich rozmiaréw. Teraz, skoro teleskop
SALT dziala normalnie, powinniémy tylko nastuchiwaé wiesci o nowych
odkryciach astronomicznych dokonanych za jego pomoca.

Wiecej informacji mozna znalez¢ na stronie http://salt.camk.edu.pl

Redaguje Waldemar POMPE

M 1138. Dane sg takie liczby catkowite a, b, ze réwnanie 22 + az 4+ 1 — b = 0 ma dwa
pierwiastki bedgce réznymi od 0 liczbami catkowitymi. Wykazaé, ze liczba a? + b? jest
liczba zlozona.

Rozwigzanie na str. 6

‘ M 1139. Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC (rys.), przy czym
IBCD — 4 ACD =90°.
C Punkt P jest rzutem prostokatnym punktu B na prosta C'D, a punkt M jest srodkiem
b odcinka AB. Obliczy¢ dtugosé odcinka PM, wiedzac, ze BC' = a oraz AC = b.
Rozwigzanie na str. 7
A D M L . . Lo .
M 1140. Na przyjeciu spotkalo sie 20 oséb. Okazato sig, ze kazdy z obecnych zna co
najmniej 10 z nich. Wykazaé, ze sposréd oséb obecnych na przyjeciu mozna wytonié
cztery i posadzi¢ przy okraglym stole tak, aby kazdy siedzial obok swojego znajomego.
(Przyjmujemy, ze jesli osoba A zna osobe B, to osoba B zna osobe A.)
Rozwigzanie na str. 10
Redaguje Ewa CZUCHRY
F 671. Do Ksiezyca zbliza sie statek kosmiczny F 672. Wzdluz réwnika, w kierunku ze wschodu na zachdd,
z wylaczonym napedem. Predkosé poczatkowa statku, rzucono kamien z taka predkoécia vo, ze bardzo daleko
w duzej odlegtosci od Ksiezyca, byta réwna zeru. Na jakiej od Ziemi jego predko$é¢ stala sie réwna zeru. Taki sam
wysokosci nad powierzchnig nalezy wlaczyé silnik hamujacy, kamien rzucono wzdtuz réwnika z taka sama predkoscia
zapewniajacy migkkie ladowanie, jesli daje on opdznienie poczatkowa, ale w przeciwna strone — z zachodu na wschod.
réwne 5g? Przyspieszenie spadku swobodnego na powierzchni 7 jaka predkoscig v bedzie poruszal sie ten kamien w bardzo
Ksiezyca jest 6 razy mniejsze niz na Ziemi, promien duzej odlegtosci od Ziemi? Dlugosé rownika [ jest rowna
Ksiezyca r jest réwny okoto 1,7 - 10° km. Mase statku mozna 4 -10* km, okres obrotu Ziemi to jedna doba, promiefi Ziemi

uznaé za zaniedbywalnie mala.
Rozwigzanie na str. 16

to R = 6,4 - 103 km. Przyjaé, ze przyspieszenie swobodnego
spadku na powierzchni Ziemi wynosi g = 10m/s>.
Rozwiazanie na str. 16



Rozwigzanie zadania M 1138.
Niech x1 i 2 bedg pierwiastkami danego

réwnania. Korzystajac ze wzoréw Viete’a,

uzyskujemy

r1 + a2 =—a oraz wxix2o=1—0>b.
Stad
a? 4+ b% = (x1 + ;1*2)2 + (1 — .1:1:1:2)2 =

=1+ 21+ 23).

Oba czynniki sa wieksze od 1, a wiec
liczba a? + b2 jest zlozona.

Rys. 1

180°

Rys. 2

Rys. 3

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Ekonometrii, Uniwersytet Zielonogorski

O Srednich w trapezie
Janusz MATKOWSKI"

W artykule Srednie w trapezie, ,Delta” 10(377)/2005, Joanna Jaszufiska daje
geometryczne interpretacje czterech symetrycznych srednich: harmonicznej H,
geometrycznej G, arytmetycznej A i kwadratowej K, jako dtugosci pewnych
poziomych odcinkéw w trapezie i, opierajac sie na tych interpretacjach, dowodzi
znanych nieréwnosci.

Wszystkie z wymienionych tutaj srednich naleza do rodziny $rednich potegowych

wazonych Al - (0,00)% — (0, 00), okreglonych wzorem

AlPl(q,b) = (wa? + (1 —w)b?)/P, p#0,
WA a®bl—v, p=0.
dla p € R oraz w € (0, 1). Liczbe w nazywa sie wagq $redniej. Latwo sprawdzié,
ze

lim AP(a,b) = a®b' =% = Al%(a, b).

p—0

Srednia A% jest symetryczna, tzn. spelnia warunek Alp) (a,b) = Alp) (b,a) dla

wszystkich a,b > 0, wtedy i tylko wtedy, gdy w = % Srednie AP := [119/]2
nazywane sa srednimi potegowymi. Zauwazmy, ze
A=Al H = A1, K = AP, G = Al

Srednia G odgrywa w rodzinie tych rednich centralng role. Mianowicie,
Go(AlL ALPh =G, peRwe(0,1),
[—P])'

czyli G jest niezmiennicza ze wzgledu na pare srednich (Av[fj],Aw

Odpowiadajac na pierwsze z dwoch pytan J. Jaszunskiej, dajemy tutaj
interpretacje geometryczne niektérych srednich potegowych wazonych oraz
srednich wazonych kontra-harmonicznych.

Srednie arytmetyczne wazone. Ustalmy w € (0,1) i podzielmy trapez
o podstawach dlugosci a i b, a # b, odcinkiem réwnolegltym do podstaw,
o dhugosci z, na dwa trapezy, w taki sposob, ze przy oznaczeniach jak
na rysunku 1,
ha

o +hy
Wtedy z = wa +(1 — w)b = Ay (a,b) jest srednia arytmetyczna wazona.
Obracajac trapez wzgledem $rodka jednego z ramion o 180°, tak jak w artykule
J. Jaszunskiej, otrzymujemy réwnoleglobok, ktéry jest suma dwéch trapezdw
(rys. 2). Przedluzenie odcinka o dlugosci = dzieli obrécony trapez odcinkiem
o dlugosci y. Poniewaz 2 +y = a + b, wiec y = (1 — w)a + wb = A1_,(a,b), co
oznacza, ze

A(Ay(a,b), A1—y(a, b)) = A.
Ta réwnosé oznacza, ze $rednia arytmetyczna A jest niezmiennicza ze wzgledu
na pare Srednich (A, A1_w).

Srednie geometryczne wazone. Srednig geometryczng mozna takze
otrzymaé, dzielac trapez odcinkiem poziomym o dlugoéci x na dwa trapezy
tak, aby ich przekatne o dlugosci r i ¢ byly réwnolegle (rys. 3). Z podobiefistwa
tréjkatéw wynika, ze

- == i :E, astad x=Vab=G(a,b).

q r q
Dla kazdego w € (0, 1) istnieje dokladnie jeden poziomy odcinek w trapezie

a T . b
r

o dtugosci z, taki ze § = (%)w . Oczywidcie x = a®b' ™% = Al (a,b) jest érednia

geometryczna wazona. Czy takie odcinki maja jakas ciekawsza interpretacje
geometryczna?
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i Srednie kwadratowe wazone. Ustalmy dowolnie w € (0,1) i podzielmy trapez
) - o polu S odcinkiem o dtugoéci z, rownoleglym do podstaw, na dwa trapezy

Rozwiazanie zadania M 1139. o polach wS i (1 — w)S. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku 1, otrzymujemy

Oznaczmy przez Q punkt symetryczny a+b a-+b 2wS 2(1 _ w)S
do punktu B wzgledem punktu P. S = h hy) = ,
punkt edem punkt (ha + hs) 5 <a g o
skad wynika, ze
= AP(a,b) .= /(1 — w)a? + wh2.

Poniewaz G o (ALQ,],ALT 2]) = (7, wiec nasuwa sie pytanie, czy réwniez srednig

A2 (a,b) mozna zinterpretowaé geometrycznie.

Srednie harmoniczne wazone. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 1.
Poniewaz pole trapezu jest suma pél trapezéw mniejszych, wiec

a+b a+x x+0b
(*) (ha + hb) = —Hh,+ hp.
Wéwezas BC = QC oraz AQ = 2P M. 2 2 2
Ponadto P 1 1 tutai. 7 hy =(1— b dl 1 t, 1
e cocr s acD s ner rzyjmujac tutaj, ze wyt (1 —w). dla pewnego w € (0, 1), otrzymujemy
A 1200 _ Y ano ab _
= L ACD + (180 L BCD) =90°, x:—:A[w 1](a,b),
skad otrzymujemy < ACQ = 90°. Zatem wa + (1 - w)b
PM = %AQ - % /AC? + QC2 = a wiec x jest Srednig harmoniczng wazona a i b z waga w. Jesli Z—l’ = g, to
1 o 2ab [-1]
:5,‘/(1—4»()‘. x:a—H:Al/Q(a7b):H(a7b>_
Srednie kontra-harmoniczne wazone. Przyjmujac, ze (1 — w)Z—b =wg dla

pewnego w € (0,1), z (x), po prostych rachunkach, otrzymujemy
wa? + (1 — w)wb?

= H* =
* wl@,b) wa + (1 —w)b

a

Gdy % =2 (tj. dla w = 3), otrzymujemy stad
a? + b2

a+b’
Funkcja H} : (0,00)? — (0, 00) jest érednia (bo min(a,b) < HZ (a,b) < max(a,b))
i nazywa si¢ sredniq kontra-harmoniczng wazong, a $rednia H* := HY /2~ Srednig
kontra-harmoniczng. Motywacja ich nazwy jest tatwa do sprawdzenia relacja

Ao (Hy, H) = A,
ktéra oznacza, ze $rednia arytmetyczna A jest niezmiennicza ze wzgledu na pare
srednich (H.,,, H}). Srednia H* nalezy do rodziny érednich Giniego M P! :
(0,00)% — (0, 00) okreélonych nastepujaco:
aP + b

ap=t 4 pp—1’ b ER).
Zauwazmy, ze MM = A, M[1/2 = G 1 MO = H oraz, ze MP! nie jest érednig
potegowa dla p ¢ {1, 3,0}

x=H"(a,b) =

MP) (a,b) :=

Uwaga. Mozna udowodni¢, ze dla dowolnych dwéch srednich istnieje dokladnie
jedna ich $rednia niezmiennicza. Na ogdl nie daje jej sie zapisaé efektywnym
wzorem, jednak zawsze jest ona granica tatwego do skonstruowania ciagu
rekurencyjnego. Waznym przykladem zastosowania Srednich niezmienniczych
jest érednia M spelniajaca réwnanie M o (A, G) = M, zwana Srednig
arytmetyczno-geometryczng. Otrzymuje sie ja ze wzoru

n bn .
M(a,b) = lim a ;r = lim v/anbn,
gdzie ciag (an,bp)52, okreslony jest rekurencyjnie:
an + by
(a’OabO) = (a’a b)7 (anJrlaanrl) = < 2 ) anbn) ) TL:(),L...7

czyli M(a,b) = lim,_o0 (4, G)"(a,b), gdzie (A4, G)™ oznacza n-ta iteracje
odwzorowania (A, G). W 1799 roku Gauss zauwazyl, ze przyblizenia $redniej M
pozwalaja na szybkie obliczanie pewnych calek eliptycznych.
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Maia delld

Teoria liczb a op6r zastepczy

W Delcie 2/2003 opisatam metode obliczania oporu zastepczego
nieskonczonych uktadéw elektrycznych. Metode te mozna zastosowaé do
nastepujacego uktadu.

R R R R
o—{ 1 L I L F L I

R R R R

o)

Poniewaz uktad ten jest nieskonczony, wiec opor samopodobnej czesci
uktadu bez pierwszych dwoch opornikéw jest rowny oporowi R, calego

ukladu
R

— istad R. = R¥5-1. Problem ten mozna rozwiazaé

o R " RTR.
tez inng metoda.

Uktad z jednym opornikiem

ma opér zastepczy R; = R. Po dodaniu pierwszego oczka sieci

R R

o

opor zastepczy caloéci wynosi

Po dodaniu jeszcze kolejnego

R R R
R R R
(o
mamy
1 1
Ry=g——=7——FR
R ' R+R: 1+ 1
1+ 3



Dodajac w ten sposob kolejne oporniki, otrzymujemy nastepujace
wyrazenie na opo6r nieskonczonej sieci opornikéw z rysunku 1

1
R =R, = T R.
[ E—
144
Patrz artykul na str. 10-11. Wyrazenie g L nazywa si¢ utamkiem tancuchowym.
1++

7 poréwnania ze wzorem na opér zastepczy wyprowadzonym

na poczatku wynika, ze powinno ono by¢ réwne @ Zobaczmy to

inaczej.
Mamy
vb-1 (WVs-1)(W56+1) 2 1
2 2(vV541) VE+1 oA
7 drugiej strony
V541 VE-1 1
5 = 1+ 5 = 1+ @
Wstawiajac powyzszg zaleznosé do przedostatniej i powtarzajac to,
otrzymujemy
VE-1 1
2 S
1+ 1+ ﬁ
1+ -+
Liczba 1+ e L. = \/52“ znana jest w matematyce jako tzw.
1+ -+

liczba . Opisuje ona ,zloty podzial”, czyli taki podzial odcinka na dwie
czeSci, ze cze$é dluzsza ma sie tak do krotszej, jak dlugo$c calego odcinka
do jego dluzszej czesci. Stosunek dlugosci czesci diuzszej do krotszey,
zwany ,boskq proporcjq”, jest rowny @ wlasnie.

W podobny sposéb mozna obliczy¢ opor zastepczy ponizszego uktadu.

R R R R
o—{ 1 L I L F L I
R R R R

R R R R
o_': 1 1 1

Postepujemy tak jak w poprzednim przyktadzie, czyli dodajemy
do uktadu kolejne oczka sieci i obliczamy za kazdym razem opOr
zastepczy calosci, otrzymujac
1
Ry = T R.
I E—
2+ L

W analogiczny do opisanego sposéb mozna pokazaé, ze ten utamek
laficuchowy jest réwny v3 — 1. Przyjemno$é te zostawiam Czytelnikowi.

Matqg Delte przygotowata Fwa CZUCHRY



Rozwigzanie zadania M 1140.

Wybierzmy dowolng osobe A oraz

rozpatrzmy zbiér Z4 tych wszystkich
oséb, ktore znaja osobe A. Jesli wszystkie
osoby ze zbioru Z 4 znaja sie, to
wybieramy dowolne trzy osoby B, C, D

z tego zbioru. Wtedy kazde dwie osoby

ze zbioru {A, B, C, D} znaja si¢, a zatem
mozemy je posadzié¢ przy okraglym stole

zgodnie z warunkami zadania.

Zalézmy wigc, ze w zbiorze Z 4 istnieja
dwie osoby B i C, ktére si¢ nie znaja.
Osoba B zna osobe A, nie zna osoby C,

a zatem wsrod pozostaltych 17 oséb

musi ona mieé¢ co najmniej dziewieciu

znajomych. Réwniez osoba C wéréd

tych samych 17 0oséb ma co najmniej

dziewieciu znajomych. Stad wynika, ze

w tej grupie 17 oséb istnieje osoba D,
ktéra zna zaréwno B, jak i C. Wystarczy
teraz posadzi¢ osoby A, B, C, D pray
okraglym stole w tej wlasnie kolejnodci.

Dla dociekliwych:

wyrazenie

1+

2+2+

oznacza granice ciggu

1
L1+, 1+
2

1

1

1

T
2+

2+ 17

Lepsze utamki
1517

1073

o wczesniejsze rozlozenie licznika i mianownika na czynniki pierwsze, dtugo

Gdy wystartujemy do utamka ze sposobem na skracanie opartym

bedziemy szukali tego rozktadu. Podobnie bedzie z utamkiem 6

Oto niezawodna metoda, ktéra — przy okazji — pokazuje jeszcze jedna postac,
jaka mozna nadawac¢ utamkom. Przepis jest prosty: wylacz catosci, to, co ci
zostalo, odwréé do gory nogami, znéw wytacz calodci, znéw odwroé do goéry
nogami i dalej powtarzaj to (by¢ moze bez kofica). Sprébujmy.

1571—1+444—

1073 1073

=1+ 1 1+ 1 1+ 1 1+ L

= 518 — T = i = 5T 1
185 2_*_?_4’ 2_’_%

Otrzymalismy inna, bardziej fantazyjna posta¢ ulamka: utamek tancuchowy.
Gdy nie mamy ochoty na takie, zuzywajace wiele papieru, graficzne figle,
zapisujemy to tak: (1;2,2,2,2), ale tymczasem sprébujmy przeksztalcaé ten
utamek z prawej na lewo:

1+ 1 =1+ 1 =1+ 1 —1+1—41
2+%1_ 2+ 11_ 2+%_ 29 99’
2 24 1 1z 12

Jak wida¢, wykonujac te operacje tam i z powrotem, skréciliSmy utamek: to,
przez co skrocil sie ostatni ulamek przy rozwijaniu w utamek tancuchowy
(czyli 37), to wladnie najwiekszy wspélny dzielnik liczb 1517 i 1073. Nie
bedziemy dowodzili, ze tak bedzie sie dzialo zawsze (pierwszy dostrzegt to
Teajtetos z Aten w czasach Peryklesa, czyli 2400 lat temu). Sprawdzimy tylko,
co ta metoda przyniesie w przypadku drugiego z utamkéw wymienionych
na poczatku. Nie bedziemy tu wypisywali kolejnych postaci pojawiajacych
sie przy rozwijaniu tego utamka w ulamek tancuchowy, lecz tylko kolejno
pojawiajace sie wyniki, powstajace przy odwracaniu poprzednio otrzymanych
utamkéw wiasciwych:
771 41 23 18 5 3 2 1
146 =0t 146’ 3+41’ 1+23’ L+ 18’ 3+5’ 1+3’ 1+2'
Otrzymalisémy zatem utamek lancuchowy (5;3,1,1,3,1,1,2), ktéry kazdy chetny
moze sobie zapisa¢ w rozwinietej formie (gdy tylko ma duzo wolnego miejsca).
Ale do rzeczy — rozwijany utamek okazatl sie nieskracalny — zaden z wypisanych
przed chwilg ulamkéw nie skracat sie.

Obserwujac cho¢by te dwa obliczenia, tatwo wywnioskowaé, ze kazda liczba
wymierna rozwija sie w skoficzony utamek tancuchowy (o ilez to piekniej, niz
z mlodszymi o tysiaclecie utamkami dziesietnymi). Ale w utamki tancuchowe
mozna rozwija¢ tez i inne liczby. Co wiecej — robi sie to w ten sam sposéb. Oto
przyktad:

1 1 1

V2=1+(V2-1)=
=..=1+ :

=1+ =1+
\/§+1 2+(\/§*1) 2+2+71
2+ 71—

(mam nadzieje, ze kazdy wie, iz (v2 — 1) i (v/2 4 1) to wzajemne odwrotnosci).
A to, co po wielokropku, wynika z faktu, ze gdy w obliczeniach pojawi si¢ po raz
drugi ta sama liczba (u nas byta to liczba (v/2 — 1)), dalsze obliczenia beda sie
powtarzaly. Otrzymalidémy utamek tancuchowy okresowy z powtarzajaca si¢ stale
dwdjka, co sie zapisuje (1;2). Podobny przyklad jest rozpatrywany w zadaniu
o opornikach (w Malej Delcie). Bez opornikéw stwierdzamy (stosujac te sama
metode, co poprzednio), ze
\/371:0+ Lo ! :

2 V541 1+ \/52—1 1+ ﬁ

czyli (0;1). 1+ ﬁ
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Utamki tancuchowe okresowe to rozwiniecia niewymiernych pierwiastkéw
rownan kwadratowych o wspélczynnikach catkowitych. Znéw nie bedziemy tego
dowodzili, tylko obejrzymy przyklad tego, jak to sie dzieje. Moze to by¢ ostatni
z rozpatrywanych przykladéw (jesli jakie$ obliczenie mozna wykonaé na kilka
sposobéw, to staje sie ono bardziej poprawne — prawda?). Zauwazmy, ze
1
gdy :1:—1+1+ 11 , to m—1+x.
R

Zatem z(1 +x) =1, czyli 22 + 2 — 1 = 0, skad mamy (wobec dodatniogci
V5 -1

5

Metoda rozwijania w ulamek tancuchowy stosuje sie nie tylko do liczb. Oto
przyklad geometrycznego (!) obliczenia stosunku przekatnej kwadratu do jego
boku. W kwadracie ABC D rysujemy ¢wiartke okregu o srodku A i promieniu
AB. Przecina ona przekatna AC w punkcie E. Przed dalszym rysowaniem

D A trzeba zauwazy¢é, ze BS = SE = ET =TD = EC (bo styczne z jednego punktu

do okregu sa jednakowej dlugosci, rysunek jest — jak dotad — symetryczny,

a SCT to poléwka kwadratu, oczywiscie mniejszego). Teraz rysujemy p6lokrag

o srodku S i promieniu SB. Wobec poprzedniego spostrzezenia przechodzi

+ on przez E. Oznaczmy drugi koniec jego $rednicy przez F'. Teraz liczymy jak

poszukiwanego pierwiastka) z =

T poprzednio (wylaczanie calosci i odwracanie)
AC CE 1 1 _
i T TS =1+ — = (112) = V2.
12 AB B 2+ op 2+ 5

Trzecia z rownosci bierze sie z podobienstwa trojkatéw CBE i CEF: maja kat
przy wierzchotku C' wspélny, a ponadto kat CBE, czyli FBE (jako wpisany

w mniejszy okrag), jest réwny katowi FEC (jako dopisanemu opartemu na tym
. W samym tuku — dla nieznajacych tego pojecia objasnienie na marginesie).

A poniewaz stosunek CE do CB sie powtarza. . .

Najwazniejsza bodaj wlasno$é utamkow tancuchowych odkryt Lagrange.
Okazuje sie, ze redukt utamka tancuchowego jest najlepszym przyblizeniem

Kat dopisany to kat migdzy st . e L
4 fopisany to fah mieday stycend wymiernym rozwijanej liczby. Oto objasnienia uzytych terminéw. Redukt

do okregu a jego cigciwg poprowadzong 41
z punktu stycznosci. Méwimy, ze jest utamka lancuchowego to on sam obciety do jakiejé dtugosci — np. — jest
oparty na zawartym w jego wnetrzu tuku 29
okregu. reduktem /2 — prawda? Najlepsze przyblizenie wymierne jakiej$ liczby to
) takie przyblizenie, ze lepsze od niego musi mie¢ wiekszy mianownik. Zatem
/4‘ z podanego przed chwila przykladu wynika, ze lepsze przyblizenie wymierne
41 7
V2 niz 29 musi mie¢ mianownik co najmniej 30. A lepsze od 5 musi mie¢
[> O\ mianownik wigkszy od 5 — prawda?
Na koniec jeszcze zwroémy uwage, ze w zapisie utamka tancuchowego oddziela

sie poszczegdlne pozycje przecinkami. Czy mozna byloby tego nie robié (tak,
jak nie robimy tego zapisujac utamki dziesietne)? Otdz nie. Na poszczegdlnych
miejscach moga sie bowiem pojawiaé¢ dowolnie duze liczby. Np. (1;1000, 333) to
tanicuchowy zapis liczby

‘Wobec tego jest réwny, jak widaé
na rysunku, polowie kata $rodkowego + 1 =1+ 333 — 333334
opartego na tym samym luku (katy 1000 + % 333001 333001’

o ramionach odpowiednio prostopadtych), L. . , . .. . e,
a tym samym jest réwny kazdemu z katéw KtOT€] nie ma powodu dyskryminowac. Przy tej okazji mozna przedstawic jeden

wpisanych w okrag i opartych na tym 7 nierozwiazanych dotad probleméw: czy w rozwinieciu tancuchowym liczby /2
samym tuku. wystepuje tylko skonczona liczba réznych wyrazéw?

I jeszcze uwaga natury filozoficzno-historycznej. Dlaczegdz to nie jestesmy
przyzwyczajeni do utamkéw tancuchowych, dlaczego nie ma ich w szkole? Bo
prawie wcale ich nie uzywamy. A dlaczego ich nie uzywamy? Mozna spekulowaé
na ten temat, sugerujac, ze np. dodawanie utamkéw ltancuchowych czy ich
mnozenie to bylby koszmar — ale moze dobrych sposobéw nie ma, bo ich
dostatecznie intensywnie nie szukaliémy? Wydaje sie, ze jedyna nauka plynaca
z takich rozwazan to dostrzezenie, ze ksztalt uprawianej matematyki nie jest

jedyny mozliwy, ze moglo wszystko ulozy¢ sie inaczej.
Marek KORDOS
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Hipoteza Beala

Juz od 1994 roku wiadomo, gltéwnie za sprawg Andrew
Wilesa, ze prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Wielkie Twierdzenie Fermata (WTF). Jezelin > 3
jest liczba naturalna, to réwnanie

nie ma rozwiazan w liczbach catkowitych dodatnich
x,Y, 2.

Jak uczy historia, udzielenie odpowiedzi na jakies
pytanie nie zamyka zwykle sprawy, ale prowadzi
do szeregu nowych pytan. Tak jest tez i w tym
przypadku, a jednym z probleméw czekajacych
na rozstrzygniecie jest tytulowa hipoteza.

Zanim przejdziemy do sedna, kilka stéw o Andrew
Bealu, bo tak nazywa si¢ autor hipotezy. Wbrew temu,
co mozna sadzi¢, nie jest on zawodowym matematykiem,
cho¢ jego profesja ma z matematyka sporo wspolnego.
Andrew Beal zajmuje sie mianowicie mnozeniem,
a konkretnie pomnazaniem pieniedzy. Jest on bowiem
wlascicielem banku w Dallas w Teksasie, a matematyka
zajmuje si¢ amatorsko. Jak stal sie autorem znanej
hipotezy? W dobie informatyzacji banki postuguja sie
licznymi komputerami, z ktorych jednak sporo przez
p6t doby stoi bezczynnie. Aby nie marnowaé mocy
obliczeniowej, Beal zaprogramowal je do szukania
rozwigzan réwnania Fermata — a nuz jakie$ istnieje.
Dopiero sukces Wilesa pokazal, ze mozna spokojnie
daé¢ procesorom odpoczaé i Beal postanowil zajaé siebie
i komputery czym$ innym. Zwrocit si¢ mianowicie ku
nastepujacemu, ogdlniejszemu réwnaniu:

2+t =2° abec>3, x,y,z>1,
a,b,c,z,y, z calkowite,

w ktorym dopuszczamy rézne wykladniki. Nazwijmy je,
dla odréznienia od poprzedniego, réwnaniem Beala.

Mozemy przez chwile sami poszuka¢ rozwiazan, a jest
ich cate mnéstwo. Na przyktad

2" 4 2" = ntl,
Albo ogdlniej:
(@™ +y")" + Iy )" = @ )
Mozna tez otrzymaé¢ mnéstwo sporadycznych rozwigzan.

Robimy to nastepujaco: bierzemy prawie dowolna
tozsamos$¢ arytmetyczna, na przyklad,

3P¥4+1=28

i mnozymy obie strony przez, dajmy na to, 28,
otrzymujac

2352% 4 28° = 28,
Oto bardziej wyrafinowany przyklad w podobnym stylu:

5°4+3=2" |.3%,

10935% + 3%? = 547

Rozwazajac przyktady tego typu, Beal doszedt

do wniosku, ze nie zna innych metod otrzymywania
rozwigzan swojego rownania, niz pomnozenie

*Student Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego
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obu stron jakiej$ tozsamosci przez liczbe wicksza

od 1. Komputerowa weryfikacja wielu poczatkowych
rozwiazan potwierdzita to spostrzezenie i doprowadzita
Beala do sformutowania hipotezy:

Hipoteza Beala (HB). Jezeli liczby naturalne
x,y,z > 1 oraz a, b, c > 3 spelniaja réwnanie

% 4+ yb _ Zc7
to NWD(z,y, z) > 1.

Rozwiazania, w ktérych NWD(x, y, z) = 1, nazywamy
pierwotnymi. Hipoteza stwierdza wiec, ze réwnanie
Beala nie ma rozwigzan pierwotnych. Dotychczas
zadne takie nie jest znane, wiadomo tez, ze nie ma

ich gdy wszystkie szes¢ zmiennych jest z przedziatu
[1,100]. Kilkoro zapalencéw, w tym Beal, prowadzito
badania komputerowe, ale od czasu ogloszenia
hipotezy (w 1997 roku) nie zapadly w tej kwestii zadne
rozstrzygniecia.

Czy zalozenie a, b, c > 3 jest bardzo istotne, tak jak
dla réwnania Fermata zalozenie n > 37 Tak, gdyz
dopuszczenie wyktadnikow réwnych 2 daje rozwiazania
pierwotne, na przyktad

25 472 =3¢
albo bardziej egzotycznie
14143 + 22134592 = 65”.

Mozna zapytaé, jakiego kalibru jest problem znalezienia
dowodu HB (gdyby miala sie ona okazaé¢ prawdziwa).
Wyglada na to, ze jest to zadanie bardzo trudne, gdyz
HB jest ogdélniejsza od WTF, ktérego dowdd okazal sie,
moéwiac oglednie, niezbyt elementarny. Zobaczmy, jak
prosta konsekwencjg HB jest WTF.

Stwierdzenie. HB = WTF.

Dowéd. Nie wprost i metoda regresji. Zalézmy,

ze réwnanie Fermata ma rozwigzania dla pewnego

n > 3 i niech z,y, z bedzie takim rozwiazaniem, ze

x jest mozliwie najmniejsze. Takie rozwiazanie jest
jednoczesnie rozwigzaniem rownania Beala, wiec

na mocy HB wnosimy, ze x = dz’,y = dy’, 2 = d2’

dla pewnego d > 1 i calkowitych dodatnich z’/,3/, 2.
Ale woéwczas '™ + y'™ = 2'™ i mamy rozwigzanie

z ' < x. Sprzecznos$é z minimalnoS$cig z konczy dowdd.

Autor dowodu lub kontrprzyktadu do hipotezy Beala
moze zyskaé nie tylko stawe, ale tez sporg gotowke.
Andrew Beal wyznaczyt bowiem nagrode w wysokosci
$105 za rozstrzygniecie prawdziwoéci hipotezy. Efekty
juz widaé¢: pierwsi matematycy—hochsztaplerzy publikuja
w internecie swoje ,dowody” (przypomnijmy, ze Wielkie
Twierdzenie Fermata tez bylo swoistym Swi(—;tym
Graalem dla rzesz matematykéw—amatoréw). Niemniej
do tej pory prawdziwego postepu nie ma. Poszukiwaczy
latwego zarobku ostrzegam jednak: matematycy szukaja
dowodu, a komputery w Dallas kontrprzyktadu juz
tadnych pare lat. ..

Wiecej informacji: http://www.bealconjecture.com
http://www.math.unt.edu/~mauldin/beal.html



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Fuzja na biurku

Nie wszyscy zdaja sobie sprawe, ze reakcja fuzji jadrowej jest
najpowszechniejszym zrédlem energii. Laczenie sig lekkich
jader w ciezsze jest reakcjg silnie egzotermiczna, bo np.
jadro helu jest lzejsze od dwodch jader deuteru, z ktoérych
moze powstaé. Zeby reakcja zaszla, jadra musza jednak
pokonaé bardzo wysoka bariere kulombowska. Dlatego
reakcja zachodzi dopiero wtedy, gdy jadra zderzaja sie

z energig rzedu 100 keV, czyli przy temperaturze rzedu
miliarda kelvinéw.

Fuzja jest najpowszechniejsza, bo wigkszosé zrédet energii
ma u podstaw energie stoneczna. Prawie jedyna forma,
energii, ktérej nie mozna powiazaé z dziatlaniem gwiazd, jest
wlasnie fuzja termojadrowa zachodzaca poza gwiazdami.
Umiejetnosé jej kontrolowania moglaby zapewnié¢ ludzkosci
praktycznie niewyczerpany rezerwuar energii.

Droga do tego wydaje si¢ jednak bardzo daleka.

Dlatego za odpowiednik sredniowiecznych poszukiwan
kamienia filozoficznego mozna uwazaé¢ badania nad tzw.
zimnyg fuzja, czyli reakcja syntezy jadrowej, ktéra mogtaby
zachodzi¢ w niskiej temperaturze i uwalniaé energie netto.

Kilka lat temu obiegta $wiat informacja o odkryciu takiej
reakcji, ale doniesienia te okazaly si¢ nieporozumieniem.

W ten sposéb ,zimna fuzja” stala si¢ synonimem naukowej
nieuczciwosci lub nieudolnosci. Doswiadczenia tego typu
okresla sie obecnie raczej terminem ,fuzji na biurku” (ang.
table top fusion) i chodzi w nich bardziej o znalezienie
sposobu na samo przeprowadzenie reakcji niz o zrédto
energii. Badania takie nie maja jednak charakteru wytacznie
poznawczego. Male i stosunkowo tanie (tak w produkeji, jak
i w eksploatacji) urzadzenie, w ktérym zachodzitaby w miare
intensywna synteza jader deuteru, byloby cennym zrédtem
neutronéw, gdyz jednym z kanaléw tej reakcji jest produkcja
jader helu 3 z emisjg neutronu o energii 2,45 MeV.

W lutym ukazat si¢ artykut [1], w ktérym taki, bliski
komercjalizacji, nabiurkowy reaktor termojadrowy zostal
opisany. Praca ta jest jednak tylko potwierdzeniem

i rozszerzeniem o rok wczesniejszego doniesienia [2],

w ktérym autorzy przedstawili praktyczng realizacje
wlasnego pomystu [3], przekonujaco dowodzac, ze znalezli
sposob na efektywna zimnag fuzje.

Ich sposéb jest, pojeciowo, bardzo prosty. Zamiast uzyskiwaé
olbrzymia temperature, wystarczy przyspieszy¢ wczesniej
zjonizowany deuter odpowiednia réznica potencjatow

i zderzy¢ z jakim$ materialem wzbogaconym réwniez

w deuter.

W tym celu autorzy wykorzystali piroelektryczny krysztat
tantalanu litu LiTaOgs (zjawisko piroelektryczne polega

na generowaniu zaskakujaco duzej réznicy potencjaléw
pod wplywem zmiany temperatury). Krysztal, od strony
tadujacej sie dodatnio pod wplywem ogrzewania, zostal
wyposazony w miedziang tarcze z centralnie zamocowanym
bardzo cienkim drucikiem wolframowym. W okolicy konca
drucika natezenie pola elektrycznego przekracza 25V /nm
(przy potencjale krysztatu 80kV), co wystarcza do jonizacji
deuteru, a zjonizowane atomy, czyli jadra deuteru, sg juz
przyspieszane przez réznice potencjaléw generowana przez
krysztal.
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Na drodze strumienia jader ustawiono wzbogacony w deuter
scyntylator plastikowy, od strony strumienia pokryty

cienkg warstwa uziemionego aluminium i przystawiony

do fotopowielacza z drugiej strony. Z boku umieszczony
zostal dodatkowy ciekly scyntylator w celu rejestracji
protonéw, wybijanych przez powstajace w wyniku fuzji
neutrony.

Pojedynczy cykl doswiadczenia wygladat w sposéb
nastepujacy. Cisnienie deuteru w komorze pomiedzy
krysztatem piroelektrycznym a tarczg bylo utrzymywane

na poziomie 0,7 Pa. Najpierw krysztat byl ozigbiany

(za pomoca cieklego azotu) do temperatury 240 K. W 15.
sekundzie wlaczane bylo grzanie krysztatu. W 100. sekundzie
rozpoczynala si¢ rejestracja promieni X generowanych

przez swobodne elektrony bombardujace krysztat. W 150.
sekundzie, po osiagnieciu przez krysztal potencjalu 80kV,
nastepowalo gwaltowne wlaczenie si¢ jonizacji deuteru.

W 160. sekundzie sygnal od powstajacych neutronéw
rejestrowanych w dodatkowym scyntylatorze rést powyzej
tta. Poczawszy od 170. sekundy jonizacja deuteru zachodzila
juz ze 100% skutecznoscia, wiec wzrost pradu jonowego
zmienial si¢ z eksponencjalnego na liniowy i trwal az

do wytaczenia grzania (po ogrzaniu krysztatu o 40 K)

w 220. sekundzie. Szczytowa intensywnos$é promieniowania
neutronowego wyniosta 800 Hz. Spektrum energetyczne
wybijanych przez neutrony protonéw byto doskonale zgodne
z oczekiwang energia neutronéw 2,45 MeV. Obserwowano
opdznienie sygnalu rejestracji neutronu w stosunku

do rejestracji jadra helu 3 odpowiadajace oczekiwanemu
czasowi przelotu neutronu do dodatkowego scyntylatora.

Co ciekawe, do pracy [2] dotaczony zostal dodatkowy
material [4] zawierajacy m.in. filmy prezentujace przebieg
zbierania danych wraz z efektami uzyskanymi poprzez
zamiane na dzwiek impulséw odpowiadajacych rejestracji
promieni X (przez krysztal) i neutronéw (przez dodatkowy
scyntylator). Odtworzenie takiego filmu (stychaé dzwiek
podobny do wydawanego przez licznik Geigera-Miillera) daje
wrazenie, jakby fuzja zachodzita w naszym komputerze!

W tegorocznej pracy [1] autorzy uzyli dwoch krysztaléw
piroelektrycznych ustawionych naprzeciwko, co pozwolito
zwickszy¢ réznice potencjaléw, a tym samym zwigkszy¢
intensywnos¢ fuzji oraz udato im si¢ przeprowadzié¢
doswiadczenie bez potrzeby chtodzenia ciektym azotem, co
przybliza komercyjne zastosowanie takiego urzadzenia, jako
taniego zrédta neutronéw.

Piotr ZALEWSKI

[1] J. Geuther, Y. Danon i F. Saglime, Nuclear Reactions Induced by
a Pyroelectric Accelerator, Phys. Rev. Lett. 96(2006)054803

[2] B. Naranjo, J.K. Gimzewski i S. Putterman, Observation of nuclear
fusion driven by a pyroelectric crystal, Nature 434(2005)1115

[3] B. Naranjo i S. Putterman, Search for fusion from energy focusing
phenomena in ferroelectric crystals, 1 lutego 2002 roku, zgtoszenie
projektu do UCEI (University of California Energy Institute)
http://rodan.physics.ucla.edu/pyrofusion/ucei.html

[4] http://www.nature.com/nature/journal/v434/n7037/suppinfo/
nature03575.html

Niestety, zeby obejrze¢ filmy, trzeba mieé¢ dostgp do zastrzezonej dla
prenumeratoréw czesci portalu Nature. Moze jednak warto wybrac sig
do biblioteki dobrego uniwersytetu, zeby ,,postucha¢” fuzji?



Klub 44

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
509 (WT =1,29) i 510 (WT = 2,15)
z numeru 11/2005

Pawel Najman — Jaworzno 46,93
Janusz Olszewski — Suwalki 43,23
Tomasz Rawlik  — Braunschweig 42,36
Adam Dzedzej — Gdansk 38,40

Pawel Najman: ,44” juz po raz drugi.

W lidcie ligowej w Delcie 5/2006
zamienitem WT zadan. Powinno by¢
505 (WT = 4,00) i 506 (WT = 1,65).
Przepraszam. MK

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
410 (WT = 2,28) i 411 (WT = 3,03)
z numeru 1/2006

Mateusz Lacki — Krakéw 40,63
Andrzej Idzik — Bolestawiec 33,71
Konrad Kapcia — Czegstochowa 28,96
Tomasz Tkocz — Rybnik 24,28
Jacek Konieczny - Poznan 15,22
Andrzej

Nowogrodzki — Chocianéw 11,29
Jerzy Witkowski — Radlin 11,13

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene¢ mnozymy przez wspo6tczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbtowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 3/2006
Przypominamy tresé¢ zadan:

517. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb catkowitych z, y, dla ktérych kazda z liczb 2z + y, 3z — 2y,
11z 4 9y jest kwadratem liczby catkowitej.

518. Zbiér {1,2,...,3n} zostal podzielony w dowolny sposéb na trzy rozltaczne zbiory n-elementowe
A, B, C (n jest dowolng liczba naturalng). Udowodnié, ze istniejg liczby a € A, b € B, c € C,
z ktorych jedna jest rowna sumie dwéch pozostalych.

517. Jedyng para o wymaganej wlasnosci jest x = 0, y = 0. Dowdd: zaldézmy,
zgodnie z warunkiem zadania, ze

20 +y=u? 3xr—2y=1v% 1lz+9y=w?
dla pewnych liczb catkowitych u, v, w. Otrzymujemy réwnoéé
(%) v? +w? = Tu?.
Gdyby liczby v oraz w byly niepodzielne przez 7, ich kwadraty dawalyby
przy dzieleniu przez 7 reszty 1, 2 lub 4 i réwnosé () nie moglaby zachodzié.
Zatem v, w dziely sie przez 7, ich kwadraty dziela sie przez 72, wiec u dzieli sie
przez 7; dla liczb caltkowitych w; = w/7, v1 = v/7, w1 = w/7 zachodzi réwnosé
analogiczna do (). Kontynuujac to rozumowanie, stwierdzamy indukcyjnie, ze

kazda z liczb u, v, w dzieli si¢ przez 7 w dowolnie wysokiej potedze naturalnej —
a to znaczy, ze u = v = w = 0. Stad takze r =y = 0.

518. Mozna przyjaé, ze liczba 1 jest w zbiorze A, i ze najmniejsza liczba b,
ktéra nie nalezy do A, jest w zbiorze B; liczba a = b — 1 jest wiec w zbiorze A.
Wykazemy, ze wowczas pewna liczba ze zbioru C jest sumg liczby ze zbioru A
i liczby ze zbioru B.

Przypu$émy najpierw, ze zadne dwie kolejne liczby nie naleza do zbioru C'. Zbiér
C’' ={c—1: c € C} jest wiec rozlaczny z C, czyli zawiera sie w sumie AU B.
Przy tym C’ jest zbiorem n-elementowym, nie identycznym z A (bo 1 € A\ C”).
Zatem pewien element ¢’ € C’ nalezy do zbioru B. Liczba ¢ = 1 + ¢’ nalezy do C
i jest suma liczb 1 € A, ¢’ € B; mamy teze zadania.

Pozostaje rozpatrzeé¢ sytuacje, gdy w zbiorze C' jest co najmniej jedna para
liczb kolejnych; niech ¢, d bedzie najwezedniejsza taka para (c,d € C; d = c+1).
WezZmy pod uwagg liczbe f =d —b.

Jezeli f € A, to réwno$é f + b =d daje teze (f € A,be B,d e C).
Jezeli f € B, to réwno$é a + f = ¢ daje teze (a € A, f € B, c€ C).

Ostatnia mozliwo$¢é: niech f € C. Wtedy liczba e = f — 1 nie nalezy do C (bo
para ¢, d jest najwczesniejsza para kolejnych liczb w zbiorze C'). Oczywiscie

e = c¢— b. W zaleznosci od tego, czy e nalezy do A, czy do B, uzyskujemy
zadane przedstawienie nastepujaco:

Gdy e € A, réwnoé¢ e + b = ¢ daje teze; gdy za$ e € B, rownosé 1 + e = f daje
teze.
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Klub 44

Redagugje Jerzy B. BROJAN

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 3/2006

Przypominamy tres¢ zadan:
414. Jednorodna belka jednym koncem opiera si¢ o pionowa Sciane, tworzac z nia kat «, a drugi jej
koniec jest podtrzymywany przez linke tworzaca ze $ciang kat 3 (rys.). Jaki musi by¢ wspotezynnik
tarcia miedzy belks a $ciang, aby belka nie zsunegta sie w d6t?
415. W pewnej metodzie rozdzielania dwéch izotopéw A i B pewnego pierwiastka elementarng
operacja jest rozdzielenie 2 moli mieszaniny zawierajacej 2p 4 moli izotopu A na 1 mol mieszaniny,
w ktoérej stosunek liczb moli jest r razy wiekszy od wyjéciowego
PA _ PA
22 .

Pp PB
i 1 mol pozostaloéci. Ponadto na kazdym etapie dopuszczalne jest laczenie (mieszanie) dowolnie
wybranych prébek. Jedli » = 1,03, to ile elementarnych operacji trzeba przeprowadzi¢, aby z 1000
moli mieszaniny o skladzie 50%A i 50%B wyodrebnié 400 moli mieszaniny zawierajacej 80%
izotopu A? Wystarczy odpowiedz przyblizona.
Wskazéwka: Rozwigzanie moze byé oparte na obliczeniach komputerowych, albo tez na wzorach
na entropi¢ mieszaniny.

414. Warunek réwnowagi wzgledem obrotu belki wokél punktu oparcia jej
o Sciane pozwala wyznaczy¢ sile napiecia linki
sin «
2sin(a+ )’
gdzie P — cigzar belki. Poniewaz sita nacisku N jest réwna F'sin 3, a sita tarcia

T = P — F cos 3, wiec po przeksztalceniach wyznaczamy minimalng wartosé
wspOlcezynnika tarcia u = T/N = ctg 8 + 2 ctg a.

F=P

415. Entropia mieszaniny dwoch sktadnikow jest dana wyrazeniem
S = —nAlnn—A —nBlnn—B,
n n
gdzie n4 i np sa odpowiednimi liczbami moli, n = n4 + np. Wedlug tego
wzoru nalezy obliczy¢ entropie 2 moli mieszaniny wyjsciowej, w ktorej udzialy
skladnikéw A i B wyrazaja sie ulamkami pa =na/n, pp = ng/n. W czesci
swzbogaconej” udzialy A 1 B wynosza — zgodnie z podanym wzorem
DAT
1 —pa+par’
a w czesci ,,zubozonej” mamy

Py = pp=1—pl,

Pi=2pa—pa, Pp=1-ph

F.aczna entropia obu uzyskanych czesci jest mniejsza od powstaje w ten sposéb 49 porcji po 20 moli, a cze$é
wyjsciowej, a réznica S1 = S — S’ — 5" jest miarg efektu wzbogacona pierwszego pojemnika i cze$¢ zubozona
operacji elementarnej. Warto$¢ liczbowa powyzszej ostatniego pozostaja oddzielnie,

réznicy zalezy wprawdzie od udzialéw poczatkowych 3. kazda z 49 porcji zostaje znéw rozdzielona na 10 moli
(od pa), ale wobec przyjetych danych jest to zaleznos$é czescl wzbogaconej i 10 moli czeéei zubozonej (490
slaba i mozna przyja¢ S; =~ 0,00018 (dokladniej, elementarnych operacji),

Sy osiaga maksimum réwne 0,00022 dla psy = 0.5, 4. czeéé wzbogacona pierwszej z tych porcji taczy sie

a dla ps = 0,8 jej wartos¢ spada do 0,00014). Teraz z poprzednio pozostawiong czedcia w pierwszym
pozostaje obliczy¢ entropi¢ 1000 moli mieszaniny pojemniku, czeéé zubozona ostatniej - analogicznie

poczatkowe] (Spoc: = 693,1) oraz taczna entropig 400 w ostatnim pojemniku, pozostate lacza sie parami jak
moli mieszaniny o skladzie 80% A i 20% B oraz 600 w punkcie 2.
moli reszty (Skone = 566,7). W wyniku podzielenia

Spocz — Skonc Przez S1 otrzymujemy szukana liczbe
elementarnych operacji réwna okoto 700 tysiecy.

Procedure powtarza si¢ do momentu, w ktérym taczna
zawartos$¢ skladnika A w pierwszych 20 pojemnikach
przekroczy 80% (320 moli) — okazuje sig, ze trzeba

W metodzie ,komputerowej” autor podzielil mieszanine powtarza¢ powyzsza petle 1442 razy, czyli liczba
na 50 pojemnikéw po 20 moli, a w kazdym etapie elementarnych operacji wynosi 1442 -990 ~ 1,4

procedury wprowadzit cztery kroki:

miliona. Liczbe te mozna zmniejszy¢ do okoto 1,3 mln,
pozostawiajac w koncowych etapach tylko operacje

1. zawartos¢ kazdego pojemnika zostaje rozdzielona istotne dla ostatecznego wyniku (w okolicach pojemnika
na 10 moli czeéci wzbogaconej i 10 moli czesci o numerze 20). Czy istnieje lepszy algorytm, ktory
zubozonej (500 elementarnych operacji), pozwoli zblizy¢ liczbe operacji do wymienionej wyzej

2. cze$¢ zubozona n-tego pojemnika zostaje polaczona wartosci 700 tysiecy? Okaze si¢ to po przejrzeniu listow
z czedcia wzbogacong pojemnika o numerze n + 1; od Czytelnikéw.
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Rozwigzanie zadania F 671.

Predkos$é nadang statkowi przez pole
grawitacyjne Ksiezyca mozemy wyznaczy¢
z zasady zachowania energii. Energia
potencjalna statku w polu grawitacyjnym
Ksiezyca, tuz przy jego powierzchni,

wynosi
. . mM
Wy = -G .
r
Sita cigzkosci dzialajaca na statek jest
réwna
mM
m,i =G—;
6 r2

stad obliczamy
GM = =r?
6

i podstawiamy do wyrazenia na energie
potencjalna, otrzymujac

Wo = —mr—=.
6
W chwili poczatkowej statek spoczywal,
a energia potencjalna byta réwna zeru,
zatem:
2
muv~ mgr 2 gr
= — — ——, stad v7 = —
2 6 3
zy] jac, ze od chwili osiggniecia tej
Przyjmujac od chwili osiggniecia tej
predkosci i wlaczenia silnika hamujacego
statek bedzie mial opdznienie a = 5g

(przyczynek od pola grawitacyjnego
Ksiezyca g/6 zaniedbujemy), mozna
wyznaczy¢ droge hamowania h:
2
v° = 2ah = 10gh.
Podstawiajac do tego wzoru wyrazenie

2 . X
na v°, otrzymujemy ostatecznie:

h = - ~ 60 km.
30

.. ]

Rozwigzanie zadania F 672.
Zasada zachowania energii, zapisana dla
rzutu z zachodu na wschéd i ze wschodu

na zachdéd to odpowiednio:
2
m(vy — vy )~
—mgR =0,
2
m(vo + 'z,vw,)z mv?
——  —mgR =
2 2
gdzie v, = I/T. Stad otrzymujemy:

Patrz w niebo

Jest w Skorpionie gwiazda zmienna oznaczona jako U Scorpii. Ma jasnosé

18 mag, ale raz na dziesie¢ lat rozbtyskuje, osiagajac 9 lub 8 mag. Jest to

tzw. gwiazda nowa powrotna. Jej rozbtysk, jak to u gwiazd nowych, polega

na tym, ze eksploduje cienka zewnetrzna warstwa biatego karta, ktérg tworzy
gltéownie wodér pochodzacy z gwiazdy towarzyszacej. Gwiazda nowa jest wiec
uktadem podwojnym, ktérego jednym sktadnikiem jest gwiazda zaawansowana
w ewolucji. A wiec rozdeta i tracaca materie na rzecz drugiego skladnika,
ktérym jest bialy karzel. Wodér osiadajacy na powierzchni bialego karla jest
podgrzewany od dotu i gdy zgromadzi sie go dostatecznie duzo, rusza w nim
eksplozja termojadrowa, dajac obserwowany kilkudniowy bltysk. Towarzyszy
temu odrzucenie wodorowej otoczki, ale — uwaga! — nie catej. Czesé materii
zostaje, wskutek czego masa bialego karta nieustannie rosnie. Nie moze to trwaé
w nieskonczonosé. Mianowicie, zgodnie z teoria Chandrasekhara, bialy karzel
nie moze mie¢ masy wigkszej niz 1,378 masy Slonca (zalezy to zreszta nieco
od skladu chemicznego biatego karta, ktéry w pewnych granicach moze by¢
rozmaity). Masywniejszy bialy karzel musi zapasé sie pod wlasnym ciezarem,
dajac zjawisko tzw. supernowej, czemu towarzyszylby blysk nieporéwnanie
silniejszy i, rzecz jasna, jednorazowy w zyciu gwiazdy.

Kilka lat temu grupa angielskich badaczy przy okazji dokonywania nowego
przegladu wtasnosci gwiazd podwdéjnych ocenita mase biatego karta w U Scorpii
z duzo wyzsza doktadnoécia, niz bylo to mozliwe dotychczas. Badacze ci
stwierdzili, ze gwiezdzie brakuje zaledwie 0,07 masy Stonca do osiagniecia
granicy Chandrasekhara. Wedlug ich ocen tempa zyskiwania masy rozbtys$nie
ona jako supernowa najdalej za 700 000 lat. Brzmi to, oczywiscie, zabawnie,
niemniej U Scorpii jest obecnie najlepiej znana kandydatka na supernows.

Ze swojej odleglosci ponad 6,1 kpc bylaby podczas eksplozji widoczna jako
obiekt o jasno$ci —5 mag, bylaby wiec jasniejsza od Wenus i wida¢ byloby ja

w dzien.

Tomasz KWAST

Lipiec

W lipcowe wieczory wysoko na niebie, niedaleko zenitu znajduje sie

Herkules, duzy gwiazdozbiér zawierajacy sporo godnych obejrzenia obiektow.
Najokazalszym jest gromada kulista M13 (NGC 6205) widoczna wyraZnie
nieuzbrojonym okiem (5,7 mag) i w ogéle jedna z najjasniejszych gromad
kulistych na calym niebie. Zawiera péot miliona gwiazd i lezy w odleglosci

6,3 kpc. Poszczegdlne gwiazdy widaé w niej, oczywiscie, tylko za pomoca
wielkiego teleskopu, a w teleskopie amatorskim widoczna jest jako okazala
mgietka o rozmiarach zblizonych do katowych rozmiaréw Ksiezyca. W Herkulesie
znajduje si¢ tez gromada kulista M92, rowniez dostepna amatorskim teleskopom.
W strone Herkulesa porusza sie Stonice w swoim ruchu wzgledem okolicznych
gwiazd, ale tego, rzecz jasna, nie wida¢ bez zastosowania wyrafinowanych metod
obserwacyjnych i obliczeniowych (méwi sie, ze w Herkulesie lezy apeks Slofica).

Wenus jest w Byku i wschodzi niedlugo przed wschodem Stonca. Mars jest

w Lwie i wieczorem szybko zachodzi; 22 VII zblizy si¢ na utlamek stopnia

do Regulusa, najjasniejszej gwiazdy Lwa. Jowisz jest w Wadze i $wieci
wieczorem przez kilka godzin. Saturn jest w Raku i wieczorem zachodzi jeszcze
wczesniej niz Mars. Pelnia Ksiezyca wypada 11 VII, a néw 25 VII. Ksiezyc
zakryje: Spike 4 VII (widaé to bedzie z poludniowej czedci Afryki), Antaresa

8 VII (to widaé¢ bedzie w Australii) i Marsa 27 VII (to bedzie w zasadzie
wida¢ w Europie, ale ,w zasadzie”, bo stanie sie to przed wieczorem, a Mars

z Ksiezycem beda i tak blisko Stonica). Ziemia 4 VII znajdzie sie najdalej od
Slonica (w aphelium), co nie przeszkadza temu, ze lato u nas dopiero sie zaczyna.
W ostatnich dniach lipca mozna spodziewaé sie roju delta-Akwaryddw.

T. K.
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Czy losowa liczba jest duza czy mata?  Rafat SZTENCEL*

Oto problem z poprzedniego odcinka. Zadanie jest trudne. Piszacy te stowa nie wie, czy
poradzitby sobie z nim, jako ze poznal je wraz

z rozwiazaniem. Sondaz przeprowadzony wéroéd
znajomych wykazal, ze tylko nieliczni potrafili podaé¢
pomyst, prowadzacy — po wskazowkach i dyskusji —

Wylosowano niezaleznie i zgodnie z tym samym,
nieznanym nam rozktadem o ciaglej dystrybuancie
(albo wrecz ciaglym, jesli komu$ wygodniej), dwie
liczby rzeczywiste. Pokazano nam jedna z nich. Jesli

prawidlowo odgadniemy, czy jest ona wicksza od do celu.

drugiej, wygramy milion dolaréw. Nietrudno zobaczy¢, Jesli chcemy rozstrzygnaé, czy zademonstrowana liczba
ze mozemy zapewni¢ sobie 50% szans na wygrana. jest duza, czy mala, potrzebujemy punktu odniesienia.
A czy da sie wiecej? Mozemy, na przyklad, poréwnaé ja z zerem (wlasnie

.. . , . taki ! mial jed kiet h).
Przy tak duzej nagrodzie warto walczy¢ o kazdy aki pomys miat jeden z ankietowanych)

dodatkowy procent szans.

Niech zatem X7, X2 beda wylosowanymi liczbami, pokazano nam Xj.

Jesli X7 < 0, to uznajemy, ze X7 jest mniejsza od Xo; w przeciwnym razie
uznajemy X za wieksza od Xo. Poniewaz (wspdlny) rozklad X; i X3 ma ciagla
dystrybuante, mozemy ignorowaé zdarzenia o zerowym prawdopodobienstwie:
{X1 =0}, {X7 = X} itp. Jest teraz sze$¢ mozliwych uporzadkowan liczb X, Xo
i 0, ktore przedstawimy w tabeli. Plus w ostatniej kolumnie oznacza wygrana,
minus przegrana.

X1 <X2<0| 4+
0< X1 < Xa
X2 <0< X1
0< X2 < Xy
X< X1 <0
X1 <0< X2

DU W N
ot

Uporzadkowania 11 5, 214, oraz 3 i 6 maja réwne prawdopodobienistwa, skad
wynika, ze szansa wygranej minus szansa przegranej jest réwna

P(0 € (min(X1, X2), max(X1, X3))).

Dla pewnych dystrybuant F' powyzsze prawdopodobienstwo bedzie dodatnie,
jesli jednak zero znajdzie sie poza zbiorem wartosci X1 i Xs, nie zyskamy nic.

Jak udoskonali¢ ten sposéb? Nalezy zamiast zera uzy¢ zmiennej losowej Z
o Scisle rosnacej dystrybuancie. Wtedy
P(Z € (min(Xy, X5), max(X1, X2))) > 0.
1

Wykonanie takiego prywatnego losowania daje szanse wygranej wieksza niz 3.
Jedli Z ma ten sam rozklad, co X; i X5, szansa wygranej wzrasta do %, bowiem
wtedy wszystkie uporzadkowania w tabeli maja jednakowe prawdopodobienstwa.

Zadanie powyzsze az sie prosi o rozmaite modyfikacje i uogélnienia. Mozna, na

przyklad, zapytaé, co sie zmieni, gdy rozklad X; (i X3) jest znany. Zastanéwmy

sie, ktory z nielosowych punktéw odniesienia jest najlepszy, czyli dla jakiego a

(*) P(a S (min(Xl,Xg),maX(Xl,Xg))) = P(X1 <a< XQ) + P(X2 <a< Xl)

jest najwigksze. Za pomoca F' (wsp6lnej dystrybuanty X; i X2) latwo wyliczy¢

prawdopodobienstwa dwdch zdarzen po prawej stronie (x):
PXi<a<Xy)=PXo<a<X))=P(Xe<a,X;>a)=

=P(Xy<a) -P(X1>a)=F(a)-[1 - F(a)],

a to wyrazenie przyjmuje najwieksza warto$é, gdy F(a) = % Istnienie takiego

a wynika z ciaglodci F. Liczba a (niekoniecznie wyznaczona jednoznacznie)

jest mediang badanego rozktadu. Szansa wygranej wzrasta teraz do

1,1 ,1,1_3

g8 TaT8TI T 1

Mediana jest jednym z waznych parametréow rozktadu prawdopodobienstwa

(prawie tak waznym, jak warto$é¢ oczekiwana, ktéra na ogdl niewiele sie od

mediany rézni). Mediana zmiennej losowej X nazywamy kazda liczbe a, dla

ktérej

1 1
P(X<a)>§, P(X}a)}a

“Instytut Matematyki Uniwersytetu Jak widzieliSmy w (%), mediana (tak, jak inne wazne parametry rozktadéw) ma
Warszawskiego pewna wilasnos$¢ ekstremalna.
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