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Calkowanie numeryczne Jerzy GINTER®

1. Wstep

Jak wiadomo, wartos$é calki oznaczonej funkcji dodatniej y = f(x) jest réwna
wartodci pola zawartego miedzy wykresem funkcji a osia x (rys. 1). Obliczanie
tego pola moze napotkaé trudnoéci co najmniej w dwoch przypadkach:

1. jezeli Czytelnik — na przyklad uczen gimnazjum — nie zna rachunku
catkowego;

2. jezeli funkcja pierwotna F' funkcji f nie wyraza si¢ przez funkcje elementarne.

W takich przypadkach moze okazaé si¢ przydatna umiejetno$¢ przyblizonego
numerycznego catkowania.

Omoéwimy tu tylko trzy najprostsze metody takich obliczen. W kazdej z nich
interesujace nas pole przybliza sie szeregiem pionowych paskow o jednakowej
szerokosci Ax; mozna przy tym oczekiwaé, ze dla ,,przyzwoitych” funkcji
doktadnos¢ uzyskanego wyniku bedzie rosta ze zwickszaniem gestosci podziatu,
czyli zmniejszaniem wielkosci Az. Omawiane metody réznia sie sposobem
przyblizonego obliczania pola S paska. Uméwmy sie od razu co do numeracji:
pole S, zawarte jest pomiedzy x,—1 a x,.

Jezeli interesuje nas calka oznaczona, nalezy po prostu obliczy¢ sume

pol S, dla interesujacego nas zakresu x. Jezeli chcemy uzyskaé¢ funkcje
pierwotng F', trzeba obliczaé¢ kolejno sumy pél od lewego brzegu rozwazanego
przedziatu zy do wartosci x,, = x¢ + nAx. Jest to réwnowazne algorytmowi
F(zyp) = F(zp_1) + Sn.

2. Metoda prostokatéow

Rozwazmy fragment omawianego pola, ktérego podstawe stanowi odcinek
zawarty miedzy z; 1 x, = x; + Az (rys. 2). Metoda prostokatéw polega

na przyblizeniu pola S wyrdznionego przez nas fragmentu przez pole prostokata
Sp o wysokosci rownej wartosci funkcji w $rodku przedzialu, czyli w punkcie

o wspolrzednej xs = z; + % = MTI” Oznaczmy wartos$¢ tej funkcji symbolem
ys = f(z + &%) = f(%) Pole prostokata jest wiec réwne

Sp = ysAx = f(iﬂ)Az

Przyklad. Oszacujmy doktadnos$é¢ tego przyblizenia na prostym przyktadzie.
Rozwazmy funkcje f(z) = 22 na przedziale (1,2) (rys. 3). Dokladna wartosé
szacowanego pola dana jest catka
2
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Ss— | 224 :_’ — 2 _ L 29333
/ vidr = - 3
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h(z)|® oznacza h(b) — h(a).

W metodzie prostokatéw przyblizona wartosé tego pola to

Sp— (2)2-1:2:2,25.

Metoda prostokatow daje wiec w tym przypadku wynik za maly. Réznica
w poréwnaniu z wynikiem doktadnym jest réwna

7 9 28-27 1
S=Sr=3-1" "1 T 1
Blad wzgledny jest wiec réwny 75 : 2 = L ~ 0,036 = 3,6%.

3. Metoda trapezéw
Metoda polega na przyblizeniu interesujacego nas pola S polem trapezu St
o lewej podstawie y; = f(x;) 1 prawej podstawie y, = f(z,) (rys. 4). Wartosé
tego pola jest réwna

Sy = Y ;ypr _ f (@) "2' f(xp)Ax.
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Rozwigzanie zadania M 1136.

Niech M i N beda odpowiednio $rodkami
odcinkéw AB i PQ. Prosta M N

jest réwnolegta do podstaw trapezu
prostokatnego ABQP, a wigc jest
prostopadta do prostej PQ.

Poniewaz { ADB = { AEB = 90°,
wiec punkt M jest srodkiem okregu
opisanego na czworokacie ABDE. Stad
trojkat DM E jest rownoramienny,
czyli DN = NE. Réwnosé ta wraz

z zaleznoécig QN = NP daje teze.

Przyklad. Oszacujmy dokladno$é metody trapezéw na tym samym przykladzie
co poprzednio (rys. 5). Warto$é¢ szacowanego pola w metodzie trapezéw jest
réwna
2, 92
_ 1942 _ 5 — 95
2 2
Otrzymalismy wiec wynik za duzy — o pole figury zakreskowanej na rysunku 5.
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Btad wzgledny jest wiec réwny % :

Widzimy, ze metoda prostokatow jest w tym przypadku doktadniejsza
niz metoda trapezéw (co moze na pierwszy rzut oka wydawaé sie dziwne,
bo linia tamana wydaje sie lepiej przybliza¢ krzywa f(x) niz ,schodki”).
W rozpatrywanym przyktadzie btad pierwszej z tych metod jest dwa razy
mniejszy niz drugiej.

4. Metoda Simpsona
Podsumujmy: dla funkcji wypuklej, jaka jest f(z) = 22 (tak!, w matematyce
funkcjami wypuklymi nazywa sie te, ktérych wykresy leza w catosci pod ich
dowolnymi siecznymi), metoda prostokatéw dala wynik za maly z pewnym
bledem. Metoda trapezéw dala wynik za duzy — z bledem dwa razy wigkszym.
Przyblizmy wiec to pole S polem Sg, ktory jest $rednia wazona:
Lyt yp n, vty t4ys

2 1 2
Ss=28p+ =Sy =2y Azt -
$ = goP T goT = gl AT 5T 6

_ f@) + f($6p) + 4f($s)Az.
Przedstawiony tu sposob przyblizania nazywamy metoda Simpsona.

(1)

Dla funkcji f(x) = 22 z poprzednich przyktadéw metoda Simpsona daje wynik
doktadny:

1+4+4-9 7
Sg=—"—2.1="—.
6 3
Wrécimy do tej sprawy jeszcze w dalszej czedci tekstu.

1
5. Catkowanie funkcji —
T

Zastosujmy omoéwione metody do calki f(z) = z%, ktéra pojawia sie przy
obliczaniu pracy w polu grawitacyjnym czy elektrostatycznym. Wybierzemy
przedzial zmiennej x zawarty pomiedzy 1 a 2 i podzial Ax = 0,2. Uzyskane
wyniki przedstawia wygenerowana w Ezcelu tabela. Szczegdly Czytelnik znajdzie
w programie Kulomb na stronie internetowej Delty; tu przytaczamy tylko wyniki
ostateczne. Trzecia kolumna, oznaczona Fp(x,, ), przedstawia wartosci funkcji
pierwotnej F' obliczone metoda prostokatéw. Czwarta, czyli Fr(x,) — obliczona
metoda trapezéw. Piata, Fs(x,) — metoda Simpsona. A szésta — wyniki $ciste,
opisane wzorem

x

1 1
Flz)= [ wdt =—-
() e ;

1

=1--.
1 X

Tn | Fp(xn) Fr(xn) Fs(zn) 1— %
1 0 0 0 0

1,2 | 0,165289 | 0,169444 | 0,166674 | 0,166667
1,4 | 0,283632 | 0,289909 | 0,285725 | 0,285714
1,6 | 0,372521 | 0,379992 | 0,375012 | 0,375
1,8 | 0,441725 | 0,449919 | 0,444457 | 0,444444
2 0,497127 | 0,505783 | 0,500012 | 0,5

gl |lw v~ |lo]|3

Wida¢, ze — podobnie jak w poprzednim przyktadzie — metoda prostokatow daje
wynik za maly. W ostatnim wierszu blad wynosi 0,6%. Metoda trapezéw daje
wynik za duzy — analogicznie o okolo 1,2%. Natomiast btad metody Simpsona
wynosi okolo 0,0024%; dokladno$é tej metody jest wiec w tym przykladzie
przeszto 200 razy wieksza niz metody prostokatéw.

2



6. Caltkowanie funkcji sin(z?)

Przyktad poprzedni miat znaczenie dydaktyczne. Metody numeryczne sa
przydatne przede wszystkim wtedy, kiedy funkcja pierwotna interesujacej nas
funkcji f, czyli funkcja F', nie wyraza si¢ przez funkcje elementarne. Mozemy
wtedy do obliczania wartosci F(x) postuzy¢ sie algorytmem wykorzystujacym
ktéras z wyzej oméwionych metod. Na przyktlad, korzystajac z metody
Simpsona, mozemy napisac

Az

F(an) = Flan-1) + = (f(scn_n + f () +4f(%172+%)>,

gdzie x, = nAz.

Jako przyklad program sin(z2) przedstawia wynik takiego catkowania dla funkcji
sin(2?) (rys. 6).

Rys. 6

7. Jeszcze o metodzie Simpsona

Metoda Simpsona polega na przyblizeniu catkowanej krzywej odcinkami
parabol, przechodzacymi przez tréjki punktow, ktérych wspdlrzedne w skréocie
nazywalismy (z1,y1), (s, Vs), (2p, yp) (rys. 7). Wybierzmy na chwile poczatek
ukladu wspélrzednych w §rodku przedzialu (x;, x,) i przyblizmy calkowang
funkcje parabola f(z) = ax? + bx + c. Wynikaja stad wzory:

ys:f(O):c;

A Az2 A
(2) yp:f(Tx):a—x—FbTx‘i‘C;

4
Ax Ax? Ax
(3) ylf<7> 7(1_4 7b7+c
Dodajac (2) i (3) stronami, otrzymujemy

Az? Az?
Y+ yp = QaT + 2c = 2GT + 2ys.

—Az/?2 Az/2 = Po prostych przeksztalceniach uzyskujemy (patrz tez rysunek 7)
Rys. 7 aA:CQ 0 + Yp — 2y,
4 2 '
Pole pod omawianym wycinkiem paraboli jest réwne
Ax/2 Ax/2 Ax/2 Ax/2
Sg = / (az? 4+ bx + ¢)dx = / az® dx + / br dx + / cdx =
—Ax/2 —Ax/2 —Ax/2 —Ax/2
3 |Ac/2 2 (Az\® 2 (Az\* (A
=], t0+enr=3a (7:0) tedr=za (7:0) <7z) oA =
1 A 2 1 72 S 4 S
= <§aTx +c> Az = <§yl+y+y +ys> Az — WACE'

Otrzymalismy zatem wzoér (1). WyjasniliSmy w ten sposéb, jaki byt sens
przyjetego wyzej ad hoc przyblizenia, prowadzacego do metody Simpsona.
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Od struktury do dyfrakcji

7 dyfrakcja $wiatla spotykamy sie na co dzien,

czesto nie zdajac sobie z tego sprawy. Wielokrotnie
obserwujemy zjawiska, ktore tamig zasady optyki
geometrycznej, wedlug ktorej $wiatto rozchodzi sie po
liniach minimalnego czasu przelotu, a wiec stanowia
bezposredni dowdd na falowa nature swiatla. Sa one
wtadnie przejawami dyfrakcji.

Czesto spotykanym, naturalnym przykladem sa tzw.
,muszki”, czyli wloskowate struktury, ktore unosza
sie w polu widzenia podczas ogladania pozbawionego
szczegdtow tla np. czystego, niebieskiego nieba. Jest
to efekt dyfrakcji §wiatla na zageszczeniach ciata
szklistego, ktére wypelnia gatke oczna [1]. Wystarczy
w stoneczny dzien spojrzeé¢ na firanke, aby dostrzec
mienigce sie réznymi kolorami smugi — efekt dyfrakeji
Swiatla na drobnych oczkach firanki. Obserwujac
barwne pregi na plycie CD mamy rowniez do czynienia
z odbiciows siatka dyfrakcyjna.

Do obserwacji dyfrakcji swiatla stosuje sie siatki
dyfrakcyjne, czyli ptytki, najczesciej szklane,

na ktore naniesiono réwnolegle, nieprzezroczyste linie
w jednakowych odstepach. Szeroko$¢ takiego odstepu
nazywamy staly siatki. Swiatlo padajace na siatke
doznaje ugiecia na kazdej szczelinie i tworzy maksima
dyfrakcyjne. Sa one szczegdlnie intensywne, gdy
nastepuje wzmacnianie sie fal wychodzacych z wielu
szczelin, czyli gdy réznica drég optycznych z dwoch
sasiednich szczelin jest wielokrotnoscia dlugosci fali.
Polozenie katowe kolejnych maksiméw dyfrakcyjnych
opisuje wzor

(1) dsina = kA,

gdzie d to stala siatki, o to kat, pod ktérym znajduje
sie maksimum, A to dlugo$é fali $wietlnej, a k to

Piotr WOJCIK *

dowolna liczba catkowita. Za tworce pierwszej siatki
dyfrakcyjnej uwaza sie Thomasa Younga.

Jednym z ciekawszych zastosowan siatek dyfrakcyjnych
jest mozliwo$¢ wyznaczania dtugodci fali $wiatla
emitowanego przez rézne zrédla, od lamp sodowych

po gwiazdy. Dzigki temu mozemy wyznaczy¢ sktad
chemiczny obiektow odlegltych od nas o miliardy
kilometréw.

Celem mojego doswiadczenia bylo stworzenie mozliwie
prostego ukladu optycznego, ktéry umozliwiatby
obserwowanie ugiecia Swiatla na siatce dyfrakcyjne;j.
Nastepnie przez dodanie, usuniecie, badz tez
przestawienie jednej soczewki uktad ten mialby
demonstrowaé obraz geometryczny, czyli bez dyfrakcji,
struktury uginajacej swiatto.

Do doswiadczenia uzyltem siatki dyfrakcyjnej
szesciokatnej (rys. 1). Byla to czarna folia

z przezroczystymi okraglymi szczelinami. Mimo

nieco bardziej skomplikowanego ksztaltu siatki, tatwo
opisa¢ polozenie kolejnych maksiméw wzorem (1),
gdyz siatke te mozna potraktowac jako ztozenie kilku
jednowymiarowych siatek dyfrakcyjnych. Wynik
dyfrakcji swiatla na tej siatce mozna wytlumaczyé jako
kolejne obrazy z siatek jednowymiarowych, obrécone

i nalozone na siebie (rys. 2).

Rys. 1

Rys. 2

Aby wytworzy¢ obraz dyfrakcyjny, nalezy oswietli¢ siatke dyfrakcyjna waska,

*Uczen I LO w Gorlicach

réwnolegla wiazka Swiatla (te warunki doskonale spelnia laser), a nastepnie
ustawi¢ za siatka soczewke ,zbierajaca” — w plaszczyznie jej ogniskowej utworzy

sie obraz dyfrakcyjny. Ustawilem taki uklad, uzywajac lasera o dlugosci fali
630 nm, szesciokatnej siatki dyfrakcyjnej oraz soczewki o ogniskowej f; = 3,5 cm.
Niestety, powstaly w ognisku obraz byt za maly do praktycznej obserwacji.
Wstawilem wigc do ukladu dodatkowsa soczewke o ogniskowej fo = 15,8 cm
(rys. 3 oraz fot. 1 na okladce). Znajdowala sie ona 22 cm za pierwsza soczewka.

Yy
" L
\ T
/
: 2
hi fi fa 7
Rys. 3 ’



Z réwnania soczewki 1/x + 1/y = 1/ f tatwo wyliczyé, gdzie powinien
powstawaé powiekszony obraz dyfrakcyjny. Obraz dyfrakcyjny z ogniska
soczewki ,zbierajacej” staje sie przedmiotem dla soczewki powigkszajacej, a wiec
odleglos$¢ przedmiotu x jest rowna 18,5 cm. Ogniskowa fo jest rowna 15,8 cm,
zatem obraz wytworzy sie okolo y = 113 cm za druga soczewka. Powiekszenie
obrazu na ekranie wynosié¢ bedzie y/x czyli okolo 6 razy. Zakladamy tutaj,

ze glownym efektem dyfrakcji jest pojawienie sie za siatka dyfrakcyjna
dodatkowych pekow réwnolegtych promieni, rozchodzacych sie od siatki pod
katami zadanymi przez wzér (1). Kazdy pek skupiany jest najpierw przez
soczewke zbierajaca w odleglosci réwnej ogniskowej f1, a potem jeszcze raz przez
druga soczewke.

Otrzymany obraz dyfrakcyjny (fot. 2) to centralne maksimum dyfrakcyjne oraz
ustawione w wierzcholkach szesciokata kolejne stabsze maksima. Wysokos¢
zaznaczonego trojkata to w rzeczywistosci 2 mm.

Nastepnie manipulujac tylko jedna soczewka mozna przej$é¢ od obrazu
dyfrakcyjnego do geometrycznego. W takim ukladzie optycznym siatke
dyfrakcyjna mozemy traktowaé jako przedmiot dla soczewki, zaniedbujac
efekty dyfrakcyjne. Obraz struktury siatki uzyskatem przez wyjecie soczewki
powiekszajacej (drugiej). Przedmiot (w tym przypadku siatka dyfrakcyjna)
znajduje sie 3,5 cm przed soczewka o ogniskowej f1 = 3,5 cm, a wiec jej obraz
powinien wytworzy¢ sie w nieskonczonosci. Mimo to jesteSmy go w stanie
obserwowa¢ na odlegtym o 126 cm ekranie. Te pozorna sprzecznosé¢ mozna
tatwo wyjasnié, jesli uswiadomimy sobie, ze siatka dyfrakcyjna nie znajduje
sie nigdy dokladnie w ognisku soczewki. Jesli jest polozona odrobine dalej,
w duzej odleglosci od soczewki pojawi sie rzeczywisty i bardzo powiekszony
obraz przedmiotu (patrz rysunek 4).

W N =

fi

Rys. 4

Na fotografii 3 (okladka) mozemy zauwazy¢ obraz szesciokatnej sieci
periodycznej. Mimo iz tworzenie si¢ tego obrazu opisujemy wedlug zasad optyki
geometrycznej, widaé, ze nie ma ucieczki od falowej natury $wiatta: Swiatto,
ulegajac dyfrakcji na szczelinach, powoduje, ze widzimy ich ,rozlany” obraz.

Opisane przeze mnie doswiadczenie ma przede wszystkim charakter dydaktyczny
— wigkszo$¢ opisanych w literaturze doswiadczen z optyki falowej umozliwia
obserwacje jedynie efektow dyfrakcyjnych. Mysle, ze uktad, ktory w prosty
sposob pozwala zaprezentowaé obraz dyfrakcyjny i obraz geometryczny moze
by¢ przydatny do prezentacji zaréwno falowej natury swiatta, jak i zasad optyki
geometrycznej.

Serdecznie dzigkuje panu profesorowi Janowi Gajowi i pani magister Katarzynie
Surowieckiej za pomoc w przygotowaniu i przeprowadzeniu doswiadczen.

Bibliografia
[1] David Halliday, Robert Resnick, Jearl Walker, Podstawy fizyki, tom 4, PWN 2003.

[2] Jan Gaj, Krzysztof Karpierz, Michal Rézyczka, Andrzej Szymacha, Fizyka i astronomia.
Czeéé 3, WSIP 2004.
[3] Henryk Szydtowski, Pracownia fizyczna, PWN 1999.
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Jest to skrét pracy nagrodzonej srebrnym
medalem w Konkursie Uczniowskich Prac
z Matematyki w 2005 roku.

Rozwigzanie zadania M 1137.
Wybieramy dowolng osobg¢. Nast¢pnie
dolaczamy do niej jedna osobe, ktéra jej
nie zna. Do tak uzyskanej pary dolaczamy
trzecig osobe, ktéra nie zna zadnej z tych
dwéch oséb. Dalej dotaczamy do tej tréjki
czwartg osobe, ktora nie zna nikogo z tej
tréjki, itd.

Wykonujac to postgpowanie n-krotnie
uzyskujemy grupe n oséb, w ktorej
zadna nie zna zadnej innej osoby z tej
grupy. Poniewaz wéréd dowolnych
dziesigciu 0s6b istnieje trojka znajomych,
wiec n < 8. Innymi stowy, opisane
postepowanie musi zakonczy¢ si¢ po co
najwyzej oSmiu krokach. Zatem kazda

z 0s6b nienalezacych do wybranej grupy
zna przynajmniej jedna osobe z wybranej

grupy.

Jesli n < 8, to uzupelniamy wybrang
grupe¢ dowolnie do o$miu oséb uzyskujac
osiem o0s6b spelniajacych warunki
zadania.

*Student I roku matematyki na
Uniwersytecie Jagiellonskim.

O cyklach i klikach Tomasz WARSZAWSKI*

Rozwazmy n osob, ktére spotkaly sie na pewnym przyjeciu. Niektére z nich
sg znajomymi. Mozemy pytac, na przyktad, ilu goéci mozna posadzi¢ przy
okraglym stole tak, by kazdy siedzial obok swoich znajomych? Albo tez
czy istnieje na przyjeciu liczna grupa takich osob, ze kazde dwie z tej grupy
sie znaja? Moze to przeciez utrudni¢ zawieranie nowych znajomogéci. Takie
zagadnienia wygodnie jest badaé¢ w jezyku teorii graféw.

Utwoérzmy graf, ktérego wierzchotki beda reprezentowaé gosci. Dwa wierzchotki
taczymy krawedzia, jesli odpowiednie osoby znaja sie nawzajem. Pierwsze

z powyzszych pytan rownowazne jest szukaniu cykli prostych w tym grafie,
drugie badaniu klik. Cyklem (prostym) w grafie nazywamy taki ciag (z1,...,x)
(k > 3) zlozony z réznych wierzcholkéw grafu, ze x; jest polaczony krawedzia

Z T(i41ymodk dlai € {1,2,...,k}. Szezegdlnym przypadkiem cyklu jest cykl
Hamiltona, zlozony z wszystkich wierzchotkéw grafu. Wybierzmy pewien
podzbiér wierzchotkéw i te krawedzie oryginalnego grafu, ktére konce maja tylko
w wybranych wierzchotkach. Otrzymalidémy pewien podgraf grafu wyjsciowego.
Jezeli jego dowolne dwa wierzchotki sa potaczone krawedzia, to taki podgraf
nazywamy klika. W pracy zajalem si¢ szukaniem warunkéw, przy ktorych

w grafie znajomodci pojawiaja sie cykle i kliki.

Pierwszy warunek jest zwiazany z nastepujacym twierdzeniem Turana:

Jezeli w grafie znajomosci o n wierzchotkach kazda klika ma co najwyzej m
wierzcholkéw, to liczba E znajomosci (krawedzi) w tym grafie spelnia nieréwnosé

m—1

E < n?.

m
Nierownos¢ te mozna stosunkowo tatwo udowodni¢ indukcyjnie, a wynika z niej
nastepujacy warunek dostateczny na pojawienie si¢ w grafie znajomosci kliki
o (m + 1) wierzcholkach: wystarczy, by krawedzi w tym grafie bylo wiecej niz
(m—1)n?

2m .
Przejdzmy teraz do cykli w grafach znajomosci. Warunek istnienia cyklu
Hamiltona daje nastepujace twierdzenie Orego:

Danych jest n 0sob, przy czym dla kazdej pary nieznajgcych sie 0sob suma liczby
znajomych obu 0s6b wynosi co nagmniej n. Wowczas mozna wszystkie osoby
ustawic w cykl Hamiltona.

Kolejne twierdzenia dotycza pojawienia sie w grafie cyklu, o ktérym nie wiemy,
jaka dokladnie ma dlugosé.

Zalozmy, Ze w grupie n > 5 0s6b wsrod dowolnych trzech pewne dwie znajg sie.
Wéwezas sposrdd tych 0séb mozna wybraé nie mniej niz n/2 0sdb i posadzié je
przy okrgglym stole tak, aby kazdy siedzial miedzy dwoma swoimi znajomymia.

Zalozmy, Ze w grupie n > 3 0s6b jest co najmmniej n znajomosci. Wowczas w tej
grupie znajdzie sie pewien cykl.

Nierozstrzygniete pozostaje nastepujace zagadnienie: jaka jest najmniejsza liczba
krawedzi, jaka trzeba narysowaé¢ w grafie o n wierzchotkach, by mieé¢ pewnosé,
ze znajdziemy w nim 4-wierzchotkowy cykl? Wiadomo, ze zawsze wystarczy

|3 (1 + /4n —3)| + 1, ale dla duzych n nie jest to optymalne oszacowanie.

Kolejne warunki sg zwiazane z tzw. liczbami Ramseya. Rozwazmy graf pelny, tj.
taki, w ktérym kazde dwa wierzchotki sa polaczone dokladnie jedna krawedzia.
Wyobrazmy sobie, ze kazda krawedZ w grafie mozemy pomalowaé¢ na niebiesko
lub czerwono. Ustalmy ponadto liczby naturalne k i [. Pytanie wiec jest takie:
jakie jest najmniejsze takie n, ze przy dowolnym pokolorowaniu krawedzi grafu
pelnego o n wierzchotkach pojawi sie niebieska klika o k wierzchotkach lub
czerwona o | wierzcholtkach? Takie n oznaczamy przez R(k,l). Zauwazmy, ze
jezeli na przyjeciu jest co najmniej R(k,l) gosci, to mozemy znalezé grupe
zlozong z k o0séb, w ktorej kazde dwie znaja si¢ nawzajem lub istnieje grupa
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Liczba Ramseya

Oszacowanie gérne

R(m, n) (e
R(3,3) 6
R(3,4) 9
R(3,5) 14
R(3,6) 19
R(4,4) 18
R(4,5) 31
R(4,6) 50
R(5,5) 62
R(5,6) 111
R(6,6) 222

-]

Rozwigzanie zadania M 1135.
‘Wiéréd dowolnych 26 kolejnych

liczb naturalnych jest doktadnie 13

liczb parzystych i 13 nieparzystych.
Wséréd dziesieciu wybranych liczb jest
nieparzysta liczba liczb nieparzystych.
Zatem wsréd pozostalych szesnastu liczb
jest parzysta liczba liczb nieparzystych.
Stad wynika, ze suma pozostalych
szesnastu liczb jest parzysta, a wigc jest

liczbg zlozona.

ztozona z [ 0séb, w ktérej zadne dwie nie sg znajomymi. Analogicznie,

majac do dyspozycji a koloréw, definiujemy dla liczb naturalnych kq, ..., k,
liczby Ramseya R(kq,...,kq). W przypadku gdy k1 = ko = ... =k, = 3,
R, = R(k1,...,kq) jest najmniejsza taka liczba, ze przy dowolnym pomalowaniu

krawedzi grafu pelnego o R, wierzchotkach a kolorami zawsze dostaniemy
co najmniej jeden trojkat o bokach w tym samym kolorze. Korzystajac

z zasady szufladkowej i indukcji, dowodzi sie, ze R, < x,, gdzie z1 = 3
1Ty =0 Te_1—a+2dlaa>2.

Powr6émy jednak do liczb R(k,l1). Mamy oczywiscie R(k,2) = k oraz
R(k,1) = R(l, k). Fundamentalna nieréwnoscia, ktéra dotyczy liczb Ramseya jest
nierownoscé:
R(k,1) < R(k,1— 1)+ R(k — 1,1).
7 niej i z warunku poczatkowego tatwo wyprowadzié, ze

k+1-2
<
ren < (7107

To jednak nie wszystko. W swojej pracy pokazalem, ze gdy mamy dane
oszacowania R(m,n — 1) < C oraz R(m — 1,n) < D, gdzie C' i D sa parzyste,
to oszacowanie R(m,n) < C' + D mozemy poprawi¢ na

R(m,n) < C+ D —1.

Wynikajace z tego faktu oszacowania niewielkich liczb Ramseya pokazuje
tabelka obok.

Wiecej informacji o liczbach Ramseya i ich lepsze oszacowania mozna znalezé
na stronie http://mathworld.wolfram.com/RamseyNumber.html.

Nastepujacy problem wydatl mi si¢ bardzo ciekawy. Jest on analogiczny

do problemu liczb Ramseya, jednak pojawia sie w nim dodatkowe zatozenie

o nieparzystosci cykli. Zalézmy znéw, ze w danym grafie pelnym o n
wierzchotkach kazda krawedz pokolorowano jednym z a koloréw. Jakie jest
najmniejsze n = n(a), przy ktérym po dowolnym takim pokolorowaniu pojawi
sie nieparzysty (tzn. o nieparzystej liczbie wierzchotkéw) cykl o wszystkich
krawedziach w jednym kolorze? Okazuje sie, ze ta ,nieparzystos¢”’ umozliwia
podanie konkretnej odpowiedzi (w przypadku liczb Ramseya znane sa

w wiekszosci tylko oszacowania):

n(a) = 2%+ 1.

W swojej pracy zajmowalem si¢ takze badaniem istnienia cykli w grafach
turniejowych, czyli grafach pelnych, ktére ponadto sa skierowane. Oznacza to,

ze dla kazdej krawedzi okreslono, ktory wierzchotek jest jej poczatkiem, a ktory
koncem. Graficznie oznaczamy to za pomoca strzaltki. Graf turniejowy mozna
interpretowac jako zapis wynikow turnieju, w ktérym kazdy zagral z kazdym
doktadnie raz i nie bylo remisow. Strzatki na krawedziach wskazuja zwycigezcow
kazdej rozgrywki. Od cykli w grafie skierowanym zadamy dodatkowo, aby
poczatkiem krawedzi taczace] i z T(i41) moar bylo x;. Na zakonczenie chcialbym
podaé¢ warunek na istnienie cyklu Hamiltona w grafie turniejowym. Zanim
jednak o nim bedzie mowa, spdjrzmy na ponizszy tatwy lemat:

Dla kazdego grafu turniejowego zachodzi co najmniej jeden z przypadkow:

a) mozna wszystkich zawodnikéw podzieli¢ na niepuste rozlgczne podzbiory A i B
takie, ze kaZdy zawodnik z A wygral z kazdym zawodnikiem z B,

b) istnieje w tym grafie 3-cykl.
Uzywajac tego lematu, dowodzi sie nastepujacego twierdzenia:

Dla kazdego grafu turniejowego nastepujgce warunki sg rownowazne:

a) nie istnieje podzial wszystkich zawodnikow na niepuste rozlgczne podzbiory A
1 B takie, Ze kazdy zawodnik z A wygral z kaZdym zawodnikiem z B,

b) wszystkich zawodnikéw mozna ustawié w cykl Hamiltona.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Czy warto miec¢ szorstka skore?

Nie wszyscy przywiazuja do tego wage, ale obroty firm sprzedajacych puder,
podktady, maseczki et cetera dowodza, ze jezeli juz na jakiej$ skérze nam zalezy,
to na gladkiej. Rowniez w sporcie obserwujemy coraz gladsze kombinezony tam,
gdzie zmniejszenie oporu powietrza moze zdecydowaé o kolejnosci na mecie.

Dlatego nie ma chyba Czytelnika Delty, ktory nie odczuwalby lekkiego
niepokoju, biorac do reki piteczke golfowa. Czy na pewno bede wiedzial,
co odpowiedzieé¢, gdy zapytaja mnie, dlaczego ma ona taka ,antygltadka’
powierzchnie?

Gdyby nie miala wglebien na powierzchni, to maksymalny zasieg pojedynczego
uderzenia bylby mniejszy. Tak przynajmniej wynika z wielokrotnie
przeprowadzanych préob. Wglebienia powoduja zmniejszenie oporu powietrza.
Tylko dlaczego tak si¢ dzieje?

Zacznijmy od tego, ze gdyby powietrze bylo idealnym, nielepkim gazem, to
poruszajaca sie w nim kula nie odczuwalaby zadnego oporu. Sprzecznosé tego
przewidywania z do$wiadczeniem nazywano jeszcze pod koniec XIX wieku
paradoksem d’Alemberta. Rzeczywisty oplyw nie jest laminarny. Za pitka
pojawia si¢ turbulentny ogon. Opor zalezy od tego, jak gruby jest ten ogon, gdyz
w nim ci$nienie jest mniejsze niz z przodu, a wiec powstaje opor wynikajacy
Dym oplywajacy pilke golfows. 7z réznicy ci$nien. Gdyby oplyw byl w pelni laminarny (i powietrze nie byto
lepkie), to za pitka panowaloby takie samo ci$nienie jak przed i oporu by nie
bylo. Wglebienia powoduja, ze turbulencja pojawia sie wczesniej, ale tylko

w warstwie przysciennej bezposrednio przylegajacej do powierzchni. Turbulentna
warstwa przyscienna ma wieksza energie i dzieki temu powstawaniu ogona
,opdzZnia sie”, tzn. zmniejsza sie jego $rednica. Tak wiec kosztem niewielkiego
wzrostu oporu powierzchniowego otrzymuje sie stosunkowo duze zmniejszenie
oporu cisnienia.

Dlaczego wiec podobnej metody nie stosuje sie w samolotach? Okazuje sie, ze
jezeli ksztalt oplywanego przez powietrze ciala jest aerodynamiczny, to dominuje
opér powierzchniowy, wiec wglebienia nic by nie pomogty.

Jednak nie zawsze jest to prawda. W pracy [1] pokazano, ze mozna op6znié
powstawanie turbulencji w warstwie przysciennej poprzez dodanie do opltywanej
powierzchni odpowiednio dobranych wypustek.

Eksperyment przeprowadzono z plaska powierzchnia o wymiarach 7m

na 1,2m w tunelu aerodynamicznym. 80 milimetréw za krawedzia natarcia
umieszczono prostopadle do kierunku przepltywu rzad 42 cylindréw o wysokosci
1,4 mm, $rednicy 4,2 mm i wzajemnej odleglosci 14,7 mm. Nastepnie, réwniez
poprzecznie, umieszczono podtuzny glosnik generujacy zaburzenie akustyczne

i zadymiacz. Obserwowane za pomocg kamery pole o wymiarach 210 x 168 mm?
znajdowalo si¢ ponad metr dalej wzdluz strumienia powietrza. Wyniki
obserwacji pokazane sa na zdjeciach. Zdjecia (a) i (b) odpowiadaja powierzchni
pozbawionej cylindrycznych wypustek. Na zdjeciach (c) i (d) wypustki sa

na calej szerokosci, a w ostatnim rzedzie (zdjecia (e) i (f)) wypustki zajmuja
gérng polowe szerokosci. Lewa kolumna (zdjecia (a), (c) i (e)) odpowiada
brakowi akustycznego wymuszenia. Natomiast prawa kolumna pokazuje
sytuacje z wlaczonym akustycznym wymuszeniem. Jak wida¢, nad powierzchnia
pozbawiona wypustek (zdjecie (b) i dolna polowa zdjecia (f)) przeplyw staje
sie turbulentny, podczas gdy w obecnosci wypustek (zdjecie (d) i gérna polowa
zdjecia (f)) pozostaje laminarny.

Zdjecia z tunelu aerodynamicznego [1].
Przeplyw z lewej strony na prawg.

Obserwacje te byly wczesniej przewidywane, ale w eksperymencie opisanym

w pracy [1] zostaly po raz pierwszy wykonane. Jak widaé, odpowiednio dobrane
nierownosci moga nie tylko powodowaé¢ powstawanie turbulencji, ale réwniez
opo6zniac jej powstawanie.

Piotr ZALEWSKI

[1] J.H.M. Fransson, A. Talamelli, L. Brandt i C. Cossu, Delaying Transition to Turbulence by
a Passive Mechanism, Phys. Rev. Lett. 96(2006)064501
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Hiperbole w czworokacie

W Delcie 4/2006 A. Wrzesien postawil przed Czytelnikami pytanie, w jakich
czworokatach wypuklych spelniona jest réownosé

Ss+ S
(%) S-Sy = %’
gdzie S, Sa, S3, S4 oznaczaja odpowiednio pola tréjkatéow AABO, ACDO,
ABCO, ADAQO, a punkt O jest punktem przeciecia si¢ przekatnych.

Na pewno Czytelnicy nie mieli problemoéw ze stwierdzeniem, ze jezeli

w czworokacie zachodzi (%), to musi on byé trapezem. Wynika to z prostej
obserwacji, ze w dowolnym czworokacie zachodzi

() S1 - S = 53+ 5.

Rzeczywiscie, kazdy z iloczynéw jest réwny ihlhg -|OA| - |OC|. Zatem (x) jest
réwnowazna réwnosci /Sz - 8y = 2594 ktéra zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

2
S3 = S4. A to juz pozwala na stwierdzenie, ze AB || CD.

Zastanéwmy sie teraz, dla jakich innych punktéw O z wnetrza czworokata
wypuklego i wyznaczonych przez niego tréjkatéw spelniona jest réwnosé (xx).
Szybko zauwazamy, ze moze to by¢ dowolny inny punkt nalezacy do ktorejs
z przekatnych. A jak uktadaja sie punkty, dla ktérych Sy - Sy — S5 -S4 = ¢ dla
pewnej niezerowej statej ¢? Okazuje sie, ze dostaniemy albo zbiér pusty, albo
fragment hiperboli, ktoérej asymptoty zawieraja przekatne naszego czworokata.
A co bedzie, jesli dopuscimy takze punkty O lezace poza czworokatem? Czy
otrzymane krzywe maja jakie$ ciekawe geometryczne wlasnosci powigzane
z wyjSciowym czworokatem? A co z wyrazeniem (S7 + So) — (S3 + S4) = ¢?
Zachecamy Czytelnikéw do wlasnych poszukiwan!

Marcin HAUZER

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 669. Pret z jednej strony zakonczony jest bardzo $liska powierzchnia mogaca
poruszaé si¢ praktycznie bez tarcia, z drugiej powierzchnia szorstka, o duzym
wspdlczynniku tarcia statycznego. Opieramy go o $ciane raz czescia szorstka do gory,
raz w dot (rys. 1). W ktérej pozycji moze on znajdowaé sie w stanie réwnowagi

i dlaczego?

Rozwigzanie na str. 16

F 670. Drabina sktada sie z dwbch jednakowych czesci potaczonych przegubem
dzialajacym bez tarcia. Na jej lewa czesé, do 3/4 calkowitej wysokosci drabiny, wchodzi
czlowiek. Z ktérej strony lepiej podeprzeé¢ drabing zamocowanym klockiem, aby
zapobiec ,rozjechaniu si¢” drabiny z cztowiekiem?

Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Waldemar POMPE

M 1135. Danych jest 26 kolejnych liczb naturalnych. Okazalo sie, ze suma pewnych
dziesieciu z nich jest liczbg pierwsza. Wykazaé, ze suma pozostatych szesnastu liczb
jest liczbg ztozona.

Rozwigzanie na str. 7

M 1136. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Punkty D i F sg rzutami prostokatnymi
punktéw A i B, odpowiednio, na proste BC' i CA (rys. 2). Punkty P i @ sa rzutami
prostokatnymi, odpowiednio, punktéw A i B na prosta DFE. Dowiesé, ze PE = DQ).
Rozwiazanie na str. 2

M 1137. Na przyjeciu spotkalo sie n > 10 oséb. Okazalo sig, ze wéréd dowolnych
dziesieciu z nich istniejg trzy, z ktérych kazda zna dwie z pozostatych. Wykazac,
ze sposrod wszystkich os6b na przyjeciu mozna wytoni¢ osiem tak, aby kazda

z pozostalych znala przynajmniej jedng osobe z wybranej ésemki.

Rozwiazanie na str. 6
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Maia de

O tasowaniu kart

Kazdy, kto gra w karty, powinien umieé¢ tasowac¢. Najpopularniejszy
sposob tasowania, ktérym wytacznie bedziemy sie zajmowacé, sktada
sie z dwéch etapéw. Najpierw dzielimy talie na dwie kupki przez
wziecie pewnej ilodci kart z wierzchu. Bierzemy obie czesci w dlonie

i splatamy je upuszczajac od dotu karty w sposob losowy. Szczegdlnym
przypadkiem takiego tasowania jest opisane w Delcie 8/2002 przez
Tomasza Bartnickiego i Jarostawa Grytczuka tasowanie doskonale,
tzn. takie, w ktérym tali¢ dzielimy na polowy, a karty upuszczane sa
pojedynczo raz z jednej, raz z drugiej kupki. Ale co z sytuacja ogdlna?

Rozpocznijmy od prostej sztuczki karcianej. By unikngé¢ nieporozumien
zwiazanych z pojeciem koloru karty, ustalmy, ze karty czerwone to kiery

i kara, a czarne to trefle i piki. Przed pokazem przygotuj tali¢ kart w ten
sposob, ze karty czerwone umieszczone sa na przemian z czarnymi.

Potéz na stole karte czerwona, a obok czarna. Pozostale karty podziel

na dwie kupki tak, by na spodzie jednej byla karta czerwona, a na drugiej
czarna i raz potasuj. Wrecz je widzowi i popro$, aby odstonil wierzchnia
karte, a potem polozyl ja na stole na karcie o takim samym kolorze.
Nastepna karte, bez ogladania, niech poltozy na karcie obok. Na stole
powinny znajdowaé si¢ teraz dwie kupki po dwie karty. Kolejne pary kart
niech wytozy wedlug tej samej zasady, az do otrzymania na stole dwdch
kupek po 26 kart kazda. Niespodzianka! W kazdej z nich sg karty tego
samego koloru. Zapraszamy czytelnika do samodzielnego wyjasnienia,
dlaczego tak jest. Opisana sztuczka ilustruje oczywisty fakt, ze po jednym
tasowaniu tylko niektéore uklady kart sa mozliwe.

Ograniczylismy si¢ tylko do takich tasowan, w ktérych talig dzielimy na dwie kupki zawierajace

nieparzysta liczbe kart. Jakie uklady dostaniemy przy pozostalych tasowaniach? Moze mozna te
sztuczke jakos udoskonalié?

Sprobujmy odpowiedzie¢ na pytanie, ile razy co najmniej trzeba
potasowaé talie kart, zeby istniata mozliwo$é¢ otrzymania dowolnego
innego ukltadu kart. Dla uproszczenia zalézmy najpierw, ze mamy tylko
10 kart ponumerowanych liczbami od 1 do 10. Kazdemu ukladowi kart
odpowiada ustawienie tych liczb w pewnej kolejnosci np:
(%) (7,4,5,6,8,1,10,2,9, 3).
Podzial w pewnym miejscu takiego ciggu na dwa krotsze ciggi A i B
odpowiada podziatowi talii kart na dwie kupki. Przeplatanie kart z kupek
to nic innego jak wstawienie bez zmieniania kolejnosci liczb z ciagu B
pomiedzy wyrazy ciagu A:

(7,4,5,6,8,1,10,2,9, 3)

/\
\/

7102 4569¢3

(7.4,5,6,8,1 (10,2,9,3)

10



W kazdym ciggu, kodujacym pewien uktad kart, mozemy wyréznié¢ tzw.
podciqgi wstepujgce. Sa to takie podciagi rosnace, ktérych wyrazami sg
kolejne liczby naturalne i ktérych nie mozna przedtuzy¢ do dtuzszych
podciagéw o tej wlasnosci. Na przyklad, w ciagu (x), podciagi wstepujace
to (1,2,3), (4,5,6), (7,8,9) i (10). To pojecie jest kluczowe do odpowiedzi
na nasze pytanie. Zauwazmy bowiem, ze

liczba podciggow wstepujgcych w ciggu reprezentujgcym uktad kart po
tasowaniu moze bycé co najwyiej dwa razy wieksza od liczby podciggow
wstepujgcych w ciggu odpowiadajgcym talit przed tasowaniem.

Rzeczywiscie, kazdy podciag wstepujacy generuje co najwyzej jeden
podciag wstepujacy zaréwno w A jak i w B. Kolejnos¢ w A i w B zostaje
zachowana, wiegc liczba podciagéw wstepujacych nie moze by¢ wicksza od
liczby podciagdéw wstepujacych w A i w B.

Zalézmy teraz, ze nasza talia liczy n kart. Jezeli poczatkowym ukltadem
kart jest
(1,2,3,...,n)

to po k tasowaniach moga pojawié¢ si¢ tylko takie uklady, ktére zawieraja
co najwyzej 2F podciagéw wstepujacych. Najwicksza liczbe takich
podciagéw zawiera ciag

(n,m—1,n-2,...,1)
odpowiadajacy talii utozonej w odwrotnej kolejnosci niz na poczatku.
Zatem jezeli 28 < n, to po k tasowaniach mozemy by¢ pewni, ze tak
utozonej talii nie otrzymamy. Ponadto, jesli w pewnym ukladzie liczba
podciggéw wstepujacych jest wicksza lub réwna 2%, to istnieje k takich
tasowan, ktore doprowadzg talie do tego uktadu. Dowdd tego faktu
jednak pominiemy. W przypadku n = 52 dopiero po szesciu tasowaniach
mozna otrzymac¢ dowolny inny uktad kart.

Na zakonczenie opiszemy jeszcze jedna sztuczke, wykorzystujaca
zachowanie si¢ podciagéw wstepujacych przy tasowaniu. Bedzie ona
miata jednak jedna wade: od czasu do czasu moze nie wyj$é. Ustalmy
najpierw taka numeracje kart, ktorg tatwo bedzie zapamietaé, np.

do wartosci karty (asa traktujemy jak jedynke, a waleta, dame i kréla
jako odpowiednio jedenastke, dwunastke i trzynastke) dodajmy 13p, gdzie
p zalezy od koloru karty wedtug ponizszej tabelki:

kolor | kier | pik | karo | trefl
P 0 1 2 3

Utéz talie tak, by numery kart tworzyly ciag

(1,2,...,52).
Tak przygotowana talie wrecz widzowi i popro$ go o potasowanie jej
trzykrotnie. Nastepnie niech obejrzy karte z wierzchu i wlozy ja gdzies
do $rodka talii. Twoim zadaniem jest odnalezienie tej karty. Czesto
powinno Ci sie udaé¢, poniewaz po trzykrotnym tasowaniu, w talii
przewaznie znajduje si¢ osiem podciagéw wstepujacych szescio- lub
siedmiowyrazowych. Karta widza dodaje dodatkowy podciag wstepujacy
dlugosci 1. Do odnalezienia go jest potrzebne wprawne oko lub utozenie
swoistego pasjansa. Przed pokazem warto wiec troche poéwiczy¢.

Malqg Delte przygotowal Marcin HAUZER

11



Rys. 1

(0,0) ¢

Rys. 2

Rys. 3

*Instytut Matematyki Stosowanej i
Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego

Krzywizna pseudosfery Piotr PRZYTYCKI*

Rozwazmy sfere o promieniu R. Przypomnijmy, ze najkrotsza krzywa

na powierzchni sfery laczaca dwa wybrane jej punkty (tzw. geodezyjna)

jest fragment okregu wielkiego tej sfery. (Ciekawi niech potraktuja ten fakt
jako zadanie.) Sfera ma nastepujaca pasjonujaca wlasno$é: suma katow
wewnetrznych dowolnego tréjkata geodezyjnego (czyli tréjkata, ktérego
krawedziami sa geodezyjne) jest wieksza od 7w o miare pola powierzchni tego
tréjkata pomnozona przez %

Sprawdzmy to na przykladzie trojkata skltadajacego sie z potéwek potudnikow
45°F 1 45°W oraz ¢wiartki réwnika (rys. 1). Suma katéw wewnetrznych tego
trojkata jest réwna 3 - § = %ﬂ', czyli jest o § wigksza od 7. Natomiast pole tego
tréjkata stanowi % powierzchni calej sfery, czyli % -4mR?. Zatem po pomnozeniu
przez % rzeczywiscie otrzymujemy 7.

Jest to przejaw jednego z najwspanialszych twierdzen geometrii rézniczkowe;j

— twierdzenia Gaussa—Bonneta. Méwi ono, ze na kazdej powierzchni M role
czynnika % odgrywa pewna funkcja rzeczywista x : M — R. Ta funkcja, zwana
krzywizng (Gaussa), opisuje lokalna geometrie powierzchni M: mianowicie, jesli
chcemy zbadaé réznice miedzy suma katow wewnetrznych tréjkata geodezyjnego,
a wartoscig 7, to musimy scalkowaé¢ funkcje k po powierzchni tego trojkata.

Na przyktad dla plaszczyzny ta funkcja jest stala i wynosi 0, a dla sfery

o promieniu R tez jest stala i wynosi %. (Ale dla elipsoidy krzywizna stala

juz nie jest.) Jak widaé, im wieksza krzywizna, tym bardziej ,zakrzywiona” jest
rozwazana powierzchnia — natomiast sfera o duzym promieniu, ktéra lokalnie
wydaje sie prawie plaska, ma maltg krzywizne. Druga ciekawa obserwacja jest

to, ze jesli powierzchnia lokalnie nie jest ,wypukta”, czyli przypomina siodto, to
krzywizna staje sie ujemna. Zajmiemy sie taka wlasnie powierzchnia, mianowicie
wyliczymy, ile wynosi krzywizna pseudosfery — pewnej powierzchni obrotowej
przypominajacej trabke.

Zdefiniujemy najpierw krzywa, z ktérej obrotu powstaje pseudosfera.
Wyobrazmy sobie, ze wzdtuz osi z plaszczyzny morza z kartezjanskim ukladem
wspOlrzednych przebiega pomost. W poczatkowej chwili w punkcie (0, 0)

stoi marynarz, ktéry trzyma na sztywnym holu o dlugoéci 1 16deczke, ktéra
unosi si¢ w punkcie (0, 1). Nastepnie marynarz ciagnie 16dke posuwajac si¢ po
pomoscie w kierunku dodatnim. Tor ruchu t6dki bedzie mial te wlasnosé, ze
wektor predkosci 16dki bedzie styczny do kierunku holu (patrz rys. 2). Krzywa,
bedaca torem ruchu 16dki, nazywamy traktrysq. Obracajac ja dookola osi x,
otrzymujemy powierzchnie nazywana pseudosferg.

Skorzystamy przy obliczaniu krzywizny tej powierzchni z recepty uzywanej

na drugim roku przez studentéw matematyki, ale unikniemy wykonywanych
przez nich zazwyczaj nieprzyjemnych rachunkéw. Jedyny przepis potrzebny

nam wezesniej to pojecie krzywizny krzywej w przestrzeni (nie mylié¢ z krzywizna
powierzchni!). Krzywizna krzywej jest okreslona w kazdym punkcie krzywej jako
dlugosé wektora przyspieszenia w tym punkcie, przy zalozeniu, ze przebiegamy
te krzywa z jednostkow% predkoscia. Na przyklad, dla ruchu po okregu wiemy, ze
przyspieszenie wynosi %, wigc skoro zakladamy, ze [v| = 1, to krzywizna okregu
bedzie w kazdym punkcie réwna 1—12 Widzimy, ze im mniejszy okrag, bardziej
yzakrzywiony” , tym wicksza krzywizna.

Mozemy teraz wroci¢ do krzywizny powierzchni. Recepta dla powierzchni
obrotowych brzmi nastepujaco: ustal punkt P powierzchni, w ktérym masz
ochote wyliczy¢ krzywizne. Rozwaz nastepujace dwie krzywe na powierzchni
przechodzace przez punkt P: poludnik (czyli krzywa plaska, ktéra obracamy)
oraz druga, bedaca cieciem powierzchni obrotowej ptaszczyzna prostopadla

do poludnika w punkcie P (rys. 3). Wez iloczyn krzywizn tych krzywych

w punkcie P i postaw znak minus, jesli funkcja dodatnia, ktorej wykresem jest
obracana krzywa, jest wypukta.
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Rys. 4

Rys. 5

U1

Rys. 6

Rys. 7

V2

Zbadamy najpierw, jak rozumie¢ te recepte na przykltadzie sfery o promieniu R.
Sfera powstaje z obrotu pélokregu (rys. 4). Poludnikiem jest tutaj pélokrag

o promieniu R, czyli krzywa o krzywiznie Ilz Natomiast plaszczyzna prostopadia
do tego pélokregu zawiera wektor normalny sfery, czyli przechodzi zawsze

przez srodek S sfery, zatem tnie sfere rowniez wzdluz okregu wielkiego.

Zatem ta druga krzywa rowniez ma krzywizne %. Pétokrag jest wykresem
funkcji wklestej, wiec nie bedziemy zmieniaé¢ znaku. W rezultacie krzywizna
powierzchni jest réwna iloczynowi krzywizn dwédch rozwazanych krzywych, czyli
wynosi % . % = %. Zatem nowa recepta daje wynik zgodny z twierdzeniem
Gaussa—Bonneta.

Skorzystajmy teraz z tego przepisu, zeby obliczyé¢ krzywizne pseudosfery.
Ustalmy punkt P pseudosfery. Na poczatek zbadajmy krzywa powstata z ciecia
pseudosfery plaszczyzna prostopadla do potudnika przechodzaca przez punkt P
(rys. 5). Postuzymy sie tutaj malym oszustwem. Mianowicie przypomnijmy, ze
w przypadku obliczania wartosci krzywizny tej krzywej dla sfery, otrzymalismy
wartos¢ %, gdzie R bylo odlegloscia miedzy punktem P, a punktem S bedacym
przecieciem osi x z kierunkiem wektora normalnego w punkcie P. Okazuje

sie, ze w ogolnosci pewien okrag o srodku w punkcie S i promieniu R dobrze
przybliza rozwazana krzywa i ma taka sama krzywizne w punkcie P. Zatem
zawsze rozwazane ciecie ma krzywizne w punkcie P rowng wartosci \P—ls|'

Teraz obliczmy krzywizne potudnika, czyli krzywizne traktrysy. Jak pamietamy,
musimy obliczy¢ przyspieszenie 16dki ciaggnietej przez marynarza, przy zalozeniu,
ze predkosé 16dki jest stala i wynosi 1. W kazdym punkcie krzywej narysujmy
wektory predkosci v 16dki (rys. 6). Zgodnie z definicja traktrysy, konice tych
wektorow beda zawsze lezaly na osi ! Wykorzystamy pozniej to spostrzezenie!
Mamy obliczy¢ przyspieszenie a, ktore jest rGwne zmianie wektora predkosci

w czasie, czyli 9¥. Oznaczmy przez vi(t), v2(t) odpowiednio poczatki i konice

dt
. - __dv _ dv dv . .
wektorow predkosci. Wiedy —a = —37 = - — 37+ Zauwazmy, ze skoro vy
porusza sie po traktrysie, to 9 = v. Natomiast vy zawsze nalezy do osi ,

dt
zatem dst? jest wektorem poziomym. Dodatkowo wiadomo, ze w przypadku

ruchu o jednostajnej predkosci przyspieszenie jest skierowane prostopadle
do kierunku ruchu, wiec jesli poczatek wektora —a umieécimy w punkcie P,

to jego koniec musi si¢ znajdowaé na prostej P.S. Jednoczesnie ten koniec

musi si¢ znajdowaé¢ na osi z, gdyz koniec wektora % lezy na osi z, a jego
modyfikacja o f% jest wektorem poziomym. Zatem koniec wektora —a jest

punktem przecigcia prostej PS z osia x, czyli punktem S. Wobec tego krzywizna
traktrysy w punkcie P wynosi | — a| = |PS].

Na koniec, zgodnie z recepta, powinnidémy pomnozy¢ krzywizny poludnika

i krzywej powstalej z ciecia ptaszczyzna prostopadla do potudnika oraz dodaé
znak minus z uwagi na wypuktosé funkcji, ktérej wykresem jest traktrysa. Zatem
krzywizna pseudosfery wynosi f‘P—ls||PS | = —1. Czyli jest stala, nie zalezy

od punktu P, mimo, iz wydaje sie, ze pseudosfera w kazdym swoim punkcie
wyglada nieco inaczej! Ale to tylko jest wrazenie obserwatora zewnetrznego.
Mréwki zyjace na pseudosferze nie maja szansy tego (lokalnie) dostrzec. Nazwa
pseudosfery wziela sie wlasnie z tego (dosy¢ przyszywanego) podobienstwa

do sfery — funkcja krzywizny jest na niej rowniez stala.

Teraz mozemy sformutowaé bardzo prosto twierdzenie Gaussa—Bonneta

na pseudosferze. Tym razem krzywizna jest ujemna, wiec trojkaty geodezyjne
beda ,chude” (rys. 7). Réznica miedzy wartoscia 7 a suma miar katéw
wewnetrznych kazdego trojkata geodezyjnego bedzie miara powierzchni tego
tréjkata. (Bowiem calka funkeji statej réwnej 1 po dowolnej powierzchni jest
miarg tej powierzchni.)

Ciekawym warto zdradzi¢, ze pseudosfera jest lokalnie modelem tzw. geometrii
hiperbolicznej. Ale o tym innym razem.
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Klub 44

VE1-44

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VIII 2006

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
507 (WT = 1,60) i 508 (WT = 2,18)
z numeru 10/2005
Pawel Najman

Janusz Olszewski — Suwalki
Adam Dzedzej — Gdansk

— Jaworzno 43,49
39,79
34,96

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 523, 524

Redaguje Marcin E. KUCZMA

523. Wewnatrz szesciokata wypuklego ABCDEF znajduje sie punkt O,

z ktorego kazdy bok szesciokata jest widoczny pod katem 60°, a ponadto
|OA] > |0C| > |OE| |OB| > |OD| > |OF|.

Udowodnié¢, ze |AB| + |CD| + |EF| < |BC| + |DE| + |FA|.

oraz

524. Ciag liczb dodatnich (z,) spelnia zalezno$¢ rekurencyjna
27(1 — 2zp)zp—12p1 =1 dla n=1,2,3,....

Wykazaé jego zbieznosé i obliczy¢ granice.

Zadanie 524 zaproponowal pan Pawel Najman z Jaworzna.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 2/2006
Przypominamy tres¢ zadan:

515. W $ciane ABCD sze$cianu o krawedzi 1 wpisany jest okrag w. Wierzcholtek E jest koricem
krawedzi AE prostopadtej do AB i AD. Okrag 2 jest opisany na tréjkacie BDE. Obliczy¢ dlugosé
najkrétszego odcinka laczacego punkt okregu w z punktem okregu 2.

516. Rozwazamy operacj¢, ktéra uporzadkowanej parze dodatnich liczb catkowitych (a, b)
(2a, b—a) gdy a < b,
(a—b, 2b) gdy a > b.
liczb caltkowitych dodatnich i powtarzamy algorytm. Przerywamy, gdy pojawi sie para liczb,

z ktérych jedna jest zerem. Scharakteryzowaé te pary poczatkowe (ag, bo), dla ktérych algorytm
zatrzyma si¢ w skonczonym czasie.

przyporzadkowuje pare (a’,b’) = { Startujemy od zadanej pary (ag, bo)

515. Okrag €2 jest podzbiorem sfery opisanej na szescianie;
okrag w jest podzbiorem sfery wpisanej w szkielet
szescianu (stycznej do wszystkich krawedzi). Te dwie

sfery maja wspélny érodek O, a ich promienie sa réwne
odpowiednio R = %\/3, r= %\/5 Kazdy odcinek

0 jednym koncu na jednej sferze, a drugim na drugiej, ma
dtugod¢ niemniejszg niz R — r; a jesli lezy na pélprostej

o poczatku O, wéwcezas ma doktadnie dtugos¢ R — r.
Wykazemy, ze taka sytuacja ma miejsce dla pewnego
odcinka o konicach na okregach 2 i w. Okrag w jest styczny
do odcinkéw CB i CD w ich érodkach M i N. Poniewaz

O jest srodkiem odcinka C'E, ptaszczyzna M NO jest
rownolegta do BDE; w szczegdlnosci proste OM i ON sa
rownolegte do plaszczyzny BDE.

Niech X bedzie zmiennym punktem, obiegajacym okrag w
(rysunek). Gdy X lezy na dtuzszym tuku M N okregu w,
poiprosta OX ™ przecina plaszczyzne BDE. Punkt
przecigcia moze lezeé wewnatrz okregu Q (np. gdy X € w
jest punktem najblizszym punktu A), jak i na zewnatrz

okregu Q (np. gdy X zbliza sie do ktéregokolwiek konca tuku
MN i pétprosta OX ™ tworzy z plaszczyzna BDE kat bliski

zeru).

Zatem przy pewnym potozeniu punktu X € w poélprosta
OX ™ przetnie okrag 2 w pewnym punkcie Y. W mysl
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konkluzji pierwszego akapitu, odcinek XY ma wéwczas
dtugo$¢ R —r = 1(v/3 — v/2), i jest to minimalna dlugosé,
jaka moze mieé odcinek o koncach na okregach € i w.

516. Suma a + b jest niezmiennikiem badanej operacji. Jesli
wiec ap + bo = n, to dalej juz stale b = n — a, co pozwala
wyeliminowa¢ zmienng b:

o — 2a gdy a<n/2,
" 12a—n gdy a>=n/2.
To znaczy, ze a’ jest resztay z dzielenia 2a przez n
(0 < @’ < n—1); drugi element pary, czyli liczba b’ =n —a’,
nigdy nie bedzie zerem.

Pytamy wiec, kiedy iterowane podwajanie zmiennej a
doprowadzi do zera (mod n). Stanie si¢ tak wtedy i tylko
wtedy, gdy dla pewnych liczb naturalnych k, ¢ zachodzi
réwnosé 2ag = qn. Réwnowaznie: gdy iloraz
ao

ao + bo
jest liczba dwoéjkowo-wymierng (tzn. liczba postaci 27%q).
Jeszcze inaczej: gdy kazdy nieparzysty dzielnik pierwszy
sumy ao + bo jest jednoczesnie (w co najmniej tej samej
potedze) dzielnikiem obu sktadnikéw tej sumy. Jest to
zadana charakteryzacja.



Klub 44 Zadania z fizyki nr 420, 421
Redaguje Jerzy B. BROJAN

420. W tym samym punkcie P zawieszono na nici o dlugosci [ = 3 cm kule
o promieniu 7 = 5 cm i masie m; = 300 g oraz na odpowiednio dlugiej nici
(zob. rys. 1) ciezarek o masie my = 200 g. Tarcie miedzy kula a ta nicia nie
wystepuje. Obliczy¢ sile napinajaca ni¢, na ktérej wisi kula.

421. Ekran jest rownomiernie o$wietlony swiatltem padajacym na niego

Termin nadsylania rozwiazan: prostopadle. Jak zmieni si¢ natezenie jego oSwietlenia, jesli na drodze promieni
31 VIII 2006 uystawimy pryzmat (rys. 2) o kacie tamiacym « ze szkla o wspdlezynniku

zalamania n? Sciana, na ktora pada Swiatlo, jest rownolegla do ekranu. Pominaé

odbicie $wiatta od Scian pryzmatu.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 2/2006

Przypominamy tres¢ zadan:

412. Proces fermentacji win musujacych trwa jeszcze — jak wiadomo — po rozlaniu ich do butelek
i zakorkowaniu, przy czym powstaje metny osad, ktéry usuwa sie na ostatnim etapie produkcji wina.
Dokonuje si¢ tego nastepujaco: butelka jest wtedy przechowywana szyjka do dolu, zatem osad skupia
si¢ w szyjce. Szyjke te si¢ zamraza, tak ze przy korku powstaje warstwa lodu, odwraca si¢ butelke
do pozycji normalnej, wyciaga korek wraz z lodem i zawartym w nim osadem i korkuje butelke
ponownie. Wino jest wtedy juz nasycone dwutlenkiem wegla pod ci$nieniem. Dlaczego wigc przy
otwieraniu butelki wino si¢ nie pieni i nie ,ucieka” z butelki, tak jak podczas zwyklego otwarcia?
Rys. 1

413. Na dwéch walcach obracajacych
si¢ w przeciwne strony polozono

N
l

jednorodny klocek (rys. 3) tak, ze jego h
$rodek byl poczatkowo nieco blizej

« jednego z walcow. Odleglosé osi walcéw
jest réwna d, wysoko$¢ klocka — h,

—

a wspolczynnik tarcia walcow o klocek
— f. Poda¢ warunki, przy ktérych ruch

klocka jest harmoniczny i obliczy¢ okres -—
drgan. Rys. 3 d

412. Mamy tu do czynienia ze stanem réwnowagi nietrwalej, podobnym

do wody przegrzanej albo przechlodzonej. Dowodem na to jest fakt, ze lekkie
2 stukniecie w otwarta butelke powoduje ,katastrofe” — gwaltowne spienienie sig¢
Rys. 2 wina. Podobnie mozna wywotaé¢ gwaltowne wrzenie przegrzanej wody.

413. Oznaczmy mase klocka przez m, a sity nacisku klocka na walce przez
Ny i Ns. Sily tarcia sa dane wzorami
Ty =[N, Tp= [Ny,
a przy zatozeniu malej amplitudy drgan sa one skierowane stale do §rodka
(réwnowaznie mozna przyjaé, ze predko$é obrotu walcéw jest odpowiednio
duza). Oprécz oczywistego warunku
N1 + N2 =mg

sity musza tez spelnia¢ réwnanie wynikajace z braku obrotu klocka, tzn. suma
ich momentow wzgledem $rodka masy jest rowna zeru

d d h
N (5—33) - No (54—&5) :(Tl_T2)§a

gdzie x jest przesunieciem klocka wzgledem polozenia réwnowagi. W wyniku
przeksztalcen otrzymujemy wzoér na wypadkowa site dzialajaca na klocek

2emgf
Fwy:D =T -1 = m
Sita ta jest — jak wida¢ — proporcjonalna do wychylenia, a jesli spelniony jest
Czoléwka ligi zadaniowej warunek d > fh, to jest skierowana w strone polozenia rownowagi i wtedy

Klub 44 F . . . . , .
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadaf rzeczywiscie ruch klocka jest harmoniczny. Okres T jest réwny 2m+/m/k, gdzie

408 (WT = 1,26) i 409 (WT = 2,99) Kk jest wspoélczynnikiem przy x w powyzszym wzorze, tzn.
z numeru 12/2005

Mateusz Lacki  — Krakéw 40,63 T =91 d__fh

Andrzej Idzik  — Bolestawiec 29,70 2g f

Konrad Kapcia — Czestochowa 28,96 e . L. . . . .
Tomasz Tkocz  — Rybnik 23.14 Jesli d < fh, to klocek postawiony poza polozeniem réwnowagi przestanie sig
Jacek Konieczny — Poznan 15,22 opiera¢ na jednym z walcéw i przewrdci sie.
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Rozwigzanie zadania F 669.
Roéwnowaga mozliwa jest tylko w pozycji
wszorstkim w dét”. Jest tak dlatego,

ze aby pret byl w réwnowadze, musza
réwnowazy¢ sie poziome sktadowe sit
nan dziatajacych. W obydwu sytuacjach
istnieje pozioma sktadowa sity reakcji
na sile nacisku preta na $ciane. Jesli
jednak czesé¢ Sliska znajduje si¢ na dole,
nie ma tarcia mig¢dzy podlozem i pretem
i nie ma w zwiazku z tym zadnej sity
dziatajacej na pret w tym kierunku. Pret
nie moze wiec byé w réwnowadze.

Jesli szorstka cze$c jest w dole, sita tarcia
réwnowazy poziomag sktadowg sity reakcji
na sile nacisku preta na $cianie.

Rozwigzanie zadania F 670.

Niech R, oznacza sil¢ reakcji podloza
na nacisk lewej czeéci drabiny, Ry

sile reakcji na nacisk prawej czesci
drabiny, Rs zaé — sile reakcji prawej
czesci na nacisk lewej, o — kat miedzy
pionem a drabing, pozostale wektory jak
na rysunku.

Warunek réwnowagi to znoszenie si¢
wszystkich sit dziatajacych na lewag

i prawg cze¢s$¢ drabiny, oraz momentéw
liczonych w naszym przypadku wzgledem
punktéw podparcia czesci drabiny

o podtloze:

A4§+77L§+ﬁ17ﬁ3:0
a . 3a Ll =
§><1\r;7g+j><mgfa X R3 =0

A[§+ﬁg+ﬁfg =0

i L
E)x Mg+ b x Ry =0.

Po rozpisaniu na sktadowe dostajemy
uktad 6 rownan z 6 niewiadomymi:

Riz, Ry, R2sz, Ray, R3z, R3y.

Rozwigzanie:
M 3m tg &
Rz = (?'F?)g 22 = —Raq
5mg 3mg
Ryy = Mg+ 3 Roy = Mg+ 3

Widzimy, ze o ile sita tarcia jest po
obu stronach jednakowa, to nacisk

jest wigkszy po stronie lewej. Bardziej
prawdopodobne jest wigc ,obsuniecie
si¢” prawej cze¢éci drabiny i to ja nalezy
podeprzed.

Patrz w niebo

Od kilku lat coraz wieksza kariere robi nowa metoda badania budowy
wewnetrznej gwiazd, zwana asterosejsmologia. Nazwa ta dobrze oddaje fakt,

ze metoda polega na $ledzeniu drgan (falowania) powierzchni gwiazdy, tak jak
sejsmologia to $ledzenie drgan skorupy ziemskiej. Na podstawie tych drgan
wyciaga sie wnioski co do budowy wewnetrznej badanego obiektu. O ile jednak
w przypadku Ziemi zbieranie obserwacji nie przedstawia trudnosci (drgania
zapisuja sejsmografy), to w przypadku gwiazd jest to nieporéwnanie trudniejsze.
Wyjatkowa gwiazda jest oczywiscie Stonce, u ktérego mozna mierzyé¢ predkosé
radialna kazdego punktu tarczy (heliosejsmologia). Ale kazda inna gwiazda
sama jest punktem $wietlnym emitujacym jednoczesnie promieniowanie zaréwno
poczerwienione (z miejsc gwiazdy akurat zapadajacych sie) jak i poniebieszczone
(z miejsc wznoszacych sie). Powoduje to okresowe znieksztalcanie wybranej linii
widmowej. Gdyby gwiazda tylko pulsowata, to linia widmowa przesuwalaby

sie¢ wskutek zjawiska Dopplera w rytm pulsacji. Jezeli fale na powierzchni
gwiazdy tworza drobniejszy wzorek, to linia jako calo$¢ nie przesuwa sie,

ale sam jej profil zmienia si¢ w rozmaitych miejscach w zaleznosci od tego, jak
szybko porusza sie gaz wprawiony w ruch przez powierzchniowe fale. Chodzi tu
o zauwazenie fal o amplitudzie rzedu 100 m i okresie rzedu minut! Zjawisko to
jest dodatkowo silnie zaklécane przez ruchy materii tuz pod fotosfera gwiazdy
(granulacja), dlatego do zaobserwowania jakichkolwiek zmian profilu linii
potrzebna jest niezwykle precyzyjna spektroskopia, obecnie wykonalna tylko dla
gwiazd jasniejszych od okolo 10 mag.

Kilka lat temu wykonano takie superdoktadne pomiary dopplerowskich
deformacji linii widmowych dla najblizszej gwiazdy — alfy Centaura A (alfa
Centaura to uklad potréjny, a alfa Cen A to jego najjasniejszy skladnik).
Jest to gwiazda bardzo podobna do Stonica: typ widmowy ten sam — G2;
masa — 1,1 masy Slonca; srednica — 1,26 $rednicy Stonca. Jej powierzchnia
drga z dominujacym okresem 7 minut, na Stoncu dominujace drganie ma
okres 5 minut. Na podstawie dopasowania tych wszystkich danych do budowy
wewnetrznej gwiazdy jej wiek oceniono na 6,5 mld lat (Storice liczy 4,6 mld
lat). Wszystko wskazuje na to, ze jezeli metodami asterosejsmologicznymi nie
wykryje sie nawet niczego sensacyjnego, to z pewnoscig metody te przyczynia sie
do tworzenia dokladniejszych i pewniejszych modeli konkretnych gwiazd.

Tomasz KWAST

Czerwiec

Wieczorem w czerwcu wysoko i troche ku zachodowi widaé jasnego Arktura,
najjasniejsza gwiazde Wolarza. Jeszcze dalej ku zachodowi znajduja sie dwa
stabo widoczne gwiazdozbiory: Psy Goncze i Warkocz Bereniki. Nie zawieraja
one jasnych gwiazd, za to zawieraja wiele galaktyk, niestety tylko nieliczne
dostepne amatorskim obserwacjom. Ale np. w Warkoczu Bereniki mozna
sprébowaé odszukaé galaktyke M67 (Czarne Oko) o jasnosci 8,8 mag, ktora
jako pierwszy opisal w 1779 roku Johann Bode (ten od reguly Titiusa—Bodego).
W Psach Goncezych najjasniejszym niegwiazdowym obiektem jest gromada
kulista M3 o jasnosci 6,2 mag, a drugim z kolei galaktyka M94 o jasnosci

7,9 mag. Pamigtajmy, ze do obserwacji obiektéw mglawicowych potrzebne jest
szczegolnie czyste i ciemne niebo, o co w czerwcu w Polsce nie jest tatwo.

Merkury znajdzie sie najdalej od Stonica 20 VI i mozna szukaé go na zachodnim
niebie po zachodzie Storica. Wenus jest w Baranie i widaé ja przed wschodem
Stonca. Mars i Saturn sa w Raku i wieczorem sa juz nisko na zachodzie; 17 VI
znajda sie we wzajemnej odleglosci 0,6 stopnia. Jowisz jest w Wadze i widac go
praktycznie przez calg noc, gdyz noce sg krotkie — 21 VI jest przesilenie letnie,
odkad dni beda sie juz skraca¢. Pelnia Ksiezyca wypada 11 VI, a néw 25 V1.
Ksiezyc zakryje Spike (7 VI, co bedzie widoczne we wschodniej Azji) i Antaresa
(10 VI, co zobacza mieszkancy p6éinocnej Ameryki i poludniowej Afryki).

T. K.
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W6él, lis i konik polny (IT)
Rafal SZTENCEL "

W poprzednim numerze opisaliémy prosta gre, w ktorej trzeba bylo dokonac
dwukrotnie wlasciwego wyboru jednej z dwéch mozliwosci, by zmaksymalizowaé
srednia wygrana. Krétko méwiac, byl to dynamiczny problem decyzyjny.
ZademonstrowaliSmy tez trzy z wielu mozliwych strategii, w tym optymalna

(oczywiscie lisa).

Nie wiemy, jak zachowaliby sie gracze, grajacy w taka gre. Czy daloby

sie zauwazy¢ podzial na grupy, odpowiadajace kilku charakterystycznym
strategiom? Dzigki autorom pracy [1] wiemy natomiast, jak zachowuja sie ludzie,
postawieni przed znacznie bardziej skomplikowanym dynamicznym problemem
decyzyjnym, gdzie ze wzgledu na zlozonos¢ obliczeniowa nikt nie jest w stanie

w trakcie gry znalezé strategii optymalne;j.

Oto opis eksperymentu. Gra sktada si¢ z 15 rund. W kazdej rundzie nalezy
wybraé¢ wyplate, odpowiadajaca jednej z opcji: 1 lub 2. Gracz widzi przed
podjeciem decyzji proponowane wyplaty. Ostateczna wygrana jest suma wyplat

z 15 rund.

*Instytut Matematyki Uniwersytetu
‘Warszawskiego

A dokladniej:

Dla opcji 1:

e wyplata zasadnicza Z = 3000;

e premia P = 7500, gdy poprzednio wybraliSmy opcje 1
od 6 do 9 razy, i rowna zeru w przeciwnym razie;

e koszt K = 5000, gdy poprzednio wybraliSmy opcje 2,
W przeciwnym razie zero;

e loteria: L jest zmienna losowa o rozkladzie
jednostajnym na przedziale [—5000, 5000];

e laczna wyplata W = max(Z + P — K + L1,0).

Dla opcji 2:
e wyplata zasadnicza Z = 4000;

e loteria: Ly jest zmienna losowa o rozktadzie
jednostajnym na przedziale [—5000, 5000];

e laczna wyplata W = max(Z + L, 0).

Przy generowaniu wyptat dla opcji 1 i 2 zmienne losowe
L1 i Ly sa niezalezne. Sa takze niezalezne od loterii
7 poprzednich rund.

Uczestnicy eksperymentu mieli mozliwo$é krotkiego
treningu przed wlasciwym testem.

Co sie okazalo? Autorzy pracy [1] twierdza, ze analiza
wzorcow zachowania graczy pozwala podzieli¢ ich

na trzy grupy, nazwane ,do$¢ rozsadni” (near-rational),
Hfatalisel” (fatalists) i ,zagubieni” (confused). Gracze

7 pierwszej grupy (37% calodci) tracili $rednio zaledwie
2,3% w poréwnaniu ze strategia optymalna, podczas
gdy fatalisci (bylo ich 40%) — 11,7%, wreszcie zagubieni
(24%) — 18,6%.
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Jednak przyszle wyplaty z opcji 1 zaleza od historii gry, podczas gdy wyplaty
z opcji 2 — nie. Ponadto wszystkie wyptaty sa nieujemne.

Skad takie nazwy grup? W bardzo duzym skrécie
przedstawiamy argumentacje autoréw. Gracze ,,do$é¢
rozsadni” zrozumieli, ze nalezy dazy¢ do uzyskania
premii w 6, 7, 8 i 9 rundzie, wobec tego opcje 2 warto
wybiera¢ tylko wtedy, gdy ma duza przewage. Malo
tego, potrafili z niezta dokladnoscia oszacowaé, jaka
musi by¢ ta przewaga — a zalezy ona od historii gry.
Fatalidci nie wiedza, jaki jest charakter tej zaleznosci,
cho¢ zdaja sobie z grubsza sprawe, jak nalezy grac,

i dlatego w efekcie zdaja si¢ na los szczescia. Zagubieni
tracg gtowe w rundzie 5 i nastepnych: przeceniaja opcje
2,1 w efekcie — wbhrew oczekiwaniom — nie uzyskuja
premii. Ponadto wariancja wygranej jest w tej grupie
wieksza niz w pozostalych.

Wyglada na to, ze ludzie postawieni przed trudnym
problemem wykazuja niewiele fantazji i wybieraja
sposréd niewielu rozwigzan.

Ciekawe, jakie bylyby typowe reakcje na nastepujacy
problem:

Wylosowano niezaleznie i zgodnie z tym samym
rozkladem o ciaglej dystrybuancie (albo wrecz ciaglym,
jesli komu$ wygodniej) dwie liczby rzeczywiste.
Pokazano nam jedna z nich. Jesli prawidtowo
odgadniemy, czy jest ona wigksza od drugiej, wygramy
milion dolaréw. Co robi¢?

Literatura

[1] D. Houser, M. Keane, K. McCabe, Behavior in Dynamic Decision
Problem: An Analysis of Experimental Evidence Using a Bayesian
Type Classification Algorithm, Econometrica, vol. 72, No. 3 (May
2004), 781-822.
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ZADANIA ZAWODOW II STOPNIA

1. Pewne sztucznie wytworzone materiaty

moga mie¢ w waskim zakresie czestotliwosci fal
elektromagnetycznych ujemny wspoélczynnik zalamania
(dla mikrofal sg to metamaterialy utworzone z ukladéw
drutéw, a dla $wiatla widzialnego tzw. krysztaly
fotoniczne). Przy przejsciu z oérodka o wspdlezynniku
zalamania n; > 0 do o$rodka o wspélczynniku
zatamania ny < 0 jest spelnione zwykle prawo
zalamania nj sin ¢ = ne sin a, pray czym as < 0

— patrz rysunek.

n1>0

(03]

Il2<0

|(12|

a) Maly przedmiot umieszczono w odleglosci a, od
plaskoréwnolegtej plytki o grubosci d wykonanej

z materiatu o wspotczynniku zatamania réwnym
—1. Rozwazmy obraz utworzony przez promienie,
ktére przeszty przez plytke. Znajdz jego potozenie,
powiekszenie i ustawienie (tzn. czy jest on odbity,
obrécony...). Dla jakich a, rozwazany obraz jest
rzeczywisty?

b) Maly przedmiot umieszczono w punkcie

o wspélrzednych (a,, —by, 0), gdzie a, > 0,b, > 0.
Obszar przestrzeni spelniajacy réwnania x > 0, y > 0
jest wypelniony o$rodkiem o wspétezynniku zatamania
rownym —1. Znajdz polozenie, powiekszenie i ustawienie
obrazu tego przedmiotu, utworzonego przez promienie,
ktére wyszly z obszaru o n = —1. Z jakich miejsc

mozna zobaczy¢ ten obraz? Rozwaz tylko promienie

w plaszczyznie z = 0.

W obu przypadkach narysuj bieg réznych promieni
wybiegajacych z przedmiotu i przechodzacych przez
obszar on = —1.

Wspétczynnik zalamania przestrzeni poza plytka
(w pkt. a) ) i poza obszarem = > 0, y > 0 (w punkcie b))
jest réwny 1.



2. Na prostym, poziomym odcinku drogi
przeprowadzono testy samochodu. Ustalono, ze
minimalna droga hamowania tego samochodu od
v100 = 100 52 do 0 52 wynosi [ = 40 m.

Obliczy¢ minimalny czas osiagniecia przez spoczywajacy
poczatkowo samochédd predkosci vigg, przy zalozeniu, ze
samochod moze w kazdej chwili w pelni wykorzystywaé
moc swojego silnika. Zakladamy, ze warunki sa
doktadnie takie same jak w powyzszym tescie.

Samochéd ma (wraz z kierowca) mase m = 1000 kg, moc
silnika, P = 50 kW, oraz naped i hamulce na wszystkie
kota. Pomijamy opér powietrza, opory toczenia

i wszystkie opory ukladu przeniesienia napedu.
Nawierzchnia drogi byta taka sama w kazdym punkcie
rozpatrywanego odcinka testowego. Samochéd ma
system optymalnie dobierajacy site hamowania kazdego
kola oraz uktad optymalnie rozktadajacy moc silnika
na kazda z osi.

3. Rozwazmy prostopadtoécienng tafle lodu

o wymiarach a X b x h, gdzie a > h, b > h. Tafla
ta przesuwa sie z predkoscia v po plaskiej, poziomej
powierzchni.

Jakie jest najwieksze v, przy ktérym tafla nie zacznie
sie topi¢? Tafla porusza sie w takich warunkach,

ze temperatura jej gornej powierzchni jest réwna

T, = —10°C.

Wspdtcezynnik przewodnictwa cieplnego lodu jest réwny
A=23 %, natomiast powierzchnia, po ktérej przesuwa
sie tafla, nie przewodzi ciepta. Wspélczynnik tarcia
suchej powierzchni lodu o te powierzchnie jest réwny

f =0,1. Obliczenia wykonaj dla

(i) a=0,3m, b=0,3m, h = 0,02m,

(ii) a =2m, b=2m, h = 0,1 m (fragment kry)

oraz dla

(iii) @ = 30m, b = 30m, h = 2m (oderwany fragment
lodowca w gérach).

Gestosé lodu jest réwna pr, = 900 %, a przyspieszenie

ziemskie g = 9,8 5.
Wspéblcezynnik przewodnictwa cieplnego danego osrodka
jest zdefiniowany nastepujaco:

Rozwazmy dwie réwnolegle, odlegte o Az warstwy
osrodka, o powierzchni S kazda (patrz rysunek). Jesli
temperatury warstw wynosza odpowiednio 73 i Ts , to

5\ = Q/At Az
S |Ta—Ti
gdzie @ jest ilodcia ciepla przeplywajacego w ciagu
czasu At od warstwy cieplejszej do chlodniejszej.

T4
T

S

AX S

Zadanie do$wiadczalne. Dwa oporniki (R, Rs)
oraz kondensator C' polaczono w uklad elektryczny.
Elementy obwodu zostaly umieszczone w zamknietym,
izolujacym pudetku. W trzech punktach obwodu
utworzono kontakty, ktére umieszczono na $ciankach
pudetka i oznaczono literami A, B oraz C. Mozna

do nich podlaczyé przewody elektryczne.

Majac do dyspozycji:

e woltomierz pozwalajacy na pomiar napiecia stalego
oraz wartosci skutecznej napiecia zmiennego,

e baterie 4,5V,

e generator napiecia sinusoidalnego o czestosci
regulowanej w zakresie 20 + 1000 Hz,

e opornik o oporze 100 €2,

e przewody i zaciski umozliwiajace zestawienie uktadu
pomiarowego,

e papier milimetrowy,

ustal, nie otwierajac pudelka, schemat polaczen
elementéw w ukladzie elektrycznym zamknietym
w pudetku i wyznacz wartosci oporéow R, Re oraz
pojemnos¢ C kondensatora.

Wskazdwkas:

1) Przyjmij, Zze natezenie pradu plynacego przez
woltomierz jest zaniedbywanie mate.

2) Dla przedstawionych ponizej obwoddéw elektrycznych
zalezno$¢ od czestotliwosci f stosunku napiecia
skutecznego Us do pradu skutecznego I opisana jest
nastepujacymi wzorami:

IR
97.—:'_?_
LU |
0 U
U,
I_s =R
I ¢ R
m "y,
e
U, [, 1
7\ Grrrop
R
PR o
>+t ot
an | L !
: I U, !
! ( )I
v_ [ ®
L ~\ 1T @ fROP



Us  /[Ri+ Ry + Ri(2nfRyC)2]2 + R3(27 froC)2

I 1+ (QFfRQC)Q

Us  I[Ri+ RiR2(Ry + R2)(2nfO)2]2 + Ri(2m fC)2

I 1+ (R1 + R2)2(27Tf0)2

ZADANIA ZAWODOW III STOPNIA

1. Metalowa kulka o promieniu r; = 10 cm jest otoczona,
wspolsrodkowsa z nig, metalowa, sferyczna powloka

o promieniu wewnetrznym ro = 2r1 (patrz rys. 1).
Miedzy powloka a kulka panuje préznia. Kulka jest
pokryta cienka, réwnomierna warstwa izotopu kiuru
22Cm w iloéci n = 0,01 mola. Jadro 2*2Cm rozpada

sie, wysylajac czastke alfa o energii Fy ~ 6,1 MeV.

Czas potowicznego zaniku kiuru wynosi ¢, = 163 dni.
Powloka jest potaczona z kulka biegnacym radialnie
cienkim przewodem. Przyjmujemy, ze obecnosé
przewodu i plynacy w nim prad nie wplywaja na pole
elektryczne miedzy powlokami. Czastki alfa sg
calkowicie pochlaniane przez powloke oraz kulke, ale nie
sa pochtaniane ani rozpraszane przez kiur.

przewod

_—

’

2420m
Rys. 1
a) Jakie jest natezenie pradu plynacego w przewodzie,
jesli jego opor jest rowny Ry = 100k ?

b) Jaki powinien byé opér Rs przewodu, aby natezenie
plynacego w nim pradu bylo réwne potowie natezenia
pradu okreslonego w pkt. a)?

Liczba Avogadro Na ~ 6,0 - 1022 mol~!, wartoéé¢ tadunku
elektronu e ~ 1,6 - 1071 C. Pomijamy emisje elektronéw
z kulki i otaczajacej ja powtoki.

Rozwazamy sytuacje stacjonarna, tzn. po
(przyblizonym) ustaleniu sie natezenia pradu

w przewodzie, przez czas maly w poréwnaniu z ¢y /5.

2. Pret o dlugosci [ i masie m polozono na réwni o kacie

nachylenia a (patrz rys. 2), na wysokosci h nad podloga
(przy czym h > 1).

a) Opisz jakoSciowo ruch preta.

b) Wyznacz predkoéé preta w ostatniej fazie ruchu.
Podaj wartos¢ liczbowg dla h = 6,4m, o = 45°,
g = 10m/s? (przyspieszenie ziemskie).

Rys. 2

Tarcie i opor powietrza zaniedbujemy. Pret jest idealnie
sztywny i caly czas znajduje sie w plaszczyznie pionowej
prostopadlej do powierzchni réwni. Podloga i réwnia
idealnie amortyzuja uderzenia, tzn. powoduja, ze tuz

po uderzeniu prostopadla do nich sktadowa predkosci
uderzanego punktu jest rowna 0, a ich ugiecie w trakcie
uderzenia jest znikomo male.

Moment bezwladnosci preta wzgledem srodka masy
jest réwny I = (1/12)mi?. W chwili poczatkowej
pret spoczywal. Kat nachylenia spelnia warunek

0° < a0 < 90°, przy czym « nie jest bliskie 90°.

3. Pewien konstruktor zbudowat skomplikowany silnik
cieplny, ktérego czynnikiem roboczym jest n moli
jednoatomowego gazu doskonatego (molowe cieplo
wladciwe réwne (3/2)R) pracujacego w cyklu tworzacym
na wykresie p — V tréjkat ABC o wierzchotkach

w punktach (Vo,po), ((3/2)Vo, (5/2)po), (3Vo,po)
(patrz rys. 3).

p
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Rys. 3



Gaz pobiera ciepto ze zrédla ciepla o temperaturze
Ty i oddaje je do chtodnicy o temperaturze T5.
Przyjmujemy, ze gaz jest w kazdym momencie cyklu
w stanie rownowagi termodynamicznej i pomijamy
wszelkie opory mechanizmow.

a) Oblicz sprawnosé tego silnika.

b) Jakie warunki musza spelniaé¢ temperatury T3 i T5,
aby silnik pracowat?

Zadanie do$wiadczalne.
Rozwazmy dwa magnesy walcowe o wysokosci L
i drednicy D, jednorodnie namagnesowane w kierunku
osi walca. Jesli takie magnesy sa rozsuniete na niewielka
odlegloéé Al < L, Al < D (rys. 4), to pole magnetyczne
w szczelinie pomiedzy nimi jest w przyblizeniu
jednorodne i prostopadle do podstaw magneséw.

|
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—

Rys. 4

Przy rozsuwaniu magneséw na odleglosé Al wartosé
indukcji B nie zmienia sie, a towarzyszaca temu zmianeg

energii pola magnetycznego mozna wyrazi¢ jako:

B?SAl,

AFE =
2410
gdzie,
S — powierzchnia podstawy walca,
Lo — przenikalno$¢ magnetyczna prozni,
1 — wzgledna przenikalno$¢ magnetyczna osrodka
w szczelinie pomiedzy magnesami.

Masz do dyspozycji:

e dwa jednakowe magnesy neodymowe w ksztalcie walca
(namagnesowane jednorodnie w kierunku osi walca),

e zagiety na koncu pasek niemagnetycznej (u = 1)
blachy o masie réwnej (21 £1)g,

e puszke wykonana z blachy ferromagnetycznej,
wypelniona przetworami owocowymi,

e 1 kg cukru w kostkach,

e torebke plastikowa,

e krzesto z ptaskim drewnianym siedziskiem,

e klocek,

e linijke.

Wyznacz warto$é indukcji B pola magnetycznego
w szczelinie pomiedzy dwoma przyciagajacymi sie
magnesami (patrz rys. 4).

Przenikalno$é magnetyczna prozni wynosi

o = 4m(1077VS/Am.

Laureaci LV Olimpiady Fizycznej 2006/2007

1. Michat Pawet Pilipczuk, XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie, nauczyciel: dr Elzbieta Zawistowska; klasa 111

2. Krzysztof Zbigniew Niemkiewicz, VI LO im. Jana
Kochanowskiego w Radomiu, nauczyciel: mgr Marek Golka;
klasa IIT

3. Marcin Piotr Sobczyk, V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie, nauczyciel: dr Jerzy Mucha; klasa II1

4. Tomasz Marek Smolenski, VI LO im. Jana
Kochanowskiego w Radomiu, nauczyciel: mgr Marek Golka;
klasa II

5. Tomasz Badowski, IT LO im. Konstantego Ildefonsa
Galczynskiego w Olsztynie, nauczyciel: mgr Anna Gut;
klasa IIT

6. Michal Gawronski, XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie, nauczyciel: mgr Stanistaw Lipinski; klasa II

7. Arkadiusz Pawel Trawinski, IV LO im. Tadeusza
Kosciuszki w Toruniu, nauczyciel: dr Jacek Jurkowski;
klasa IIT

8. Marcin Pawlowski, IV LO im. Tadeusza Kosciuszki

w Toruniu, nauczyciel: dr Jacek Jurkowski; klasa ITT

9. Piotr Tomasz Godlewski, Publiczne Gimnazjum Nr 23
przy ZSO Nr 6 im. Jana Kochanowskiego w Radomiu,
nauczyciel: mgr Grazyna Bilewska; klasa III

v

10. Wtadystaw Tadeusz Surata, XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie, nauczyciel: mgr Robert Stasiak;
klasa III

11. Adam Mariusz Ratajczak, VI LO im. Wactawa
Sierpinskiego w Gdyni, nauczyciel: mgr Dorota Cegielska;
klasa III

12. Piotr Batog, XIV LO im. Polonii Belgijskiej
we Wroctawiu, nauczyciel: mgr Marian Bak; klasa III

13. Konrad Henryk Wypchto, IT LO im. Stanistawa Staszica
w Starachowicach, nauczyciel: mgr Jacek Orzechowski;
klasa III

14. Jakub Stanistaw Kobak, I LO im. Mikotaja Kopernika
w Kroénie, nauczyciel: mgr Grzegorz Depczynski; klasa I11

15. Pawet Rafal Sznajder, XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie, nauczyciel: mgr Robert Stasiak; klasa II

16. Juliusz Stasiewicz, I LO im. Adama Mickiewicza
w Bialymstoku, nauczyciel: mgr Andrzej Stasiewicz; klasa 111

17. Kornel Maksymilian Maczynski, V LO im.
w Bielsku-Bialej, nauczyciel: mgr Ewa Gajda; klasa I11

18. Marcin Stanistaw Bieda, LO ss. Prezentek im. Jana
Pawta II w Rzeszowie, nauczyciel: siostra mgr Agata
Rozmus; klasa I1

19. Karol Jakub Wedotowski, I LO im. Ziemi Kujawskiej
we Wtoclawku, nauczyciel: mgr Mariusz Sobczak; klasa 111



LVII OLIMPIADA MATEMATYCZNA 2005/2006

ZADANIA ZAWODOW II STOPNIA (24 lutego 2006)

1. Liczby calkowite dodatnie a, b, ¢, x, y, z spelniaja
réwnoéci a® + b2 = 2, x? + y? = 2? oraz nieréwnoéci
|z —a| <1, |y —0b| <1.Wykazaé, ze zbiory {a, b} oraz
{z,y} sa réwne.

2. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AC + BC = 3AB.
Okrag o srodku I wpisany w trojkat ABC' jest styczny
do bokéw BC' i C'A odpowiednio w punktach D

i E. Niech K i L beda punktami symetrycznymi
odpowiednio do punktéw D i E wzgledem punktu 1.
Udowodnié¢, ze punkty A, B, K, L leza na jednym
okregu.

3. Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja warunek
ab + be + ca = abe. Dowie$é, ze
a* + v bt + ¢t A +at
ab(a® 4+03)  be(b3+c3) | calc3+a3) T
4. Niech ¢ bedzie ustalong liczba catkowita dodatnia.
Ciag (ay,) jest okreslony przez warunki

apt1 =d(ap) +ecdlan=1,2,...

a1:1,

gdzie d(m) oznacza liczbe dodatnich dzielnikéw
liczby m. Wykazaé, ze istnieje taka liczba catkowita
dodatnia k, ze ciag ag, ag+t1,ak+2, - - . jest okresowy.

5. Punkt C jest érodkiem odcinka AB. Okrag 01
przechodzacy przez punkty A i C przecina okrag o9
przechodzacy przez punkty B i C w réznych punktach
C i D. Punkt P jest $érodkiem tego tuku AD okregu o1,
ktéry nie zawiera punktu C. Punkt @ jest $rodkiem
tego tuku BD okregu oz, ktory nie zawiera punktu C.
Dowiesé¢, ze proste PQ i C'D sa prostopadte.

6. Dana jest liczba pierwsza p oraz liczba
caltkowita n, przy czym p > n > 3. Zbiér A sklada
sie z n-wyrazowych ciagéw o wyrazach ze zbioru
{0,1,2,...,p—1} i ma nastepujaca wlasnos¢:

Dla dowolnych dwéch ciagéw (21, za, ..., x,) oraz
(y1,Y2, - -, Yn) ze zbioru A istnieja takie rézne liczby
k, 1, m, ze T # Yk, T £ Y, Tm F Ym - Wyznaczyé
najwieksza mozliwa liczbe elementéw zbioru A.

ZAWODY IITI STOPNIA (5 kwietnia 2006 r.)

1. Rozwiazaé¢ w liczbach rzeczywistych a, b, ¢, d, e
uktad réwnan a2 =0+

b2 — 03 T d3

2=l

d2 _ 63 4 (13

e? =a®+ b
2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite dodatnie k,
dla ktorych liczba 3% + 5F jest potega liczby catkowitej
o wykladniku naturalnym wiekszym od 1.
3. Dany jest szesciokat wypukly ABCDEF, w ktérym
AC = DF,CE = FB oraz FA = BD. Dowies¢, ze
proste laczace srodki przeciwleglych bokéw tego
szesciokata przecinaja sie w jednym punkcie.
4. Na trdjce liczb wykonujemy nastepujaca operacje.
Wybieramy dwie sposréd tych liczb i zastepujemy je

ich suma oraz ich iloczynem, pozostala liczba nie ulega
zmianie. Rozstrzygnaé, czy rozpoczynajac od trojki
(3,4,5) 1 wykonujac te operacje mozemy ponownie
uzyskac trojke liczb bedacych dlugo$ciami bokéw
trojkata prostokatnego.

5. Dany jest czworoécian ABCD, w ktérym AB = CD.
Sfera wpisana w ten czworoscian jest styczna do Scian
ABC i ABD odpowiednio w punktach K i L. Dowie$¢,
ze jezeli punkty K i L sg srodkami ciezkosci écian ABC
i ABD, to czworoscian ABCD jest foremny.

6. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb catkowitych a, b, dla
ktorych istnieje taki wielomian P(x) o wsp6lczynnikach
catkowitych, ze iloczyn (22 4 ax + b) - P(x) jest
wielomianem postaci =™ + Cn_1Z" V+ .zt ,
gdzie kazda z liczb cg, c1,...,cn—1 jest rowna 1 lub —1.

Informacje o przebiegu LVII Olimpiady Matematycznej

I. W zawodach stopnia pierwszego wzigto udziat 1670
uczniéw, do zawoddéw stopnia drugiego zakwalifikowano 567
uczniéw, a do zawodéw stopnia trzeciego — 125 ucznidw.
II. Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej
na posiedzeniu w dniu 7 kwietnia br. postanowit
przyznaé 15 osobom tytul laureata i nagrody pierwszego,
drugiego i trzeciego stopnia. Otrzymali je nastepujacy
zawodnicy (w nawiasie podano liczbe uzyskanych punktéw
na 36 punktéw mozliwych):

Nagrody stopnia pierwszego
I miejsce: Przemystaw MAZUR (31 pkt.), uczen klasy
pierwszej II LO im. Kréla Jana III Sobieskiego w Krakowie.

II micjsce: Wojciech SMIETANKA (30 pkt.), uczen klasy
drugiej IIT LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni.

IIT miejsce: Michat PILIPCZUK (28 pkt.), uczen klasy

trzeciej XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie.
Nagrody stopnia drugiego

IV miejsce: Marcin Dublaniski (26 pkt.), uczen klasy drugiej

I LO im. Edwarda Dembowskiego w Zielonej Gorze.

Miejsca V-VII

Krzysztof DOROBISZ (24 pkt.), uczen klasy trzeciej V LO

im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.

Maciej KUZNIAR (24 pkt.), uczen klasy trzeciej V LO

im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.

Maciej SKORSKI (24 pkt.), uczen klasy trzeciej I LO

im. Mikotaja Kopernika w Krosnie.

VIII miejsce: Marta GORECKA (23 pkt.), uczennica klasy

trzeciej XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje mozna znalezé w internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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Nagrody stopnia trzeciego
Miejsca IX-XII:
Joanna BOGDANOWICZ (20 pkt.), uczennica klasy
pierwszej XIII LO w Szczecinie.
Kamil HERBA (20 pkt.), uczen klasy trzeciej XIII LO
w Szczecinie.
Jan SZEJKO (20 pkt.), uczen klasy trzeciej XIV LO
im. Stanistawa Staszica w Warszawie.

Filip WOLSKI (20 pkt.), uczen klasy trzeciej III LO
im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni.

Miejsca XIII-XV:

Marcin ANDRYCHOWICZ (19 pkt.), uczen klasy pierwszej
XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie.

Jakub KALLAS (19 pkt.), uczen klasy drugiej III LO

im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni.

Jakub KONIECZNY (19 pkt.), uczen klasy pierwszej V LO
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.

ITI. Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej na tym
samym posiedzeniu postanowit wyrézni¢ 16 zawodnikdw:
Miejsca XVI-XXIII:

Maciej Gawron (18 pkt.), uczen klasy drugiej V LO
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.

Albert Kaminski (18 pkt.), uczen klasy trzeciej I LO
im. Stanistawa Staszica w Lublinie.

Marcin Kurczych (18 pkt.), uczen klasy drugiej I LO
im. Stefana Zeromskiego w Kielcach.

Artur Machno (18 pkt.), uczen klasy trzeciej V LO

im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.

Marcin Skotniczny (18 pkt.), uczen klasy trzeciej V LO
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.

Tomasz Szarek (18 pkt.), uczen klasy trzeciej 111 LO
im. Adama Mickiewicza we Wroctawiu.

Tomasz Szumny (18 pkt.), uczen klasy drugiej IV LO
im. Tadeusza Kosciuszki w Toruniu.

Bogustaw Wréblewski (18 pkt.), uczen klasy trzeciej I LO
im. Mikolaja Kopernika w Krosnie.

Miejsca XXIV-XXVII:

Przemystaw Chojecki (17 pkt.), uczen klasy drugiej XIV LO
im. Stanistawa Staszica w Warszawie.

Karol Daszkiewicz (17 pkt.), uczen klasy drugiej 111 LO

im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni.

Tomasz Kulczynski (17 pkt.), uczen klasy drugiej VI LO
im. Jana i Jedrzeja Sniadeckich w Bydgoszczy.

Wojciech Zaremba (17 pkt.), uczen klasy drugiej XIV LO
im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu.

Miejsca XXVIIT-XXXTI:

Stawomir Kierat (16 pkt.), uczen klasy trzeciej VIII LO
im. Marii Sktodowskiej Curie w Katowicach.

Juliusz Kopczewski (16 pkt.), uczen klasy trzeciej II
Spotecznego LO w Warszawie.

Juliusz Sompolski (16 pkt.), uczen klasy piagtej Gimnazjum
i Liceum Akademickiego w Toruniu.

Maciej Wawro (16 pkt.), uczen klasy drugiej LO

im. Mikolaja Kopernika w Jarostawiu.

Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej dziekuje
nastepujacym osobom, ktére pomagalty laureatom

Vi

i wyréznionym uczniom w przygotowaniach do zawodéw:

Zbigniew Bobiriski, Beata Bogdanska, Wojciech Boratyriski,
tukasz Bury, Stanistaw Bus, Piotr Butryn, Andrzej
Bysiewicz, Lucyna Cieciwa, Karol Cwalina, Wojciech
Crzerwinski, Stawomir Dinew, Zywomir Dinew, Maria
Donten, Tomasz Dubrownik, Jacek Dymel, Tomasz

Elsner, Malgorzata Fundakowska, Ryszard Gruca, Janusz
GwoZdziewicz, Witold Jarnicki, Joanna Jaszuriska, Jolanta
Jerzy, Krzysztof Kapulkin, Grzegorz Kapustka, Michal
Kapustka, Zbigniew Karczmarczyk, Michal Kijewski, Marek
Kiszkis, Jerzy Konarski, Alicja Kozak-Wnuczek, Artur
Koztowski, Bogustaw Kraszewski, Lev Kurlyandchik, Michal
Lason, Andrzej Lenarcik, Adam Makowski, Wojciech Martys,
Michal Matuszczyk, Adam Neugebauer, Michal NiedZwiedZ,
Jakub Onufry Wojtaszczyk, Waldemar Patuba, Piotr
Pawlikowski, Henryk Pawtowski, Marcin Pilipczuk, Michat
Pilipczuk, Teresa Piotrowska, Krystyna Skérnik, Michal
Skrzypczak, Edward Stachowski, Maria Stanczykowska,
Renata Suchanek, Przemystaw Szczepaniak, Stawomir
Smiarowski, Wojciech Smietanka, Wojciech Tomalczyk,
Bartosz Walczak, Pawel Walter, Oskar Wantola, Filip
Wieczorek, Krzysztof Wilgucki i Tomasz Zukowsks.

IV. W skiad delegacji polskiej na XLVII Miedzynarodowsa
Olimpiade Matematyczna, ktéra odbedzie sie w Stowenii
w dniach 10-18 lipca br., powotani zostali:

Krzysztof Dorobisz, Marcin Dublaniski, Przemystaw Mazur,
Michal Pilipczuk, Maciej Skdrski i Wojciech Smietanka.

Zawodnicy rezerwowi:
Maciej Kuzniar i Marta Goérecka.

V. Na XXIX Austriacko-Polskie Zawody Matematyczne,
ktére odbedsg si¢ w dniach 28 czerwca — 7 lipca br. w Polsce,

powotano delegacje w sktadzie: Przemystaw Chojecki,
Maciej Gawron, Marta Gorecka, Jakub Konieczny,
Maciej Kuzniari Tomasz Szumny.

Zawodnicy rezerwowi:
Karol Daszkiewicz, Wojciech Zaremba i Maciej Wawro.

V1. Powolano tez delegacje na XVII Zawody Matematyczne
Panstw Battyckich, ktore odbeda si¢ w Finlandii

na poczatku listopada br. Sktad tej delegacji jest
nastepujacy:

Marcin Andrychowicz, Joanna Bogdanowicz, Jakub Kallas,
Tomasz Kulczynski i Marcin Kurczych.

Zawodnicy rezerwowi:
Waojciech Zaremba, Karol Daszkiewicz i Maciej Wawro.

VII. Obéz naukowy Olimpiady Matematycznej odbedzie
sie w dniach 4-18 czerwca br. w Domu Wczasowym Zgoda
w Zwardoniu. Na obéz ten zostaly powotane nastepujace
osoby:

Marcin Andrychowicz, Joanna Bogdanowicz, Przemyslaw
Chojecki, Karol Daszkiewicz, Krzysztof Dorobisz, Marcin
Dublanski, Maciej Gawron, Marta Gérecka, Joachim
Jelisiejew, Jakub Kallas, Jakub Konieczny, Marcin Kurczych,
Maciej Kuzniar, Przemystaw Mazur, Lukasz Mazurek, Maciej
Skorski, Urszula Swianiewicz, Maciej Wawro i Wojciech
Zaremba.

Zawodnicy rezerwowi:

Lukasz Wolochowski, Przemystaw Jurewicz, Tomasz Kobos
i Grzegorz Sobczak.

Wskutek uwzglednienia ewentualnych odwotan sktady
powyzszych delegacji moga ulec zmianie.



XLIX OLIMPIADA ASTRONOMICZNA 2005/2006
ZADANIA ZAWODOW II STOPNIA

1. Z okresowosci przebiegu catkowitych za¢mien Stornica
(cykl saros) wynika dzi$, ze pas za¢mienia catkowitego
w dniu 14 stycznia 484 roku powinien wtedy przebiegac
m.in. przez Hiszpanie. Okazalo sie jednak, ze w tym
dniu nie obserwowano tam zacmienia catkowitego, tylko
cze$ciowe. Oblicz, gdzie na kuli ziemskiej przebiegal
wéwezas pas catkowitego za¢mienia.

Wskazdéwka: Pas calkowitego za¢mienia ulegl przesunieciu w dlugosci
geograficznej ze wzgledu na zmiang okresu obrotu Ziemi, wynikajaca
z hamowania plywowego. Zmiana ta powoduje, ze w ciagu 100 lat
doba stoneczna wydtuza si¢ o 0,0016 sekundy.

2. Jaki jest promien orbity satelity Ziemi, ktéry siega
wierzcholka stozka cienia rzucanego przez Ksiezyc

w nowiu, gdy Ksiezyc jest odlegly o 90 stopni od wezla
swojej orbity i znajduje si¢ w éredniej odleglosci od
Ziemi, a Ziemia w Sredniej odleglosci od Stonca?
Potrzebne dane znajdz samodzielnie.

3. Drzigki szczesliwej okolicznosci, tzn. znajdujacemu
sie w niewielkiej odleglosci katowej radiozrodiu

3C 66A o przesunieciu ku czerwieni z = 0,44, udalo

sie zmierzy¢ (metoda interferometrii wielkobazowej)
polozenia na sferze radiozrédia 3C 66B o z = 0,0215

w dwu réznych czestotliwosciach. Okazalo sie, ze
radiozrédio 3C 66B wykonuje ruch cykliczny z okresem
1,05 + 0,03 roku. Gdy do wspomnianych pomiaréw
sprobowano dopasowac ruch keplerowski uktadu
podwdjnego, to okazalo sie, ze rozmiary katowe wielkiej
polosi sa rozne dla obu czestotliwosci i wynosza:

243 + 30 i 45 £+ 4 mikrosekund tuku.

Sprébuj wyjasnié nature tego zrédla (czym jest

i dlaczego sa dwa rézne rozmiary liniowe). Zakladajac,

ze sklada sie ono z dwéch réwnych mas, wywnioskuj,

czym moze byé obserwowany obiekt.

W tym celu oszacuj:

a. mase radiozrodla,

b. predkosé liniowa ruchu w obu przypadkach

(zakladajac przyblizenie kotowe).

Zinterpretuj tak wysoka, wydawatoby sie absurdalna,

wartosé¢ predkoscei. Aktualnie przyjmowana warto$é

statej Hubble’a wynosi 70 km/(s-Mpc).

4. Minimum wtérne pewnej gwiazdy zmiennej

za¢mieniowej jest identyczne z jej minimum gléwnym.
jasnosc¢ A

Am

»
>

+“——H—r—> czas
ALt At

Réznica jasnoéci w minimum i maksimum wyrazona
w wielko$ciach gwiazdowych wynosi Deltam. Zmiana
jasnoéci gwiazdy miedzy wartosciami ekstremalnymi
trwa tak samo dlugo i wynosi Deltat. Czas trwania tzw.
plaskiego dna wynosi t.
1. Znajdz ogdlny warunek rozstrzygajacy, czy przy
takich parametrach zaémienia jest ono centralne.
2. Korzystajac z tego warunku, sprawdz, czy jest
centralne za¢mienie w przypadku, gdy Am = 0743,
t/At = 0,43 i znajdz stosunek promieni gwiazd.

ZADANIA ZAWODOW III STOPNIA

1. Cigzkie pierwiastki sa produkowane w ostatnich
stadiach ewolucyjnych masywnych gwiazd. Stad
kluczowsg informacja pozwalajaca ocenié liczbe
gwiazd w tych stadiach jest okreslenie iloéci nowo
powstajacych ciezkich pierwiastkéw. Mozna to

zrobié, np. mierzac strumien kwantéw gamma
powstajacych w wyniku rozpadu krétko zyjacych
izotopéw (krétko zyjace izotopy ,Swieca’niedtugo

i praktycznie emitowane promieniowanie okresla
tempo ich powstawania). Z poczatkiem 2006 roku
doniesiono o pomiarze natezenia strumienia fotonéw
pochodzacego z rozpadu 26 Al o okresie potowicznego
zaniku 7,2 - 10° lat. Natezenie to wyniosto ¢ = 3,3 - 1074
fotonéw na centymetr kwadratowy i sekunde. Fotony
przychodza z niewielkich, prawie punktowych Zrodet
nieregularnie roztozonych w pasie o szerokosci okoto
20 stopni i rozciggajacym sie na dlugosci okoto 60
stopni wzdluz plaszczyzny Galaktyki. Jak nalezalo sie
spodziewaé, srodek pasa lezy w kierunku na centrum
Galaktyki. Okazalo sie dodatkowo, ze fotony pochodzace
ze skrajnych czesci pasa wykazuja przesuniecie ku
czerwieni i fioletowi wskazujace na udzial zrédet
promieniowania w ruchu wokét Galaktyki.
Korzystajac z tych danych, oszacuj iloéé 26 Al

w Galaktyce.

Wskazéwki: W celu oszacowania odleglosci, w jakiej znajduja

si¢ zrédta promieniowania, skorzystaj z danych o przesunigciu
dopplerowskim — z podanych wlasnos$ci mozna sadzié, ze zrédta
promieniowania nalezg do pewnego piericienia otaczajacego jej
centrum. Poniewaz chodzi jedynie o oszacowanie, do rachunkéw
przyjmij, ze wszystkie fotony pochodza z jednego zrédta lezacego

w jakiej$ wybranej przez Ciebie odleglosci z przedziatu tych, ktére
dopuszcza polozenie tego pierécienia. Wyraznie zapisz, jaka odleglosé
zostala wybrana i dlaczego. Przyjmij, ze odlegto$é od centrum
Galaktyki wynosi 28 tys. lat §wietlnych.

2. Podaj, w jaki spos6b zmieniaja sie w ciagu roku
obserwowane wspolrzedne réwnikowe gwiazdy o Leonis
(o Lwa). Przyjmij, ze $rednie wspéirzedne o Lwa
Wynosza: aaopo = 10M08™00%, daggo = +11°58/00”,
paralaksa m = 0%/0309.

3.* Wiedzac, ze odtwarzana sfera odpowiada wygladowi
nieba podczas jednej z tegorocznych nocy na Ziemi,
korzystajac z dostepnych materialéw, okresl z mozliwie
najwieksza dokladnoscia:

a) date odtwarzanej nocy,

b) szerokos$é geograficzna miejsca obserwacji,

¢) pore nocy,

d) widoczne na niebie obiekty z katalogu Messiera,

e) wspélrzedne horyzontalne wskazanego obiektu.

*Na niebie planetarium odtworzono wyglad sfery niebieskiej z pozycji
obserwatora na réwniku w dniu 10 grudnia 2006 roku, dwie godziny po
zachodzie Stonca.



4. 10 listopada 2005 roku w obserwatorium SAAQ,
znajdujacym si¢ na ptaskowyzu Karoo w RPA,
nastapila oficjalna inauguracja SALT (Southern
African Large Telescope) — teleskopu o najwickszej
obecnie powierzchni zbierajacej $wiatto, odpowiadajacej
powierzchni monolitycznego lustra o $rednicy 10,5
metra. Polska uczestniczyta w jego budowie, ponoszac
okoto 11% kosztéw. W takim samym wymiarze polscy
astronomowie mogg korzystaé¢ z czasu obserwacyjnego
na tym teleskopie. W odrdznieniu od klasycznych
teleskopéw SALT, moze poruszaé sie tylko wokdt
jednej osi: mozliwy jest dowolny ruch w azymucie,
natomiast stalte jest nachylenie osi teleskopu — wynosi
ono 37 stopni wzgledem pionu. W trakcie obserwacji
zwierciadto teleskopu pozostaje nieruchome, a wybrane
obiekty przesuwajace si¢ przed lustrem wraz z ruchem
sfery niebieskiej moga by¢ obserwowane dzieki ruchowi
urzadzenia $ledzacego, tzw. trackera, znajdujacego

sie na powierzchni ogniskowej. Poniewaz lustro

gltéwne ma ksztalt sferyczny, tracker jest wyposazony
w korektor aberracji sferycznej. Ruch trackera
umozliwia obserwacje w pasie nieba o szerokosci 12
stopni (6 stopni od osi zwierciadla).

Biorac pod uwage specyfike budowy teleskopu SALT

i jego ograniczenia, okresl jego mozliwoéci obserwacyjne,
w szczegdlnodci:

e okresl, jaki obszar nieba jest dostepny do obserwacji
w zadanym momencie we wspétrzednych
horyzontalnych;

e okre$l zakres deklinacji obiektéw, ktore SALT moze
obserwowacg;

e oszacuj, jaki procent sfery niebieskiej, dostepnej

z obserwatorium SAAQ, jest mozliwy do obserwacji za
pomocay teleskopu SALT.

Informacje dodatkowe:

— szerokoéé geograficzna obserwatorium SAAO: ¢ = —32°;

— pole boczne odcinka kuli (czaszy) wylicza si¢ ze wzoru: P, = 2w Rh,
gdzie R jest promieniem kuli, h jest wysokosciag czaszy;

— przyjmij promien sfery niebieskiej réwny 1.

5. Planetoida typu NEO obiega Stonce po elipsie w tej
samej plaszczyznie, w tym samym kierunku i z tym
samym okresem co Ziemia. Drugie ognisko orbity
planetoidy znajduje sie na orbicie Ziemi. Wiedzac,

ze wczoraj planetoida byla w opozycji i aphelium,
oblicz, kiedy przetnie ona orbite Ziemi i jaka bedzie
woéwczas jej odlegloéé od nas. W rozwiazaniu pomin
oddziatywania perturbacyjne i przyjmij, ze orbita Ziemi
jest okregiem.

6. Okresl, kiedy sporzadzono zalaczona mape
aktualnego wdéwczas nieba. Nalezy podaé pelne
uzasadnienie odpowiedzi.

Wskazéwka: Wskutek zjawiska precesji Punkt Barana przesuwa si¢ po
ekliptyce w kierunku przeciwnym niz ruch Stonica o kat 50,3 sekundy
rocznie.

Koncowa klasyfikacja

Laureaci
I miejsce: Krystyna Macioszek, V LO im. K. Kieslowskiego
w Zielonej Goérze

IT miejsce: Karolina Sottys, I LO im. Stanistawa Staszica
w Lublinie

III miejsce ex aequo:

Piotr Czarnik, IT LO im. ptk. Leopolda Lisa Kuli
w Rzeszowie

Krzysztof Zieleniewski, II LO im. Jana Sniadeckiego
w Kielcach
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Pawet Kotacz, IX LO im. Cypriana. K. Norwida

w Czestochowie

Tomasz Smolenski, VI LO im. Jana Kochanowskiego
w Radomiu
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V miejsce: Krzysztof Niemkiewicz, VI LO im. Jana
Kochanowskiego w Radomiu

VI miejsce: Rafat Szepietowski, III LO im. Marynarki
Wojennej w Gdyni

VII miejsce: Przemystaw Zych, LO im. Bolestawa Prusa
w Skierniewicach

VIII miejsce: Pawel Swaczyna, Salezjanski ZSP ,,Don
Bosko”w Swietochtowicach

IX miejsce: Marcin Abram, ZSO nr 10 im. Edwarda
Dembowskiego w Gliwicach

X miejsce: Pawel Sierszen, I LO im. Bolestawa Chrobrego
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Juliusz Stasiewicz, I LO im. Adama Mickiewicza
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Marcin Chwata, LO im. Stefana Zeromskiego w Strzegomiu
Michal Kobielarz, IV LO im.Tadeusza Kosciuszki w Toruniu
Filip Misiewicz, I LO im. Stanistawa Staszica w Lublinie
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