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Konflikt i kooperacja, czyli Nobel 2005

Profil strategii (z1,...,zy), gdzie z;

jest strategia i-tego gracza, nazywamy
réwnowaga Nasha, jesli zadnemu z graczy
nie oplaca si¢ stosowaé innej strategii,
przy zatozeniu, ze pozostali gracze
pozostang przy swoich strategiach. Wiecej
o réwnowadze Nasha mozna przeczytaé

w artykule J. Migkisza ,Polowanie

na jelenia i réwnowagi Nasha”, Delta
11/2001.

Harwarda).

Anna ZYLICZ*

W 2005 roku Nagrode Nobla z ekonomii otrzymali za ,przyczynienie sie

do zwiekszenia naszego rozumienia mechanizméw konfliktu i kooperacji przez
analize teoriogrowa’ profesorowie Robert J. Aumann (Uniwersytet Hebrajski

w Jerozolimie) oraz Thomas C. Schelling (Uniwersytet Maryland i Uniwersytet

Obaj laureaci znakomita wiekszos¢ swoich prac publikowali w okresie, w ktérym
dwa najwieksze Swiatowe mocarstwa zaangazowane byly w zimna wojne

i wyscig zbrojen. Umiejetnosé znalezienia wlasciwych strategii politycznych
w konfliktowych sytuacjach byla wiec wtedy szalenie wazna, rola naukowcéw

*Wydzial Nauk Ekonomicznych
Uniwersytetu Warszawskiego

My zacznijmy jednak od mniej powaznych tar¢,

a mianowicie od konfliktow malzenskich. Wyobrazmy
sobie sytuacje, w ktérej kazdy z matzonkéw musi
zdecydowaé, co bedzie robil wieczorem. Oczywiscie,
przyjemno$¢ sprawi¢ moze tylko wspdlne wyjscie,

ale maz wolalby zobaczy¢ mecz pitkarski (M), a zona
balet (B). Te sytuacje ,wojny plci”mozna przedstawié
za pomocg nastepujacej macierzy wyplat:

B | M
B {2100
M| 00|12

Decyzja zony to wybor wiersza, a meza — kolumnys;
zadowolenie zony opisuje pierwsza, a meza — druga
liczba w wybranym polu tabeli.

W tej grze mamy trzy rownowagi Nasha: jesli oboje
malzonkowie zdecyduja sie p6j$é na balet (para strategii
czystych (B, B)); jesli oboje zdecyduja sie p6jsé

na mecz (para strategii czystych (M,M)); albo jesli
kazde w celu rozstrzygniecia dylematu bedzie rzucaé
niesymetryczng moneta (para strategii mieszanych

(%B + %M, %B + %M)) W pierwszym przypadku
faworyzowana jest zona, w drugim — maz. W trzecim
co prawda nikt, ale za to moze sie tak zdarzy¢, ze
malzonkowie wylosuja rézne rozrywki i zadne z nich nie
bedzie szczesliwe. Co robié¢?

Jesli malzonkowie moga porozmawiaé¢ przed podjeciem
decyzji, to moga np. ustali¢, ze p6jda na balet.
Zauwazmy, ze jesli sie umoéwia, to nikt nie bedzie mial
motywacji do tego, zeby umowe jednostronnie zrywac
— nawet maz, ktéremu nie oplaca si¢ zostawi¢ zony
samej przed budynkiem opery, cho¢ jego wieczdr nie
bedzie catkiem udany, bo oczywiscie wolalby iS¢ z zona
na mecz. Innym problemem jest to, w jaki sposéb
ustali¢ wspélny plan. Jedna z mozliwosci rozstrzygniecia
miedzy wieloma réwnowagami jest odwotanie sie

np. do rzutu moneta. Rozszerzajac wyjsciowa gre

o ten dodatkowy ruch wykonywany (przez nature),
zanim ktérekolwiek z malzonkéw podejmie decyzje,
rozszerzamy tez de facto zbiory strategii graczy (moga
uzalezni¢ swéj wybdr od tego, co zostanie wylosowane).
Jedli teraz zastanowimy sie nad tym, jakie w grze sa
rownowagi, to dochodzimy do wprowadzonego przez
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w znajdowaniu najlepszych strategii za$ na tyle duza, ze w latach 60. XX wieku
dostep do niektorych artykuléw Aumanna byl ograniczony!

Aumanna [2] pojecia réwnowagi skorelowanej.
Réwnowaga ta podobna jest do rownowagi Nasha

w strategiach mieszanych, ale odpowiada sytuacji,

w ktérej losowe wybory graczy nie musza by¢
niezalezne. W naszym przypadku réwnowaga Aumanna
bylaby np. para strategii (B — jesli orzel, M — jesli
reszka; B — jesli orzel, M — jedli reszka), niezaleznie od
tego, czy moneta jest symetryczna.

Jednak, niestety, nie zawsze jest tak, ze nawet

jesli umowa zostala juz zawarta, to oplaca sie jej
przestrzegac. Jesli do wyboru wieczorem matzonkowie
maja sprzatanie mieszkania (S) lub siedzenie na kanapie
(K), to macierz wyplat moglaby wyglada¢ nastepujaco:

S | K
S |44]05
K |[50]22

Kazdy jest najszczesliwszy, jesli mieszkanie jest czyste,
a prace zostaly wykonane przez wspotlmaltzonka;
troche mniej szczesliwy — jesli prace porzadkowe

byly wykonywane wspolnie; jeszcze mniej — jesli
mieszkanie jest brudne, ale na kanapie nie siedzial

w pojedynke; i wcale — jedli sam musial sprzatac
mieszkanie. Tym razem malzenstwo — jako calosé —
bytoby najszczesliwsze, gdyby wybrana zostata para
strategii (S,S). Jednak kazdemu z malzonkéw z osobna
oplaca si¢ wybra¢ siedzenie na kanapie (strategia

K jest dominujaca: lepsza niezaleznie od tego, czy
wspo6lmalzonek wybiera S, czy K), wiec jedynym
mozliwym wynikiem tej gry malzenskiej, w sytuacji gdy
nie mozna zawiera¢ uméw, jest (K,K).

Ale czy mozliwo$é zawarcia umowy (kazdy wybiera S)
zagwarantowaltaby porzadek w mieszkaniu? Niestety,
najprawdopodobniej nie: to, ze umowa zostata zawarta,
nie zmienilo faktu, ze kazdemu bardziej sie oplaca
niezgodna z umows strategia K. Zwlaszcza, jesli
wspélmalzonek mialtby dotrzymaé¢ umowy. O ile wiec
nie ma zewnetrznych mechanizméw wymuszajacych
przestrzeganie umow, to w tej sytuacji rownie dobrze
mogloby umowy nie by¢ — wynik gry pozostaje ten sam.

Powyzej mamy sytuacje, w ktérej jedna strategia (K)
jest wyraznie lepsza od tej, do ktorej wybrania zmusza
umowa (S). Jednak problem z respektowaniem uméw



moze pojawic¢ sie réwniez wtedy, kiedy nie zmuszamy
nikogo do podejmowania decyzji ,whrew sobie”.
Zalézmy scenariusz jak powyzej, z tym ze teraz kazdy
czuje sie najbardziej szczesliwy, jesli mieszkanie jest
czyste, a prace wykonane zostaly wspélnie (podczas
siedzenia na kanapie i patrzenia na sprzatajacego
wspolmalzonka odczuwa si¢ przeciez wyrzuty sumienia):

s | K
S |44(03
3,0 | 2,2

Teraz znéw mozliwe sa trzy réwnowagowe pary strategii:
(S,9), (K,K) oraz rzucanie niesymetryczna moneta

(28 + 1K, 2S + iK).

Przypu$émy, ze malzonkowie uméwili sie, ze oboje beda
sprzataé¢ (najkorzystniejsza dla wszystkich sytuacja).
Jednak kazde z nich moze rozumowaé¢ w nastepujacy
sposob: ,Niezaleznie od tego, czy wspolmalzonek
zamierza sprzataé, czy nie, korzystne jest dla niego,
zebym ja myslala, ze on na pewno wybierze S, bo
wtedy i ja powinnam wybraé¢ S. A wiec niezaleznie od
tego, co zamierza zrobi¢, w jego interesie bylo umoéwic
sie, ze sprzatamy. Ale, by¢ moze, nie jest pewien, czy
ja umowy dotrzymam; jesli wiec liczy sie z tym, ze
umowe zerwe, to i dla niego lepiej jest umowy nie
dotrzymac¢. W takim razie bezpieczniej bedzie dla mnie
réwniez umowy nie dotrzymac, zeby nie narazaé sie

na niebezpieczenstwo samotnego sprzatania.”

A zatem: problem z dotrzymywaniem umowy moze sie
pojawi¢ takze wtedy, kiedy dwie strony umawiaja si¢

na wybor korzystnej dla wszystkich kombinacji strategii,
i to takich, ktére prowadza do réwnowagi! A moze
jednak sa jakie$ warunki, w ktérych uméw optlaca sie
dotrzymywac?

W swoich pracach (np. [1]) Aumann zastanawial sie,
miedzy innymi, nad tym, jaki wplyw na sktonnosé

do kooperacji bedzie mial fakt, ze gra miedzy tymi
samymi partnerami moze by¢ rozgrywana nie raz, lecz
wiele razy; i to tak wiele, ze w dowolnym momencie
zostanie jeszcze ,bardzo duzo” gier do rozegrania
(odpowiednikiem tej sytuacji w modelu matematycznym
bedzie ,supergra”’ skladajaca sie z nieskonczenie wielu
partii tej samej gry podstawowej).

Wréémy do poczatkowego dylematu: mecz czy balet.
Jedli malzonkowie maja w perspektywie nie jedno
wieczorne wyjscie, lecz wiele, to zapewne bez problemu
ustala, ze dzi$ wybér pada na balet, nastepnym razem
pdjda na mecz, potem znéw obejrza balet itd. W tej
sytuacji nie do$¢, ze za kazdym razem najlepiej bedzie
dotrzymaé¢ umowy, to jeszcze rozwiazanie wyglada
sprawiedliwie.

A przy wielokrotnym wyborze migdzy sprzataniem

a kanapa? Teraz kazdy z malzonkéw moze rozumowaé
w ten sposéb: ,,Umoéwilismy sie, ze sprzatamy. Jesli
tym razem ztamie umowe, to zaufanie zostanie
nadszarpniete, i druga strona juz zawsze wybierze
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kanape; wiedzac to, ja tez juz na pewno nigdy nie
zdecyduje sie sprzatac. To znaczy, ze juz zawsze

zy¢ bedziemy w brudnym mieszkaniu. To, co
ewentualnie moge zarobi¢, uchylajac si¢ od umowy
dzi§ wieczorem, strace wiec z nawiazka w przyszlosci;
a zatem oplaca mi sie umowy dotrzymacé”. Zauwazmy,
ze to samo rozumowanie dziala zaréwno wtedy,

kiedy para (S,S) jest réwnowaga pojedynczej gry,

jak i wtedy, kiedy réwnowaga nie jest. Mozna
udowodnié, ze takie ,wydtuzenie horyzontu”, ktére

w codziennym zyciu moze si¢ dokonywac takze np. przez
zwiekszenie czestotliwosci interakcji, sprzyja sktonnosci
do kooperacji.

Rozwiazaliémy wiec (czesciowo przynajmniej) problem
dotrzymywania uméw. Jednak zeby bylo czego
przestrzega¢, umowa musi powstac. Sztuka negocjacji
jest w duzej mierze domena psychologii, ale Schelling
pokazal, ze i teoria gier ma tutaj co$ do powiedzenia.
Co zatem mozna zrobié¢, zeby polepszy¢ swoja sytuacje
podczas negocjacji umowy w przypadku konfliktu
interesow?

Postawmy sie w sytuacji malzonkow, ktérzy musza
ustali¢, czy wieczorem wybiora si¢ na Jedyny w Swoim
Rodzaju Balet czy Niepowtarzalny Mecz. Deklarowanie,
ze ,tym razem na pewno nie ustapie”, nie podziala,
gdyz druga strona wie, ze jesli zajdzie koniecznosé, to
kazdy sie ugnie, bo nade wszystko nie chce zostaé¢ sam.
Podpowiedz jest jednak paradoksalna: mozna polepszy¢
swoja pozycje przetargows poprzez. .. pogorszenie
wlasnej sytuacji, gdyby mial nastapi¢ wybor innej

niz postulowana strategii. Przypu$émy, ze maz powie:
»Zalozytem sie z kolega, ze do konca zycia bede mu
stawial piwo, jesli uda ci sie namowi¢ mnie, zebym
obejrzal ten balet; mam na to niezbity dowéd w postaci
notarialnie potwierdzonej umowy”. Taka grozba

jest wiarygodna (zadowolenie meza z ewentualnego
wspdélnego wieczoru w balecie zostalo niezaprzeczalnie
zamienione w tragedie, a strategia M stala si¢ strategia
dominujaca), i zona powinna stwierdzi¢, ze w takim
razie upiera¢ sie przy balecie nie warto. Taktyka ta moze
by¢ nieskuteczna jedynie w przypadku, gdyby sie mialo
okazaé, ze w odpowiedzi na to zona wyciggnie dokument
podobnej tresci. . .

Przypusémy teraz, ze mamy powazniejszy konflikt

do rozwiazania: dwa kraje w trakcie wyscigu zbrojen.
Czy jeden z nich moze udowodnié¢ drugiemu poza
wszelka watpliwo$¢, ze chee uniknaé¢ wojny? Schelling [3]
argumentuje, ze owszem: jesli kraj (nawet bez umowy)
wycofa sie z wdrazania systemdéw obrony przed
atakiem, daje jasny sygnal, ze szkodzi¢ drugiemu
bedzie tylko w ramach ewentualnej akcji odwetowe]
(,,zdolnosé do brania odwetu jest bardziej przydatna,
niz zdolno$¢ do odpierania atakéw”). Co za$ zrobié,
zeby uwiarygodnié¢ grozbe odwetu? Twierdzenie
Schellinga jest nastepujace: odwet niepewny jest
bardziej wiarygodny i efektywny niz odwet pewny.
Jedli jedno panstwo upiera sie przy twierdzeniu, ze
najblahsza przestanka spowoduje reakcje w postaci



ataku jadrowego — jest malo wiarygodne: mozna
przypuszczac, ze poniewaz wie, do jakiej eskalacji
konfliktéw 1 zniszczen to doprowadzi, to nie zdecyduje
si¢ na taka forme odwetu. Jedli jednak prezydentem

w kraju zostanie kto$ postrzegany przez druga strone
jako szaleniec, ktéry moze podejmowaé decyzje wbhrew
zdrowemu rozsadkowi lub losowo (irracjonalnie,

z punktu widzenia przeciwnika) — to wtedy zagrozenie
odwetem staje sie bardziej wiarygodne. Niektérzy
uwazaja, ze podobna strategie stosowal prezydent USA
Richard Nixon.

Oczywiscie fakt, ze Schelling i Aumann wprowadzali
pewne pojecia dopiero w drugiej potowie XX wieku,
nie znaczy, ze opisane mechanizmy nie byly znane
politykom wczesniej. Dlaczego Niemcy podczas drugiej
wojny swiatowej nie napadly na Szwajcarie? Na pewno

jednym z powoddéw byl fakt zainstalowania przez
Szwajcarow niemozliwych do wylaczenia mechanizméw
destrukcji sejféow bankowych, ktére to mechanizmy
aktywowac si¢ mialy samoczynnie w przypadku
wykrycia ataku. A to przeciez klasyczny przypadek
grozby wiarygodne;j.
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Zadania

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 667. Tor sklada sie z réwni pochylej oraz petli (rys. 1). Z jakiej wysokosci

od toru?

Rozwiazanie na str. 5

nalezy spusci¢ kulke, aby pokonala ona calg petle i nie nastapilo jej oderwanie

F 668. Kulke spuszczamy po torze w ksztalcie ¢wiartki okregu o promieniu R
(rys. 2). W najwyzszym punkcie predkosé kulki jest niemal zerowa. W ktérym
miejscu toru nastapi oderwanie kulki?

Rozwiazanie na str. 5

v Redaguje Waldemar POMPE

R M 1132. Na tablicy napisano kilka réznych liczb catkowitych dodatnich
(co najmniej cztery). Okazalo sie, ze suma kazdych trzech sposréd napisanych
liczb jest liczba pierwsza. Ile liczb napisano na tablicy?

c M 1133. Dany jest trojkat ABC (rys. 3). Na bokach BC, C A, AB znajduja sie
odpowiednio punkty D, E, F, przy czym

CD =2BD, BF =2AF oraz

IDFE =90°.

., Ay, beda podzbiorami zbioru S = {1, 2,...,200}.

Wiadomo, ze dla dowolnych dwéch liczb a,b € S istnieje zbiér A; zawierajacy
liczby a 1 b, ale nie zawierajacy zadnej liczby z przedzialu (a,b). Wykazaé, ze

Rys. 2 Rozwiazanie na str. 16
Dowiesé, ze S AEF = < FED.
Rozwiazanie na str. 16
E
D M 1134. Niech A, Ao, ..
A F B n >10000.
Rys. 3 Rozwiazanie na str. 4

3



Quake, Doom i matematyka

Rozwigzanie zadania M 1134.
Oznaczmy przez A(a,b) zbiér zawierajacy
liczby a i b, ale nie zawierajacy zadnej
liczby z przedziatu (a, b).

Niech S; = {1,2,...,100} oraz

So = {101,102, ...,200}. Poniewaz zbiér
A(a, b) nie zawiera liczb z przedzialu
(a,b), wiec dla dowolnych dwéch par
(a,b), (c,d) takich, ze a,c € Sy oraz

b,d € Sy zbiory A(a,b), A(c,d) sa
rézne. Zatem zbioréw A; spelniajacych
warunki zadania jest co najmniej tyle,
ile réznych par (a,b), dla ktérych a € Sy
oraz b € S. Natomiast takich par jest
100 - 100 = 10 000.

Wyprowadzenie dla amatoréw sportéw
ekstremalnych, ktérych nie przeraza rodeo
z notacja Leibniza. Najpierw dzielimy (1)
stronami przez (2) i dostajemy

da  —fb

db  —aa’
skad

aada = Bbdb.

Skoro powyzsze wyrazenia sg rowne,
to mozna je oba scatkowaé w sposéb
nieoznaczony, dostajac kolejno

faada:fﬂbdb,
2 2
a b
a +Ca—ﬁ? + ¢b,
aa® — ﬁbZ = 2¢p — 2¢4 = const.

Gotowe.
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Fanom gier komputerowych hasel ,Quake” czy ,Doom” nie trzeba ttumaczy¢.
To stawne sieciowe gry komputerowe, polegajace gtéwnie na bardzo
realistycznym starciu zbrojnym, w ktérym kazdy z graczy wciela si¢ w jednego
z zolnierzy. Méwi sie o nich, ze to gry FPS (ang. First-Person Shooter,
strzelanina w pierwszej osobie).

Czy matematyk moze mieé¢ z nich jaki$ pozytek zawodowy, oprocz
wyladowywania frustracji po kolejnej nieudanej prébie znalezienia dowodu/bledu
w dowodzie/rozwigzaniu (niewlasciwe skresli¢)? O dziwo — tak. Matematyczne
zasady uzywane byty z powodzeniem do opisywania tak wielu réznych aspektow
i zjawisk naszej rzeczywistosci, ze nie moze dziwié, iz takze wojna znalazla sie
wérod nich.

Wyobrazmy sobie dwie niezbyt duze grupy wrogich sobie zolnierzy, spotykajace
sie na odkrytym terenie. Oczywiscie wywiazuje sie walka. Obie strony strzelaja,
trup $ciele sie gesto. .. No wlasnie, jak gesto? Policzmy. Niech w chwili ¢ oddziat
A ma a(t) zolnierzy, a oddzial B ma ich b(t). Zal6zmy, ze w kazdym z oddzialéw
zolnierze sg jednakowo wyszkoleni i uzbrojeni. W krotkim odcinku czasu o
dlugosci [t, t + At] straty oddzialu A sa zatem proporcjonalne do liczebnosci
oddzialu B oraz At i wynosza, powiedzmy, 3 b(t)At. Istotnie, przy ustalonej
szybkostrzelnosci broni tych z B oddaja oni liczbe strzaléw proporcjonalna

do b(t)At, z ktérych z kolei staly ulamek trafia celu, wobec ustalonego poziomu
wyszkolenia. Symetrycznie, straty oddzialu B to aa(t)At. Mamy

a(t + At) — a(t) = = b(t)At,
skad po przeksztalceniu
a(t + At) — a(t)

a po przejsciu do granicy przy At — 0,
da(t)

1 — = —00b(t
1) 2 — b0
oraz symetrycznie

db(t)

2 —— = —aa(t).

) )

Uklad réwnan rézniczkowych (1) 1 (2) to rdwnania Lanchestera, zwane tak od
nazwiska wybitnego angielskiego teoretyka i praktyka konstrukcji samochodow

i samolotéw Fredericka Williama Lanchestera, ktéry je wyprowadzil w 1916
roku. Mimo swojej prostoty, jak wielu fachowcéw twierdzi, nadmiernej, réwnania
Lanchestera byty i nadal sa studiowane jako matematyczny model walki
zbrojnej.

Nas bedzie interesowalo tak zwane kwadratowe prawo Lanchestera, ktore daje sie
wyprowadzi¢ z réwnan Lanchestera i ma postaé

(3) aa(t)? — Bb(t)* = const.

Jego konsekwencja jest to, ze jeszcze przed rozpoczeciem walki mozna obliczy¢
warto§é¢ M = aa(0)? — 3b(0)?, ktéra wskaze przyszlego zwyciezce: jesli M > 0,
to wygra oddzial A i w dodatku w momencie ¢ ostatecznego pokonania B jego
liczebno$é bedzie (teoretycznie) spelniala zaleznosé

aa(t)? - Bb(t)* = M,
—~—
0
czyli a(t) = \/M/a, a symetrycznie gdy M < 0, to wygra B, z ktoérego przezyje
okoto y/—M/j zolierzy. Dla M = 0 starcie bedzie bliskie nierozstrzygnietemu.

Prawo to ma niespodziewane konsekwencje: liczebno$¢ wplywa na ,potencjal
bojowy” oddziatu (reprezentowany przez wartosé a a(t)?) daleko silniej, bo
kwadratowo, niz liniowe w swoim efekcie wyposazenie i wyszkolenie. Oczywiscie,
nie jest to do konca prawda, bo w rzeczywistosci odpowiednio lepsze uzbrojenie
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Rozwigzanie zadania F 667.
Wysokos$¢é musi wynosi¢ co najmniej R,
aby kulka mogta pokonaé¢ tor. Zauwazmy
ponadto, ze gdy zmniejszajac wysokosc
poczatkowa, a przy tym predkosc,
doprowadzimy do oderwania si¢ kulki,
nastapi to w najwyzszym punkcie petli.
Kulka ma tam predkosé

v=1/2g(h —2R),

a dzialajgce na nig sity to sila cigzkoéci
i sita reakcji na nacisk na tor (rys. 1).

mg

Przyspieszenie kulki skierowane jest w dét

v? h
a=—=2g9g|—=-2).
R R

Z drugiej zasady dynamiki

i wynosi

ma =mg + F

” <2h 5)
P =mg | — —5]).
R

Oczywiscie F' > 0, czyli h > %R

czyli

Rozwigzanie zadania F 668.
Niech a oznacza kat miedzy prosta [
taczaca srodek krzywizny toru
ze $rodkiem kulki a pionem (rys. 2).

Predkos¢ kulki w czasie ruchu obliczamy
z zasady zachowania energii

v = 2gR(1 — cos ).

Na kulke dziala sita cigzkosci i sita reakcji
F. Rozwazmy skladowa réwnolegla
do prostej [ réwnania wyrazajacego druga
zasade dynamiki
v2
mgcosa — F = —m.
R
Stad
F = 3mgcosa — 2mg.
Oderwanie nastapi, gdy wielko$¢ ta znika,
czyli dla

o = arccos§4

i wyszkolenie nie tylko podnosza «, ale i zmniejszaja (3, zgodnie z maksyma ,im
wiecej potu na ¢wiczeniach, tym mniej krwi w boju”.

Zeby zrozumieé¢ konsekwencje tego prawa, wyobrazmy sobie dwa oddzialy

A i B o réwnym potencjale, czyli takie, ze M = 0. W razie walki straty A
wyniostyby a(0) (czyli wszystkich) zolnierzy. Niech teraz dow6dca A uzyska
positki i dysponuje 2 a(0) zolnierzy, po czym dopiero doprowadzi do starcia z B.
Nowe M wyniesie w tym przypadku

a(2a(0))? = 3b(0)* = 3aa(0)* + (aa(0)? — Bb(0)*) = 3aa(0)?.

0
Zatem straty A wyniosa, zgodnie ze wzorem, tylko

2a(0) —v/3aa(0)?2/a = 0,23a(0).

Przy podwojeniu sil straty spadly ponad czterokrotnie!

Hola, hola. A czy to wszystko ma w ogdle jakis sens i zwiazek z rzeczywistoscia?
I jak to sprawdzi¢, nie organizujac ani igrzysk gladiatoréw, ani nie wywolujac
wojny? Ot6z i miejsce, gdzie Quake i Doom przydaja sie matematykowi w pracy.
Starcie zbrojne mozna przeciez calkiem latwo zorganizowaé w przestrzeni
wirtualnej.

Tak tez postapil autor ze swoimi studentami. W czasie Festiwalu Nauki 2005
zorganizowali$my zespolowe turnieje gry w BZFlag (to inna gra typu FPS,
troche mniej krwawa i latwiejsza w obsludze informatycznej niz te poprzednie).
Wyniki walki rejestrowaliSmy, a potem analizowalismy w sali wyktadowej

w obecnoéci niedawnych ,,zolnierzy”, poréwnujac narastanie strat w obu
zespotach z przewidywaniami kwadratowego prawa Lanchestera. Musimy

sie przyznac, ze dla lepszej weryfikacji prawa w tajemnicy zmniejszyliSmy
szybkostrzelnosé broni jednego z zespoléw o polowe. Wobec malej liczebno$ci
druzyn i braku mozliwosci spelnienia postulatu o rownym wyszkoleniu, nie
wszystkie przebiegi pasowaly do teoretycznego modelu. Jednak wielokrotnie
zgodno$é byla catkiem dobra. Wynik przedstawialiSmy na wykresie: po
zarejestrowaniu wszystkich chwilowych liczebnosci obu oddzialéw powstaly
zbiér punktéw przedstawialiSmy na plaszczyznie. W teorii punkty te powinny
ukladaé sie na krzywej opisanej réwnaniem: o a? — 0% = M, dla pewnego M.
Interpretujac wyniki eksperymentu, musieliémy dobiera¢ o, f i M tak, aby
uzyskac jak najlepsza zgodnosé tamanej obrazujacej realng walke z krzywa
teoretyczng.

Ponizej wida¢ wynik jednego z takich ,udanych” eksperymentow.
Eksperymentalnie dobrane state to o = 0,65, 5 =11 M = —45. Czarne kreski
to krzywe teoretyczne dla réznych M, kolorowa to wynik eksperymentu.

16 1
14 1

-

12 1

10 1

Jest w nim tylko jedna skaza: gwaltowny pionowy spadek liczebnosci B po
wyeliminowaniu A. Tak, jakby prawo Lanchestera nagle przestato obowiazywacé,
za to zaczely sie dzia¢ cuda. I tu, na zakonczenie, pytanie do Czytelnikow

z wyobraznia: co sie stalo? OdpowiedZ wewnatrz numeru.
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Gra hex i punkty stale
1. Reguly gry

Hex jest jedna z najprostszych i jednoczeénie jedna

z najciekawszych z matematycznego punktu widzenia
gier planszowych. Rozgrywka heksa jest prowadzona
na romboidalnej planszy ztozonej z szesciokatnych pol.
Najbardziej typowe sa plansze 11 x 11, jak na rysunku,
ale mozna gra¢ na dowolnie duzej planszy.

Gracze na przemian stawiaja na wolnym polu jeden
pionek, kolorowy lub szary. Celem gracza I jest
potaczenie przeciwleglych czarnych krawedzi za pomoca
tancucha szarych pionkéw, jak na rysunku. Taki tancuch
pionkéw bedziemy nazywali wygrywajacym dla gracza 1.
Gracz II chce zbudowaé lancuch wygrywajacy taczacy
krawedzie kolorowe.

2. Remisy

FLatwo zaobserwowaé, ze tancuch wygrywajacy
calkowicie izoluje od siebie krawedzie przeciwnika.
Zatem nie moga istnie¢ jednoczesnie wygrywajace
tancuchy dla szarych i kolorowych. A co bedzie, jesli po
catkowitym wypelnieniu planszy zaden z graczy nie ma
wygrywajacego tancucha? Pokazemy, ze taka sytuacja
nie moze mie¢ miejsca. Innymi stowy, partia heksa nie
moze zakonczyc sie remisem.

Rozwazmy przyktadowa plansze heksa. Dla wygody
dodajmy sztuczne rzedy pol wzdluz krawedzi planszy

i oznaczmy skrajne punkty planszy literami: N, S, E, W,
jak na rysunku ponizej.

Rozpoczynajac w punkcie W, poruszajmy si¢ po
krawedziach miedzy polami wedlug nastepujacej
regutly. Na kazdym rozgalezieniu wybierzmy te

z dwoch krawedzi, ktéra oddziela pola réznego koloru.
Za kazdym razem istnieje doktadnie jeden dobry
wyboér. Wyobrazmy sobie, ze dochodzimy do pewnego
rozgalezienia. Przypusémy, ze po lewej stronie mamy
pole szare, a po prawej kolorowe (tak jak na pierwszym
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rozgalezieniu, w wierzchotku W). Jedli pole przed nami
jest szare, to skrecamy w prawo, jesli jest kolorowe,

to skrecamy w lewo. Zwroémy uwage, ze dzigki temu
zawsze po lewej stronie mamy pola szare, a po prawej
kolorowe.

Postepujac w ten sposob, nigdy nie wrdcimy

do wierzchotka, w ktérym juz byliémy. Przypu$émy
przeciwnie, ze doszliSmy do wierzchotka juz raz
odwiedzonego i ze jest to pierwszy taki moment

w naszej wedrowce. W takim razie musieliémy dojs¢
do niego krawedzia, ktérej przedtem nie uzywalismy.
Ale krawedz taka zawsze lezy miedzy polami tego
samego koloru, wiec nie moglisSmy jej wybraé —
sprzecznosé.

Plansza do heksa jest skoficzona, wiec w koncu musimy
z niej wyjs¢. Do dyspozycji mamy jedynie drogi przez
N, S, E, gdyz wszystkie inne wioda miedzy polami tego
samego koloru.

Jesli $ciezka skonczy sie w wierzcholku S, jak to ma
miejsce na rysunku powyzej, to wyznacza wygrywajacy
tancuch dla szarych. Analogicznie, jesli Sciezka dotrze
do wierzchotka N, to wyznacza wygrywajacy lancuch
dla kolorowych. Zwroémy uwage, ze $ciezka nie moze
opusci¢ planszy przez wierzcholek E, bo musieliby$my
minaé¢ kolorowe pole po lewej, a szare po prawej.

Zauwazmy, ze nigdzie nie skorzystaliSmy z faktu, ze uktad na planszy
powstal z jakiej$ rozgrywki. Dowdd dziala dla dowolnego pokrycia
planszy pionkami.

3. Strategie

Istnieje sprytna metoda, ktéra pozwala na wykazanie,
ze w grze hex gracz, ktory zaczyna (czyli szary),

ma strategic wygrywajaca. Metoda ta polega

na podkradaniu strategii przeciwnikowi. Przypu$émy,
ze wygrywajaca strategie ma gracz II. Gracz I powinien
rozpoczaé od zupelnie dowolnego ruchu, a nastepnie
postepowaé tak, jak nakazuje hipotetyczna strategia
gracza II, zamieniajac miejscami kolory. Jedyny
ktopot, jaki moze si¢ pojawi¢, to sytuacja, w ktorej
podkradziona strategia nakazuje zajac pole, na ktérym
juz stoi pionek. Moze sie to zdarzy¢ tylko wtedy, gdy
jest to pionek postawiony podczas rozpoczynajacego,
losowego ruchu (w przeciwnym przypadku strategia nie
wskazalaby tego pola). Wtedy ponownie wykonujemy
dowolny mozliwy ruch. Jest jasne, ze posiadanie
dodatkowego pionka na planszy nie pogarsza sytuacji
gracza, zatem podkradziona strategia gwarantuje
zwyciestwo pierwszemu graczowi. W ten sposob



otrzymujemy sprzeczno$é¢ z zatozeniem o istnieniu
strategii dla drugiego gracza.

Powyzsze rozumowanie jest catkowicie
niekonstruktywne, nie daje graczowi I zadnych
wskazdwek odnosnie tego, jak powinien grac.
Rozwiazanie tego problemu w praktyce jest bardzo
trudne. Dotychczas udalo si¢ wyliczy¢ strategie dla
planszy o rozmiarze 9 x 9. Mimo to, zeby zniwelowac
ewidentna przewage gracza I, zaawansowani gracze
dodaja dodatkowa regule zamiany. Po tym, jak gracz
I postawi pierwszy pionek, gracz II moze zdecydowac,
czy bedzie gral kolorowymi, czy szarymi. W ten
sposob teoretycznie istnieje strategia wygrywajaca dla
gracza II, ale w praktyce gra staje si¢ wystarczajaco
sprawiedliwa.

4. Dualna plansza

Czy hex moze sie przydaé¢ matematykowi do czegos poza
rozrywka? Okazuje sig, ze ta prosta gra ma gleboki
zwigzek z topologia. Zeby to dokladniej wyjasnic,
zastapimy plansze do heksa przez plansze dualna.

Na planszy dualnej pola reprezentowane sa przez
wierzchotki. Wierzchotki reprezentujace sasiednie pola
taczymy krawedzia. Dualng plansze 6 x 6 przedstawia
rysunek.

W tej interpretacji gracze stawiaja pionki

na wierzchotkach i usiluja zbudowac $ciezke taczaca
przeciwlegle krawedzie kwadratu. Nietrudno zauwazy¢,
ze jest to inny opis tej samej gry i wszystko, co
powiedzieliSmy o heksie, jest prawda rowniez dla tej
wersji.

5. Twierdzenie o punkcie stalym

Pokazemy teraz, jak wykorzystac¢ gre hex na dualnej
planszy w dowodzie waznego twierdzenia topologicznego
zwanego twierdzeniem Brouwera. Glosi ono, ze kazde
ciggle przeksztalcenie kwadratu w siebie pozostawia
pewien punkt na swoim miejscu. Jesli oznaczymy przez
I? kwadrat [0,1] x [0, 1], to twierdzenie powyzsze mozna
sformutowaé nastepujaco: dla dowolnego ciagtego
przeksztatcenia f : I? — I? istnieje taki punkt = € I?,
ze f(x) = x. Taki punkt nazywamy punktem stalym
przeksztaltcenia f.

Zauwazmy najpierw, ze wystarczy udowodnié, ze
istnieje ciag punktéw x1, 2, T3, . .., nalezacych do I2,
speliajacych warunek:

d(f(zn),zn) < L.

Rzeczywiscie, kwadrat I? jest zbiorem domknietym
i ograniczonym, zatem z takiego ciagu xi,za,. ..
mozna wybra¢ podciag Ty, Tn,, ... zbiezny do pewnego
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punktu x € I2. Z nieréwnoéci tréjkata otrzymujemy

d(f(xn;), ) < d(f(Tn;) Tn,) + (@0, T) -
Obie odleglosci daza do zera, wiec granica ciagu f(a,,)
jest punkt x. Jednoczesnie z ciaglosci funkcji f wynika,
ze f(xy,) dazy do f(z). Zatem f(x) = x.

Sprobujmy wiec wykazaé istnienie takiego ciagu.
Ustalmy n. Wybierzmy k > n i tak duze, zeby spelniony
byt warunek:

jesli d(x,y) < %, to d(f(x), f(y)) < %
Podzielmy kwadrat I? tak, aby otrzymaé dualng plansze
do gry hex o rozmiarze 2k x 2k. Przyjmijmy f(z) = 2/
oraz = (r1,x2), ' = (2}, 24). Przez G bedziemy
oznaczali zbiér wierzchotkow, ktére pod wpltywem f
przesuwaja sie w goére o co najmniej %, to znaczy
xh —xo > % Podobnie definiujemy zbiory D, L, P jako
zbiory wierzcholkéw, ktére przesuwaja sie o co najmniej

2L7 odpowiednio, w dot, w lewo i w prawo.
n

Ustalmy wierzchotki x € G, y € D. W takim razie,
xh —xo > %, Yo — Yh = % Jesli x i y sa potaczone
krawedzia, to ich pionowe wspolrzedne x5 i yo réznig
sie co najwyzej o ﬁ, a zatem xo — yo > fﬁ. Dodajac
powyzsze trzy nieréwnosci stronami, dostajemy

xh —yh < % — ﬁ Stad odleglo$é miedzy 2’ a 3y’ wynosi
€O najmniej %, to jednak jest sprzeczne z tym, ze
wierzcholki = i y sa potaczone krawedzia. Jesli bowiem
dwa wierzcholki sasiaduja ze soba, to odlegto$¢ miedzy
nimi wynosi najwyzej % (dtugosé skosnej krawedzi

na planszy dualnej), zatem na mocy wyboru liczby k
odleglo$¢ miedzy ich obrazami musi byé¢ ostro mniejsza
niz -
Wykazalismy wiec, ze wierzcholtki ze zbioréw G i D nie
moga sasiadowac. Oczywiscie, wierzchotki ze zbioru

G nie moga leze¢ na gérnej krawedzi planszy, bo
stamtad nie da sie pdjsé do géry. Podobnie wierzcholek
ze zbioru D nie moze lezeé na dolnej krawedzi planszy.
W takim razie zbiér G U D nie moze zawiera¢ tancucha
wygrywajacego dla gracza chcacego potaczy¢ goérna

i dolng krawedz. Podobnie L U P nie moze zawierac
tancucha wygrywajacego dla drugiego gracza. Skoro na
planszy do gry w hex nie moze by¢ uktadu remisowego,
to GU DU LU P nie moze wyczerpywa¢ wszystkich
wierzcholtkow planszy. Wezmy dowolny wierzcholek

Tn, lezacy poza GU DU L U P. Z definicji zbiorow G,
D, L, P wynika, ze obraz wierzchotka x,, jest zawarty
w kwadracie o srodku x,, i krawedzi % Zatem obraz z,,

jest odlegly od z,, najwyzej o \2/—3 < %

Podobny dowod z uzyciem zwyklej szachownicy mozna
znalezé w Delcie 9/1980 (zadania 232-4).

Inny dowdd twierdzenia Brouwera, takze w wyzszych
wymiarach, Czytelnik moze znalez¢ w znakomitych
ksiazkach Co to jest matematyka? oraz Dowody z ksiegi.
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W Delcie nr 7 (374)/2005, w artykule
Andrzeja Dabrowskiego ,,Kolorowe
czapeczki”, bystre krasnoludki Krélewny
Sniezki sprytnie sobie poradzily z innym
zadaniem zwigzanym z odgadywaniem
koloréw swoich czapek.

Maia delld

Zagadka o medrcach w czapkach

W pewnym kraju zyto bardzo wielu medrcow. Ktéregos dnia grozny krol
postanowit przekonaé sie, czy rzeczywiscie zastuguja oni na to zaszczytne
miano i zapowiedzial, ze czeka ich trudna préba. Zebral medrcéw w swej
komnacie i przedstawil im ponizsze zasady.

Nastepnego dnia przed potudniem zostana oni ponownie zgromadzeni

w tej samej komnacie i ustawieni jeden za drugim. Krél kazdemu wtozy
na glowe czarna lub biata czapke, przy czym nie ma zadnego ograniczenia
dotyczacego liczby nakry¢ glowy w danym kolorze. Kazdy medrzec
widzie¢ bedzie tylko czapki wszystkich stojacych przed nim i zadaniem
kazdego bedzie okresli¢, jaka czapke ma na wlasnej gtowie. W samo
potudnie jeden z nich powinien zabraé¢ glos, podajac domniemany kolor
swojej czapki. Minute po nim powinien odezwacé si¢ kolejny, rowniez
wypowiadajac stowo ,czarna” lub ,biala”. I tak dalej — medrcy maja,
oczywiscie bez dodatkowego porozumiewania sie, odzywaé si¢ pojedynczo,
w jednominutowych odstepach, w dowolnej kolejnosci, ale kazdy
doktadnie raz. Ztamanie ktorejkolwiek z tych zasad grozi natychmiastowa
$miercig wszystkich medrcow. Kiedy juz kazdy zadeklaruje kolor swojej
czapki, sprawdzian sie zakonczy. Wtedy krél obwiesci, kto odgadt
poprawnie i rozkaze Scia¢ glowy pozostatym.

Medrcy maja zatem cala noc na opracowanie algorytmu odzywania sie
i odgadywania koloréw czapek. Nie lubig ryzyka, wiec szukaja takiej
wspolnej strategii, ktéra daje stuprocentowa gwarancje przezycia jak
najwiekszej liczbie sposréd nich. Jaka to strategia?

Wskazowki, czyli o réznych strategiach

Nietrudno dostrzec strategie, pozwalajaca ocali¢ co drugiego medrca:
wystarczy, by jako pierwszy odezwal sie¢ medrzec stojacy na miejscu
numer 2 i by wymienil kolor jedynej czapki, jaka widzi przed soba.
Wtedy po minucie medrzec na miejscu 1 powtarza jego wypowiedz
(poprawnie okreslajac kolor swojej czapki). Nastepnie medrzec na miejscu
4 podaje kolor czapki bezposrednio przed soba, a wlasciciel tej czapki
powtarza za nim, etc. Te prébe na pewno przezyja przynajmniej wszyscy
medrey stojacy na miejscach o numerach nieparzystych (oprocz, byé
moze, ostatniego).

Dosé tatwo mozna te strategie poprawié¢ tak, by przezywalo na pewno
dwoch medrcéw z kazdej trojki: medrzec numer 3 zaczyna, mowiac
,biata”, jesli widzi przed sobg dwie identyczne czapki, oraz ,czarna”,
jesli widzi rézne. Nastepnie odzywa sie medrzec 2 — widzi czapke

medrea 1 1 wie, czy ma na glowie taka sama, czy inna, wiec poprawnie
okresla jej kolor. Wtedy moze zabra¢ gtos medrzec 1, ktéry zna juz kolor
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czapki medrca 2 i wie, czy ma taka sama. Dalej zabieraja glos medrcy
z kolejnej tréjki (o numerach 6, 5, 4) i tak dalej.

Te strategie wciaz sa jednak bardzo dalekie od optymalnej. Jak dobra
moze ona by¢? Na pewno nie da sie zapewni¢ bezpieczenstwa temu
sposréd medrcéw, ktory odzywa sie jako pierwszy, poniewaz nie ma on
zadnych informacji, pozwalajacych okresli¢ kolor wlasnej czapki. Ale,
jak widaé z powyzszych przykladéw, kazdy odzywajacy sie medrzec,
oprocz ratowania wlasnego zycia, moze przekazywaé towarzyszom niedoli
informacje o kolorach ich czapek. Moze zatem warto, by jako pierwszy
odzywal sie medrzec stojacy na koncu (bo widzi najwiecej)? Wiemy juz,
ze potrafi on uratowaé kolege stojacego przed nim, a nawet dwoch. Moze
jest w stanie pomoc trzem lub jeszcze wickszej liczbie?

Rozwigzanie, czyli strategia optymalna

Okazuje sie, ze medrzec z konca (odzywajacy sie jako pierwszy) moze
swoja wypowiedzig uratowaé wszystkich innych!

Jak to dziala? Medrzec stojacy na koncu méwi ,biata”, jesli widzi przed
soba nieparzysta liczbe bialych czapek, a ,czarna” — w przeciwnym
przypadku. Jako nastepny odzywa sie medrzec stojacy bezposrednio
przed nim. Sprawdza parzystosc¢ liczby biatych czapek, ktore widzi. Jesli
zgadza sie ona z parzystoscia podana przez stojacego za nim medrca,

to oznacza, ze sam ma na glowie czarng czapke, a jesli sie¢ nie zgadza —
ze ma na glowie ,brakujaca” biata. Umie zatem okresli¢ kolor wlasnej
czapki! Deklaruje go, gwarantujac sobie przezycie. Teraz stojacy przed
nim medrzec liczy, ile widzi bialych czapek; wie, jaka parzysto$¢ ma
wyj$¢ w sumie (z punktu widzenia ostatniego medrca) oraz jaka czapke
ma na glowie stojacy za nim przedmoéwca, wiec wylicza, jaka sam ma.

I tak dalej — wszyscy przezyja, by¢ moze poza nieszczesnikiem, ktérego
ustawiono na koncu (i ktéry odzywal sie jako pierwszy).

A jak to dziala, jesli krél wklada medrcom na glowy czapki w trzech
lub wiecej kolorach? Tak samo! Dla n réznych koloréw ponumerujmy
je liczbami 0,1,...,n — 1. Medrzec stojacy na koncu dodaje wszystkie
odpowiadajace kolejnym czapkom liczby i podaje wynik modulo n
(oczywiscie deklarujac stosowny kolor). Wtedy medrzec stojacy przed
nim sumuje liczby odpowiadajace czapkom, ktére widzi, i sprawdza,
jaka liczbe trzeba dodaé, by uzyskaé¢ wtasciwy wynik. W ten sposéb
wylicza, jaka czapke ma na glowie. I tak dalej — znowu kazdy medrzec,
gdy przychodzi jego kolej, zlicza to, co widzi, wie tez, jakie czapki maja
medrcy stojacy za nim (oprécz ostatniego) i jaka ma wyjsé suma, wiec
wylicza, jaka czapke sam ma na glowie.

Okazuje sie zatem, ze dla dowolnie wielu koloréw — przy tej, optymalnej,
strategii — swoim zyciem ryzykuje tylko ten medrzec, ktérego uratowac

i tak sie nie da, bo odzywa si¢ jako pierwszy. Jesli jednak ma szczescie, to
wymieniony przez niego kolor okaze sie wlasciwy i on réwniez przezyje.
Czyli wymyslony przed groznego krola sprawdzian nawet w pozornie
jeszcze trudniejszej, wielokolorowej wersji, nie jest dla medrcéw taki
straszny!

Zagadke te opowiedzial mi profesor Victor Ufnarovski z Uniwersytetu
w Lund (Szwecja).
Malqg Delte przygotowata Joanna JASZUNSKA



Zosia 1 Tadeusz na zakupach albo gry logiczne rozrézniajgce grafy

Damian NIWINSKI* Marek ZAWADOWSKI**

Wyobrazmy sobie dwoje ludzi, Zosie¢ i Tadeusza, ktérzy
rozmawiajg o dwoch sklepach spozywczych. Tadeusz
uwaza, ze sklepy niczym istotnym si¢ nie réznia,
podczas gdy Zosia twierdzi, ze jej sklep jest lepszy

(a w kazdym razie r6zny) od sklepu Tadeusza. Oboje
byli w obu sklepach.

Zosia: Do mojego sklepu jest bardzo wygodny dojazd,

i autobusem i samochodem.

Tadeusz: Do mojego tez jest wygodny dojazd, i autobusem

i samochodem.

Zosia: Ale do twojego sklepu od przystanku autobusowego
trzeba przej$é przez Swiatla.

Tadeusz: A do twojego to nie? Tez masz zaraz za przystankiem
pasy i sSwiatla.

Zosia: W moim sklepie moge wzia¢ wozek przy wejéciu

i zostawi¢ go po zakupach na parkingu kolo samochodu.
Tadeusz: W moim sklepie tez tak jest.

Zosia: Ale ja po wejsciu mam blisko do najciezszych towaréw:
wody, sokéw, mleka, ktére powinny by¢ na dnie wézka. Bardzo
dobrze to zostalo pomyslane.

Tadeusz: U mnie tez kto$ o tym pomyslal i tez tak jest.
Zosia: A ja mam zaraz po tym $wieze pieczywo.

Tadeusz: U mnie tez zaraz za ciezkimi towarami jest dzial

ze Swiezym pieczywem.

I tak dalej, i tak dalej. Az w koncu albo bedzie tak, ze
Zosia odkryje jakas réznice:

Zosia: Ale u ciebie dzial z owocami jest bardzo $ciéniety

w kacie, jest maty wybér owocéw i w dodatku sa bardzo
poobijane.

Tadeusz: ...!? No tak, trzeba przyznaé, ze dzial owocowy
w twoim sklepie jest znacznie lepszy. Masz racje, Zosiu.

I bedziemy wiedzieli, ze te sklepy nie sa takie same,
albo tez Zosi nie uda sie znalez¢ niczego istotnego, co
by odroéznialo jeden sklep od drugiego:

Tadeusz: Wykonala$ juz n préb wykazania, ze nasze sklepy sa
rézne. Gdyby tak bylo, to do tej pory odkrytabys$ jakas réznice.
Zatem musisz przyznaé, ze sg takie same.

Zosia: ... ? Masz racje, Tadeuszu.

Istota takiej rozmowy jest pewna gra, w wyniku ktorej
dwaj gracze — Tadeusz i Zosia, probuja ustali¢ na ile
pewne dwie struktury sa podobne. Jesli po kolejnych
kilku prébach gracze stwierdza istotna réznice, Tadeusz
przyzna racje Zosi, w przeciwnym razie Zosia w koncu
przyzna racje Tadeuszowi.

W matematyce struktury, ktére sa by¢ moze rozne,
ale nie réznig sie zadnym istotnym szczegdlem
nazywamy izomorficznymi. Ale rozwaza sie

takze stabsze formy podobienstwa. Gry wymyslone
pieédziesiat lat temu przez polskiego matematyka
Andrzeja Ehrenfeuchta sg niejako matematycznym
modelem przytoczonej wyzej rozmowy i nadaja sie
bardzo dobrze do rozrézniania struktur réznych
rodzajow.

W tym artykule przyjrzyjmy sie strukturom, ktére
matematycy nazywaja grafami. Przypominajg one
nieco plan sieci kolejowej lub metra, a moze plansze
jakiej$ gry. Graf sklada sie z punktow, z ktorych
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*Instytut Informatyki Uniwersytetu Warszawskiego
**Instytut Matematyki Uniwersytetu Warszawskiego
niektore polaczone sa krawedziami. Jednak ani ksztalt
krawedzi, ani jej dlugo$¢ nie maja dla nas znaczenia.
Krawedz jest to po prostu para (nieuporzadkowana)
dwdéch réznych punktoéw. Co wiecej, utozsamiamy grafy
rozniace sie jedynie ,nazwami” punktéw.

Krawedzie mozna takze przedstawié¢ jako relacje dwuargumentows

E na zbiorze punktéw: symetryczng (tzn. E(z,y) = E(y,x))

i przeciwzwrotng (tzn. = E(x,x)). W ogdlnosci rozwaza sie

takze tzw. grafy zorientowane, gdzie E jest dowolng relacja
dwuargumentowsg.

Na przyktad rysunek

reprezentuje dokladnie jeden graf, mozemy go
przedstawi¢ w rézny sposob, np. wybierajac punkty
1,2,3 i krawedzie {1, 2}, {2,3}, {3,1} (lub, jesli ktos
woli: punkty a, b, ¢, krawedzie {a, b}, {b, c},{c,a}, itp.).

W gruncie rzeczy, zeby przedstawié¢ graf, nie trzeba go
wecale rysowad, wystarczy okresli¢ punkty i krawedzie.
7 drugiej strony, ten sam graf mozna zwykle narysowac
na wiele sposobow. Na przyktad graf o punktach
1,2,3,4,5 i krawedziach {1,2},{2,3}, {3,4},{4,5},
{5, 1}, mozemy narysowaé

tak: lub tak:

N
\_/

Niektére grafy, cho¢ rézne, jestesmy sklonni uznaé
za ,podobne”. Na przyklad, uogélniajac powyzsze
przyklady tréojkata i pieciokata, uznamy za podobne
do siebie wszystkie cykle, czyli grafy, ktére mozna
narysowac jako n-kat, dla pewnego n > 3.

Natomiast graf

o

(¢]

/N

o (o)

o

jest do nich raczej niepodobny.
Czy intuicje te mozemy wyrazi¢ w jezyku matematyki?

Opiszemy teraz gre, ktorej wynik doé¢ trafnie wyznacza
stopien podobienstwa dwoch grafow, powiedzmy G

i H. Gra¢ beda nasi dobrzy znajomi — Zosia i Tadeusz,
przy czym, podobnie jak w rozmowie przytoczonej

na wstepie, Zosia bedzie poszukiwala réznicy, a Tadeusz
bronit podobienstwa obu graféw.

Kazdy z graczy dysponuje zestawem kamyczkow,
ponumerowanych 1,2, 3, .... Kamyczki o réznych
numerach sa rézne, natomiast kamyczki Zosi i Tadeusza
nie musza sie odroézniac.



Gra toczy sie w kolejnych rundach. W i-tej rundzie
najpierw Zosia kladzie swéj kamyczek numer ¢ w
dowolnym punkcie jednego z grafow, w ktérym jeszcze
nie lezy zaden kamyczek. Gdyby takiego punktu nie
byto, Zosia przegrywa. Jesli Zosia wykona swéj ruch, to
z kolei Tadeusz ktadzie swdj i-ty kamyczek w pewnym
wolnym punkcie pozostalego grafu. Gdyby takiego
punktu nie byto, Tadeusz przegrywa.

W ten sposéb po i rundach i kamyczkéw kazdego

z graczy lezy juz w punktach jednego lub drugiego
grafu. Po kazdej rundzie sprawdza sie zgodno$é
kamyczkowan”. Ot6z, jesli w ktorymkolwiek z grafow
kamyczki o numerach k i ¢ leza w punktach potaczonych
krawedzia, a w pozostaltym grafie tak nie jest, to
Tadeusz przegrywa (Zosia wykazala réznice).

Zauwazmy, ze jesli Tadeusz nie przegral w ciagu
n rund, to w kazdym punkcie obu graféw lezy juz
jakis kamyczek. Ale wtedy G 1 H okazaly sie tym
samym grafem (w jezyku matematyki méwimy, ze G
i H sa izomorficzne)! Mianowicie grafem o punktach
1,2,...,n i krawedzi {j, k} wtedy, gdy kamyczki j i k
leza na sasiednich punktach w grafie G (ale tak samo
jest w grafie H, skoro Tadeusz nie przegral do tej pory).
Ogédlnie, jesli Vi i Vo sa zbiorami wierzcholkéw graféow G i H, a E;
i Fo odpowiednio zbiorami ich krawedzi, to izomorfizmem jest funkcja
wzajemnie jednoznaczna f : Vi — Vb, taka, ze {p, ¢} € E1 wtedy
i tylko wtedy, gdy {f(p), f(q)} € E2. Grafy sg izomorficzne, kiedy
istnieje taki wlagnie izomorfizm.
W przeciwnym razie, minimalna liczba rund, w ktorej
Zosia moze pokonaé¢ Tadeusza (jakkolwiek dobrze by
sie bronil), jest miara podobienstwa graféw: im mniej
podobne sg grafy, tym szybciej Zosia ,odkrywa roéznice”.
Czytelnik moze sprébowaé wykazaé, ze jesli dwa grafy skonczone nie
sg izomorficzne, to Zosia wygrywa gre. Dla graféw nieskoniczonych tak
by¢ nie musi.
Zachecamy Czytelnika, by przed dalsza lekturg rozegral
partie na nastepujacych grafach:

G H

o oO—————7—0

/ O\
Zosia moze wygraé¢ juz w dwoch rundach, jesli swoj
pierwszy kamyk poltozy w ,centralnym” punkcie
grafu G. W drugiej rundzie Zosia wybierze graf H,
gdzie polozy swéj kamyk ,na przekatnej” kamyka nr 1
(polozonego przez Tadeusza). Latwo zauwazy¢, ze
Tadeusz nie ma juz dobrego ruchu, bo wszystkie wolne
punkty w G sa polaczone z pozycja 1.

G H

o o— 1

1

N

o o 22— o0
Zrobimy teraz obserwacje ogdlniejsza. Odcinkiem —,
nazwiemy graf o n punktach 1,2,...,n i krawedziach
{1,2},{2,3},...,{n — 1,n}. Oto przyklad —s:
o—O—0—0——0——0
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Pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie sprawdzenie,
ze jesli G jest dowolnym cyklem, a H dowolnym
odcinkiem, to Zosia wygrywa najpoznie; w 3 rundach.

Jak moze si¢ wydawaé, znalezliémy uzyteczna miare
podobienstwa (lub ,réznosei”) dwoch struktur. A jednak
sprawa nie jest taka prosta. Co mianowicie powiemy

o parze grafow, gdzie G jest cyklem o 2n punktach,

a H sktada sie z dwoch roztacznych cykli o n punktach?
Oczywiscie, G i H sa tu takze ,calkiem niepodobne”,

a wiec Zosia powinna szybko wygraé. A jednak intuicja
nas myli. W pozostalej czesci artykutu postaramy sie
wykazaé, ze dla kazdego m, Tadeusz moze ,utrzymac
si¢” przez m rund, o ile tylko G i H sa dostatecznie
duze wzgledem m.

Niech (O, oznacza cykl o n punktach, a (), O, graf
otrzymany jako suma roztacznych kopii O, i Q. Oto

na przyktad O3Os:
\ \O/ /

Twierdzenie. Tadeusz moze tak grac¢, by nie przegrac
w n rundach gry na grafach O, 1 Ok, Ok,, 0 ile tylko
m, kl, kQ 2 3.
Oszacowanie 3" zostalo wziete z naddatkiem, dla wygodnego dowodu.
Czytelnik moze podjaé prébe znalezienia lepszego (tzn. mniejszego)
oszacowanila.
W dowodzie przydadza si¢ grafy nieskonczone. Linig
nazwiemy graf, ktérego punktami sa wszystkie
liczby calkowite, a krawedzie sa postaci {i,7 + 1}
dla wszystkich ¢; graf ten oznaczamy -—-. Glownym
pomystem naszego dowodu jest podobienstwo ,,duzego”
cyklu do linii.

rrrrrrr 3— 22— 1—0—1—2—— 3
Przydatny bedzie réwniez graf, ktéry otrzymamy z linii
przez wyjecie zera i wychodzacych z niego krawedzi
{-1,0},{0,1}.
Oczywiscie, ten sam graf moglibyémy uzyskaé¢ usuwajac tylko jedna
dowolng krawedz, ale wygodnie jest nam pozby¢ sie¢ wlasnie zera, dla
sprawnego liczenia w dowodzie Lematu 1.
Graf ten nazwiemy ramionami i oznaczymy .
O ramionach myslimy jak o grafie nieskonczonym
yhasladujacym” odcinek, dlatego wygodnie jest
narysowac go tak:

11— —2—— 3

Liczby niedodatnie stanowia lewe ,rami¢”, a liczby
dodatnie — prawe.

Krancem w grafie nazwiemy punkt, ktéry ma tylko
jednego sasiada. Powiemy, ze Tadeusz respektuje krance
jesli kladzie swéj i-ty kamyczek na krancu wtedy i tylko
wtedy, gdy Zosia zrobita podobnie ze swoim ¢-tym
kamyczkiem.

Lemat 1. Tadeusz moze graé respektujac krance
i nie przegra¢ w k rundach gry na —,, i ), o ile tylko
m > 3.



Dowéd przeprowadzimy przez indukcje wzgledem k.
Przypadki kK =11 k = 2 pozostawiamy Czytelnikowi.
Przypuéémy, ze mamy juz teze lematu dla k i rozwazmy
m > 3kt Okredlimy odpowiedZ Tadeusza na ruch Zosi
w pierwszej rundzie. Jak si¢ okaze, dalej bedzie juz
mozna skorzystaé z zalozenia indukcyjnego. Przyjmijmy,
ze punktami odcinka —,, 11 sa 1,2,...,m+ 1.

Rozwazmy najpierw przypadek, ze Zosia polozyla swbj
kamyczek nr 1 w odcinku, w punkcie p. Przypu$émy,
ze blizszym krancem jest 1, tzn. p — 1 <m —p

(w przeciwnym razie argument jest podobny). Wtedy
Tadeusz kladzie swéj kamyczek w tej samej odlegltosci
od kranca (na przyklad) —1 w <, czyli na pozycji —p.
Dlaczego wlasnie tak?

Czedci lezace ,na lewo” od kamyczka 1 sa w obu grafach
identyczne, a zatem Tadeusz moze na nich graé¢ po
prostu wiernie nasladujac ruchy Zosi. Respektowanie
krancéw gwarantuje zgodnos¢ z kamyczkiem numer 1.

Z kolei czes¢ odcinka —, 41 lezaca na prawo od
kamyczka nr 1 stanowi pewien odcinek o co najmniej
3% punktach, natomiast podgraf grafu > lezacy

na prawo od kamyczka nr 1 jest, z doktadnoscia do
przemianowania punktéw identyczny z <. A zatem

z zalozenia indukcyjnego (pozostalo juz tylko m
rund!), Tadeusz ma strategiec wygrania réwniez na tych
czesciach. Skladajac strategie na lewych i prawych
czedciach, Tadeusz moze bezpiecznie rozegraé pozostale
m rund.

7 kolei przypusémy, ze w pierwszej rundzie Zosia
potozyla kamyczek nr 1 na pewnej pozycji p w <.

Jedli jej odleglos$é od kranca jest co najwyzej mTH, to
Tadeusz moze polozyé swoj pierwszy kamyczek w tej
samej odleglosci od kranca odcinka i dalej argument
przebiega podobnie jak poprzednio.

Jedli jednak odleglos$¢ pozycji p od kranca > jest
wieksza niz potowa m + 1, Tadeusz kladzie swdj
pierwszy kamyczek na pozycji ¢ ,w $rodku” odcinka,

w ten sposéb, by na lewo i na prawo od pozycji ¢ mieé
odcinki diuzsze niz 3".

Otrzymujemy znowu dwie pary struktur: ,dlugi”
odcinek i >, z czym juz umiemy sobie poradzi¢, oraz
dwa odcinki dtuzsze niz 3%, nazwijmy je I; i I,. Tu
rowniez mozemy skorzystaé z zalozenia indukcyjnego,
cho¢ w nieco subtelniejszy sposéb. Wiemy mianowicie,
ze Tadeusz wygrywa m rund (respektujac krarice)

na parach graféw (I7,1<) oraz (I2,<). To juz wystarczy,
by wygraé réwniez na (I1, I). Kiedy mianowicie Zosia
ktadzie swoj kamyczek powiedzmy w I, Tadeusz
patrzy, jak odpowiedzialby na to w <, a potem jak
odpowiedzialby na te odpowiedz w I, gdyby to byt
ruch nie jego, lecz Zosi. To dziala!

Ta ostatnia metoda jeszcze sie¢ nam przyda, dlatego
ujmiemy ja w oddzielny

Lemat 2. Relacja ~,, okreslona tak, ze G ~,, H wtedy
i tylko wtedy, gdy Tadeusz nie przegrywa w n rundach,
jest przechodnia, tzn. G ~,, H i H ~,, J pociaga za soba
G~y J.

Relacja ~,, jest rowniez w oczywisty sposéb zwrotna i symetryczna,
a zatem jest relacjg rownowaznosci.
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Lemat 3. Tadeusz moze tak grac¢, by nie przegrac
w n rundach gry na cyklu (), i linii -—, o ile tylko
m > 3"

Przypadki n = 1,2 pozostawiamy Czytelnikowi,
rozwazmy n > 3. Ze wzgledu na symetrie obu struktur,
pierwsza runda nie ma znaczenia. Przypusémy, ze
kamyczki nr 1 leza juz w O, 1 — na pozycjach,
odpowiednio, p; i q1 i Zosia bierze do reki kamyczek
numer 2. Jesli polozy go na pozycji po w Om, to
yrozetnie” cykl na dwie czesci; przypusémy, ze

w mniejszej z nich znajduje sie a punktéw (lub

w kazdej, gdy sa réwne). Wtedy Tadeusz kladzie swéj
kamyczek na pozycji g2 w -—, tak by pomiedzy ¢;

a g2 znajdowalo sie rowniez dokladnie o punktéw.
Zauwazmy, ze czes¢ linii na zewnatrz odcinka od ¢

do g2 tworzy <, a ,wiekszy” odcinek cyklu (O),, ma co
najmniej 3"~ ! > 372 punktéw. Tak wiec Tadeusz moze
dokonczy¢ gre, korzystajac z Lematu 1 i znanej nam juz
metody skladania strategii na fragmentach grafow.

Jesli zamiast tego Zosia kladzie swoj kamyczek nr 2
na pozycji g2 w linii -—, to gdy liczba punktow
pomiedzy q; i g2 jest co najwyzej mT*1, Tadeusz
znajduje pozycje p2 w cyklu w takiej samej odlegtosci
od p1; w przeciwnym razie kladzie swoj kamyczek nr 2
,mozliwie najdalej” od kamyczka nr 1. Dalej argument
przebiega podobnie.

Jedli Czytelnik zrozumial dowody Lematéw 11 3, to nie
sprawi mu klopotu

Lemat 4. Tadeusz moze tak gra¢, by nie przegrac
w n rundach gry na dwoch grafach, z ktérych jeden

jest linia —, a drugi sumg dwodch roztacznych linii:
rrrrrrrr 3— 22— 1 —0—1——2—— 3~
rrrrrrr 32— O — 12— 3

Trzeba podkreslié¢, ze Lemat 4 nie oznacza, ze
Tadeusz nigdy nie przegra gry, gdyby toczyta sie
w nieskonczonosé (takie stwierdzenie nie byloby
prawdziwe).

Zauwazmy wreszcie, ze jesli graf G jest suma
roztacznych kopii grafow G i Ga, a graf H jest suma
roztacznych kopii graféw Hy i Ho, oraz G ~,, H;

i Gy ~, Hs, to réwniez G ~,, H.

Nietrudno jest juz teraz zlozy¢ dowéd Twierdzenia,
bowiem z Lematow 2—4 i powyzszej obserwacji
otrzymujemy nastepujacy ciag réwnowaznosci ~,,, dla
m, kl, k/’g > 3™
Om ~no T

PNV —
~n Ok1 Okz
Czy zatem nasza koncepcja rozrézniania struktur przez
gry okazala sie btedna? Nic podobnego! Jest ona bardzo
uzyteczna, m.in. w teorii baz danych. Jednak, jak kazda
metoda, ma tez swoje granice. Jak piec¢dziesiat lat
temu wykazal Andrzej Ehrenfeucht, sa to granice logiki
pierwszego rzedu.

Ale to juz nastepna historia. . .



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Zreczna woda

Jak powstalo zycie? To jedno z najbardziej
fascynujacych otwartych pytan. Kluczem do tej zagadki
od dawna wydaje si¢ zrozumienie, w jaki sposéb
powstata nadwyzka lewoskretnych aminokwaséow nad
prawoskretnymi.

W organizmach zywych wystepuja (prawie) wylacznie te
lewoskretne, chociaz w czasie syntezy w laboratorium
powstaje réwnie duzo prawoskretnych. Oczywiscie

jest mozliwe, ze zycie pochodzi od jednego organizmu,
ktory przypadkowo powstal z wykorzystaniem akurat
lewoskretnych aminokwaséw. Jednak od wielu lat
bardziej kuszaca wydaje sie¢ mozliwosé, ze nadwyzka
pojawita sie skutkiem jakiego$ naturalnego procesu i ze
to ona spowodowata powstanie zycia.

Zaproponowano wiele mechanizméw, ktére mogty
wywolaé taka asymetrie. Wsrdd nich jest jeden
szczegOlnie atrakcyjny dla fizyka. Mozliwe, ze powodem
jest subtelna réznica miedzy enancjomerami (zwiazkami
rézniacymi sie skretnoscia), wywolana lamaniem
parzystosci przez oddzialywanie stabe. Za wigzania
chemiczne odpowiedzialne jest bowiem nie tylko
oddzialywanie elektromagnetyczne, lecz réwniez
oddziatywanie stabe. Wktad tego ostatniego jest
jednak grube rzedy wielkosci mniejszy. Zeby jego
wplyw byl zauwazalny, musi dziataé¢ jakis mechanizm

wzmacniajacy.

Mechanizm, ktéry roznicuje reaktywnosé lewo-

i prawoskretnych aminokwaséw, zostal chyba
potwierdzony [1]. Pisze chyba, bo dobrze byloby
poczekaé na potwierdzenie wynikow przez niezalezny
zesp6t badawczy.

Doswiadczenie [1] zostalo przeprowadzone z tancuchami
zlozonymi z doktadnie 24 monomeréw lewoskretnego

i prawoskretnego kwasu poliglutaminowego. Zwiazki te
rozpuszczaja sie w wodzie. W srodowisku obojetnym
(pH>6) tworza helise, natomiast w srodowisku kwasnym
(pH<3) zwiazki te dysocjuja i helisa sie rozprostowuje.

Okazuje sie, ze zjawisko to zachodzi dla pH o 0,2-0,3
mniejszego (czyli dla mniej wiecej dwa razy wigkszego
stezenia jonéw hydroniowych H3O7) dla kwasu
poli-L-glutaminowego niz dla D-glutaminowego. Jeszcze
ciekawsze jest znikanie réznicy po zastapieniu zwyklej
wody HoO przez wode ciezka D2 O.

13

Wyglada to zaskakujaco. Podreczniki chemii przekonuja,
ze praktycznie nie ma réznicy w reaktywnosci

zwiazkéw chemicznych zwiazanej z ich sktadem
izotopowym. Od pewnego czasu wiadomo jednak, ze
woda jest wyjatkiem. Zwykla woda wystepuje w dwdch
odmianach: orto i para. Réznia si¢ one catkowitym
spinem jader wodoru. Spin ten moze by¢ réwny

jeden K lub zero. W pierwszym przypadku sa trzy
moiliwosei: | 11), [ 11) i Z(|T1) +]11)), a w drugim
tylko jedna: %(| T1) = [11)). W takim razie zwykla
woda jest w 75% orto-HyO i w 25% para-H2O. Podobne
zroznicowanie nie wystepuje dla tlenku deuteru,
poniewaz jadrem deuteru jest para nukleonéw.

Orto-H20 jest obdarzona stabym polem magnetycznym.
Wedlug autoréw [1] wlasnie to pole jest odpowiedzialne
za minimalng réznice w zachowaniu tancuchow lewo-

i prawoskretnych aminokwaséw, ktéra jest wzmacniana
przez autokatalityczny proces zwijania si¢ tancucha
polipeptydowego w helise.

Nie jest w tej chwili jasne, czy obserwowana réznica jest
wystarczajaca, aby doprowadzi¢ do powstania przewagi
lewoskretnych aminokwaséw nad prawoskretnymi i czy
taka réznica zapoczatkowala zycie na Ziemi.

Jezeli jest to jednak prawda, to powstanie zycia wiaze
sie po raz kolejny z powstawaniem Wszechswiata.
Woéwezas bowiem przewaga lewoskretnych aminokwaséw
jest wywotana nie tylko tamaniem parzystosci przez
oddzialywania stabe, ale réwniez przewaga materii
nad antymateria. Ta przewaga z kolei nie mogtaby sie
wyksztalcié¢ bez tamania kombinowanej symetrii CP
(charge-parity) sprzezenia fadunkowego i parzystosci.
Cho¢ tamanie tej symetrii zostato stwierdzone

i znajduje wyjasnienie w ramach standardowego
modelu oddziatywan elementarnych, to powszechnie
uwaza sie, ze potrzebne jest jego dodatkowe zrddlo,
aby wyjasni¢ obserwowana réznice miedzy materig

i antymateriag. W takim przypadku, bez zrozumienia
efektéw wykraczajacych poza model standardowy, nie
da sie wyjasni¢ powstania zycia na Ziemi.

Piotr ZALEWSKI

[1] Meir Shinitzky i inni, Subtle differences in structural transitions
between poly-L- and poly-D-amino acids of equal length in water,
Phys. Chem. Chem. Phys., 2006, 8, 333-339;

Colin R. Batchelor, Is water the answer to nature’s handedness?,
Chemical Science 23/01/2006 http://www.rsc.org/Publishing/
ChemScience/Volume/2006/02/water handedness.asp



Klub 44
@

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VII 2006

Czolowka ligi zadaniowe]j
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
505 (WT = 1,65) i 506 (WT = 4,00)
z numeru 9/2005
Pawel Najman

Janusz Olszewski — Suwalki
Adam Dzedzej — Gdansk

— Jaworzno 39,93
36,01
33,36

513. Oznaczmy przez £, maksymalna dlugos$¢ ciagu

., an) 0 podanej wlasnosci, o wyrazach

w zbiorze {1,2,...,m}. Ustalmy m > 1 i weZmy jeden
z takich ciagéw (a; < m). Ma on dokladnie jeden wyraz
najwiekszy — niech to bedzie wyraz ay.

(a1, az,..

Kazdy z ciagéw (aq, ..

Dlugosé n = 2™ — 1 jest przy tym mozliwa
do uzyskania: wystarczy wziaé ciag (ag, ...

o wyrazach

a;=a-+1 dla

Whniosek:

by =2 — 1.
Dla m = 44 dostajemy w wyniku 244 — 1.

Sy ap—1) oraz (ap41, . -
tez ma badana wlasnosé, a ich wyrazy leza w zbiorze
{1,...,m—1}, wiec ich dlugosci nie przekraczaja £,,_1
(stwierdzenie stuszne takze w przypadku, gdy
jeden z nich jest pusty, czyli ma dlugos$¢ zerowa).
Otrzymujemy zalezno$¢ rekurencyjna

by <1420,

Poniewaz ¢; = 1, wynika stad, ze £, < 2™ — 1.

i=2%(28+1),
(Tlustracja dla m = 3: ciag (1,2,1,3,1,2,1).)

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 521, 522
Redaguje Marcin E. KUCZMA

521. Dwaj gracze na przemian pisza na tablicy liczby ze zbioru {1,2,..., N}
(N jest zadana liczba naturalna); zabronione jest napisanie liczby bedacej
dzielnikiem liczby juz znajdujacej si¢ na tablicy. Gracz, ktéry nie moze wykonaé
ruchu, przegrywa. Ktory z graczy (rozpoczynajacy czy jego przeciwnik) ma
strategie zwycieska?

522. Wyznaczy¢ wszystkie piatki liczb pierwszych a, b, ¢, d, p, spelniajace

rownanie (a) 9 ( c ) 9
b i —r
Zadanie 522 zaproponowal pan Michal Kieza z Warszawy.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 1/2006
Przypominamy tres¢ zadan:

513. Ciag (a1, a2,...,an) o wyrazach a; € {1,2,..., 44} ma nastepujacyg wlasno$é: pomiedzy

kazdymi dwoma wyrazami o jednakowej wartoéci znajduje si¢ co najmniej jeden wyraz wigkszy od
nich. Znalezé najwiekszg mozliwg dlugoéé n takiego ciggu.

514. Wyznaczy¢ wszystkie pary funkcji cigglych f, g: R — R spelniajace réwnanie
f(@)g(x) + f(y)g(y) = =f () + yg(y) dla w,y € R.

514. Niech f i g beda funkcjami spelniajacymi
podane rownanie. Podstawiajac y = 0,

a nastepnie x = 0, stwierdzamy, ze kazda z funkcji
p(x) = f(x)g(x) —xf(x) oraz P(y) = f(y)g(y) —vg(y)
ma stala warto$é —£(0)g(0); a poniewaz

©(0) = f(0)g(0), ta wartos¢ jest réwna 0. Zatem
p=1v =0, czyli

f(@)g(x) = xf(z) f(@)g(x) = zg(x) dla zeR
Stad f(z) = g(z) dla x # 0; wobec ciaglosci takze

£(0) = g(0). Tak wiec f i g to ta sama funkcja; zadane
réwnanie przybiera postac

f@)(f(x)—2) =0 dla zecR

To znaczy, ze dla kazdej liczby 2 € R wartosé f(x) jest
réwna x lub 0. W kazdym z przedzialéw (—oc;0), (0; c0)

- an)

oraz

an) funkcja ciagla h(z) = f(x)/z, przyjmujaca co najwyzej
'
dwie wartosci (0 lub 1), musi by¢ stala. Otrzymujemy
w ten sposéb cztery mozliwe funkcje f:
o, 3 € NU{0}. P y je /

filx)=0 dla zeR; folx) =2z dla zeR

0 dlax <0, _Jz dlax <0,
f3(x)_{z dla z > 0; f4(m)_{0 dla z > 0;

kazda z nich (wraz z réwna jej funkcja g) spelnia
wyjsciowe réwnanie.
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Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VII 2006

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
406 (WT = 2,84) i 407 (WT = 3,06)
z numeru 11/2005

Zbigniew Galias — Krakéw 45,44
Mateusz Lacki  — Krakow 39,37
Konrad Kapcia — Czestochowa 27,70
Andrzej Idzik — Bolestawiec 26,43
Tomasz Tkocz  — Rybnik 20,08
Jacek Konieczny — Poznan 15,22

Gdyby p. Galiasowi odrobing bardziej
si¢ spieszyto, bez klopotu mégtby zostac

Zadania z fizyki nr 418, 419
Redaguje Jerzy B. BROJAN

418. Przez miedziany przewdd o promieniu przekroju r plynie prad elektryczny,
powodujac jego nagrzewanie si¢. Pewien odcinek tego przewodu jest otoczony
cienka warstwa izolacji o wspolczynniku przewodnictwa cieplnego A. Dany jest
tez wspotczynnik przenoszenia ciepta z powierzchni do otaczajacego powietrza,
réwny k. Jaki warunek musza spetniaé te parametry, aby temperatura drutu

w przewodzie izolowanym byla nizsza, niz w nieizolowanym?

Wskazdéwki:
a) Przeplyw ciepta Q migdzy dwiema ptaskimi powierzchniami S odleglymi od siebie o h, ktérych
temperatury wynosza T i Tz, jest dany wzorem

Q N -T

Sdt R
gdzie dt — przedzial czasu, a A — wspdlczynnik przewodnictwa cieplnego. Dla miedzi ten
wspoélczynnik jest tak duzy, ze jej temperature mozna uznaé za stala na danym przekroju przewodu.
b) Odplyw ciepta od powierzchni S o temperaturze T» do otaczajacego powietrza o temperaturze T3
jest dany przyblizonym wzorem

L _

Sdt
gdzie k jest tzw. wspolczynnikiem przenoszenia ciepta (uwzgledniajagcym konwekcje
i promieniowanie).

N(Tz - Tg),

419. Oczy czlowieka sa na wysokosci 1,7 m nad plaska, pozioma powierzchnia
ziemi (np. pasem startowym na lotnisku), a temperatura na wysokosci oczu jest
o 3° C nizsza, niz przy ziemi. W jakim zakresie odleglosci czlowiek moze widzie¢

cztonkiem Klubu 44F juz bardzo dawno
temu — stan 30 punktéw na koncie
osiagnal przeciez po 48 zadaniach, czyli
w 1987 roku! No céz, cieszymy sie, ze
mamy tak wiernego czytelnika, nawet jesli
rozwiagzania przysyla rzadko. . .

powierzchnie ziemi? Wystarczy ocena przyblizona.

Dany jest bezwzgledny wspolczynnik zalamania powietrza w normalnych
warunkach, rowny 1,00029. Nalezy przyjac¢, ze réznica miedzy tym
wspblezynnikiem a jednoscia jest proporcjonalna do gestosci powietrza,

a zalezno$é¢ temperatury od wysokosci jest liniowa.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 1/2006

410. Oceni¢ orientacyjnie stosunek masy niezbgdnego paliwa do masy
statku kosmicznego wprowadzonego na niska (h, = 500 km) orbite
okoloziemska. Dane: predko$é wylotowa gazéw wzgledem rakiety

vy = 3 km/s, stosunek sily ciggu silnikéw do ci¢zaru startowego

n = 1,75. Dla uproszczenia pominaé¢ opér powietrza podczas startu

i korzysci wynikajace z zastosowania rakiety kilkustopniowej.

Jak duza oszczednos$é paliwa daje wystrzelenie statku kosmicznego

z kosmodromu na réwniku w poréwnaniu z kosmodromem na biegunie
(gdyby istnial tam kosmodrom)?

410. Autor zalozyt nastepujacy skrajnie uproszczony
schemat lotu rakiety: najpierw pionowe rozpedzanie sie

do wyczerpania paliwa, nastepnie bezwtadne wznoszenie sie
do wysokosci ho, wreszcie nagla zmiana kierunku na poziomy
bez utraty predkosci (odbicie sprezyste od sztywnej
przeszkody ustawionej ukosnie??). Calkujac réwnanie ruchu
rakiety o zmiennej masie, przy zatozeniu stalego tempa
zuzycia paliwa i stalej wartosei sily ciezkosci (do obliczen
podstawimy warto$é g na wysokosci 250 km, tzn. 9,1 m/s?),
otrzymuje sie nastepujace wyrazenia na zalezno$¢ predkosci
rakiety v i jej wysokosci h od czasu:

v
— In —2 t,
v Ugnvgfgnt g
2
v v gt
h = vgt — = —gnt)ln —&— — =
Vg gn(vg gn)nvg—gnt B

Nietrudno zauwazy¢, ze argument logarytmu w powyzszych
wyrazeniach jest réwny stosunkowi masy poczatkowe;j

do aktualnej. Rozwazmy chwile zakonczenia pracy

silnikow i podstawmy pewng wybrang warto$é¢ k tego
stosunku. Procedura numeryczna moze by¢ skonstruowana
nastepujaco: po zadaniu k obliczamy stad ¢, v i h,

a nastepnie z zasady zachowania energii wyznaczamy
predkosé na zadanej wysokosci h,. Nastepnie korygujemy
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Przypominamy tres¢ zadan:

411. W jednym naczyniu znajduje si¢
czysta woda, a w drugim identycznym
naczyniu — roztwér soli w wodzie. Naczynia
polaczono rurka (rys.) i pozostawiono

na bardzo dlugi czas. Czy poziom wody

w naczyniach pozostanie staly, a jesli

nie, to jak si¢ bedzie zmienial? Jak

zalezy przebieg zjawiska od tego, czy L
w naczyniach znajduje si¢ powietrze?

) &0

k tak, aby ta predkos¢ stata si¢ réwna predkosci orbitalnej
(na wysokoscei 500 km jest ona réwna 7,6 km/s). Otrzymana
wartos¢ k wynosi 23, czyli szukany stosunek masy paliwa

do masy statku bylby réwny 22. W rzeczywistodci wynosi on
okoto 45 — moze ktos z Czytelnikéw zastosuje inny schemat
obliczeniowy i otrzyma lepszy wynik?

W przypadku kosmodromu na réwniku do predkosci
uzyskanej dzigki pracy silnikéw dodaje sie predkosé obiegowa
powierzchni Ziemi, réwna 40000 km/24 h = 0,46 km/s.
Obliczenia wykonane wedtug powyzszej zasady wskazuja,

ze stosunek masy paliwa do masy statku zmniejszy si¢ z 22
do 19, czyli o 14%.

411. Cisnienie pary nasyconej nad roztworem jest nizsze, niz
nad czysta ciecza. Dlatego para wodna bedzie przeplywaé
znad czystej wody do naczynia z roztworem i tam si¢
skraplaé¢, az cidnienie stupa pary zréwnowazy wspomniang,
roznice cisnien. Innym czynnikiem sprzyjajacym ustaleniu sie
nowego potozenia réwnowagi jest fakt, ze stezenie roztworu
bedzie malalo, a wtedy cis$nienie pary nad nim zbliza si¢

do ci$nienia nad czysta woda. W obecnosci powietrza
przeptyw pary wodnej bedzie nastepowal wskutek dyfuzji,

co oznacza wolniejszy przebieg zjawiska.



Odpowiedz na pytanie ze str. 5:
rozgrzani bojem i sfrustrowani brakiem
przeciwnika gracze zespotu B zaczeli
strzela¢ do siebie nawzajem. To efekt
spotykany w prawdziwych wojnach.
Model informatyczny okazal si¢ réwniez
i w tym kranicowym przypadku caltkiem
bliski rzeczywistosci.

Rozwigzanie zadania M 1132.
Odp.: 4.

Przypusémy, ze na tablicy znajduje sie

5 liczb i przyjmijmy, ze liczby te daja
z dzielenia przez 3 reszty ri,72,...,75.
Jesli wéréd reszt ri,ra, ..., 5 wystepuje

kazda z liczb 0, 1, 2, to suma liczb
odpowiadajgcym tym trzem resztom jest
podzielna przez 3.

Zalézmy wigc, ze wérdd reszt
ri,T2,...,T5 wystepuja co najwyzej
dwie rézne liczby. Zatem trzy sposréd
nich sg jednakowe, a wtedy suma liczb
odpowiadajgcych tym trzem resztom jest
podzielna przez 3.

Pozostato wskazaé 4 liczby o wlasnosci
opisanej w tresci zadania. Sg nimi
na przyktad: 1, 3, 7, 9.

-]

Rozwigzanie zadania M 1133.

Niech K bedzie $rodkiem odcinka F'B
oraz niech prosta F'D przecina prostg AC
w punkcie L.

C

Z réwnosci

BD 1 BK
CD 2 AK
wynika, ze proste DK i AC sa
réwnolegte.

Punkt F jest $rodkiem odcinka AK, wiec
FD FK 1
FL AF
Zatem w tréjkacie DEL prosta EF jest
zaréwno Ssrodkowa, jak i wysokoscia,

skad wynika, ze tréjkat ten jest

réwnoramienny. Zatem <X AEF = S FED.

Patrz w niebo

Od 1961 roku wiadomo, ze Wenus obraca sie w przeciwng strone, niz obiega
Stonce. Stwierdzenie tego faktu nastapilo dlatego tak pdzno, ze powierzchni
Wenus po prostu nie widaé¢ — planeta pokryta jest gestymi chmurami.

W rezultacie obrét globu Wenus zostal zaobserwowany metodami radarowymi.
Sadzi sig, ze przyczyna wstecznego obrotu Wenus jest dos¢ prozaiczna,
mianowicie skumulowanie sie skutkow przypadkowych zderzen formujacego sie
globu z okruchami, z ktorych planeta w konicu powstala. Niektorzy twierdza,
ze bylo to jedno zderzenie prawie juz uformowanej planety z dostatecznie
masywnym obiektem, ale udowodnié¢ tego raczej nie mozna.

Kilka lat temu pojawit si¢ jednak zupelnie inny poglad, ze przyczyna tej —

jak by nie bylo — anomalii jest atmosfera Wenus. Atmosfera ziemska jest
postrzegana jako przyczyna klimatu, erozji, obiegu wody w przyrodzie, jako
czynnik sprzyjajacy zyciu itd., chyba nikt jednak nie szuka roli atmosfery

w ewolucji mechanicznej planety. Ale atmosfera Wenus jest 100 razy
masywniejsza niz ziemska, wiec kto wie? Twoércy nowej hipotezy uwazaja, ze
wywolywane przez Stonce plywy atmosfery Wenus (silniejsze niz w przypadku
Ziemi, bo Wenus jest blizej Stonca) i jej tarcie o glob planety doprowadzily do
wyhamowania normalnej rotacji planety, jezeli normalna byta rotacja w kierunku
obiegu. Jej spowolnienie wywolalo wigksza réznice temperatur miedzy dzienna
i nocng pétkulag Wenus, a to z kolei — z bardzo skomplikowanych powodow

— wystapienie poteznych wiatrow usilujacych obracaé planete w kierunku
wstecznym. Hipoteza wrecz rewolucyjna! Tworcy tej hipotezy uwazaja nawet,
ze wsteczny obrét planet ziemiopodobnych z gestymi atmosferami powinien by¢
norma w pozastonecznych ukladach planetarnych. Niestety, nie dysponujemy
obserwacjami mogacymi rzuci¢ $wiatto na ten problem. Na niekorzy$é hipotezy
przemawia fakt, ze atmosfery planet typu Ziemi sg do$é¢ mlode i trudno
wymagac, by obecno$é¢ atmosfery np. Wenus zdazyla przynieéé¢ tak wielkoskalowe
skutki. Ponadto wzrostowi momentu pedu ciezkiego globu planety musiatby
towarzyszy¢ wzrost momentu pedu (z przeciwnym znakiem) innego obiektu —
nie jest jasne, co mialoby nim by¢. Tak wiec hipoteza przyznajaca atmosferze
gléownag role w mechanicznej ewolucji planety zostala odnotowana w literaturze
naukowej, ale stosunek do niej astronoméw jest raczej sceptyczny.

Tomasz KWAST

Maj

Lew, okazaly gwiazdozbiér wiosennego nieba, wieczorami w maju znajduje sie
wysoko prawie w kierunku potudniowym. Regulus, jego najjasniejsza gwiazda
(1,34 mag), jest gwiazda potrdjna, a wszystkie trzy skladniki mozna zobaczy¢ za
pomoca amatorskiego teleskopu. Skladnik gléwny to goraca gwiazda typu B7.
Obiega go w odleglosci niemal 3 minut katowych gwiazda o jasnoéci 7,6 mag.
Ona sama jest z kolei gwiazda podwdjna, ktorej sktadniki (7,6 i 13 mag) dzieli
odleglo$é¢ 4 sekund katowych, dzieki czemu beda tatwo widoczne osobno przy
powiekszeniu 100 razy. Nazwa gwiazdy oznacza ,Maly Krol”, a wprowadzil ja
Mikotaj Kopernik. Regulus lezy w odleglosci 25 pc.

Wenus jest w Rybach i wschodzi przed wschodem Slonca. Mars jest

w BliZnigtach i po zachodzie Stonica sam dos¢ szybko zachodzi. Jowisz jest

w Wadze i widaé¢ go przez cata noc — 4 V jest jego opozycja, czyli znajduje
sie wtedy w kierunku przeciwnym niz Stonce. Saturn jest w Raku i widaé go
przez kilka godzin po zachodzie Stonca. Pelnia Ksiezyca wypada 13 V, a now
27 V. Ksiezyc zakryje Spike (11 V — zjawisko widoczne w Pélnocnej Ameryce
i w centralnej Afryce) i Antaresa (14 V — widoczne w Indonezji, Australii

i w Nowej Zelandii). 5 V mozna spodziewaé sie maksimum skromnego roju
eta-Akwarydow, ktory moze byé widoczny przez prawie cala pierwsza dekade
maja.

T. K.
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W6él, lis i konik polny

Czarownica C' w punkcie S na rozstaju drog méwi:
,Pojdziesz w prawo, dostaniesz pol zlotego; pdjdziesz

w lewo, dostaniesz gar$¢ miedziakow z sakiewki —
mozesz je sobie przeliczy¢. Ja jestem uczciwa czarownica,
i kwota wyciagnieta z sakiewki ma rozklad prawie
jednostajny na przedziale [0, 1].

Prawie, bo zlotéwka nie jest nieskoriczenie podzielna. W XVI w.

1 zloty dzielil si¢ bardzo wygodnie na 30 groszy, 90 szelaggéw, 180

kwartnikéw (ternaréw) i 540 pienigzkéw, przy czym za kwartnik
mozna bylo dosta¢ 7 jaj (por. [1], s. 21, zad. 4).

Srednio dostajesz pol zlotego. Chodziles do szkél —
bedziesz wiedzial, co to znaczy. Nie chce mi si¢ wiecej
gadaé, rzué¢ okiem na plan. Uwazaj na wiedzmina

z dwojki. Péjdziesz w lewo — on wezmie z garsci
miedziakéw co$ na piwo (ile sie da, ale nie wigcej niz
éwier¢ zlotego) 1 wyplaci reszte — jesli zostanie”.

@

7

2

~

5o
RN

max(Xy —1/4,0)

%@

Moze i stusznie czarownicy nie chciato sie gadac.
Formalny opis gry jest prosty. Wymaga dwdch
niezaleznych zmiennych losowych X, Xs o rozkladzie
jednostajnym na przedziale [0, 1]. Oto wyplaty
odpowiadajace czterem mozliwym drogom:

1 1 1 1
X1+ Xo, Xi+ 3 3 —|—max(X2 - Z’O)’

1
5 + 5.
W trzech przypadkach srednia wyplata jest réwna 1,
w jednym — nieco mniejsza.

Na rozstaju pojawia si¢ wol, ktéry nie lubi
niespodzianek. Idzie dwa razy w prawo, wygrywa
$rednio (i zawsze) zlotéwke. Konik polny lubi ryzyko,
ale nie mysli. Idzie dwa razy w lewo, srednio dostaje
zlotowke.

Lis akceptuje ryzyko i mysli. A mysli tak: jesli za
pierwszym razem miedziakéw bedzie malto, pojde

w prawo. | tak mam gwarantowane pét zlotego,

a moze bedzie lepiej? Ostatecznie lis (po konsultacji

z niedZzwiedziem) dochodzi do ogélnej teorii.

Najpierw rozwaza wyplaty w ostatnim kroku, gdzie
wybér drogi jest oczywisty: niezaleznie od tego,

co juz ma, wybiera wieksza z oferowanych wyplat.

W stanie 1 otrzyma zatem max(Xz, 1), a w stanie 2 —
max(max(X> — 1,0),3) = max(X, — 1, 1). Moze nawet
obliczy¢ érednie (szybki sposéb na koncu artykutu):

1 5 11 17
EmaX<X2,§> =3’ EmaX<X2 T 2> =33
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To z kolei umozliwi mu podjecie decyzji na starcie. Jesli
5 1 17
Xl + g < 5 + 3_23
czyli X < 32, to idzie w prawo (teraz juz wie dokladnie,
co to znaczy, ze miedziakow jest za malo: progiem
decyzyjnym jest 73% kwartnika). W przeciwnym razie
idzie w lewo. Co na tym zyskuje?

Zobaczmy. Srednia wygrana w pierwszym kroku jest
rowna

855 13 1271
2048 64 2048’
gdzie pierwszy skladnik odpowiada drodze w lewo,

drugi — w prawo. Symbol 14 oznacza zmienng losowg
wskaznikowa zdarzenia A: przyjmuje ona wartos¢ 1 na A
i0na A'. W efekcie E14 = P(A).

1

Xo

Emax(X,,1/2) %®

/g2 7 G
EX11(x,>13/32} @
+ E31x,<13/32)

13% 3//4,@maX(Xz —1/4,0)
©)

Emax(X, —1/4,0) %@1/2

Droge w lewo wybieramy z prawdopodoblenstwem
i wygrywamy w drugim kroku srednlo ; dla drogi
w prawo odpowiednie wielkosci sa rowne 13 i T zatem

32 - 32
$rednio w drugim kroku mamy

19
32

19 5 13 17 3804221 601
32 8 32 32 1024 1024
Ostatecznie lis wygrywa $rednio
12
71 1202 _ 2473 ~ 1,208,
2048 2048 2048

czyli o ponad 20% wiecej niz wol i konik polny.
W istocie lis znalazt sposob na uzyskanie najwigkszej
mozliwej $redniej wygranej (czego nie udowodnimy).

Wyjasnimy natomiast na zakonczenie, jak zostaly
obliczone wystepujace powyzej $rednie. Jesli Z jest
nieujemna zmienna losowa, to

EZ = / P(Z > t)dt.
0

Gdy Z ma rozktad ciagly, wzor ten mozna otrzymac
rutynowo: catkujac przez cze$ci. Ale najbardziej
pozyteczny staje sie on w przypadku bardziej ogdlnych
rozkladéw.

Obliczenie E max(Xa, 4) sprowadza sie do obliczenia
pola prostej figury geometrycznej. Z kolei EX11(x 54}
jest polem trapezu o wysokosci 1 — a i bokach a oraz 1;
prosimy Czytelnika o sprawdzenie.
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