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Prz(e)chodzi Euler do Nagela Michat MARCINKOWSKI*

Rozwazmy nastepujaca konstrukcje: Dowdéd.

Zauwazmy, ze prosta przechodzaca przez punkty B i P
Dla danego trojkata ABC rysujemy dwusieczne Y, 2D P aca b P Y

jego katow zewnetrznych. Tworza one trojkat

Ay ByC., ktorego kazdy wierzchotlek jest
srodkiem pewnego okregu dopisanego do trdjkata
ABC'. Nowopowstate trojkaty ABC., BCA,

i CABy nazywamy tréjkatami dopisanymi.

jest odpowiednia do prostej By P’ (bo w omawianym
wyzej podobienstwie punkt B przechodzi na By, a P

na P’). Analogicznie prosta AP jest odpowiednia do
prostej A, P”. W takim razie czerwone proste dziela
boki AB, BC' i CA (lub ich przedtuzenia) tak samo, jak
proste C. P, BP, AP dziela boki tréjkata ABC. (lub

Nietrudno zauwazy¢, ze trojkaty dopisane sa . r ) - c
ich przedtuzenia). Poniewaz te trzy proste w tréjkacie

podobne. Nastepnie wybieramy jeden z tych
tréjkatow, np. tréjkat ABC. i pewien punkt P.
Niech punkt P’ bedzie obrazem punktu P

w podobienstwie przeksztalcajacym tréjkat ABC,
w trojkat C'ABy,. Analogicznie wyznaczamy

ABC., przecinaja sie w jednym punkcie, wiec na mocy
twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Cevy, czerwone
proste tez przecinaja si¢ w jednym punkcie.

By
punkt P dla trzeciego tréjkata dopisanego.

Teraz przez punkty C. i P prowadzimy prosta.

Odpowiadajaca jej czerwona prosta wyznaczona

jest przez punkt C' i punkt przeciecia prostej

C.P z prosta AB lub jest réwnolegta do AB, gdy

prosta C. P jest rownolegla do AB. Analogicznie P
proste B, P’ oraz A,P" wyznaczaja dwie A,

dodatkowe czerwone proste.

Rys. 2

Widzimy, ze jezeli wzgledem pewnego trojkata
dopisanego (np. ABC.) obierzemy punkt P, to P
jednoznacznie wyznacza dwa punkty P’ i P”. Ta
tréjka punktow wyznacza z kolei punkt przecigcia
czerwonych prostych. Mozna wiec powiedzie¢, ze
powyzsza konstrukcja przeksztatca punkt P w punkt

wspolny tych prostych.

Rys. 1 Okazuje sie, ze tak zdefiniowane przeksztalcenie ma
o wiele ciekawych wlasciwosci. Nietrudno na przyktad
Prawdziwe jest P . C .
zauwazy¢, ze obrazem Srodka cigzkosci trojkata ABC,

Twierdzenie 1. jest érodek ciezkosci trojkata ABC. Istnieje jednak
Czerwone proste przecinajg sie w jednym punkcie. wiecej szczegblnych punktéw trojkata ABC., ktorych

Podamy dowéd dla przypadiu, gdy proste CuP, ByP’ obrazy sa szczegdlnymi punktami tréjkata ABC.
i c ) b

. I ren i : Obrazuje to nastepujaca tabela:
i A, P" przecinaja si¢ z odpowiednimi bokami (lub ich

przedluzeniami) wyjéciowego tréjkata. w tréjkacie ABC. obraz w tréjkacie ABC
$rodek okregu opisanego (O) | $rodek okregu wpisanego (L)
*Michal Marcinkowski, uczen III LO we Wroclawiu Srodek cigzkosci (G) Srodek cigzkosci (G/)
srodek okregu 9 punktéw (Ng) punkt Spiekera (Sp)
Jest to skrét pracy nagrodzonej ztotym medalem na Konkursie I Kt N o (N
Uczniowskich Prac z Matematyki, 2005. ortocentrum (H) punkt Nagela (Na)




Punkt Nagela (rys. 3) to punkt przeciecia sie odcinkéw
taczacych wierzchotki tréjkata z punktami stycznosci
okregow dopisanych do przeciwlegtych bokéw tego
tréjkata, a punkt Spiekera (rys. 4) to $rodek okregu
wpisanego w trojkat powstaly przez polaczenie srodkéw
bokoéw trojkata wyjsciowego.

Rys. 3

Rys. 4

Niemniej wazna cecha przeksztalcenia jest jego
afinicznosé (dokladniej: przeksztalcenie jest
powinowactwem osiowym wyznaczonym przez wektor
O.C'i prosta AB). Dodatkowo, dowolnie wybrana
prosta, jej obraz i prosta AB przecinaja si¢ w jednym
punkcie lub sa réwnolegte (wektor Cﬁ io$ AB sa
tutaj wyréznione, poniewaz przeksztalcamy wzgledem

tréjkata ABC.).
Zajmijmy sie teraz tytulowymi bohaterami pracy.

Znany jest fakt, ze w kazdym trojkacie punkty O, G,
Ny i H leza na jednej prostej (tzw. prostej Eulera)

a stosunki odleglodci miedzy tymi punktami sa takie
jak na rysunku nizej.

Rys. 5

Euler z cala pewnoscia udowodnit, ze punkty O, G 1 H

sg wspotliniowe. O istnieniu okregu dziewieciu punktéw
wiedzial (w 1765 roku pokazal nawet, ze przechodzi przez
$rodki bokéw tréjkata wyjsciowego). Czy wiedzial o tym,
ze Na nalezy do prostej nazwanej pdzniej jego imieniem?
Jednoznacznej odpowiedzi nie znalaztem, ale jest bardzo
mozliwe, ze tak. Dowdd tego faktu nie jest przeciez trudny.

2

Christian Heinrich von Nagel (1803-1882) odkryt inng
ciekawa prosta tréjkata (tzw. prostq Nagela), na ktorej
lezy L, G’ (dla odréznienia od G), Sp i Na.

7 podanej wyzej tabeli i faktu, ze przeksztalcenie jest
afiniczne, wynika

Twierdzenie 2.
Obrazem prostej Fulera trojkata dopisanego jest prosta
Nagela trojkgta ABC.

C

Rys. 6
Stad od razu mamy

Whniosek 3.

Prosta Eulera trojkgta ABC., prosta Nagela tréjkgta
ABC i prosta AB spotykajg sie w jednym punkcie lub
sq rownolegle.

Whiosek 4.

Stosunki odleglos$ci miedzy omawianymi punktami prostej
Nagela sq takie same jak stosunki odlegtosSci miedzy
odpowiadajgcymi im punktami na prostej Fulera (jest

to cecha przeksztalcen afinicznych).

Na koniec narysujmy (rys. 7) tréjkat ABC' z trzema
tréjkatami dopisanymi, prosta Nagela tréjkata ABC
(przerywana) i proste Eulera dla trzech tréjkatow
dopisanych (czerwone). Widzimy trzy charakterystyczne
punkty. W kazdym z nich przecinaja sie trzy proste:
prosta Nagela, jedna sposréd trzech prostych Eulera

i prosta zawierajaca ktorys z bokéw trojkata ABC.
Istnienie takich trzech punktéw wynika z wniosku 3
zastosowanego do kazdego tréjkata dopisanego z osobna
(trojkat ABC, wybralismy tylko dla ustalenia uwagi).
Na rysunku widzimy jednak jeszcze jeden specyficzny
punkt. Rzeczywiscie, zachodzi

Twierdzenie 5.
Trzy proste Eulera trojkgtow dopisanych przecinajg sie
w jednym punkcie.



Mozliwosci eksploatacji tematu jest naprawde wiele.
Pokazana dualno$é¢ miedzy prostymi Eulera i Nagela
pozwala przeformutowaé pewne twierdzenia o prostej
Fulera na dualne twierdzenia dotyczace prostej Nagela
(takim jest np. warunek konieczny na réwnoleglosé
prostej Eulera do pewnego boku tréjkata). Mozna

tez szukac nastepnych szczegdlnych punktéw tréjkata
i bada¢ ich obrazy, analogicznie mozna postepowac

z prostymi. Na uwage zashuguje encyklopedia Clarka
Kimberlinga (http://faculty.evansville.edu/ck6/

encyclopedia), w ktérej opisane zostato 3055
szczegOlnych punktéw trojkata! Na stronach MathWorld
(http://mathworld.wolfram.com/Centralline.html)
mozna znalez¢ kilkanascie charakterystycznych

prostych trojkata. Material badawczy jest praktycznie

niewyczerpywalny.

Rozwigzanie zadania F 666.

Niech rj; oznacza op6r mierzony migdzy
punktami k i [. W uktadzie 1 miedzy 11 2
mamy polaczenie réwnolegle opornika R3
z polaczeniem szeregowym R i Ra, czyli

-1
. _ (2 1 _
2 7(T3+R1+R2) -
_ R3(R1 + R2)
Ri1+ R2 + R3
oraz
- R2(R1 + R3)
183= 55— 5
T Ri+ Rz + Rs
i
Ri(R2 + R3)
rog = ——————————.
R1+ R2 + R3
‘W uktladzie 2 migdzy tymi samymi
punktami jest tylko potaczenie szeregowe

R} i R}, czyli ri2 = R} + R}, analogicznie
r13 1 r23. Laczac otrzymane wzory,
dostajemy
R — R2Rg
1= S h L o
R1 + R2 + R3
R _ R1R3
2" Ri+R2+R3

, R1R2
Ry=— 172
R1 + R2 + R3

Rys. 7

Drobiazgi

Astronomicznym odpowiednikiem stynnego problemu kury i jajka jest np.
zagadnienie, czy uformowane wczesniej galaktyki zebraly sie w gromady
galaktyk, czy tez ogromne obtoki rozproszonej materii podzielily sie
na fragmenty, z ktérych dopiero powstaly galaktyki. W swiecie gwiazd sprawa
wydaje si¢ rozstrzygnieta: obloki materii w miare zgeszczania sie ogrzewaja sie,
co razem sprzyja rozpadowi na mniejsze fragmenty, a z nich w konicu powstaja
gwiazdy. Na zdrowy rozum, mechanizm ten moéglby dziala¢ tez w wiekszej
skali. Jednak obserwacje najblizszej gromady galaktyk, gromady w Pannie
(Virgo), sugeruja co$ przeciwnego. Gromada ma mianowicie dwie koncentracje,
z ktorych kazda w centrum miesci wielkg galaktyke eliptyczna. Koncentracje
te najwyrazniej spadaja na siebie — dowodzi tego rozklad przestrzenny
galaktyk i ich predkosci radialne. Wreszcie galaktyki réznych typow sa w tych
podgromadach nie wymieszane: galaktyki eliptyczne (masywne) grupuja sie
w poblizu centréw, a spiralne (1zejsze) na peryferiach podgromad (nazywa sie
to efektem segregacji galaktyk, a wystepuje on w licznych gromadach). Ten
fakt akurat mozna ttumaczyé¢ dwojako. Moze on oznaczaé, ze gromady nie
osiagnely jeszcze stanu rownowagi, albo ze wladnie sg stare w skali kosmicznej,
gdyz pojawianie sie efektu segregacji z uplywem czasu potwierdzaja numeryczne
symulacje mechanicznej ewolucji gromad. Badania ewolucji gromad stawiaja
dopiero pierwsze kroki.

* ok x
Srednia odlegloéé (r) planety od Slofica mozna obliczyé np. jako érednig (niech
juz bedzie: arytmetyczna) wielu pomiaréw r wykonanych w jednakowych
odstepach czasu ¢t w ciggu pelnego obiegu planety. Ale mozna tez usrednié¢
pomiary r wykonane w jednakowych odstepach kata v miedzy kierunkiem r
a kierunkiem na peryhelium (kat ten nazywa sie anomalia prawdziwa). A jezeli
obliczy¢ $rednia arytmetyczna po prostu najmniejszej i najwickszej odleglosci
planety od Stonica, to co wyjdzie? A ile wynosi $rednia geometryczna tych dwoch
odlegtosci? A ich $rednia harmoniczna? Wszystkie te érednie sa rézne. Oto one
(a oznacza wielka pétos elipsy, e jej mimosrdd):

(rYy =a(l+¢€2/2), (r), =a\/1—e2=0,
(rmin + Tmax)/2 = a, V 'minTmax = ba

< ! + ! )1(1(162)/2.

Tmin Tmax

Mozna skonstruowac kat (zwany anomaliag mimosrodowa), wzgledem ktérego

usrednione r wynosi a.
T. K.



Rys. 1. Wielokaty gwiazdziste.

*Instytut Matematyki Uniwersytetu
Jagiellonskiego

Ile jest wielo$cianow foremnych?
Zdzistaw POGODA™

Pytanie postawione w tytule wydaje sie dziwne. Przeciez wiadomo co najmniej
od czaséw Platona, ze wieloSciandéw foremnych jest pie¢ typéw: czworoscian
foremny, szescian oraz oSmioscian, dwunastoscian i dwudziesto$cian — wszystkie
foremne. Latwo tez pokazuje sie, ze nie moze by¢ ich wiecej. W czym zatem
problem?

Definiujac i opisujac wieloSciany foremne, zazwyczaj zaktadamy milczaco, ze sa
one wypukle. A co bedzie, gdy zrezygnujemy z wypuktosci? Podobnie mozemy
zrezygnowaé z wypuklosci Scian. Czy w takiej ogdlniejszej sytuacji bedziemy
mogli méwi¢ o wieloscianach foremnych? Ile ich wtedy bedzie?

Najpierw ustalmy pewne definicje. Zapewne pamietamy, ze wielokat foremny to
jest taki wielokat wypukly, ktéry ma wszystkie boki rowne i katy wewnetrzne
przy wierzchotkach takie same, czyli przystajace. Opuszczajac slowo ,wypukty”
i nie zwracajac uwagi na przeciecia bokéw, dostajemy okreslenie wielokata
foremnego gwiazdzistego. Takie wielokaty powstaja z przekatnych zwyklych
wielokatow wypuklych. Najprostszy tworza przekatne wypuktego pieciokata
foremnego — jest to pieciokat gwiazdzisty, czyli znany Pitagorejczykom
pentagram. Przekatne szedciokata nie zamykaja sie w wielokat gwiazdzisty —

tu dostajemy kompozycje dwéch tréjkatéw réwnobocznych nazywang czesto
gwiazda Dawida. Za to w siedmiokacie foremnym mamy az dwa siedmiokaty
gwiazdziste.

Jesli wielokat foremny (gwiaZzdzisty lub nie) ma n bokéw, a punkt O oznacza
jego $rodek (czyli np. srodek okregu opisanego na tym wielokacie), to punkt
poruszajacy sie po bokach wielokata obiegnie érodek d razy. Gdy wielokat
jest wypukly, to d = 1, dla pentagramu d = 2. Kat srodkowy, czyli kat

o wierzcholku O, ktérego ramiona przechodza przez konce
jednego boku, ma miare 2%1. Liczbe d czesto nazywa sie gestoscia
wielokata foremnego. Liczby d i n sa wzglednie pierwsze oraz
2d < n. Wielokat o n bokach i gestosci d oznacza sie symbolem
{%} — jest to symbol Schlifliego wielokata foremnego.

Mozna sprébowaé rowniez rozszerzy¢ definicje wielodcianu foremnego,
rezygnujac z wypuklosci i dopuszczajac $ciany gwiazdziste. Wielodcian nazwiemy
foremnym, gdy jego $ciany sa przystajacymi wielokatami foremnymi, rowniez
gwiazdzistymi, a w kazdym wierzchotku schodzi si¢ jednakowa liczba Scian.

W takim przypadku, podobnie jak dla wielokatéw gwiazdzistych, $ciany beda
mogly sie przenikaé¢. Warto moze zaznaczy¢, ze termin ,Sciana” jest tu juz nieco
umowny.

Wygodnie jest tez zdefiniowaé wieloscian foremny, uzywajac pojecia figury
(wielokata) wierzcholkowej. Figura wierzchotkowa jest wielokatem, ktérego
wierzcholki sa Srodkami krawedzi schodzacych si¢ w danym wierzchotku
wieloécianu. Dla szedcianu, na przyktad, figura wierzchotkowa jest trojkat, a dla
dwudziesto$cianu pieciokat.

Latwo sprawdzamy, ze wieloscian jest foremny, gdy wszystkie Sciany sa
przystajacymi wielokatami foremnymi i podobny warunek spelniaja figury
wierzchotkowe. Dla wieloScianéw foremnych wprowadzamy rowniez symbol
Schlafliego {p, ¢}, gdzie {p} jest symbolem Sciany, a {¢} symbolem figury
wierzchotkowej. Liczba ¢, gdy jest catkowita, jest takze liczba krawedzi lub,

co na jedno wychodzi, $écian schodzacych sie w wierzchotku wieloscianu. Tak
wiee, np. {5,3} oznacza wieloScian, ktérego $cianami sa pieciokaty, a figurami
wierzchotkowymi tréjkaty, czyli w kazdym wierzchotku tego wielo$cianu mamy
trzy krawedzie. Jest to naturalnie dwunasto$cian foremny.

Jakie pary liczb {p, ¢} mozna przypisaé¢ wieloScianom foremnym? Klasyczne
twierdzenie mowi, ze dla wieloscianéw wypuklych dopuszczalne sa nastepujace
symbole {3,3}, {3,4}, {4,3}, {3,5} i {5,3}. Z kazdym zwiazany jest pewien
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Rys. 4

i
&

=

wieloécian foremny. Jaki? Czytelnik z pewnoscig sam zgadnie. Czy liczby p i ¢
moga przyjmowaé wartosci ulamkowe? Kepler na poczatku XVII, a Poinsot
na poczatku XIX wieku skonstruowali takie przyklady.

Jedli w pieciokacie foremnym przedtuzymy krawedzie az do przeciecia, to
otrzymamy pieciokat gwiazdzisty. Mozemy tak postapi¢ z kazdym pieciokatem

— $ciana dwunastoscianu foremnego. Otrzymamy wtedy obiekt nazywany
dwunastos$cianem gwiazdzistym matym. Jego $cianami sg pentagramy

i w kazdym wierzchotku schodzi sie ich pieé, a zatem spelnione sa warunki
rozszerzonej definicji wielo$cianu foremnego. Zgodnie z przyjetymi zasadami jego
symbol ma postaé {g, 5}.

Rys. 2. Dwunastoscian gwiazdzisty maly i idea konstrukcji.

Istnienie wielo§cianu o symbolu {5, % udowodnit Poinsot. Wystarczy w kazdym
pentagramie dwunasto$cianu gwiazdzistego malego polaczyé¢ wierzchotki,
tworzac ponownie wypukle pieciokaty foremne. Powstaly wielodcian jest

figura niezwykta, gdyz zbudowany jest, podobnie jak dwunasto$cian foremny,

z dwunastu pieciokatéw, a jego figura wierzchotkowa jest pentagram. Nazwano
go dwunastoscianem wielkim.

Rys. 3. Dwunasto$cian wielki i idea konstrukcji.

Jesli w dwudziesto$cianie foremnym poprowadzimy plaszczyzny tak, ze
beda zawieraly podstawy ostrostupéw pieciokatnych, to utworza one wlasnie
dwunastoscian wielki.

Czy mozna wskazaé jeszcze jakies inne niewypukle wielo$ciany foremne? Kepler
i Poinsot skonstruowali jeszcze po jednym, a Poinsot zastanawial sig, czy to juz
wszystkie mozliwosci. No wladnie, jak sprawdzié, czy przypadkiem czego$ nie
przeoczono? O ile dla wielo$cianéw wypuklych latwo przekonujemy sie, ze wiecej
mozliwosci by¢ nie moze (wystarczy sprawdzié, ile wielokatéw foremnych i jakie
moga sie schodzi¢ w jednym wierzchotku), o tyle, gdy rezygnujemy z wypuklosci,
sprawa staje sie duzo trudniejsza.

Z pomoca przychodza wiadomosci dotyczace izomerii wlasnych figur (symetrii
figur) i ich grup. Przypomnijmy, Ze izometria wlasna albo symetria figury
nazywamy taka izometrie, ktéra przeksztaltca figure na siebie. Moze to by¢
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Rys. 5.

obrét, symetria osiowa, symetria plaszczyznowa (odbicie), a takze
przeksztalcenie identycznosciowe. Nietrudno si¢ przekonaé, ze symetrie figury
tworzg grupe: zlozenie dwoch symetrii jest symetrig i odwrotna do symetrii
figury tez jest jej symetria. Na przyklad: czworoscian foremny ma 24 symetrie
— kazdej jednoznacznie odpowiada jaka$ permutacja wierzchotkéw.

Dla nas bedzie interesujace pewne wazne twierdzenie dotyczace, miedzy

innymi, obrotéow wtasnych wieloscianéw foremnych. Zanim je sformutujemy,
przypomnijmy, ze kazdy obrét na plaszczyzZnie wykonujemy wokét pewnego
punktu — srodka obrotu, a obrét w przestrzeni dokota pewnej prostej — osi.

Jesli obrét o kat 360°/n jest obrotem wlasnym figury, to méwimy, ze figura ma
n-krotny srodek obrotu lub n-krotna o$ obrotu w zaleznoéci od typu obrotu.

Na przyktad: pieciokat foremny ma pieciokrotny $rodek obrotu, a czworoscian
foremny ma trzykrotne osie obrotu, ale ma tez dwukrotne osie obrotu (czyli osie
symetrii) przechodzace przez $rodki krawedzi sko$nych.

Sygnalizowane twierdzenie méwi, ze jesli grupa obrotéw w przestrzeni jest
skonczona i zawiera co najmniej dwa obroty rézne od obrotow o 180° ¢ o

réznych osiach, to jest identyczna (izomorficzna) z jedng z trzech nastepujgcych
grup: grupg obrotéw czworodcianu foremnego, grupg obrotdw szescianu (i tym
samym oSmioscianu foremnego) oraz grupg obrotéw dwunastoscianu foremnego
(identyczng z grupg obrotéw dwudziestoscianu foremnego). Niestety, nie ma tu
miejsca na dowdd tego waznego faktu. Czytelnik zainteresowany dowodem moze
go znalezé, na przyklad, w klasycznej ksiazce Hermana Weyla , Symetria”.

Zobaczmy, jak to twierdzenie pozwala wyznaczy¢ niewypukte wieloéciany
foremne. Kazdy z wielo$cianéw foremnych o symbolu {p, ¢} musi mie¢ jedna

z trzech wymienionych w twierdzeniu grup obrotéw witasnych. Wygodnie jest
zrzutowaé powierzchnie wieloScianu na powierzchni sfery stycznej do wszystkich
Scian wieloscianu (sfery wpisanej) — rzut wykonujemy ze érodka sfery. Dzigki
temu wystarczy studiowaé¢ odpowiednie mozaiki na sferze i ich obroty.
Zauwazmy jeszcze, ze w grupie symetrii podzialu sfery odpowiadajacemu
wielo$cianowi {p, ¢} mamy obroty o n,-krotnych $rodkach pokrywajacych si¢

ze $rodkami Scian oraz n,-krotne obroty o srodkach w wierzchotkach. Liczby n,
i ng sg ewentualnie licznikami liczb p i ¢, gdy sa one ulamkami.

7 cytowanego twierdzenia natychmiast wynika, ze jesli szukamy wielo$cianu
foremnego réznego od znanych bryt platoniskich o symbolu {p, ¢}, to jego grupa
symetrii musi by¢ grupa obrotéw dwunastos$cianu foremnego, ktéra jako jedyna
ma pieciokrotne osie obrotu, co gwarantuje pieciokrotne srodki obrotu dla
odpowiadajacego podzialu sfery. Zatem wielosciany foremne niewypukte moga
mie¢ tylko symbole {2, k} wzglednie {k, 2}, gdzie k moze przyja¢ wylacznie
jedna z trzech wartoéci: 3, 5 albo %

Ostatnig wartosé da sie wyeliminowaé. Przyjrzyjmy sie temu blizej. Poréwnamy
podzial sfery dla hipotetycznego wieloscianu { %, k} z podzialem dla
dwunastoscianu foremnego.

Niech na sferze bedzie dany podzial typu {5,3}. Wybierzmy jedna ze $cian wraz
ze sferycznym pieciokatem gwiazdzistym {5} umieszczonym tak, zeby grupa
obrotéw dwunastoscianu byla dla niego grupa symetrii. Ten pieciokat moze byé
umieszczony tylko na dwa sposoby, zeby nie burzy¢ symetrii i zeby mozna byto
dotozy¢ kolejne pieciokaty gwiazdziste zwiazane z potencjalnym wielodcianem

g, k}:

e wierzcholki pieciokata gwiazdzistego sa $rodkami Scian przylegltych
do wyrdznionej;

e wierzcholki pieciokata gwiazdzistego sa wierzchotkami Scian rowniez
przylegtych do tej wybranej

Znéw powolujac sie na zachowanie symetrii, zauwazamy, ze w pierwszym
przypadku mozemy otrzymaé podzial typu {g, 5}, bo w érodku zejdzie sie pieé
pentagraméw. Natomiast w drugim przypadku w wierzchotku zejda sie tylko
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Rys. 6a

trzy pentagramy, czyli podziat odpowiada g, 3}. Dzieki dwoistodci mozliwe sa
jeszcze tylko podzialy: {5, g}, {3, g .

Ostatecznie wigc, mozliwe sa co najwyzej cztery niewypukle wielodciany
foremne, czyli Kepler i Poinsot znalezli wszystkie dopuszczalne obiekty.

Pierwszym, ktéry udowodnil, ze wieloscianow foremnych niewypuktych jest
cztery, byt Augustyn Cauchy. Postuzyl si¢ on réwniez wlasnosciami rzutu
powierzchni wielodcianu na sfere i wykorzystal pewne pomysty Poinsota. Nie
znal on naturalnie twierdzenia o klasyfikacji grup obrotéow w przestrzeni.

Na koniec opiszemy krétko, jak mozna skonstruowaé¢ dwunastoscian gwiazdzisty
wielki i dwudziesto$cian wielki. Pierwszy z nich otrzymamy z dwunasto$cianu
wielkiego przez przedtuzanie krawedzi — bokéw pieciokatéw. Jak juz wiemy,
przedtuzajac boki pieciokata foremnego, otrzymamy pentagram. W omawianym
przypadku trzy pentagramy zejda si¢ w jednym wierzchotku, tworzac
dwunastoscian gwiazdzisty wielki.

Rys. Ta

Rys. 6b

Konstrukcja dwudziestoscianu wielkiego jest bardziej skomplikowana. Umie$émy
dwudziestoécian formeny na plaszczyznie tak, zeby jedna z jego Scian lezala

na tej plaszczyznie. Przyjrzyjmy sie teraz Scianie przeciwleglej. Przez przylegle
do niej trojkaty poprowadzmy plaszczyzny. Wyznacza one na pierwszej
plaszczyznie tréjkat réwnoboczny — jest to $ciana dwudziesto$cianu wielkiego.
Powtarzajac procedure dla kazdej ze $cian dwudziestoscianu foremnego,
otrzymamy dwudziestoScian wielki — foremny wieloScian niewypukly zbudowany
rowniez z dwudziestu tréjkatéow rownobocznych. Jego symbol Schlafliego to
wlasnie {3,3}.

Rys. 7b

Czytelnicy pragnacy wykonaé¢ modele omawianych wielo$cianéw znajda ich opis
w ksiazce Cundy, Rollet Modele matematyczne.

Podobnie mozemy zapyta¢ o niewypukle wieloSciany archimedesowe. Tu sprawa
jest jeszcze bardziej skomplikowana i ostateczny wynik uzyskano dopiero
w latach siedemdziesiatych XX wieku.
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Maia delld

Jak spada jabtko?

Jak to jak, mozna odpowiedzie¢. Normalnie, ruchem jednostajnie
przyspieszonym. Ale skad to wiadomo? Jezeli z podrecznika, to czy byto
tam opisane doswiadczenie, ktére potwierdza te opinie? Moze da sie to
sprawdzi¢?

Mozliwos¢ zmierzenia czegokolwiek wymaga spelnienia dwoch warunkéw.
Potrzebny jest pomyst i — nazwijmy to jakos — mozliwosci techniczne.
Zeby wykona¢ prosty pomiar dlugosci, czasu, temperatury itp., wystarczy
odpowiednio wyskalowany przyrzad, bo pomyst jest oczywisty.

Co nalezy zrobié, zeby sprawdzié, czy jabtko rzeczywiscie spada ruchem
jednostajnie przyspieszonym?

Nalezy odwolaé sie do definicji przyspieszenia. Wielko$¢ ta jest po
prostu miara tempa zmiany predkosci. Jezeli cialo porusza sie ruchem
jednostajnie przyspieszonym, to w kazdym kolejnym przedziale czasu
jego predkosé zmienia si¢ o tyle samo. Inaczej méwiac, wykres zaleznosci
predkosci od czasu powinien by¢ linig prosta. Wspoétczynnik kierunkowy
tej prostej, czyli stosunek przyrostu predkosci do czasu, w ktérym ten
przyrost nastepuje, jest, oczywiscie, miara przyspieszenia

Av

N
Sprawa nie wydaje si¢ trudna. Nalezy po prostu wykonaé taki wykres.
Przy okazji wyznaczymy wowczas przyspieszenie ziemskie g. Jest jednak
pewien problem. Zeby wyznaczy¢ predkosé spadajacego jablka, nalezy
zmierzy¢, jak wysoko znajduje sie ono w kolejnych chwilach. A to jest
bardzo trudne bez odpowiedniego wyposazenia technicznego.

Dlatego, jezeli juz wykonuje si¢ doswiadczenia, ktére sprawdzaja, czy
ciala rzeczywiscie spadaja ruchem jednostajnie przyspieszonym, to
zazwycza] nie sa to pomiary bezposrednie. Uzywa sie réwni pochytych
albo wahadta.

Tymczasem konieczne wyposazenie techniczne jest coraz bardziej
dostepne. Potrzebna jest kamera cyfrowa, statyw i...pomysl, jak te
mozliwosci techniczne wykorzysta¢. Krecac film ze spadajacym jabtkiem
w roli gléwnej, rejestrujemy jego pozycje co 1/25 sekundy (wartosé
typowa dla kamer cyfrowych na polskim rynku). Nalezy film przegraé

do komputera, rozbi¢ na pojedyncze klatki i, wykorzystujac dowolny
program do obrébki zdje¢, zmierzy¢ te pozycje na kazdej klatce. Jezeli
zdjecia beda mialy w tle co$, co pozwoli na wyznaczenie odlegtosci

w pionie, to analizujac je, bedziemy mogli nie tylko sprawdzi¢, czy jabtko
spada ruchem jednostajnie przyspieszonym, ale réwniez to przyspieszenie
wyznaczy¢. Montaz takiej sekwencji uje¢ przedstawiony jest na zdjeciu
(pokazana jest co piata klatka, czyli pozycja jabltka co dwie dziesiate
sekundy).

Zdjecie przedstawia rzut ukosny, ale to przeciez tez jest spadek swobodny
| w pewnym ukladzie inercjalnym (jakim?). Jabtko powinno poruszaé sie
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Rys. 1. Wyznaczenie wspélczynnika k.
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Rys. 2. Wykres zaleznosci éredniej
pionowej sktadowej predkosci jabtka
od czasu dla przedzialéw migdzy
kolejnymi pozycjami jabtka ze zdjecia
na poprzedniej stronie. Jako dodatni
zostal przyjety zwrot w goére.
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Rys. 3. Wykres réznic miedzy wartoscia
predkosci a przedstawiong na gérnym
panelu dopasowang prostg.

ruchem jednostajnym w kierunku poziomym i ruchem z jednostajnym
przyspieszeniem w kierunku pionowym. Rzut zostal wykonany na tle
Sciany wylozonej regularnymi ptytami, co pozwala okresli¢ skale.
Doswiadczalnie zostalo sprawdzone, ze rzut ukosny ma kilka przewag nad
spadkiem swobodnym. Po pierwsze, nie trzeba umieszczaé¢ pomocnikdw
na dwéch poziomach (przy okazji zaswiadczam, ze jabtku nie stala sie
zadna krzywda, zostalo ono pézniej komisyjnie zjedzone przez ekipe
filmowa). Po drugie, mozliwy do sfilmowania lot jest dwa razy dluzszy
(dlaczego to jest istotne?).

Cho¢ Sciana jest regularna i takie sprawia wrazenie na zdjeciu, to

w rzeczywistosci plyty w $rodku zdjecia sa na nim minimalnie wyzsze
niz u dotu i gory. Obiektyw aparatu tylko do pewnego stopnia spetnia
wzor soczewkowy. Kazdy obiektyw powoduje mniejsze lub wieksze
znieksztalcenie, takie jak widoczne przy zdjeciach obiektywami typu
rybie oko. Jest ono tym mniejsze, im wigkszy jest stosunek ogniskowej
do rozmiaru powstajacego w aparacie obrazu. Dlatego zdjecia nalezy
robi¢ z jak najwigkszej odlegtosci, wykorzystujac zoom optyczny. Oprocz
tego dobrze jest zadbaé o dobre o$wietlenie (tu o$wietlenie mogtoby byé
lepsze — zbyt dlugie otwarcie migawki powoduje rozmycie jablka na dole
zdjecia). W pierwszym podejéciu pominiemy jednak te problemy. Okaze
sig, ze doktadno$¢ pomiaréw jest zbyt mata, zeby sie tymi problemami
przejmowag.

Pozostaje jednak jeden efekt, ktéry musimy skorygowaé. Chodzi o btad
paralaksy spowodowany tym, ze plaszczyzna rzutu jest w pewnej
odleglosci od Sciany, ktéra wykorzystujemy jako miarke. Problem ten
mozemy rozwiaza¢ za pomoca twierdzenia Talesa. Odlegto$é¢ w pikslach
od linii poziomej dzielacej (niewykadrowane) zdjecie na pél (na tej
wysokosci znajdowala sie ustawiono poziomo kamera) nalezy pomnozy¢
przez stosunek k odleglosci: kamera — ptaszczyzna ruchu jabtka i kamera
— Sciana (Rys. 1). W tym konkretnym przypadku odleglosé zostata
zmierzona krokami i stosunek x wyniést 57/61.

Na rysunku 2. przedstawiona jest zalezno$¢ pionowej sktadowej predkosci
jabtka od czasu. Poniewaz do wyznaczenia predkosci ($redniej) potrzebna
jest réznica polozen, to punktéw na wykresie jest o jeden mniej niz jabtek
na zdjeciu. Punkty ukltadaja si¢ na dopasowanej do nich prostej, wiec

nie mamy podstaw, zeby twierdzi¢, ze nie jest to ruch z jednostajnym
przyspieszeniem.

Niepewnosci pomiaru sa zbyt matle (przyjeto niepewnos$é od jednego
piksela dla polozenia centralnego do trzech pikseli dla potozen skrajnych),
zeby byty widoczne. Dlatego ponizej przedstawiony jest wykres réznic
miedzy zmierzonym potozeniem a dopasowaniem, za pomoca ktérego
mozna wizualnie oceni¢ stopien zgodnosci punktéw z prosta (Rys. 3).

Parametrem dopasowania jest przyspieszenie (wspétczynnik kierunkowy
dopasowywanej prostej):

g=(-9,7+0,1)m/s>.
Dodatkowo pomiar jest obarczony bledem wzglednym rzedu 1%

w zwiazku z niepewnoscia wyznaczenia stosunku odlegtosci k.

Wyglada na to, ze Newton znatl sie na jablkach.

Malqg Delte przygotowal Piotr ZALEWSKI
Autor dziekuje za pomoc w przeprowadzeniu sesji
zdjeciowej Piotrowi TRACZYKOWI i Pawtowi ZYCHOWI.



Bombardowanie komety

Na poczatku lipca 2005 r. przeprowadzony zostal
niezwykly eksperyment kosmiczny: wystrzelony

z Ziemi pél roku wezesniej obiekt uderzyt w jadro
komety, aby — poprzez wybicie na jego powierzchni
krateru uderzeniowego — mozna byto zbadaé¢ wlasnosci
uwolnionej i odstonietej w ten sposéb materii. Ciala
niebieskie zwane kometami — cho¢ urodziwe, ale ciggle
tajemnicze — sa dzi$§ przedmiotem szczegdlnego
zainteresowania, dlatego ze ich badania bardzo duzo
moga powiedzie¢ o powstaniu Uktadu Stonecznego.
Wiemy bowiem, ze sg pozostalo$ciami tworzywa

i proceséw sprzed ponad 4,5 miliarda lat, ktére daty
poczatek Stoncu i krazacym wokél niego planetom.

Co wiecej, podejrzewa sie, ze to one mogly dostarczy¢
formujacej sie Ziemi nie tylko wode, ale i materie
organiczna, ktéra byta niezbedna do rozwoju zycia.
Nic wiec dziwnego, ze obecnie usituje si¢ coraz glebiej
wnika¢ w tajniki komet, gdyz zawieraja one zapewne
wiele informacji o naszej przeszloéci i pochodzeniu.
Jeszcze do niedawna cala wiedza o kometach pochodzita
z obserwacji, prowadzonych z powierzchni Ziemi za
pomocy réznych instrumentéw astronomicznych.

Od dwéch dziesiecioleci jest natomiast wzbogacana
metodami sondowania, pozwalajacymi na bezposredni
kontakt przyrzadu badawczego z przedmiotem badan.
Zaczelo sie w potowie lat osiemdziesiatych ubiegtego
wieku, kiedy to na spotkanie z powracajaca wtedy

w poblize Stonica stynna kometa Halleya wystano kilka
sond kosmicznych. W marcu 1986 r. przelecialy one
przez tzw. glowe komety, czyli obtok gazowo-pytowy
bedacy najbardziej okazala czescia obiektu. Pierwsze
zblizyly sie do znajdujacego sie wewnatrz glowy jadra
komety dwie identyczne sondy radzieckie WEGA,
mijajac go w odleglosci okoto 8500 km ze wzgledna
predkoscia prawie 80 km/s (w sklad aparatury naukowej
sond WEGA wchodzil skonstruowany w Polsce
analizator fal plazmowych niskich czestotliwosci). Kilka
dni p6zniej sonda Europejskiej Agencji Kosmicznej
Giotto zanurzyla sie w glowe komety az do odleglosci
600 km od jadra. Znacznie dalej od komety przelecialy
dwie sondy japonskie: Suisei mineta jadro w odleglosci
okolo 150 tys. km, a Sakigake az 7 mln km. Komete
Halleya $ledzita tez z odlegloéci ponad 30 mln km
amerykanska sonda ICE (ang. International Cometary
Ezplorer), ktora kilka miesiecy wezedniej przeleciala
przez warkocz komety Giacobiniego-Zinnera w odleglosci
okoto 7800 km od jadra. ICE to wystrzelony w 1978
roku sztuczny satelita Ziemi ISEE-3 (ang. International
Sun-Earth Explorer), przeznaczony poczatkowo

do badan okotoziemskich paséw radiacyjnych

i wiatru stonecznego, ktéry po serii manewréw —
wykorzystujacych m.in. oddzialywanie grawitacyjne
Ksiezyca — w 1984 r. stal si¢ miedzyplanetarna sonda
kometarna.

Trzecim spotkaniem sondy kosmicznej z kometa byt
przelot uruchomionego po kilkuletnim u$pieniu aparatu
Giotto w lipcu 1992 r. w odleglosci okoto 200 km od
jadra komety Grigga-Skjellerupa. Sonda mineta te
komete ze wzgledna predkoscia 14 km/s, czyli znacznie
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mniejsza niz w przypadku komety Halleya. Nie udato
sie jednak uruchomié uszkodzonej podczas przelotu
kolo komety Halleya kamery fotograficznej i wobec
tego uzyskane tym razem wyniki byly znacznie
skromniejsze. Kolejna kometa zbadana przez sonde
kosmiczna byla nadprogramowym celem misji Deep
Space 1, inaugurujacej amerykanski program o nazwie
Nowe Tysiaclecie (ang. New Millennium Program),
stuzacy testowaniu nowych technologii dla eksploracji
przestrzeni kosmicznej w XXI wieku. Wystrzelona

w 1998 r. sonda Deep Space 1 byla pierwszym obiektem
miedzyplanetarnym wyposazonym w silnik jonowy
zasilany energia stoneczna. Realizacje swych gltéwnych
zadan przeprowadzita podczas lotu do jednej z planetoid
bliskich Ziemi (9969 Braille) i zblizenia do niej w lipcu
1999 roku na odlegtosé¢ zaledwie 26 km. Pomyslne
zakonczenie misji zachecito jej tworcow do przedhuzenia
pracy sondy i, mimo awarii urzadzenia stuzacego

do kontroli orientacji obiektu w przestrzeni, sonde Deep
Space 1 udatlo sig¢ skierowac¢ ku komecie Borrellego.
Mineta ja we wrzedniu 2001 roku w odlegtosci 2171 km
od jadra, przekazujac na Ziemi¢ m.in. pickne jego
zdjecia.

Do najciekawszych i najbardziej obiecujacych

misji kometarnych nalezy lot amerykanskiej sondy
Stardust, ktéry rozpoczal sie w 1999 r. Gléwnym jej
celem bylo przechwycenie i dostarczenie na Ziemie
materii z glowy komety Wilda 2 (a takze czastek

pytu miedzygwiazdowego penetrujacego Uklad
Stoneczny). W styczniu 2004 roku sonda osiagneta
komete i przeleciala w odleglosci 236 km od jej jadra

z predkoscia wzgledem niego 6 km/s. Oprécz pobrania
prébek materii kometarnej zostaly wykonane rézne
badania jadra (lacznie z doskonalymi jego zdjeciami)
oraz otoczki gazowo-pyltowej komety. W styczniu 2006 r.
zasobnik z gazem i pytem kometarnym ma zostaé
sprowadzony na Ziemie.

Kometa Wilda 2 przed odkryciem w 1978 r. obiegalta
Stonce w okresie 47 lat po orbicie, ktorej punkt
najblizszy Stonca znajdowal sie w odlegtosci od

niego porownywalnej z odlegtoscia Jowisza. Tak
oddalonej od Ziemi komety nie dalo sie zobaczy¢.

Ale w 1974 r. zblizyla sie¢ do Jowisza na odleglosé
zaledwie 900 tys. km, w wyniku czego oddzialywanie
grawitacyjne najwickszej planety zmienito jej ruch.
Zaczeta krazy¢ wokél Stonca w okresie okoto 6 lat, a jej
najmniejsza odlegtos¢ od Stonca stata si¢ tylko troche
wieksza od odleglosci Ziemi od Stonca. Umozliwito to
jej odkrycie i state Sledzenie. Zbadanie takiej komety
jest wiec szczegllnie interesujace, gdyz sklada sie ona
z materii, na ktéra promieniowanie stoneczne miato
dotychczas znacznie mniejszy wplyw niz w przypadku
komet, ktore blizej i czesciej przelatywaly koto Stonca.
Mozna wiec domniemywac, ze kometa Wilda 2 kryje
w sobie wiecej informacji o poczatkach Ukladu
Stonecznego niz inne komety krotkookresowe.

Zanim jednak w ziemskich laboratoriach zostanie
zbadana materia kometarna, przechwycona przez
sonde Stardust, poznamy juz, by¢ moze, wstepne wyniki



amerykanskiej misji Deep Impact, ktérej celem byta
krétkookresowa kometa 9P /Tempel 1. Odkryt ja

w 1867 r. niemiecki astronom Ernst W.L. Tempel
pracujacy w Obserwatorium Astronomicznym

w Marsylii. Nie byta widoczna golym okiem,

ale kilkumiesieczne $ledzenie przez lunety jej ruchu po
niebie umozliwito obliczenie toru jej rzeczywistego ruchu
wokot Stonca. Dzigki temu komete Tempel 1 udalo sie
obserwowa¢ podczas nastepnych pojawien sie w latach
18731 1879. Ale w 1881 r. zblizyla si¢ do Jowisza,

co — wskutek silnego oddziatywania grawitacyjnego
masywnej planety — spowodowato tak duza zmiane toru,
ze kolejne proby jej zaobserwowania nie powiodly sie

i komete uznano za zagubiona. Podejrzewano nawet,

ze mogla w ogble przestac juz istnie¢ w rezultacie np.
jakiego$ rozpadu na mniejsze fragmenty, podobnie

jak rozpadta sie obserwowana wcze$niej kometa Bieli.
Dopiero w 1967 r., dzigki obliczeniom amerykanskiego
badacza ruchéow komet Briana G. Marsdena, komete
odnaleziono i od tej pory jest juz stale sledzona podczas
kazdego powrotu w poblize Stonca. Obecnie obiega
Stonce co 5,5 roku po eliptycznej orbicie o mimosrodzie
0,5, polozonej w plaszczyznie nachylonej do plaszczyzny
ruchu Ziemi pod katem 10,5°. Przez najblizszy Sltonca
punkt swej orbity przeszta na poczatku lipca 2005 r.

i wtedy wlasnie dosiegnal ja wystrzelony z Ziemi pocisk.
Sonde Deep Impact wyniosta na trajektorie
okolosloneczna, prowadzaca ku komecie Tempel 1,
rakieta Delta 2, ktérej start nastapit 12 stycznia

2005 r. z przyladka Canaveral na Florydzie. W dniu

4 lipca 2005 r. odlaczony od sondy dzien wczesniej
pocisk o masie 372 kg zderzyt si¢ z jadrem komety

z predkoscia 10,2 km/s. Pocisk zostal naprowadzony

na kilkukilometrowa bryte jadra za pomoca

wlasnego automatycznego systemu nawigacyjnego.
Dzigki zainstalowanej na nim kamerze z 12 cm
teleskopem uzyskano zdjecia powierzchni jadra tuz
przed uderzeniem, charakteryzujace si¢ zdolnoécia
rozdzielcza az do ok. 20 cm; ostatnie zostalo wykonane
i przekazane na Ziemie na 3 sek. przed uderzeniem, czyli
z odleglosci ok. 30 km. Przebieg zderzenia byt sledzony
z pokladu sondy za pomoca 30 cm teleskopu z kamera
wielospektralng i spektrometrem podczerwieni, a takze
12 cm teleskopu przeznaczonego przede wszystkim

do celéw nawigacyjnych. W momencie uderzenia

sonda znajdowata sie¢ w odlegtosci ok. 8600 km od

jadra i zblizala sie do niego, wykonujac kilka zdjec¢

na sekunde. Gdy przelatywala w minimalnej odleglosci
ok. 500 km od jadra, instrumenty sondy zostaly na kilka
minut skryte za specjalna ostong chroniaca je przed
ewentualnym uderzeniem czastek pylu kometarnego,

ale pozniej dalej $ledzily skutki uderzenia. W sumie

na Ziemie dotarto ok. 4500 zdjeé, ktore wspdlnie

z wynikami obserwacji komety wykonanych za pomoca
teleskopéw kosmicznych oraz przyrzadow z powierzchni
Ziemi sa bogatym materialem do badan komety.

Jednym z najciekawszych i raczej niespodziewanym
efektem uderzenia bylo utworzenie sie ogromnego
piéropusza pylowego, ztozonego z drobin tak malych
i tworzacych tak gesty oblok, ze uniemozliwit
sfotografowanie powstajacego krateru z przelatujacej
w poblizu sondy. Z obserwacji naziemnych wynika, ze
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rozprzestrzenial sie¢ mniej wiecej dwukrotnie szybciej
niz naturalne emisje materii z jadra i doprowadzit

do pieciokrotnego wzrostu jasnosci komety, ktérego
maksimum nastapilo ok. 30 min. po uderzeniu.

Byl to jednak efekt krotkotrwaly: po kilku dniach
wyglad komety powrdcit do stanu sprzed uderzenia.
Zaobserwowano takze wzrost emisji produktow
rozpadu czasteczek wody, ale nie tak duzy, jak

mozna byto oczekiwaé. Juz te pierwsze wyniki,
wskazujace, ze pokryte wielka iloscia pytu jadro zawiera
prawdopodobnie mniej lodu wodnego, zmuszaja

do skorygowania dotychczasowych modeli i wyobrazen
na temat budowy komet.

Zadaniem misji Deep Impact byta symulacja typowego,
chociaz stabo rozpoznanego zjawiska w Uktadzie
Stonecznym. Na wszystkich twardych powierzchniach
obserwuje sie jedynie jego skutki w postaci licznych
krateréw uderzeniowych. Nasza Ziemia nie jest
wyjatkiem: tez doswiadczyla w swej historii wielu
uderzen i jest na nie narazona w przysztosci. Trudno
wiec przecenié¢ znaczenie tego eksperymentu dla
projektowania ewentualnej obrony przed wprawdzie
mato prawdopodobnym, ale jednak realnym
niebezpieczenstwem. Szczegdlnie wazne wydaje sie
przetestowanie systemu automatycznego naprowadzania
pocisku na cel, ktéry — co warto podkresli¢c — pomyslnie
zadzialal w odleglosci ponad 130 mln km od Ziemi.
Przeciwko uderzeniu w komete podnosily sie glosy
protestu. Nie ma co ukrywad, ze byla to rzeczywiscie
ingerencja czltowieka w nature, ale trzeba ja widzie¢

w odpowiednich proporcjach. Sztucznie wywotlane
zaburzenie $rodowiska komety bylo wyraznie mniejsze
niz naturalne przejawy aktywnosci podczas zblizania sie
komety do Stonca. Dowodza tego choéby dostrzezone
w dniach 14 i 22 czerwca 2005 r. nagle pojasnienia
komety Tempel 1, $wiadczace o jakich$ gwaltownych
wyrzutach strumieni gazéw i pyléw z pekajacej, byé
moze, powierzchni jadra. Takie wybuchy sa czesto i od
dawna obserwowane w kometach, ale niewiele o nich
wiadomo. Eksperyment Deep Impact z pewnoscia
pomoze je objasnic.

Podczas kulminacyjnego momentu misji kometa
Tempel 1 byla obserwowana przez wiele instrumentow
astronomicznych z powierzchni Ziemi i znajdujacych
sie w przestrzeni miedzyplanetarnej, m.in. przez

sonde Rosetta, ktora w marcu 2004 r. rozpoczeta lot
do komety Churyumova—Gerasimenki. Wprawdzie
misja Rosetta Europejskiej Agencji Kosmicznej swoj
cel osiagnie dopiero w 2014 r., ale wszechstronnoscia

i rozmachem projektowanych badan przewyzsza
wszystkie dotychczasowe eksperymenty kometarne.
Wystarczy dla przyktadu wspomnieé, ze planowane
jest m.in. osadzenie na powierzchni jadra komety
urzadzenia badawczego. Dodajmy, ze w jego sktad
wchodzi — zbudowany w Centrum Badan Kosmicznych
PAN w Warszawie — tzw. penetrator wraz ze specjalnym
mlotkiem wbijajacym go w jadro dla zbadania wlasnosci
materii podpowierzchniowej. Po prébie zajrzenia

pod powierzchnie jadra komety przez wybicie na niej
krateru uderzeniowego nadchodzi czas systematycznego
badania powierzchni za pomoca instalowanych na niej
przyrzadow.



Jeszcze jedna W artykule J. Jaszunskiej w Delcie 10/2005 podane zostaly dowody réznych
nierownosci przeprowadzone przez rozwazanie geometrycznych wlasnosci

trapezu. Chciatem podaé¢ pewna, niepodana tam zalezno$é zwiazana z trapezem.
w Zaleznoscia ta, przy oznaczeniach z rysunku 1, jest

S3+ S
5 (%) /Sy - Sy = 3747

2
czyli swoista réwno$¢ sredniej geometrycznej i arytmetyczne;j.

Rys. 1 Jak latwo zauwazyd, nier6wnos$é ta, wobec S = S1 + Sy + S3 + Sy (gdzie S to
pole calego trapezu), wynika bezposrednio z zaleznosci

S =51+ 55 +2+51 - 5.

Ta z kolei réwno$é¢ ma nastepujacy dowdd: poniewaz z podobienistwa dolnego
i gérnego tréjkata (oznaczenia z rysunku 2) otrzymujemy

Rys. 2 Ef i,g
v he VSo b

wiec
71 - ah1 bhg bhl ahg o
S=5(a+b)(h+he) ==+ "+ -+ =
h2 Sl h2 Sl Sl
1+ 2+2< S2+a> 1+ 2+2<“SQ+HSQ

S
=Sl+s2+s2-2,/s—1 =S + S5 +2/5; - Ss.
2

Pickno réwnosci (%) psuje troche fakt, ze w trapezie jest S3 = Sy (a gdy jest
to réwnoleglobok czy wrecz prostokat, réwnosci jest jeszcze wiecej). Powstaje
pytanie: czy istnieje czworokat wypukly, inny niz wymienione, w ktérym
spelniona jest réwnoséé (x)? Wydaje sie, ze nie. Ale moze Czytelnicy podadza
jakis przyktad?

Andrzej WRZESIEN

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 665. Dany jest uklad jednakowych opornikéw z rysunku 1. Podaé wzoér rekurencyjny
na opér zastepczy Ry dla uktadu o N oczkach i zbadaé granice N — oo.
Rozwigzanie na str. 6

F 666. Dany jest uktad opornikéw z rysunku 2 o znanych oporach Ri, Rz i R3. Jakie
N muszg by¢ opory elektryczne R}, R5 i R opornikéw z uktadu na rysunku 3, aby

Rys. 1 opér mierzony miedzy dowolnymi dwoma sposréd punktéw 1, 2 1 3 byl taki sam, jak

w uktadzie 17

Rozwigzanie na str. 3

Redaguje Waldemar POMPE

M 1129. Na lekcji jest 30 uczniow, ktérzy siedza w 15 tawkach dwuosobowych.
1 Ry 2 Okazalo sig, ze doktadnie potowa wszystkich dziewczat siedzi w tawce z chtopcami.
3 Rys. 2 Rozstrzygnaé, czy mozna tak przesadzi¢ ucznidéw, aby doktadnie polowa wszystkich
chtopcow siedziata w tawce z dziewczetami.
Rozwiazanie na str. 16

Ry Ry

R M 1130. Na czworokacie ABCD jest opisany okrag o $rednicy AB (rys. 4). Punkt F
jest symetryczny do punktu A wzgledem srodka odcinka C'D. Dowiesé, ze proste C'D

E
1 2 i BE sa prostopadte.
Rys. 3 Rozwiazanie na str. 16
D M 1131. Ciag a1, az2,...,aso liczb catkowitych dodatnich jest okreslony wzorem
rekurencyjnym
an+1 =d(an) +d(n) dlan=1,2,...,399,
gdzie d(k) oznacza liczbe dodatnich dzielnikéw liczby k. Udowodnié, ze w ciagu tym
A B

wystepuje co najwyzej 210 liczb pierwszych.
Rys. 4 Rozwiagzanie na str. 16
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Wyprawa po gwiezdny pyt

Nieosiagalne marzenia czasem sie realizuja. Na przyktad
Sciggniecie kawatka gwiazdy na Ziemie, cho¢ wydaje

sie po prostu niemozliwe, to takie nie jest. Gwiazda

jest przeciez takze nasze Stonce. Pierwsza préba
dostarczenia sktadnikéw wiatru stonecznego skonczyta
sie jednak polowicznym sukcesem. Prébnik sondy
Genesis, ktory miat byé¢ przechwycony przez helikopter
podczas koncowej fazy opadania, nie otworzyt
spadochronu i wyrznal w stan Utah 8 wrzesnia

2004 roku. Prébka zostala dostarczona, ale niekoniecznie
w stanie, o jaki chodzilo. Zespdl naukowcow
eksperymentu Genesis twierdzi, co prawda, ze probki
przetrwaly twarde ladowanie nienaruszone [1].

Potocznie gwiazdami nazywa sie jednak nie tylko
obiekty podobne do Stonica. Od wiekdéw wyobraznie
ludzi rozpalaja gwiazdy z warkoczami. Jedni ich sig
bali, drudzy wykorzystywali do gloszenia koniecznosci
naprawy moralnej, a jeszcze inni marzyli o kawalku
ogona na wlasnoéc. Ci ostatni stali si¢ bardziej
zdeterminowani, gdy zrozumiano, ze komety sa
pozostaloscia po okresie formowania si¢ Uktadu
Stonecznego.

O badaniach komet za pomoca sond kosmicznych pisze
w tym numerze Krzysztof Ziotkowski (str. 10-11).
Wspomina o projekcie Stardust [2], ktéry mial
dostarczy¢ na Ziemie pyl komety Wilda 2 w styczniu
tego roku. Operacja udala si¢. Sonda zrzucila na Ziemie
prébnik i poleciala dalej [3]. Na pierwszej okladce widaé
wyhamowane w aerozelu drobiny kometarnego kurzu.

Aerozel to substancja wynaleziona przez Samuela

S. Kistlera. To najmniej geste cialo state podobno
powstalo w wyniku zakladu z kolega. Po raz pierwszy
zostalo opisane w Nature w 1931 roku (numer 127

str. 741). Jest to zel, w ktérym ciecz jest zastapiona
przez gaz. W wyniku otrzymuje sie fraktalna substancje
skladajaca sie gléwnie z submikronowej wielkosci poréw.
Jej gesto$é moze by¢ zaledwie trzy razy wieksza niz
gestosé powietrza. Jednoczesnie aerozel ma mechaniczna
wytrzymalo$é ciala statego i jest niezwykle dobrym
izolatorem termicznym i akustycznym.

Material uzyty w eksperymencie Stardust (podobnie
jak pierwszy aerozel) jest oparty na zwiazkach
krzemu. Mozna powiedzieé, ze jest rodzajem niezwykle
porowatego szkla. Uzycie go do tapania kosmicznego
pylu bylo podyktowane pragnieniem przechwycenia
drobin w jak najmniej zmienionej postaci. Z kawatkéw
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aerozelu zbudowano strukture podobna do rakiety
tenisowej. W odpowiednim momencie sonda wystawita
te ,tapke na muchy”, zeby czastki pytu mogly w nig

sie wbi¢. Predkosé wzgledna sondy i komety przy

ich spotkaniu wynosita kilka kilometréw na sekunde.
Czastki pylu sa mniejsze od ziaren piasku. Uzycie
aerozelu mialo zapobiec zmianie ich struktury czy wrecz
catkowitemu wyparowaniu.

Przechwycenie kometarnego pytu to nie jedyna strona
misji sondy Stardust. Jest jeszcze, dostownie, druga
jej strona. Sonda podrézowala siedem lat po Ukladzie
Stonecznym z wystawiong ,tapka na muchy”. Pulapka
ta ma dwie strony. Jedna byta eksponowana w czasie
spotkania z kometa, a druga w pozostalym czasie.
Szacuje sie, ze w tej drugiej utknelo kilkadziesiat czastek
galaktycznego pytu, przez ktory przelatuje Ukltad
Stoneczny. Znalezienie tych kilkudziesieciu mikronowej
wielkosci $ladow jest tytaniczna praca. Tym bardziej
ze nie bardzo mozna polegaé na automatycznych
przegladach.

Dlatego uruchamiany jest program

STARDUST @ HOME [4]. Za pomoca automatycznego
mikroskopu optycznego zostanie stworzony cyfrowy film
zawierajacy 16 milionéw zdjeé¢ pokrywajacych tysiac
centymetrow kwadratowych aerozelu. Zdjecia te beda
przesylane uczestnikom programu, ktérych zadaniem
bedzie wyszukanie tych zdjeé¢, ktére moga odpowiadac
drobinom galaktycznego pytu.

Do programu moze zapisac sie kazdy, kto ma dostep
do internetu. Znalezienie interesujacego przypadku
bedzie wymagalo nie tylko pracowitosci, ale rowniez
szczedcia. Jednak kazdy uczestnik bedzie wymieniony
jako wspotautor publikacji naukowych, ktore powstana
w ramach programu.

Niezwykle interesujace bedzie zbadanie sktadu tego
gwiezdnego pylu. Przeciez wtasnie z tego ,,prochu”
powstalismy.

Piotr ZALEWSKI

[1] Strona misji kosmicznej Genesis
http://www.nasa.gov/missionpages/genesis/main/
[2] Strona misji kosmicznej Stardust
http://stardust.jpl.nasa.gov/home/

[3] Aktualizowang co 10 minut pozycje¢ sondy Stardust mozna $ledzié
poprzez strone http://stardust. jpl.nasa.gov/mission/scnow.html

[4] Strona projektu STARDUST @ HOME
http://stardustathome.ssl.berkeley.edu/



Klub 44
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®

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch

— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 2006

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
404 (WT = 1,83) i 405 (WT = 1,98)
z numeru 10/2005

Jerzy Witkowski — Radlin 47,60

Mateusz Lacki  — Krakéw 36,53 e8]
Konrad Kapcia — Czgstochowa 27,70

Andrzej Idzik — Bolestawiec 20,84

Tomasz Tkocz — — Rybnik 18,90 n=1

Witamy nowego cztonka Klubu 44F —
p. Jerzego Witkowskiego.

519. Cgzy istnieje nieskonczony ciag liczb dodatnich ay, a9, as, ..

http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 519, 520
Redaguje Marcin E. KUCZMA

., dla ktoérego

o0
. A n ..
szeregi E — oraz g — sa oba zbiezne?
n? a?
n=1

520. Na plaszczyznie dane sa dwa okregi €21 i 29, o réznych promieniach
i srodkach (odpowiednio) Oy i Os, przecinajace sie w punktach A i B tak, ze kat

01AO> jest prosty. Na odcinku AB obieramy dowolny punkt X rézny od A, B
oraz Srodka odcinka AB. Prosta O1 X przecina okrag o w punktach P; i @1,
prosta O2 X przecina okrag 2; w punktach P i @2, przy czym punkty P i P,

511. Niech w bedzie okregiem przechodzacym przez parami
rozne punkty K, L, M oraz $rodki A, B, C' okregéw
(odpowiednio) ki, k2, ks. Punkty A, B, C' dziela okrag w
na huki BC, CA, AB, ktére oznaczymy odpowiednio przez
«, B, 7. Przyjmijmy, ze v jest najkrotszym z tych tukéw;
zatem | ACB| < 60°.

Skoro A lezy na zewnatrz okregu k2, a B na zewnatrz okregu
k1, to |AB| > |AM|, |AB| > |BM|, wiec |<< AM B| > 60°.
Zatem punkty M, C' leza na réznych tukach AB okregu w,
czyli M € ~.

Roézne punkty L, M € ki sa jednakowo odlegle od A, a tuk v
jest nie dhuzszy od 3, wobec czego L € . Analogicznie,

K € «. Tak wiec punkty A, M, B, K, C, L leza na okregu w

w takim wtasnie porzadku; przy tym A, B, C' sg $rodkami
tukéw LM, MK, KL. Zatem proste KA, LB, MC zawieraja
dwusieczne katow wewnetrznych tréjkata K LM i przechodza
przez wspOlny punkt I.

Wiadomo, ze |AI| = |[AM| oraz |BI| = |BM]| (znana
wlasnosé punktu przeciecia dwusiecznych). Wobec tego
punkt I lezy na okregu ki oraz na okregu kz. Jest on rézny
od punktu M, wigc pokrywa si¢ z punktem Z, i analogicznie,
pokrywa sie z X oraz Y. Stad teza: X =Y =27 = 1.
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512. Dana jest liczba catkowita dodatnia n. Wykazadé, ze réwnanie ‘{/7 + ‘{/; =
rozwigzanie w dodatnich liczbach catkowitych z, y wtedy i tylko wtedy, gdy liczba n jest podzielna
przez szescian liczby calkowitej wigkszej od 1.

leza na odcinkach O1 X i O2X. Wykazaé, ze proste Py Py, Q1Q2 i O102 maja
punkt wspdlny i ze ten punkt nie zalezy od wyboru punktu X.

Zadanie 520 zaproponowal pan Piotr Achinger z Warszawy.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 12/2005
Przypominamy tres¢ zadan:

511. Okregi k1, k2, ks (na plaszczyznie) przecinajg si¢ parami: ko Nkg = {K, X}, ks Nk1 = {L, Y},
ki Nke ={M, Z}. Srodek kazdego okregu lezy na zewnatrz dwoéch pozostatych okregéw. Ponadto
istnieje okrag przechodzacy przez punkty K, L, M oraz $rodki okregéw k;. Udowodnié, ze jesli

K, L, M sa trzema réznymi punktami, to punkty X, Y, Z pokrywaja sie.

‘{/Z ma

512. Zalézmy, ze liczby catkowite x,y,n > 0 speiniaja
podane réwnanie. Wowczas liczby dodatnie

a= ?\’/?7 8= i/g
n n
spelniaja rownanie o + 3 = 1. Ich szesciany sg liczbami
wymiernymi. Z tozsamosci

3(a+B)(a® —B%) = (a—B) 3(a+B)(a” +aB + %) =
=(a—B)(2a+p)°+ (@ +57))

wnosimy, ze a — 3 jest liczbg wymierna, i w konsekwencji
same liczby «, # sa wymierne.

Zapisujac liczbe o w postaci nieskracalnego utamka oo = k/m
mamy réwnosé zm?® = nk?, z ktérej wynika, ze n dzieli sie
przez m?. Skoro zaé x < n, to k < m, wiec liczba n jest
podzielna przez szescian liczby m, wiekszej od 1.

Na odwrét, zaktadajac, ze liczba n ma dzielnik postaci m?>

(m > 1), przyjmujemy
n n(m —1)>
m

i uzyskujemy wymagana réwnosé

Ve Vo= n

m3
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Zadania z fizyki nr 416, 417
Redaguje Jerzy B. BROJAN

416. Ze szkla o wspolezynniku zalamania 1,5 wykonano pryzmat o podstawie
tréjkata rownobocznego, skierowano na niego promien swiatta tak, ze
przedluzenie tego promienia przebiegalo przez srodek tréjkata i wprawiono
pryzmat w ruch obrotowy (rys. 1). Podaé zakres mozliwych wartosci kata
odchylenia promienia od kierunku poczatkowego (przedzial lub przedzialy).

Pominaé¢ czesciowe odbicie $wiatla towarzyszace zatamaniu, natomiast

Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 2006

/
Rys. 1 L e

wynosi 35°?

Rys. 2
408. Z réwnan
sin «v . 1
S g =n, siny= =
mozna numerycznie wyznaczy¢ n — dla o = 35°
otrzymujemy n = 1,593.

B+ =607

409. Niech ksztalt drutu po wlaczeniu pradu

bedzie opisany funkcja y(x), gdzie y jest poziomym
odchyleniem drutu na wysokosci = (0 < z < 1).

Kat odchylenia drutu od pionu jest maty i réwny

w przyblizeniu o = dy/dz, a skladowa pozioma sily
napiecia drutu wynosi w tym samym przyblizeniu

Qy = Qa, gdzie Q = mg/2. Zauwazmy dalej, ze

przy podanych wartoéciach d i [ mozna podzieli¢
druty na odcinki o dlugosci znacznie wickszej od

d, a jednocze$nie znacznie mniejszej od [. Poniewaz
wygiecie drutow jest niewielkie, wiec site wzajemnego
oddziatywania tych odcinkéw mozna obliczyé
korzystajac ze wzoru dla przewodnikow réwnolegtych
i nieskonczenie dlugich. Przyréwnujac réznice miedzy
wartoéciami @), na poczatku i na koncu odcinka drutu
o dlugosci dz do sily oddzialywania magnetycznego
dF'm otrzymujemy réwnanie

d*y dFm  py 1P
dz?  dz  27nd—2y’
gdzie minus po znaku rownosci wynika z faktu, ze

druga pochodna funkeji y(z) jest ujemna, a czynnik 2
w wyrazeniu d — 2y — z symetrii problemu (przesuniecie
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uwzgledni¢ ewentualne catkowite odbicie wewnetrzne.

417. Przelacznik na rysunku 2 jest przerzucany z gérnego do dolnego
polozenia i na odwrét, przy czym czasy zetkniecia z dolnym i gérnym stykiem
sa jednakowe. Czestotliwos$é przerzucania (lub — co na jedno wychodzi —
pojemnos$é kondensatora) jest tak duza, ze po pewnym czasie zmiany napiecia
na kondensatorze przestaja by¢ zauwazalne. Jaka jest wtedy wartosé tego
napiecia? Wielko$ci oznaczone na rysunku sa dane.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 12/2005
Przypominamy tres¢ zadan:

408. Przez pryzmat, ktérego przekrdj ma ksztalt tréjkata rownobocznego, biegnie promien $wiatla,
wybiegajac z niego stycznie do $cianki. Ile wynosi wspélczynnik zalamania szkta, jesli kat o

409. Ciegzar o masie m = 10kg wisi na dwéch cienkich i jednakowo obciagzonych drutach o dtugosci

! = 20 m, ktére poczatkowo byly pionowe i odlegte od siebie o d = 20 cm. Przez druty przepuszczono
prad o jednakowym natezeniu i zwrocie. Przy jakim natezeniu pradu druty si¢ zetkng? Dopuszczalne
sa przyblizenia odpowiednie dla podanych wartosci liczbowych oraz obliczenia numeryczne.

kazdego z drutéw o y zmniejsza ich wzajemna odlegto$é
o 2y). Pomnozenie obu stron przez dy/dz i scatkowanie
daje nam réwnanie z pierwsza pochodna

dy\* g0 0, d—2y
=) 22,227
Q (dl‘) 27 " d— 2?Jmax7

gdzie Ymax jest maksymalnym odchyleniem drutu
(w polowie jego dlugosci). Analizujac zalezno$é
Ymax 0d natezenia pradu I (lub na odwrét — I od
Ymax) stwierdzamy, ze poczatkowo ma ona charakter
rosnacy, a po przekroczeniu pewnej warto$ci Ymax
odpowiadajacej maksymalnemu natezeniu pradu mamy
do czynienia z funkcja malejaca. Nietrudno dojsé
do wniosku, ze w tym drugim zakresie rownowaga
drutu ma charakter niestabilny. Do analizy numerycznej
najlepiej wprowadzi¢ bezwymiarowe zmienne

u=2y/d i

S = axr

(gdzie a = 2 25 ), W ktérych réwnanie przybiera

du\? ! 1—wu
— ] =In———.
ds 1 — Umax

Zadajemy pewna wartos¢ Umax mniejsza od 1,
wybieramy znak du/ds > 0 i calkujemy numerycznie
powyzsze réwnanie od punktu s = 0, v = 0 do punktu,
w ktérym s = S, U = Upax. Poréwnujac wyniki
otrzymane dla réznych umax stwierdzamy, ze
maksymalna wartosé¢ s, jest osiagana dla

Umax = 0,07 + 0,58
i wynosi s, = 1,082. Po przyréwnaniu s,, do al/2
i podstawieniu a wyznaczamy maksymalne natezenie
pradu, przy ktérym nie nastapi zetkniecie drutdw:

Inax = 1,08251 nQ =169 A.
! Ho

postac



Rozwigzanie zadania M 1129.

Nie mozna. Jesli potowa wszyskich
dziewczat siedzi w tawce z chlopcami,

to druga polowa dziewczat siedzi w lawce
z dziewczetami. Zatem liczba dziewczat
niesiedzacych w lawce z chltopcami

jest parzysta. Stad wynika, ze liczba
wszystkich dziewczat w klasie jest
podzielna przez 4.

Gdyby udato si¢ posadzié¢ uczniéw

w lawkach tak, aby dokladnie polowa
chlopcéw siedziala z dziewczgtami,

to analogiczne rozumowanie dowodzi,
ze liczba chlopcéw w klasie bytaby
réwniez podzielna przez 4. Zatem liczba
wszystkich uczniéw, czyli 30, bytaby
podzielna przez 4. Sprzecznosé.

w

Rozwigzanie zadania M 1130.
Katy ACB i ADB sa proste, bo sa
wpisane i oparte na $rednicy AB
(rysunek).

Czworokat ACED jest réwnoleglobokiem.
Zatem proste BC'i DE sg prostopadte,

a takze proste CE i BD sg prostopadtle.
Stad wynika, ze punkt C jest punktem
przecigcia wysokosci w tréjkacie BDE,

a wigc réowniez proste CD i BE sa
prostopadte.

w

Rozwigzanie zadania M 1131.
Polaczmy wyrazy danego ciagu w pary

(a1,a2), (az,as), ..., (az99,as00) -
Par tych jest 200, wigc zadanie bedzie
rozwigzane, jedli wykazemy, ze w co
najwyzej dziesigciu z tych par oba wyrazy
sg liczbami pierwszymi.

Przyjmijmy zatem, ze az,—1 oraz

azn sg liczbami pierwszymi. Wéwczas
d(azn—1) = 2, a wigc azn, =2+ d(2n — 1).
Aby liczba a2, byla pierwsza, liczba

d(2n — 1) musi by¢ nieparzysta. To jednak
jest mozliwe jedynie wtedy, gdy liczba

2n — 1 jest kwadratem liczby naturalnej.

Wiérod liczb 1, 3,5, ...,399 jest dokladnie
10 pelnych kwadratéw. Zatem co
najwyzej 10 sposréd rozpatrywanych

par zawiera oba wyrazy bedace liczbami
pierwszymi.

Patrz w niebo

W roku 2000 odkryto obiekt o jasnosci 24 mag, na pierwszy rzut oka
wygladajacy jak kolejny obiekt pozaneptunowy, ktérych dziesiatki juz
zarejestrowano do tego czasu. Uzyskal symbol 2000 CR;g5, ale juz w nocy,
gdy zostal odkryty, zauwazono, ze nie jest typowym czlonkiem Pasa Kuipera.
Wyréznial sie mianowicie niezwykle powolnym ruchem na niebie, co moglo
swiadczy¢ o jego wielkiej odleglosci od Slonica. Obserwacje prowadzone

w nastepnych miesigcach potwierdzily to podejrzenie. Okazalo sie, ze

2000 CR195 ma mocno wydluzong orbite z aphelium w odleglosci 400 j.a.,
za$ perihelium w odleglosci 44,5 j.a. (byl tam w roku 1965). Jeden obieg po
takiej orbicie trwa 3300 lat. Pojawilo si¢ naturalne pytanie, jak moglto dojsé
do powstania tak dziwnej orbity.

Przede wszystkim 2000 CR;g5 nie mégl zostaé wyrzucony na 400 j.a. od

Stonca przez Plutona, bo ma on zbyt mala mase, nie mogt tez tego zrobié
Neptun, gdyz zagadkowe cialo nawet w perihelium znajdowalo sie za

daleko od niego. Wysunieto kilka mniej lub bardziej prawdopodobnych (lub
nieprawdopodobnych) hipotez. Jedna glosi, ze orbita ta powstala jednak jako
wynik oddzialywania najblizszych planet, oddzialtywania wprawdzie bardzo
stabego, ale trwajacego moze nawet miliard lat. Inna méwi, ze to akurat
Neptun w przeszloéci znajdowal sie znacznie dalej od Stonca i mogl wtedy jakis
przypadkowy obiekt wprowadzi¢ na taka przypadkowa orbite. Trzecia dopuszcza,
ze Pas Kuipera zawieral dawniej wiele cial o masach planet i to one skierowaty
2000 CR195 na jego dziwng orbite, zanim ich wzajemne oddzialywania nie
powyrzucalty ich samych z Pasa Kuipera. Wiadomo, ze sondy Pioneer 10 i 11
nie spotkaly, jak dotad, za orbita Neptuna zadnego obiektu o masie planety,
jednak w 2003 roku odkryto w odlegloéci okoto 100 j.a. obiekt oznaczony jako
2003 UB313. Wedlug niektorych oszacowan, gdyby obiekt ten odbijal 100%
promieniowania, to powinien mie¢ przynajmniej rozmiary Plutona, dlatego
szybko zyskal nazwe dziesiatej planety. Jezeli zostanie to potwierdzone, to
moze oznaczac, ze poza uznanymi obecnie granicami Ukladu Stonecznego ciala
o masach planet sa jednak do dzi$.

Tomasz KWAST

Kwiecien

W kwietniowe wieczory do$¢ nisko nad poludniowym horyzontem ciggnie si¢
gwiazdozbiér Hydry, najdtuzszy gwiazdozbior nieba. W | glowie” Hydry znajduje
sie gwiazda epsilon o jasnosci 3,48 mag. Jest to gwiazda potrojna. Gléwny
skladnik ma jasnos¢ 3,79 mag. Obiega go po elipsie towarzyszka o jasnosci

5 mag (wielka 0§ tej elipsy wynosi ponad 40 j.a.). Te pare w odleglosci 360 j.a.
obiega trzeci sktadnik o jasnosci 7,5 mag. Zwazywszy, ze odlegloéé catego ukladu
wynosi 100 pc, wszystkie trzy gwiazdy powinny by¢ dostrzegalne z osobna przez
dobry amatorski teleskop (przy bardzo duzym powiekszeniu!), a w ciagu kilku
lat powinna da¢ sie zauwazy¢ nawet zmiana konfiguracji sktadnikow. Tylko kto
ma tyle cierpliwosci?. ..

Wenus jest w Wodniku i widaé ja przed wschodem Stonica. Mars jest na granicy
Byka i Blizniat i wieczorem szybko zachodzi. Jowisz jest w Wadze, widaé¢ go
wiec przez cala noc. Saturn jest w Raku; wieczorem jest jeszcze dos¢ wysoko

i przed $witem zachodzi. Merkury znajdzie si¢ najdalej od Stonca 8 IV i mozna
go szukaé przed wschodem Stonca. Pelnia Ksiezyca wypada 13 IV, a néw 27 IV.
Ksiezyc zakryje Spike 13 IV (zakrycie widoczne bedzie w poludniowej Azji

i w Australii), Antaresa 17 IV (widoczne w Ameryce Poludniowej) i Wenus

24 TV (widoczne w Ameryce Poludniowej i w Afryce). Okolo 21 IV mozna
oczekiwaé skromnego roju Lirydéw (Lutnia wieczorem wschodzi na péinocnym
wschodzie i jest widoczna przez cala noc).

T. K.
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Zadanie o podziale puli i arbitraz

++++
++4—
++—+
++——

Rafal SZTENCEL "

Dwoch graczy gra w pitke do 60 punktéw. Przy stanie 50:30 trzeba przerwaé gre.
Jak sprawiedliwie podzieli¢ pule?

W takim sformulowaniu zadanie to umiescil w pracy [5] Luca Pacioli (od roku
1475 franciszkanin z Borgo San Sepolcro w $§rodkowych Wloszech). Wiadomo, ze
znane bylo ono znacznie wczesniej.

Pacioli proponuje podzial proporcjonalny do liczby zebranych punktow.
Rozwiazanie to spotkalo sie z krytyka Tartaglii ([6], rozdz. 20 pt. ,Blad brata
Luki z Borgo”). Tartaglia proponuje podzieli¢ pule, do ktérej kazdy wlozyt 22

+—++

dukata.

rozumowanie:

M+24+3+...+(5—

dukaty, w nastepujacy sposob:
50 — 30 = 20;
Gracz, ktory uzyskal 50 punktéw, dostanie 22 + 7% = 29% dukata, drugi zas 14%

20 _ 1. 22 _ 7l
=73

60 — 37 3

Tartaglia uwazal, ze odchylenie od polowy puli ma by¢ proporcjonalne
do roznicy zebranych punktéw. Wtedy gracz, ktéry zebral wiecej punktow,
otrzymuje potowe puli plus sume wyliczong wedtug tej zasady.

Jeszeze inny sposob podziatu proponuje Cardano [1]. Jesli gra sie do S punktéw,
a gracze zebrali odpowiednio p i ¢ punktow, to pule dzielimy w stosunku
Q) 1+2+3+...+(S~p).

Zdaje sie, ze nie bylo w zwyczaju uzasadnianie podawanych regut. Dopiero
Pascal w liscie do Fermata z roku 1654, rozpatrujac przypadek gry do
trzech wygranych przy stanie 2:1, przedstawia korespondentowi eleganckie

Kazdy z graczy wlozyl do puli 32 pistole. Gdyby w nastepnej partii pierwszy

gracz wygral, wzialby 64 pistole. Gdyby przegral, przy stanie 2:2 wziatby 32

pistole. Ma zatem gwarantowane 32 pistole, a pozostale 32 moga réwnie dobrze
przypasé jemu, jak i partnerowi — szanse sa rowne, wiec nalezy podzieli¢ sie po

polowie.

Pula zostaje zatem podzielona w stosunku 48:16,

czyli 3:1. Okazuje sie, ze taki jest stosunek
prawdopodobienstw wygranej dla obydwu graczy.
Wyraznie wida¢ to w rozumowaniu Fermata (ten list
Fermata zaginal, ale zachowala sie odpowiedZ Pascala)
dotyczacym przypadku, gdy pierwszemu graczowi
brakuje dwéch punktéw, a drugiemu — trzech. Gra
rozstrzygnie sie zatem najpozniej po czterech partiach.
Fermat uklada tablice 16 mozliwych wynikéw czterech
partii (choé¢ gra moze zakonczy¢ sie wezesniej), z ktérej
widaé, ze pierwszemu graczowi sprzyja 11 wynikow,

a drugiemu 5. Wobec tego }—é puli otrzymuje pierwszy
gracz, a reszte drugi.

Jaka przewage nad innymi sposobami podziatu puli ma
reguta podzialu wedlug prawdopodobienstw wygranej?
Czy nie jest przypadkiem réownie arbitralna, jak
poprzednie?

Wyobrazmy sobie, ze widzimy Jana i Piotra w sytuacji
rozwazanej przez Fermata: Janowi brak dwoch punktow,
Piotrowi trzech, w puli jest 16 pistoli. Musza zakonczy¢
gre, bowiem Jan ma niecierpiaca zwloki sprawe do
zalatwienia. Zaden z nich nie zna sposobu Fermata

i wladnie Jan zgodzit sie wziaé¢ 10 pistoli, pozostawiajac
Piotrowi 6. Proponujemy Janowi 10 pistoli (a moze
nawet 10 i p6l) za odstapienie prawa do dokonczenia
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gry. Wszyscy sa zadowoleni, my wygrywamy $rednio
11/16 puli, czyli 11 pistoli.

Krétko méwiac, Jan mial papier wartosciowy,

ktéry wycenil na 10 pistoli. Znajac jego prawdziwa
warto$é, moglismy go odkupi¢ z zyskiem (dokladniej:
jesli operacje powtérzymy wiele razy, to prawie na
pewno zarobimy). Finansisci nazywaja taka operacje
arbitrazem. Gdyby Jan kierowal sie reguta Fermata,
arbitraz bylby niemozliwy — nikt nie mégltby zarobic
na niewiedzy graczy.

Pojecie éredniej wygranej pojawito sie kilka lat pozniej
w pracy Huygensa O rachubach w grze w kosci pod
postacia nadziei matematycznej. We wspolczesnej
terminologii jest to warto$¢ oczekiwana (albo $rednia)
zmiennej losowe;.
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