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Diagramy Venna

W tym artykule zajmiemy si¢ nieco dokladniej
diagramami Venna, opisanymi w znakomitym

artykule [2]. Najpierw powiemy, co to jest niezalezna
rodzina zbioréw. Przypusémy, ze mamy dang rodzine
{A4,..., A, } podzbioréw pewnego ustalonego zbioru S.
Od tej pory wszystkie rozpatrywane zbiory beda
podzbiorami tego zbioru S (bedziemy go nazywaé
przestrzenig S). Niech A’ oznacza dopelnienie zbioru A
do przestrzeni S, tzn. A’ = S\ A. Oznaczmy nastepnie
Al = A; oraz AV = Al dlai = 1,...,n. Kazdy zbiér
postaci AT* N...N A, gdzie aq, ..., a, € {0,1},
nazywamy sktadowaq rodziny {A,..., A, }. Oczywiscie

kazda n-elementowa rodzina zbioréw ma 2™ skladowych.

Sktadowymi rodziny zbioréw {A, B, C} beda zbiory:
ANB°nc’=A'nB' nC,
A'NB°NnC’=A nB' N,
A"nB'nCc’=A'nBNnC’,
A'nB'NnCc’=A nBnC,
A"NB°nct=A'NnB'NnC,
A'NB°NnC'=A NnB'NC,
A’nB'nct=A'nBnNC,
A'nB'nC'=A nBnC.

Gdy wszystkie skladowe rodziny {A44,..., A,} sa rézne

i niepuste, rodzing nazwiemy niezalezna.

A oto przyklad rodziny niezaleznej {A, B, C'}

podzbioréw przestrzeni S = {0,1,...,7}:

A={1,2,3,4}, B={2,3,5,6},C = {3,4,6,7}.

Rodziny niezalezne sa wykorzystywane w dowodach

tozsamosci z rachunku zbioréw. Prawdziwe jest bowiem
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Niech W1 (A, B,C) i Wa(A, B,C) beda
wyrazeniami rachunku zbioréw (tzn. wystepuja w nich

tylko zbiory A, B i C oraz symbole dzialan na zbiorach:

U, N, \). Jesli dla pewnej niezaleznej rodziny {P, Q, R}
podzbioréw pewnej przestrzeni S zachodzi réwnoséé
Wi(P,Q,R) = Wa(P,Q, R), to ta réwnosé¢ zachodzi
takze dla dowolnych zbioréw A, B i C.

Twierdzenia tego nie bedziemy dowodzi¢, popatrzymy
natomiast na przyklad jego zastosowania. Udowodnimy
réownosé¢ (AUB)\ C = (A\ C)U (B )\ C). Dla naszej
rodziny niezaleznej mamy:

A UB={1,2,3,4,5,6},

(AUuB)\ C={1,2,5},

A\ C={1,2},

B\ C ={2,5},

(A\C)U(B\C) ={1,2,5}.
Okazalo sig, ze dla tej rodziny niezaleznej zachodzi
dowodzona réwnoéé. Zatem ta réwnosé jest prawdziwa
dla dowolnych zbioréw A, B i C. Podobne twierdzenie
jest prawdziwe dla wyrazen zawierajacych wiecej
zbioréw. Dowod znajduje sie np. w ksiazce [1].
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Dowody takie jak powyzszy szczegdlnie tatwo
przeprowadzi¢ na rysunku. Rysujemy niezalezng rodzine
podzbioréw pewnej przestrzeni S i zaznaczamy na tym
rysunku zbiory wystepujace po obu stronach réwnosci.
Jedli oba zaznaczone zbiory sa identyczne, to réwnosé
zachodzi dla dowolnych zbioréow. Niezalezna rodzine
zbioréw {A, B, C'} najprodciej narysowaé w nastepujacy

Sposob.
A B

C

Taki rysunek nazywamy diagramem Venna. Kazdy
z n zbiordéw naszej rodziny niezaleznej {A;,..., A, }
jest narysowany w postaci pewnego podzbioru
plaszczyzny (w naszym przypadku sa to trzy kola),
przy czym rozwazana przestrzen (u nas plaszczyzna)
jest podzielona krzywymi ograniczajacymi zbiory
Aj,..., A, na 2" (unas 23 = 8) czedci. Kazda z tych
czeséei odpowiada jednej skladowej (zakladamy, ze
czedel te sa spojne, czyli w jednym kawaltku). A oto te
sktadowe:

A B

AnBncC

C

W dalszym ciagu ustalimy jednolity sposéb
numerowania sktadowych. Numerem sktadowej
AT N N A

jest liczba, ktorej kolejnymi cyframi w zapisie
w systemie dwéjkowym sa: oy, ...,a1. Na przyktad,
jesli nasza rodzina niezalezna jest {A, B, C} (tzn.
Ay = A, Ay = B oraz A3 = C), to skladowa

ANBNC=AYNASNAL
ma numer 6, gdyz liczba 6 ma zapis dwéjkowy 110.
Podobnie sktadowa

ANBNC = AiNALN A
ma numer 3, gdyz liczba 3 ma zapis dwdjkowy 11,
czyli inaczej 011. W przypadku, gdy rodzina niezalezna
sklada sie z czterech zbioréw {A, B, C, D}, to skltadowa

ANBNC'ND=AYNAINAIN A}

ma numer 10, gdyz liczba 10 ma zapis dwojkowy 1010.



A oto nasz diagram Venna dla trzech zbioréw A, Bi C
ze sktadowymi ponumerowanymi w ten sposob:

A B

/)

C

Czytelnik zechce sam sprawdzi¢, ze zbiory po obu
stronach réwnosci

(AuUB)\C=(A\C)u(B\ ()
wygladaja w nastepujacy sposob.

A B

C

Z powyzszych rozwazan widaé, ze umiejetno$¢ rysowania
niezaleznych rodzin zbioréw (czyli diagraméw Venna)
moze sie przyda¢ w praktyce do dowodzenia rownosci

w rachunku zbioréw. We wspomnianym artykule

zostala pokazana jedna metoda rysowania diagraméw
Venna. Jednak diagramy dla duzych liczb n byly

bardzo skomplikowane i mato czytelne. Powstaje
naturalne pytanie, czy mozna narysowa¢ diagram
Venna, w ktérym wszystkie zbiory maja stosunkowo
prosta postaé. Diagram Venna dla trzech zbioréw mozna
bylo narysowaé za pomoca trzech okregéw. A czy mozna
tak narysowacé cztery okregi, by tworzyly diagram
Venna dla czterech zbioréw?

Okazuje sie, ze jest to niemozliwe. Mianowicie za
pomoca trzech okregdéw mozna podzieli¢ plaszczyzne
na co najwyzej 8 czesci. Czwarty okrag przetnie kazdy
z dotychczasowych okregéw w co najwyzej dwdch
punktach; te punkty podziela go zatem na co najwyzej
6 tukéw. Kazdy tuk dzieli jeden obszar na dwie czesci.
Zatem cztery okregi dzielg plaszczyzne na co najwyzej
8 + 6 = 14 czesci. Nie otrzymamy zatem diagramu
Venna, gdyz taki diagram dla czterech zbioréw ma mieé
16 sktadowych. Rozumujac w podobny sposéb, mozna
pokazaé, ze jedli a,, oznacza maksymalng liczbe czesci,
na jakie n okregéw moze podzieli¢ ptaszczyzne, to ciag

(an) spelnia nastepujace réwnania rekurencyjne:
a1 =2, apy1=an+2n.
Nietrudno teraz dowieé¢ przez indukcje, ze
an =n? —n+2;dlan =4 otrzymamy a4 = 14. Zatem
zadna konfiguracja czterech okregdéw na plaszczyznie
nie tworzy diagramu Venna. Oczywiscie, czwarty zbior

mozemy dorysowaé do trzech okregéw inaczej.

2

Na nastepnym rysunku mamy przykltad takich czterech
zbiorow.

Sktadowe na tym diagramie Venna zostaly
ponumerowane zgodnie z przyjeta wyzej zasada.
Powstaje oczywiscie pytanie, czy mozna dorysowaé
czwarty zbiér tak, by byl on zbiorem wypuklym. Gdy
bylem jeszcze studentem, wydawalo mi sie to oczywiscie
niemozliwe; zresztg tak uwazalo wielu moich kolegéw.
Nastepujacy rysunek, ktéry mimo wszystko kiedys
udalo mi si¢ narysowaé, wprawil mnie w zrozumiale
zdumienie.

D

Jeszcze inny, sktadajacy sie z czterech prostokatow,
mozna latwo narysowaé¢ samemu. Prostokaty te maja
wierzchotki w punktach o nastepujacych wspotrzednych:

A:(0,6),(6,0), (10,4), (4, 10),

B : (14,6), (10, 10), (4,4), (8,0),
C':(6,10), (4,8),(8,4),(10,6),
D : (8,10),(4,6),(6,4),(10,8).
Gdy udalo sie narysowa¢ diagram Venna, w ktorym
wszystkie cztery zbiory bylty wypukle, nalezato



sprébowaé zrobi¢ to samo dla pieciu zbioréw. Do trzech
k6t i prostokata udato mi sie dorysowaé jeszcze tréjkat.
D

Mozna rowniez narysowaé diagram Venna skladajacy sie
7z pieciu trojkatow. D

Szczegdblnie ladny jest utworzony na podobnej zasadzie
diagram Venna zlozony z pieciu elips.

Mozna takze narysowac¢ diagram Venna skladajacy sie
z szesciu trojkatow. o

Wierzchotki tych tréjkatéw maja nastepujace
wspoélrzedne:
A (221,73),(0,90), (158,184),
B (111,63), (94,262), (208, 134),
C': (200,68), (94, 116), (202, 248),
D :(136,54), (86, 138), (288, 163),
E : (300,46), (118, 78), (100, 226),
F:(192,0), (54, 80), (198, 200).
Okazuje sie jednak, ze nie mozna narysowaé diagramu
Venna zlozonego z wiecej niz szesciu tréjkatéw. Aby
tego dowieé¢, pokazemy najpierw, ze jesli ¢, jest
najwieksza liczba obszaréw, na jakie n trojkatéw moze
podzieli¢ plaszczyzne, to ciag (¢,) spelnia nastepujace
réwnania rekurencyjne: t; = 2, t,,41 = t,, + 6n.
Jeden trojkat oczywiscie dzieli plaszczyzne na dwa
obszary. Przypusémy teraz, ze mamy juz n trojkatow
na plaszczyznie. Nastepny trojkat przecina kazdy z tych
n tréjkatéw w co najwyzej 6 punktach. Te punkty
przeciecia dziela obwdd tego ostatniego tréjkata na co
najwyzej 6n czedci; kazda z tych czesci dzieli jeden
obszar na dwie czesci. Zatem maksymalna liczba czedci,
na jakie mozemy podzieli¢ plaszczyzne za pomoca n + 1
trojkatéw, wynosi co najwyzej t,, + 6n (pozostawimy
jako éwiczenie przekonanie sie, ze mozna tak umiesci¢ n
tréjkatéw na plaszczyznie, by kazde dwa przecinaly sie
w doktadnie 6 punktach; taka konfiguracja da wtasnie
t,, czesci). Teraz mozna latwo udowodnié przez indukcje,
ze t, = 3n% — 3n + 2. Mozna réwniez tatwo udowodnié,
ze jesli n > 8, to 3n? — 3n + 2 < 2". To pokazuje,
ze jeSli n > 8, to zadna konfiguracja n tréjkatéw
na plaszczyznie nie tworzy diagramu Venna. Jesli zas
n="7,t03n%—-3n+2=3-49 2142 =128 =27. Zatem
mozna tak umiesci¢ 7 trojkatow na plaszcezyznie, by
podzielily one plaszczyzne na 27 obszaréw. Jednak taka
konfiguracja nie bedzie diagramem Venna. Mianowicie
kazde dwa tréjkaty musza przecinaé sie w szedciu
punktach, a wiec wierzcholki kazdego tréojkata leza
na zewnatrz kazdego innego. Stad wynika, ze w kazdym
tréjkacie trzy obszary wewnetrzne, na ktérych brzegu
leza wierzchotki, zawarte sa tylko w tym jednym
tréjkacie, a wiec stanowia czesci tej samej skladowej.
A to znaczy, ze ta konfiguracja nie jest diagramem
Venna.
Widzimy wiec, ze istnieje diagram Venna zlozony
z sze$ciu trojkatéw i nie istnieja diagramy Venna
ztozone z n trojkatéw dla n > 7. A jak jest
z czworokatami wypuklymi? Albo z pieciokatami
wypuklymi? A czy dla kazdego n istnieje diagram
Venna zlozony z wielokatéw wypuklych? Odpowiedzi
na niektére tak postawione pytania sg znane. Myéle
jednak, ze warto pokusi¢ si¢ o to, by na podobne
pytania odpowiedzie¢ samemu. Obszerny przeglad
wiadomosci na temat diagraméw Venna mozna
znalezé w [3]; tam tez sa odnosniki do wielu innych
interesujacych zrodet.
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Podzialy przestrzeni euklidesowych

Pawel JANIC*

*student Wydzialu Matematyki,
Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu
Warszawskiego

Jest to skrét pracy nagrodzonej
srebrnym medalem na XXVII Konkursie
Uczniowskich Prac z Matematyki w 2005
roku.

Problem. Na ile maksymalnie kawalkéw k hiperplaszczyzn (d — 1)-wymiarowych
moze podzieli¢ d-wymiarowq hiperprzestrzen?

Okazuje sie, ze rozwiazanie tego zadania, w polaczeniu z kilkoma prostymi
twierdzeniami, pozwala odpowiedzie¢ na szeroka klase pytan zwiazanych

z podziatami przestrzeni. Dla wygody i zwiezlosci zapisu wprowadzmy pewien
symbol.

Definicja 1. Niech A{ (d,k € NU{0}) oznacza maksymalng liczbe kawalkéw,
jakqg mozna otrzymadé, dzielge d-wymiarowq hiperprzestrzen k hiperplaszczyznamsi
(d — 1)-wymiarowymi. Dla kazdego k przyjmujemy, ze A = 1.

Brzmi to groznie, wiec sens wyjasnimy na przykltadzie. Z podziatu prostej

(d =1) 2 punktami otrzymamy 3 kawalki — jeden odcinek i 2 pdlproste, wiec
A} = 3. Dzielac ptaszczyzne (d = 2) 3 liniami, maksymalnie mozemy otrzymaé
7 kawalkow, wiec AZ = 7. Dla przestrzeni 3-wymiarowej i 3 plaszczyzn mamy
A3 =8.

Rozpatrzmy przypadki szczegdlne problemu wyjsciowego.

Prosta. Latwo zauwazy¢, ze k punktéw dzieli prosta na k + 1 czeSci, a poniewaz
Vi AY =1, wiee
(%) Ap=AL + AL

Ptlaszczyzna. Zalézmy, ze mamy juz na plaszczyznie k — 1 prostych, ktore
dziela ja na maksymalna liczba kawatkéw, czyli A7 . Prosta k-ta dodaje

tyle samo obszarow, ile kawatkéw wyjdzie z podziatu tej prostej przez k — 1
zastanych linii. Z () wnioskujemy, ze maksymalnie mozemy ich otrzymaé A} _;,
bo k — 1 prostych moze przecia¢ inna prosta w co najwyzej k — 1 punktach, stad

A = Af_y + Ay

Przestrzen trojwymiarowa. Liczba nowych tréjwymiarowych obszaréw
zdefiniowanych przez k-ta plaszczyzne jest réwna liczbie dwuwymiarowych
obszaréw wyznaczonych na plaszczyznie ciecia przez jej przeciecia z innymi
plaszczyznami, stad wniosek:
3 3 2

Ay =A5_ 1+ A5,
Ogodlnie zachodzi
Twierdzenie 1. Vg rey AZ = Agfl + Az:}.

Dowdd opiera sie na $cistej analogii miedzy nizszymi a wyzszymi wymiarami,
tak jak to mialo miejsce np. miedzy plaszczyzng a przestrzenia tréjwymiarowa.
Postaé rekurencyjna jest malo efektywna przy wiekszych parametrach, dlatego
warto dysponowaé ,,jawnym” wzorem na Ag.

d
Twierdzenie 2. Vg i, Al = (k) .
Co latwo sprawdzi¢: wystarczy podstawi¢ sume do réwnania z twierdzenia 1,
rozwinaé prawg strone i polaczy¢é w pary odpowiednie wspdlezynniki.
Bezpoérednio z twierdzenia 2 wynika, ze Ag wyraza sie wielomianem stopnia
d zmiennej k. Korzystajac z lekko zmodyfikowanej metody dowodzenia
z twierdzenia 1 oraz opierajac si¢ na twierdzeniu 2, mozna udowodnic¢

Twierdzenie 3. Maksymalna liczba kawalkow, ktore mozna otrzymaé z podziatu
d-wymiarowej hiperprzestrzeni k obiektami, wyraza sie wielomianem zmiennej k,
stopnia d.

Zastosowania. Twierdzenie 3 pozwala na szybkie rozwigzywanie zadan
zwiazanych z podzialami przestrzeni. Znajac stopien wielomianu, mozemy
recznie sprawdzi¢ wartosci poczatkowe, podstawi¢ i obliczy¢ wspoltczynniki,
jednak dla wyzszych wymiaréw czy skomplikowanych obiektéw sprawa
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Slaskiego

komplikuje sie do tego stopnia, ze to podejscie staje si¢ niepraktyczne. Wtedy
mozna juz tylko wykorzysta¢ specjalne wlasciwosci badanego ksztaltu lub
wymodelowaé przypadki poczatkowe komputerowo.

Zadanie. Na ile maksymalnie kawalkéw moze podzieli¢ plaszczyzne 256 elips?

Odpowiedzia jest warto$é W (256), przy czym W (n) jest wielomianem
charakterystycznym dla elipsy. Sprawdzmy wartosci poczatkowe.

2 [§ 14 26
n=1 n=2 n=3 n=4

Wiemy, ze W (n) jest wielomianem stopnia 2. Podstawiajac dowolna
tréjke wartosci n 1 W(n) z rysunku, otrzymujemy uklad réwnan linowych.
Po rozwiazaniu, W(n) = 2n? — 2n + 2. Odpowiedz: W (256) = 130 562.

Skracanie w uogodlnieniach
Krzysztof OLES*

Sprobujmy uogdlni¢ dodawanie i odejmowanie. Te operacje dobrze znamy
(dopiero po pewnym czasie slyszymy, ze dzialanie to funkcja, funkcja to relacja,
relacja to zbiér — i popadamy w watpliwosci), mozemy wiec pokusié sie o pewien
eksperyment: sprobujmy dodawaé i odejmowaé zbiory. Przed oczyma staja
diagramy Venna i wszystko wydaje si¢ oczywiste. My jednak pdjdziemy w strone
arytmetyki.

Przypomnijmy, ze R" = {(z1,...,z,) : 21 €R,... 2, € R}, oraz dla
x=(x1,...,2n), y = (Y1, .., Yn) mozemy zdefiniowaé¢ dodawanie i odejmowanie
»Do wspolrzednych”, mianowicie =y = (z1 £ y1, ..., 2Ty, £ yn). Ponadto,
analogiczne x mozemy przemnozy¢ przez A € R w nastepujacy sposéb:

Az = (Azx1,...,Ax,). Po tej nuzacej retrospekeji pojawiaja sie dzialania. Dla
A, BCR"
(1) A+B={a+b:ac Abe B}.

Kiedy dodamy (nomen omen), ze dla odejmowania sytuacja jest podobna, to
calo$c¢ staje sie jasna. Czy aby na pewno?

Pojawiaja sie¢ pytania dwojakiego rodzaju. Geometryczne, np. co otrzymamy
sumujac koto i jego brzeg? Arytmetyczne, np. czy prawda jest, ze A + A = 2A7

W naszych rozwazaniach zajmiemy si¢ jednym z pytan arytmetycznych —
sformulujemy je w postaci twierdzenia.

Twierdzenie 1. Niech A bedzie niepustym i ograniczonym zbiorem w R™,
niech ponadto B i C' bedg domknietymi i wypuklymi zbiorami w R™. Jesli
A+B=A+C,toB=C.

Jan Tadeusz Stanistawski powiedzialby w tym momencie: i to by bylo na tyle.
Ostatnia linijka twierdzenia to przeciez takie zwykle skracanie (chcialoby

sie nawet co$ obustronnie poskresla¢). Zasnaé spokojnie nie pozwalaja

jednak zalozenia. Z pewna taka niedmialodcia — zacznijmy bez nich. Niech D
oznacza kolo (na plaszczyznie) o $rodku w poczatku uktadu wspélrzednych

i promieniu 1, a F jego brzeg. Latwo zauwazy¢ (ostawione hasto-wytrych
sygnalizujace zadanie dla Czytelnika), ze D + D jest kolem o $rodku w poczatku
uktadu wspoélrzednych i promieniu 2, oraz ze tym samym kotem jest D + E,
natomiast D # E. Nie mozemy bezkarnie skracac!
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Wracamy zatem do zalozen. Potrzebna nam bedzie odlegtos¢ w R™. Niech
x=(21,...,2n), y = (Y1, .-, Yn). Odlegloscia tych dwdch punktéw nazywamy
liczbe

d(:c,y) = \/(351 - y1)2 ot (xn - yn)2'
Zauwazmy, ze definicja ta uogdlnia znane — dla n = 1,2, 3 — odleglosci. Analogie
sg znaczne, np. kula w R” o srodku w punkcie x i promieniu r > 0 nazywamy
zbiér {y € R" : d(x,y) < r}.

Po co nam kule? Otéz, zbidr jest ograniczony, jesli mozna go umieéci¢ w pewnej
kuli.

Czas na domknigtoéc. Ot6z, zbior domkniety w R™ ma te wlasnosc, ze granica
ciagu jego elementéw nalezy do tego zbioru. Przykladem zbioru, ktéry nie

jest domkniety w R jest odcinek (0;1). Wystarczy rozwazyé przykladowy

ciag amy =1 — % i jego granice a = 1. W tym miejscu male wyjaénienie dla
przypadkéw, w ktorych n # 1. Jedli (a,,,) jest ciagiem elementéw R™, to a jest
jego granica, wtedy 1 tylko wtedy, gdy ciag liczbowy (d(am, a)) jest zbiezny do
zera.

I na koniec definicyjnego gderania jeszcze jedno przypomnienie: wypuklosé.
Zbiér A C R" nazywamy wypuklym, jesli zachodzi warunek

(2) Va,yeA V/\G[O;l] \x + (1 —ANyeA

(jest to parametryczny opis odcinka).

Dodam, iz pojecia ,domknietosci” — w troche innej wersji — i ,,wypuklo$ci” wraz
z konsekwencjami w Delcie juz sie pojawily, m. in. [2].

Jestesmy gotowi na danie gléwne. Podane twierdzenie jest prosta konsekwencja
nastepujacej obserwacji (byla ona np. zadaniem na Miedzynarodowym
Konkursie Matematycznym im. Vojtécha Jarnika w Ostrawie w roku 2001).

Twierdzenie 2. Niech A bedzie niepustym i ograniczonym zbiorem w R™, niech
ponadto C bedzie domknietym i wypuklym zbiorem w R™. Dla dowolnego B C R™
zachodzi warunek

A+BCA+C=BCC.
Dowdéd. Ustalmy ag € A. Jeslib e B, toag+be A+ B C A+ C, a zatem,
na mocy (1), istnieja a1 € A oraz ¢ € C, takie, ze ag + b = a1 + ¢1. Analogicznie,
dla ay,...,a;,m—1 € A istnieja aso, ..., a, € A oraz co, ..., cn € C, takieze:
a1+b=as+cy,a0+b=as+cs, ..., Gm_1+b=am + cn. Dodajac te rownania
stronami i skracajac, otrzymujemy ag +mb= a,, +c1 +co + - - -+ ¢, Niech teraz

1
T =—(c1+ca+ -+ cm).
m

Zauwazmy, ze na mocy wypuklodci C i (rozwinietego indukcyjnie) warunku (2)
mamy ., € C.

Dowdd konicza rachunki zwiazane z odlegloscia, mianowicie — po obliczeniach
,ha wspoétrzednych” — otrzymujemy

d(b, z,,) = id(mb,m:cm) = ld(am,ao).
m m

Ze wzgledu na ograniczono$é zbioru A (a wiec wspdlna ograniczonosé liczb
d(am, ap)) mozemy wnioskowaé, ze dla m — oo mamy d(b, z,,,) — 0, a zatem
b =1lim,,— 00 Ty Z zatozonej domknietosci C' wynika, ze b € C'i ... koniec
dowodu.

Na zakoniczenie pytanie do Czytelnika. Podaliémy przyklad uzasadniajacy
zalozenie wypuklosci. A co z domknietoscia i ograniczeniem? Nie wystarcza
przeciez wykorzystanie ich w przytoczonym dowodzie. . . Zainteresowanych
odsytamy na strone 16.

Bibliografia

[1] R. Engelking, K. Sieklucki, Geometria i topologia, PWN 1980
[2] K. Oles, Twierdzenie bez zalozen?, Delta 3(346), 2003
[3] R. Webster, Convezity, Oxford University Press 1994
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Magellan doboszem

Od dawna wiadomo, ze Droga Mleczna jest pofatdowana.

Te deformacje géra-dét w stosunku do plaszczyzny

symetrii Galaktyki najlepiej obserwuje sie, rejestrujac

21 centymetrowsg lini¢ pochodzaca od cienkiego dysku
wodoru lezacego w tej ptaszczyznie. Nikomu jednak nie
udawato sie do tej pory wyjasni¢ powodu wystepowania tego
pofatdowania.

Latem zeszlego roku zakonczono doktadne przeglady
radioastronomiczne tego promieniowania, niezaleznie dla
péinocnej i potudniowej poétkuli. Leo Blitz z Uniwersytetu
Berkeley (Kalifornia) i jego koledzy, Evan Levine

i Carl Heiles, wykonali na podstawie tych wynikow
najdoktadniejsza, jak dotad, mape rozkladu gazowego
wodoru. Okazalo sie, ze dysk ten drzy jak beben, a wibracje
te mozna prawie calkowicie roztozyé na trzy czyste mody.
Otwarte jednak pozostato pytanie, kto ten rytm wybija.

Jednymi z pierwszych podejrzanych o gniecenie Drogi
Mlecznej byly Obtoki Magellana, dwie najwigksze jej
satelitarne galaktyki. Niestety, zawsze okazywaly sie zbyt
mato masywne, zeby wyjasni¢ obserwowang deformacje.

Nie zrazajac sie tym, Martin D. Weinberg dotaczyt do grupy
Blitza, zeby stworzyé model komputerowy oddzialywania
Obtokéw Magellana z Droga Mleczna. Model ten uwzglednia,
oprocz widzialnej materii, réwniez materie ciemna, ktéra
stanowi, jak wynika z krzywych rotacyjnych, 80% masy
Galaktyki. Nie zmienia to faktu, ze nikt jeszcze nie wie,
czym ta, nadal hipotetyczna, ciemna materia tak naprawde
jest.

Okazuje sig, ze uwzglednienie ciemnej materii wzmacnia
wpltyw Oblokéw Magellana w sposéb wystarczajacy, zeby

to wtasnie je uznac za doboszy. Jednocze$nie wynik ten
mozna traktowaé jako kolejny dowdd na istnienie ciemnej
materii. Modele, ktére probujg wyjasniaé¢ obserwowane
krzywe rotacyjne, nie odwotujac sie do ciemnej materii, tylko
postulujac odpowiednia modyfikacje teorii grawitacji, beda
miaty kolejny twardy orzech do zgryzienia.

Natomiast autorzy wspomnianego modelu liczg na to, ze
doktadniejsza analiza pozwoli na lepsze niz dotychczas
okreslenie rozktadu ciemnej materii w Drodze Mlecznej [1].

Nauka chodzenia

Umiejetnos¢ chodzenia jest dla cztowieka tak istotna, ze
nikt, kto nie ma z chodzeniem probleméw, nad tym sie nie
zastanawia. Od dawna podejmowane sa, mniej lub bardziej
udane i mniej lub bardziej uzasadnione, préby nauczenia tej
sztuki przeréznych automatow.

Jak mate moze by¢ urzadzenie, ktére potrafi chodzi¢?

A jak juz potrafi, to czy bedzie robi¢ to dobrze? Np. czy
bedzie umiato utrzymywaé zadany kierunek?

Wiadomo, ze z utrzymywaniem kierunku ludzie pozbawieni
mozliwosci jego korekcji (za pomoca zmystéw wzroku,
stuchu, zapachu) radzg sobie bardzo stabo. Wystarczy
przypomnie¢ niezliczone historie btadzenia we mgle czy
eksperyment, w ktérym przed ludzmi z zastonietymi
oczami postawiono zadanie przejécia na wprost przez plac

7

Sw. Marka w Wenecji i nie znalaz! sie nikt, komu by sie to
udato.

Wréémy do odpowiedzi na postawione pytania.
Najmniejszym obiektem, ktory potrafi chodzié¢

i to idealnie po prostej, jest pojedyncza czasteczka
9,10-ditioacetyloantracenu umieszczona na idealnie
regularnej miedzianej powierzchni [2]. Nazwa tej czasteczki
moze wsrod niechemikéw budzié respekt, ale jest to
zwiazek o stosunkowo prostej budowie. Antracen sktada sie
z trzech pierscieni benzenowych utozonych jeden za drugim.
Wykazuje stosunkowo wysoka reaktywnosé w pozycjach 9

i 10, czyli w ,wolnych rogach” srodkowego pierécienia. Po
dotaczeniu w tych miejscach grupy tioacetylowej (-S-CHO)
otrzymuje sie czasteczke, o ktorej mowa.

Autorzy pracy poréwnuja zachowanie sie tej czasteczki

na powierzchni miedzi z ludzkim chodem, ale bardziej
przypomina ono dreptanie kaczuszki. Srodkowy pierscien to
korpus, do ktérego przymocowane sg ndzki. Pozostate dwa
pierscienie to kuperek i dziobek, ktére sa w réwnym stopniu
wygiete ku gorze, natomiast najnizej znajduja sie atomy
siarki (tak przynajmniej wyglada ta czasteczka potozona

na powierzchni miedzi, co mozna stwierdzi¢ za pomoca
mikroskopu skaningowego).

Czasteczka chodzi na atomach siarki. Odlegtos¢ pomiedzy
nimi odpowiada dotkom pomigdzy atomami miedzi w co
czwartym rzedzie (atomy miedzi sa ulozone tak, ze linie
wyznaczone przez nie biegng w trzech kierunkach). Dotki te
sg przesuniete wzgledem linii prostopadtej do linii atoméw
o polowe minimalnej odlegtoéci miedzy atomami miedzi.

7 jednej strony energetycznie korzystne jest znalezienie si¢
atomow siarki w tych dotkach, z drugiej strony antracen
jest wtedy troche przekrecony wzgledem linii atomowych,
a ,chciatby” ulozy¢ sie wzdtuz. W rezultacie, w wyniku
termicznej dyfuzji, przy niezbyt wysokiej temperaturze
czasteczka przenosi jeden z atomoéw siarki z jednego dotka
do nastepnego (albo poprzedniego). Czasteczka chodzi wiec
doktadnie jak kaczka, ale tylko wzdtuz jednego z trzech
wyréznionych kierunkéw. Animacje tego ruchu mozna
zobaczy¢ na stronie autoréw [3].

Autorzy przesledzili do 10000 sukcesywnych krokéw i nie
stwierdzili zmiany kierunku.

Opisywane zachowanie jest ciekawe samo w sobie, ale moze
przynie$¢ praktyczne zastosowania. Np. umozliwié¢
konstrukcje nanoabakuséw, ktére zostaly zaproponowane
dekade temu jako alternatywa dla obecnie stosowanych
pamieci komputerowych. W oryginalnym pomysle czasteczki
mialy sie poruszaé¢ po powierzchni wzdtuz czegos w rodzaju
szyn i nigdy nie udato sie¢ tego praktycznie zrealizowac.

W opisywanym przypadku szyny nie sa potrzebne.
Wystarczaja miedziane kocie tby.

Piotr ZALEWSKI

[1] na podstawie http://www.physorg.com/news9704.html 9 stycznia 2006

[2] Ki-Young Kwon, Kin L. Wong, Greg Pawin, Ludwig Bartels,
Sergey Stolbov i Talat S. Rahman Unidirectional Adsorbate Motion
on a High-Symmetry Surface: ,Walking” Molecules Can Stay the
Course Phys. Rev. Lett. 95(2005)166101

[3] http://www.chem.ucr.edu/groups/bartels



Rys. 1. h=2-BP,l=2-AP.

Rys. 3

Maia delld

Co mozna obliczy¢

za pomoca wzoru 7r2? Oczywiscie, pole kota. Ale co jeszcze? Okazuje sig,
ze takze pole czaszy, takiego kola na sferze (czyli powierzchni kuli). A oto
dlaczego.

Zastosujmy sposéb obliczania powierzchni sfery wymyslony przez
Archimedesa. Sfer¢ o promieniu R dzielimy ptaszczyznami réwnoleglymi
na warstwy o wysokosci h. W polowie wysokosci warstwy prowadzimy
w pionowych plaszczyznach styczne do sfery. Styczne te tworza
powierzchnie boczna stozka Scietego; oznaczmy dlugosé jego tworzacej
przez l. Okazuje sig, ze pole tej powierzchni zalezy jedynie od wysokosci
warstwy, a nie zalezy od tego, ktora to warstwa. Rzeczywiscie (przy
oznaczeniach z rysunku 1) tréjkaty OPS i APB sa podobne, skad

R _oOP AP 3l

T PSTPB i
A lewa strona ostatniej réwnosci to wtadnie pole powierzchni bocznej
stozka Scietego. Bo pole powierzchni stozka Scigtego to (jak napisano
w kazdym podreczniku czy tablicach) m(ry 4+ r2)l, czyli 2nrl, gdy r jest
Srednig arytmetyczna ry i ro, a tak jest dla promienia poprowadzonego
w polowie wysokosci stozka Scigtego.

czyli vl = Rh albo 2mrl = 2w Rh.

7 tego, ze pole zalezy tylko od h, wynika, ze gdy podzielimy warstwe
na drobniejsze warstwy (na rysunku 2 na trzy), to suma powierzchni
bocznej otrzymanych stozkéw bedzie réwna powierzchni bocznej
poprzedniego, wigkszego stozka.

(BO gdy h = hl + h2 + hg, to 27TRh = 27TRh1 + 27TRh2 + 27TRh3)

Ale dla bardzo cienkich warstw suma powierzchni bocznych stozkéw
Scietych bardzo dobrze, dowolnie dobrze przybliza pole sfery. Zatem pole
powierzchni warstwy sfery jest takie samo, jak pole powierzchni bocznej
stycznego w polowie jej wysokosci stozka Scietego, czyli 2w Rh. Wynika
stad w szczegblnosei, ze pole calej sfery (h = 2R) jest réwne 47 R?.
Ale nas interesuje czasza. Jej pole powierzchni (rys. 3) to
2nRh =m-2R-h = mr?,
bowiem tréjkat K LM jest prostokatny (KM to $rednical) i wobec tego
h r
i
Okazuje sie wiec, ze mr? to wzdr nie tylko na pole kola na plaszczyznie,
lecz takze na pole czaszy, pod warunkiem jednak, ze litera r bedzie
rozumiana w ogolniejszy sposéb: jako odlegltosé srodka od brzegu.
Zauwazmy, ze ten wzér pasuje tez do calej sfery! W ten sposéb wzor
na pole kota staje sie po prostu szczegdlnym przypadkiem ogdlniejszej
zaleznosci.

czyli 2R-h =12

A swoja droga, czy nie peszy, ze Archimedes wiedzial o wzorze 7r?
wiecej, niz mozna sie nauczy¢ w XXI-wiecznej szkole?

Matq Delte przygotowat Marek KORDOS
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Minimalny, regularny podziat

W numerach 12/2004 i 1/2005 proponowalismy Czytelnikom podzielenie
narysowanego na pokratkowanym papierze kwadratu o boku 13 z kwadratowsa,
dziura o boku 5 na mozliwie najmniejsza liczbe czesci, z ktorych mozna bedzie
utozy¢ kwadrat o boku 12.

Wydaje sie rzecza oczywista, ze podzial na mniejsza liczbe czesci niz cztery

nie jest mozliwy (ale wlasciwie dlaczego? — moze kto$ z Czytelnikéw umie

to wykazaé; chetnie taki dowdd opublikujemy). Ale jedyny podzial na cztery
czedci, jaki znalidmy, sktadal sie z czesci, ktére nie sktadaly sie z pelnych kratek
i — na dodatek — dziura byta ,na bakier”. Mial on wprawdzie jedna zalete:
wszystkie czesci byly jednakowe, ale to raczej nie réwnowazylo jego wad.

Okazuje sie jednak, ze istnieje podzial na cztery czeéci rowniez, gdy dziura ma
boki réwnolegte do bokéw kwadratu, a na dodatek kazda z tych czedci sklada sie
z pelnych kratek. Ponadto zadnej z czedci nie trzeba odwracaé ,na lewa strone”.

Podziat ten nadestal nam Pan Adam Smolski.

Redakcja

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 663. Pompa strazacka pozwala na pompowanie strumienia p metréw
szesciennych wody na sekunde na odleglo$é s, jesli sikawka jest w pozycji 45°

do poziomu. Jaka jest minimalna moc pompy? Przyjaé gestosé¢ wody p za znana.
Rozwiazanie na str. 12

F 664. Zraszacz do trawy sklada sie z rurki o ksztalcie litery S o przekroju kota
o $rednicy d i dlugosci ramion R (rys. 1) zamocowanej na tozysku pozwalajacym
na swobodny obroét. Do srodka doprowadzana jest woda w ilo$ci p metréow
szesciennych na sekunde. Zraszacz obraca sie ze stala predkoscia katowa w. Jaki
jest dzialajacy na zraszacz moment sity oporu?

Rozwiazanie na str. 12

Redaguje Waldemar POMPE

M 1126. Z cyfr 1,2,3,4,5,6,7 utworzono wszystkie mozliwe liczby
siedmiocyfrowe, przy czym kazda cyfra wystepuje w kazdej z uzyskanych liczb
tylko raz. Rozstrzygnaé, czy sposréd tych liczb mozna wybraé¢ takie dwie rézne,
m in, z ktorych jedna jest podzielna przez druga.

Rozwiazanie na str. 16

M 1127. Punkty E i F' leza odpowiednio na bokach AB i AD rombu ABCD
(rys. 2). Proste CE i C'F przecinaja przekatna BD odpowiednio w punktach K
i L. Proste EL i FK przecinaja boki CD i CB odpowiednio w punktach P i Q.
Dowiesé, ze CP = CQ.

Rozwiazanie na str. 16

M 1128. Rozstrzygnaé, czy istnieje roznowartosciowa funkcja f okreélona
na zbiorze {1,2,3,...}, o wartodciach w zbiorze {0,1,2,...} i spelniajaca dla
dowolnych liczb catkowitych dodatnich m, n réwnosé

f(mn) = f(m) + f(n).

Rozwiazanie na str. 16
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(Nie)bezpieczne ladowanie

Do poturbowanego kolarza, ktory przed chwila przezyt
karambol, podchodzi dziennikarz i pyta: czy pan
uprawia sport dla zdrowia czy dla przyjemnosci?

Sport wyczynowy to nie zabawa. Dotyczy to nie tylko
dyscyplin olimpijskich. Szczegdlnie widoczne jest to

w sportach ekstremalnych — ,ekstremalne” jest to, czego
nie bylby w stanie zrobi¢ amator.

Przykladem moze by¢ jezdzenie na nartach

po. . .nienadajacych si¢ do tego dziewiczych terenach.
Jazda w glebokim $niegu po bardzo stromych stokach
(dostepna dla zdolnego amatora) jest przerywana
skokami z urwisk skalnych. Wtasnie takie skoki czynia
te forme uprawiania narciarstwa dostlownie ekstremalna.

Pokrewna konkurencja staty sie ewolucje na specjalnych
skoczniach, tzw. skoki big air (nie nalezy ich mylié

z olimpijska juz konkurencja skokéw akrobatycznych

na jeszcze innej odmianie skoczni).

Cho¢ w obu tych odmianach narciarstwa (i snowboardu)
rozgrywane sa zawody z mistrzostwami $wiata wiacznie,
to gléwnym zajeciem mistrzow tych konkurencji

jest dostarczanie zdje¢ do magazynéw narciarskich

(i snowboardowych).

W skokach typu big air przelatuje sie od kilkunastu
do kilkudziesieciu metréow, wznoszac si¢ na wysokosé
kilku metréw i wykonujac w locie salta, obroty lub
jedno i drugie. Podobne ewolucje urozmaicaja niektére
skoki ekstremalnej jazdy pozatrasowej. Na tylnej
okladce pokazany jest przyktad takiego przejazdu
(niestety, niektore ujecia moga by¢ jednoczesnie
pogladowa demonstracja zasady nieoznaczonosci).
Réznica wysokosci przy drugim skoku wynosi okoto

10 metrow. Czy normalny czlowiek moze bez szkody
dla zdrowia zeskoczy¢ z tak wysoka? Na zdjeciu widaé
zreszta, ze narciarz nie ustal tego skoku. Czy tylko
przypadkiem udalo mu si¢ wstac¢ i pojechaé¢ dalej?

Na szczescie oprocz odwagi, sprawnosci i umiejetnosci
milosnicy bialego (doslownie) szalefistwa maja
poteznego sprzymierzenca — zasady fizyki.

To, z jakiej wysokosci mozna po skoku bezpiecznie
wyladowaé, zalezy po pierwsze od tego, jak dluga
bedzie droga hamowania. Przyjmijmy najkorzystniejszy
wariant hamowania ze stalym przyspieszeniem. Wtedy
przeciazenie wyraza sie szczegoélnie prostym wzorem.
Stosunek dodatkowego przyspieszenia do przyspieszenia
ziemskiego jest po prostu réwny stosunkowi wysokosci
skoku do dlugosci drogi hamowania (wynika to

z faktu, ze praca wykonywana przez przyspieszenie

w ruchu jednostajnie przyspieszonym jest rowna
iloczynowi masy, przyspieszenia i przebytej drogi).
Jezeli hamowanie jest zwigzane tylko z ugieciem nog,
to droga hamowania wynosi okoto p6t metra. Juz przy
skoku z wysokoéci 5 metréw przeciazenie wynosiloby
wiec 10 g. Przecigtny czlowiek nie ma nég mogacych
wytrzymacé co$ takiego bez powaznej kontuzji. Dlatego
nikt rozsadny nie wyskakuje z drugiego pietra.

Czym roznig sie skoki prezentowane na okladce od
skoku z drugiego pietra? Bo przeciez nie wysokoscia.
Po pierwsze, spada sie na miekki $nieg. Dzieki temu
mozna uzyskaé dodatkowa droge hamowania nawet

10

Piotr ZALEWSKI

rzedu metra. W tym konkretnym przypadku

zysk wynosi jednak tylko okoto 20 cm. (Pokrywa
Swiezego Sniegu nie jest glebsza niz wysoko$é butow
narciarskich), co i tak zmniejsza przeciazenie (przy
pierwszym skoku) do okolo 7g. To, niestety, nadal
sporo. Nastepne zmniejszenie przeciazenia jest zwigzane
z ladowaniem na stromym stoku. Wyhamowacé trzeba
tylko sktadowa predkosci prostopadta do stoku.
Poniewaz predkosé¢ we wzorze na energie kinetyczna
wystepuje w kwadracie, to pojawia si¢ czynnik rowny
kwadratowi kosinusa kata nachylenia. Im wicksza
stromizna, tym tagodniejsze ladowanie! W sytuacji
pierwszego skoku z oktadki czynnik ten wynosi okoto
0,85. Ale to jeszcze nie koniec. Przeciez narciarz

ma pewna predko$¢ pozioma, ktéra ma skladowa
prostopadta do stoku skierowana od stoku w goére.
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Ladowanie bedzie tym lagodniejsze, im szybciej
narciarz (poziomo) si¢ porusza! Czynnik cos? o
zmniejsza sie wiec i wynosi (cos o — sin actg 3)2, co
liczbowo, w sytuacji omawianego skoku, jest réwne
okolo 0,4. Ostatecznie szacowane przeciazenie przy
pierwszym skoku wyniosto tylko okoto 3 g, czyli byto
réwnowazne zwyktemu skokowi z okoto péttora metra,
co nie stanowi wielkiego wyczynu. Zauwazmy, ze

na skoczni uzywanej do skokéw big air mozna tak
dobraé¢ predkosé najazdowa, zeby wektor predkosci
calkowitej w momencie ladowania byl prawie réwnolegly
do zbocza, praktycznie eliminujac przeciazenie.

Zamiast rozpatrywac drugi skok z oktadki (ktéry zostal
wykonany w kierunku kamery, co utrudnia szczegdtowa
analize), zajmijmy sie skokiem przedstawionym na
nastepnej stronie. Jest on naprawde stracenczy.
Wysokos¢ pokonanego skokiem urwiska wynosi okoto 40
metrow! W dodatku narciarz ma bardzo mala predkosé
pozioma. Stok jest co prawda bardzo stromy i pokryty
gruba warstwa $wiezego $niegu, ale skok zakonczyt

sie praktycznie catkowitym zatrzymaniem narciarza.
Dopiero po zatrzymaniu wstal on i pojechat dalej, co



dowodzi, ze skok przezyl bez widocznego uszczerbku
zdrowia. Ponowne ladowanie zwiazane byto z upadkiem
na plecy. Czy taki upadek ;
jest elementem techniki
ladowania? Ze zdjecia
mozna odczytaé, jaka byla
catkowita droga hamowania.

Jest to réznica wysokosci
srodka masy (znajdujacego
sie mniej wiecej na wysokosci §
biodra) w momencie £
pierwszego zetkniecia sie nart
ze $niegiem i domniemanego
jego polozenia w momencie
zatrzymania (ten moment
odpowiada ujeciu, na ktérym
wida¢ tylko wystajace ze Sniegu
narty). Stosowana przy takich
skokach technika ladowania
maksymalnie wydtuza te droge
hamowania.

W pierwszej fazie wykorzystywana

jest sprezystosé nart, ktorych

tyly wyginaja sie przy zetknieciu

ze $niegiem. Jednoczesnie narty
przebijaja sie przez warstwe S$niegu,
ktorej efektywna grubosé jest tym
wigksza, im bardziej stromy jest

stok. W koncu tyly nart dochodza

do twardego podtoza i w tym
momencie narciarz pozwala, aby narty
wyjechaly spod niego. Dzigki temu
zaczyna sie zmienia¢ kierunek predkosci
narciarza na roéwnoleglty do stoku,

a narciarz moze do wyhamowania uzy¢
calego ciala zapadajacego sie w Swiezym
$niegu, a nie tylko nég. Jezeli uda mu sie¢
rozpoczaé dalsza jazde bez zatrzymania
(umiejetnie wykorzystujac opdr stawiany
przez narty do powstania), to taki sposéb
ladowania odpowiada przeciazeniu
zwigzanemu tylko ze zmiana predkosci (ktéra
moze by¢ istotnie mniejsza od predkosci
calkowitej). Jezeli nie, to ostatnim hamulcem
sa nogi.

W sytuacji drugiego skoku przedstawionego
na okladce maksymalne przeciazenie

mozna oszacowaé na okoto 5g. Natomiast

na przedstawionym tu skoku z 40 metrow,

z droga hamowania 4 metry, nadal otrzymujemy ¢
oszacowanie na poziomie co najmniej 10 g. .
Czy jeszcze jakie$ prawo fizyki moze przyjsé
narciarzowi z pomoca? Powyzsze oszacowanie
zostalo zrobione przy zalozeniu, ze narciarz spada
ruchem jednostajnie przyspieszonym. Sekwencje zdjeé
(bogatsza niz tu przedstawiona) mozna wykorzystaé
do oszacowania zaleznoéci predkosci od czasu.
Otrzymane punkty przedstawione sa na rysunku, wraz
z dopasowang do pierwszych kilku zaleznoscig liniowa
odpowiadajaca ruchowi jednostajnie przyspieszonemu
oraz dopasowang do wszystkich punktéw parabola.

7 poréwnania obu dopasowan mozna wnioskowad,

ze na skutek oporu powietrza koncowa predko$é

byta o czynnik okoto 3/4 mniejsza, niz gdyby ruch
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odbywal si¢ ze stalym przyspieszeniem.

W takim razie koncowa energia kinetyczna

byla 9/16 razy mniejsza, czyli w poprzednim

%_”oszacowaniu powinni$my zmniejszy¢ wysoko$é
“Tskoku do 20-25 cm. Otrzymaliby$my wtedy

przeciazenie okoto 6 g.

Wypada w tym momencie ostrzec,
zwlaszcza mlodych Czytelnikéw. Z faktu,
Ze nasze oszacowania przeciazen sa
zadziwiajaco niskie, nie wynika, iz
omawiane ewolucje sa bezpieczne. Po
pierwsze, sa to oszacowania dolnej granicy
maksymalnego przeciazenia, ktére chwilowo
moze by¢ duzo wigksze. Dowodza one nie
tego, ze kazdy taki skok mozna przezy¢,
tylko tego, ze jego przetrwanie nie tylko
nie jest sprzeczne z prawami fizyki, ale ze
technika ladowania optymalnie te prawa
wykorzystuje.

Na koniec mozna zrobi¢ jeszcze
jedna ciekawa obserwacje
dotyczaca drugiego skoku
z okladki. Zeby ladowanie bylo
optymalne, nalezy zetknaé sie
ze stokiem w odpowiedniej pozycji.
Najczestszym btedem przy skokach
jest zle wybicie skutkujace pozycja
zbyt wychylong lub zbyt odchylona.
Robienie salta, co wyglada
na dodatkowa trudnos$é¢, moze
poméc. Moment bezwladnosci
tatwo reguluje sie poprzez stopien
wyprostowania sylwetki, a tym
- samym wplywa sie na tempo
obrotu, co umozliwia kontrole
pozycji w momencie
ladowania. Zeby
te mozliwosé
wykorzystag,
potrzebne jest jednak
Swietne wyczucie.

I na koniec uwaga
dla mitoénikow
narciarstwa.

Tak, dobrze sie
domyslacie. W obu
prezentowanych
sekwencjach
narciarskich
uzywany byl sprzet telemarkowy: free your heel, free
your mind (uwolnij piete, uwolnij umyst).



Co mozna znalez¢ nie dalej niz 5 pc od Stonca?

Rozwigzanie zadania F 663.

Ze wzoru na zasieg rzutu ukosnego pod
katem 45° dostajemy predko$é wylotows
wody v = /gs. W czasie At z pompy
wyplywa pAt objetosci wody o energii
kinetycznej “57
wobec tego co najmniej P =

-]

Rozwigzanie zadania F 664.

Z kazdego konca zraszacza wyplywa
strumien wody o natezeniu 4. Z réwnania
ciaglosci przeptywu obliczamy predkosé

At. Moc pompy wynosi
ppgs
5=

Marcin KIRAGA ™

Stonce wraz z otaczajacymi je planetami znajduje sie blisko plaszczyzny dysku
galaktycznego, w odleglosci okolo 8 kpc od centrum Galaktyki. W naszym
sasiedztwie spotykamy gwiazdy, ktére powstaly w réznych miejscach i w réznym
czasie. To, co je laczy, to obecne polozenie w przestrzeni i mozliwo$¢ doéé
doktadnego wyznaczenia ich parametrow. Blisko nas mozemy dostrzec rowniez
obiekty o bardzo matej jasnosci, takie jak matomasywne czerwone karly, brazowe
karty, stare biate karly, co moze poméc w ocenie, jaka jest ich prawdziwa gestosé
w przestrzeni i na ile sa niekompletne ich spisy na wigkszych odlegtosciach od
Stonca.

Na poczatku 2005 roku liste gwiazd znajdujacych sie blizej niz 5 pc otwieralo
Stonce i znajdowalo sie na niej jeszcze 49 ukladéw gwiazdowych. Objetosé
kuli o takim promieniu wynosi blisko 524 pc?. Jak widaé, w naszym otoczeniu

wylotowg wody liczong wzgledem
obracajacego si¢ zraszacza: vi = —-
Predkos¢ wzgledem nieruchomego
obserwatora wynosi wigc va = v1 — wR.
‘W czasie At zraszacz opuszcza woda

o momencie pedu AJ = puRva At, a wiec
z zasady zachowania momentu pedu
moment sily dziatlajacy na zraszacz

wynosi

AT 2012 R 2
Sar T aar
Poniewaz zraszacz obraca si¢ ze stala
predkoscia katowa, moment sity oporu
jest réwniez réwny T.

20 jeden uktad gwiazdowy przypada na ponad 10 pc3. Pisze o ukladach gwiazd,
gdyz czes¢ gwiazd znajduje sie w ukladach podwdjnych, potréjnych, a nawet
sktadajacych sie z wigkszej liczby sktadnikéw. Do 50 interesujacych nas uktadéw
nalezy 35 gwiazd pojedynczych, 10 podwéjnych i 5 potréjnych, zawierajacych
w sumie 70 obiektow. Sposréd nich wigkszosé stanowia gwiazdy ciagu gltéwnego:
1 gwiazda typu widmowego A (Syriusz A), 1 typu F (Procjon A), 3 typu G
(Stonce, a Cen, 7 Cet), 7 typu K i 46 gwiazd typu widmowego M. Oprdcz

tego 5 sktadnikéw ciasnych uktadéw podwdjnych ma najprawdopodobniej typ
widmowy M, lecz ze wzgledu na malta odleglo$¢ miedzy sktadnikami nie byty
badane osobno, lecz razem z towarzyszem. W odlegtosci do 5 pc nie ma zadnego
olbrzyma, za to znamy 5 bialych kartow — obiektéw, ktore juz zakonczyly

swoja ewolucje gwiazdowa. Mamy tez pare brazowych kartow, ktére ze wzgledu
na zbyt mala mase nie majg mozliwosci zamiany wodoru w hel poprzez reakcje

* Obserwatorium Astronomiczne termoj QdI‘OWG.

Uniwersytetu Warszawskiego

Najjaséniejsza sposrod tych gwiazd i zarazem
najjaéniejsza gwiazda nocnego nieba jest obecnie
gléwny skladnik Syriusza (Syriusz A), ponad 20 razy
jasniejszy od Stonca. Oprécz niego jasniejsze od
Stonica sa: Procjon A (okoto 7 razy) i o Cen (1,5 razy).
W odleglosci minimalnie przewyzszajacej zalozone 5 pc
znajduje si¢ jeszcze Altair, ktory jest kilkanascie razy
od Slonca jasniejszy. Jak wida¢, w naszym sasiedztwie
(i nie tylko) wigkszo$¢ gwiazd ma jasnosci mniejsze niz
Stonce.

Wiekszo$¢ z naszych sasiadow to gwiazdy I populacji,
zwiazane z dyskiem Galaktyki, powstale z materii,

w ktorej pierwiastki ciezsze od helu (tzw. metale)
stanowia juz okolo jednej setnej masy. Gwiazdy I1
populacji, o mniejszej zawartosci metali i niezwiazane
z dyskiem Galaktyki, a wchodzace w sklad jej sferoidu,
stanowia rzadko$é¢ w naszym otoczeniu. Patrzac

na sklad chemiczny i dynamike sasiednich gwiazd,
mozna wyr6znié¢ tylko jeden obiekt I populacji. Jest
to odleglta o 4 pc gwiazda GJ 191 zwana Gwiazda
Kapteyna. Zawiera ona kilkadziesiat razy mniej metali

niz Stonce i jest zapewne najstarsza z sasiednich gwiazd.

Gwiazda Barnarda, u ktorej obserwujemy najwigkszy
ruch wlasny (1074 na rok) zaliczana jest do populacji
posredniej.

Do gwiazd, ktére w ostatnim czasie szczegdlnie
zwracaly uwage astronomow, nalezy uklad « Cen.
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U obu sktadnikéw obiegajacych sie z okresem

80 lat udalo sie zaobserwowaé pulsacje analogiczne

do pulsacji stonecznych. Dzigki znajomosci masy
sktadnikéw, obserwacjom ich ruchu orbitalnego,
doktadnie wyznaczonej odleglodci, jasnosci i danym
astrosejsmologicznym udalo sie stwierdzié¢, ze gwiazdy
te licza najprawdopodobniej 6,5 mld lat. Sa wiec

od Stonca starsze, ale w materii, z ktorej powstaly,
zawartos¢ masowa metali byla prawie dwa razy wicksza
niz w materii stonecznej. Tak wiec dla zawartosci
metali istotne jest nie tylko kiedy, ale i gdzie dana
gwiazda powstala. Obserwacje astrosejsmologiczne
zostaly wykonane réwniez dla Procjona A. Ta gwiazda,
ktéra wraz z towarzyszacym jej bialym kartem obiega
wspolny srodek masy w ciaggu 40 lat, ma okoto 2,5 mld
lat.

Zmajdujacy sie w odleglosci okoto 13 000 j.a. od a Cen
czerwony karzel Proxima Cen jest obecnie (jak nazwa
wskazuje) najblizszym sasiadem Slonica. Duza odleglosé
miedzy o Cen i Proxima uniemozliwia wyznaczenie

ich wzajemnego ruchu orbitalnego. Nie istnieja nawet
obserwacje, ktore definitywnie dowodzilyby, ze Proxima
jest grawitacyjnie zwiazana z a Cen (cho¢ zapewne
jest). Aby tak bylo, predkosé radialna Proximy

moze si¢ réznié¢ od predkosci radialnej srodka masy
ukladu o Cen najwyzej o 500 m/s, natomiast obecnie
podawany blad wartosci jej predkosci radialnej jest
rzedu 1 km/s.



Obserwacje pobliskich czerwonych karléw nalezacych
do uktadéw podwojnych pozwalaja na dokltadne
pomiary mas tych najliczniej wystepujacych, ale wciaz
jeszcze stosunkowo mato poznanych gwiazd. Szczegdlnie
interesujacy okazal sie potréjny uktad GL 866.
Sktadniki A i C obiegaja sie raz na 3,8 doby, natomiast
okres orbitalny sktadnikow A, C i B wynosi 823

doby. Dowodzi to, ze masy sktadnikow A, B i C
wynoszg odpowiednio 0,12, 0,12 i 0,10 masy Stonca, co
stanowi dos¢ cenne uzupelnienie wiadomosci o masach
i jasno$ciach najmniej masywnych gwiazd.

O ile czerwone karty nie powinny ulec zmianom
ewolucyjnym przez najblizsze miliardy lat, to biale karty
sa pozostalo$ciami po gwiazdach duzo masywniejszych
i duzo szybciej koniczacych ewolucje. Najbardziej
znanym 7 nich jest Syriusz B. Ma mase rowna masie
Stofica, a rozmiary podobne do rozmiardéw Ziemi. Jest
on réwniez najgoretszym spo$rod obiektéw w naszym
otoczeniu. Jego temperatura efektywna wynosi blisko
25 000 K. Wiek uktadu Syriusza, w ktérym sktadniki
obiegaja sie raz na 50 lat, jest szacowany na okoto
250 mln lat. Obecny Syriusz B byl, jak mozna si¢
domysélaé, gtéwnym sktadnikiem o poczatkowej masie
okolo 5 mas Stonca i poczatkowej jasnoéci 20 razy
wiekszej niz obecna jasnos¢ Syriusza A. Przejscie
przez wszystkie fazy gwiazdowej ewolucji zajelo mu
okolo 120 mln lat i od okoto 120 mln lat stygnie jako
bialy karzel, zmniejszajac swoja jasnos¢ i temperature
do obecnych wartosci. Pozostale cztery biate karty sa
juz starsze i mniej masywne. Sg to: Procjon B, jeden
ze sktadnikéw ukladu potréjnego 40 Eri (40 Eri B)
oraz dwa pojedyncze biale karly: GJ 35 (Gwiazda van
Maanena) i GJ 440.

Do 70 obiektéw gwiazdowych, o ktérych wspomniatem
powyzej, zaliczytem réwniez dwa brazowe karty,
tworzace bardzo interesujacy uktad podwdjny zwiazany
z gwiazda € Indi, znajdujacy sie w odlegtosci 3,6 pc. Sa
one w odleglosci katowej 402" od gléwnego sktadnika,
a wiec odleglto$¢ miedzy nimi a widoczng goltym okiem
gwiazda typu widmowego K5 wynosi przynajmniej
1450 j.a. Ich masy zostaly na razie oszacowane przez
poréwnanie modeli stygniecia brazowych kartéw

z obserwowang, jasnoécia i cechami spektroskopowymi.
Naleza one do typu widmowego T, ktéry zostat
wprowadzony dla brazowych kartéw i charakteryzuje sie
obecnoscig linii widmowych pary wodnej i metanu. Wiek
ich jest szacowany na od jednego do dwoéch miliardéw
lat i oba skladniki maja bardzo niskie temperatury
efektywne, réwne okoto 1300 i 900 K przy masach
odpowiednio okolo 50 i 30 mas Jowisza (odpowiednio
dla jasniejszego i stabszego skladnika). Ze wzgledu

na to mogg by¢ obserwowane praktycznie tylko

w podczerwieni. Uktad ten jest bardzo interesujacy

ze wzgledu na mozliwo$¢ wyznaczenia masy brazowych
kartow z trzeciego prawa Keplera. W sierpniu 2003 r.
odleglo$¢ katowa miedzy brazowymi kartami wynosita
07732, czyli co najmniej 2,6 j.a. Na dokladne okreslenie
ich orbity trzeba bedzie jeszcze poczekaé przynajmniej
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kilka lat. Bardzo ciekawe bedzie jednak poréwnanie
wartos$ci mas sktadnikéw uktadu wynikajacych

z dynamiki i mas otrzymanych z modeli stygniecia
brazowych karléw.

Oprécez Stonca przynajmniej dwie z najblizszych

nam gwiazd (najprawdopodobniej) maja planety.
Stwierdzono to na podstawie bardzo doktadnych
pomiaréw zmian predkosci radialnych gwiazd. Bardzo
interesujacy jest uktad planetarny gwiazdy GJ 876,
znajdujacy sie w odlegtosci 4,7 pc. Gwiazda macierzysta
jest niewidocznym golym okiem (jej wizualna jasno$é
wynosi 10,2 mag) kartem typu widmowego M3, o masie
okolo 0,3 masy Slonica. Obecnie znamy trzy obiegajace
ja planety; ich okresy obiegu wynosza 1,94, 30,1 oraz
60,9 doby. Minimalne ich masy to 0,023, 0,56 i 1,94
masy Jowisza. Jezeli poréwnamy ten uktad z Ukladem
Stonecznym, to wszystkie te trzy planety znajduja

sie w odleglosci od gwiazdy mniejszej niz Merkury

od Stonca. Planeta zewnetrzna ma orbite o nieduzej
eliptycznodci, o wielkiej pdlosi 0,2 j.a., natomiast
planeta $érodkowa zmienia swoja odleglosé od gwiazdy
w zakresie od 0,09 do 0,16 j.a. Az dziwne, Ze ten uklad
jeszcze istnieje!

Obecnosé planety przy e Eridani u niektorych
astronomow budzi watpliwoéci, gdyz aktywnosé
chromosferyczna tej gwiazdy moze by¢ przyczyna
zmian w liniach widmowych, ktére to zmiany moga
by¢ interpretowane jako obecnosé planety. Na razie
jednak w wykazach planet odkrytych poza Uktadem
Stonecznym wystepuje € Eridani b, ktérej okres
orbitalny wynosi blisko siedem lat, minimalna masa
jest rowna 0,9 masy Jowisza, a mimosréd orbity

jest rzedu 0,5. Ponadto € Eridani otoczona jest
masywnym dyskiem pylowym, ktérego obecnoéé
moze $wiadczy¢ o licznych zderzeniach zachodzacych
miedzy planetoidami, a przyczyna jego obserwowanych
deformacji moze by¢ obecnoéé jeszcze jednej, bardziej
odleglej i mniej masywnej planety.

Na zakoniczenie warto zwréci¢ uwage, ze za kilkaset
tysiecy lat Stofice bedzie mialo juz innych sasiadéw
w swej wedréwce wokol centrum Galaktyki. Za okolo
27 000 lat Proxima Cen i o Cen osiagna najmniejsza
odleglosé¢ od Stonca — znajda si¢ wtedy w odlegloéci
niecalego parseka. Na blizsze spotkanie Stonca ze znang
obecnie gwiazda trzeba bedzie poczekaé¢ ponad milion
lat. Za 1,4 mln lat gwiazda GL 710 zblizy si¢ do nas
na odlegtos¢ jednego roku $wietlnego. Nalezy jednak
wzia¢ pod uwage, ze gwiazda ta jest teraz odlegla

0 20 pc. W promieniu 20 pc od nas jest wciaz wiele
nieodkrytych jeszcze stabo $wiecacych gwiazd, ktére
w przysztosci moga by¢ naszymi bliskimi sasiadami.

Liste 100 najblizszych gwiazd mozna znalezé pod
adresem:
http://joy.chara.gsu.edu/RECONS/TOP100.htm,
a znacznie wiecej informacji o wybranych gwiazdach
na stronie:
http://www.solstation.com/index.html.
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Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
402 (WT = 3,29) i 403 (WT = 1,53)

z numeru 9/2005

Jerzy Witkowski — Radlin 43,98
Mateusz Lacki  — Krakow 32,93
Konrad Kapcia — Czgstochowa 27,70
Tomasz Tkocz  — Rybnik 18,90
Andrzej Idzik — Bolestawiec 17,43
Jacek Konieczny — Poznan 14,91

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 517, 518
Redaguje Marcin E. KUCZMA

517. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb catkowitych z, y, dla ktérych kazda z liczb
2z + vy, 3xr — 2y, 11z + 9y jest kwadratem liczby caltkowitej.

518. Zbior {1,2,...,3n} zostal podzielony w dowolny sposob na trzy roztaczne
zbiory n-elementowe A, B, C' (n jest dowolng liczba naturalna). Udowodnié,

ze istnieja liczby a € A, b € B, ¢ € C, z ktérych jedna jest rowna sumie dwoch
pozostalych.

Zadanie 518 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 11,/2005
Przypominamy tres¢ zadan:

509. Dany jest nieskonczony ciag liczb dodatnich a1, as,as,.... Niech ¢, bedzie najwieksza liczba
catkowita, ktérej kwadrat nie przekracza

(a1 + ...+ ap)(E + ...+ L.

ay an

Wykazaé, ze ciag c1, c2, c3, ... jest Scisle rosnacy.

510. Dla ustalonej liczby naturalnej n rozwazamy zbiér X, ktorego elementami sg wszystkie ciggi
(z1,...,2pn) 0 wyrazach réwnych 0 lub 1. Okreslamy odleglosé

0(x,y) = lz1 — w1l + ... + |20 — ynl
dlax = (z1,...,2,) € X,y = (y1,..-, yn) € X. Niech x,y,z € X spelniaja warunek

é(x,y) =6(y,z) = 6(z,x) = £ (wierzcholki ,tréjkata réwnobocznego” w przestrzeni metrycznej
(X, 6)). Wyznaczy¢ (w zaleznosci od £) najmniejszg liczbe r, dla ktérej istnieje taki punkt s € X,

ze 0(s,x) =06(s,y) =0d(s,z) =r.

509. Oznaczajac

1 1
b= — + ...+ —,

al an
przepisujemy okreslenie ¢, jako ¢, = [V/Sntn |. Mamy ciag
zaleznosci

3n+1tn+1 = (sn + an+1) (tn +

Sp=a1+ ...+ an,

) :sntn+Xn+17
An+1

gdzie

S
> 2V/sutn

An+1
($rednia arytmetyczna i geometryczna). Zatem

sn+1tn+1 2 Sntn + 2\/ Sntn + 1= (\/ Sntn + 1)27

czyli \/Sn+1tnt1 = V/Snln + 1, skad wniosek, ze
Cn+1 2 cn + 1.

Xn = Ant+1tn +

510. Jak tatwo sprawdzié¢, odlegtosé § spelnia warunki
wymagane od metryki — w szczegblnosci warunek trojkata.
Jesli wiec punkty x,y,z sa wierzchotkami , trojkata
réwnobocznego” o boku £ i jesli istnieje punkt s € X
lezacy w jednakowej d-odlegltosci od kazdego z nich, to

L =46(x,y) <0(s,x) +d(s,y) = 2r. Pokazemy, ze réwnosé
2r = { daje si¢ zrealizowad.
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Niech x = (z1,...,2n), ¥y = (y1,...
Okreslamy zbiory wskaznikéw
A={i:z;=1yi=1,z=1}, E={i: zi = 1,4: = 0,2
B={i:zi=1y=1,2=0} F={i: 2, =0,y, =1,2
C: {Z T; = 172/2' :O,Zi = 1}, G: {Z xX; :O,yi :O,Zi
D= {Z T :0,y¢ = 1,27; = 1}, H:{Z ZX; :O,yi :O,Zi
Oznaczmy liczby elementéw w zbiorach A, B, ..., H
odpowiednio matymi literami a, b, ..., h. Wowczas

§(x,y)=d+e+c+/,

o(y,z)=c+f+b+g,

0(z,x)=b+g+d+e.
Te trzy liczby sa z zatozenia réwne ¢, skad wynika, ze
d+e=c+ f=b+g= 3¢ (liczba ¢ jest wigc parzysta).
Wystarczy teraz przyja¢ s = (s1,...,Sn),

8‘:{1 dla i€ AUBUCUD,
’ 0 dlai€ EUFUGUH.

Tak okreslony punkt s spelnia réwnosci §(s,x) = d + e,
0(s,y) =c+ f, d(s,z) = b+ g; kazda z tych trzech
liczb jest réwna %64 Zatem r = %Z jest minimalng liczba
o postulowanej wtasnosci.

,yn)7 z = (217"'72’”)'
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Zadania z fizyki nr 414, 415
Redaguje Jerzy B. BROJAN

414. Jednorodna belka jednym konicem opiera sie o pionowa Sciane, tworzac

z nig kat «, a drugi jej koniec jest podtrzymywany przez linke tworzaca ze Sciana
kat G (rys. 1). Jaki musi by¢ wspdlczynnik tarcia miedzy belka a Sciana, aby
belka nie zsunetla sie w do6t?

415. W pewnej metodzie rozdzielania dwoch izotopow A i B pewnego
pierwiastka elementarna operacja jest rozdzielenie 2 moli mieszaniny
zawierajacej 2p4 moli izotopu A na 1 mol mieszaniny, w ktérej stosunek liczb

moli jest r razy wickszy od wyjsciowego

Rys. 1

/
o,
PB PB

B i 1 mol pozostatosci. Ponadto na kazdym etapie dopuszczalne jest taczenie
(mieszanie) dowolnie wybranych prébek. Jesli r» = 1,03, to ile elementarnych
operacji trzeba przeprowadzi¢, aby z 1000 moli mieszaniny o skladzie 50% A
i 50%B wyodrebnié¢ 400 moli mieszaniny zawierajacej 80% izotopu A?
Wystarczy odpowiedz przyblizona.

Wskazowka: Rozwigzanie moze by¢ oparte na obliczeniach komputerowych, albo
tez na wzorach na entropie mieszaniny.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 11/2005

Przypominamy tres¢ zadan:

406. Gestosé szkla wynosi 2,5 g/(:ms, a wspoélczynnik zalamania 1,5. Obliczy¢ natezenie strumienia
« $wiatla skierowanego w gére (moc na jednostke powierzchni prostopadlej) niezbedne do tego, aby

w nim lewitowata kulka o promieniu 0,1 mm wykonana z tego szkta. Odbicie swiatlta od powierzchni

kulki, absorpcje, a takze efekty falowe (dyfrakcje) nalezy pominaé.

407. Obwdd elektryczny sktada sie ze zrdodetl sity elektromotorycznej i opornikéw podlegajacych

prawu Ohma; ponadto w obwodzie znajduje si¢ amperomierz oraz opornik o zmiennej opornosci
(niekoniecznie sgsiadujace). Stwierdzono, ze przy dwdéch réznych wartosciach opornosci tego opornika
amperomierz wskazywal jednakowa wartos¢ nate¢zenia pradu. Czy jest mozliwe, zeby przy jeszcze
innej opornosci tego samego opornika amperomierz zmienil wskazanie?

406. Jesli promien swiatta pada
na kulke o promieniu R wykonang !
ze szkta w odleglosci 7 od jej osi I
(zob. rys. 2), to kat padania jest iy
réwny '

a = arcsin(r/R),
kat zalamania

B = arcsin(r/nR),
kat odchylenia od kierunku
poczatkowego

Y= 2(a - ﬁ)7
a zmiana sktadowej pedu

promienia wzdtuz kierunku
poczatkowego

Ap = p(l —cos~). E
I

Wprowadzilismy tu oznaczenia r

n — wspoltczynnik zalamania, I

p — ped poczatkowy. Moc Rys. 2

promieniowania d P padajacego na kulke w przedziale
odleglosci od osi od r do r + dr jest réwna iloczynowi
natezenia sSwiatta I przez powierzchnie pierscienia o grubosci
dr, tzn. dP = I - 2xrdr. Po podzieleniu tej wielkosci przez
predkosé §wiatta ¢ otrzymujemy ped niesiony przez te wigzke
promieniowania w ciggu 1 sekundy, czyli site, ktora bytaby
wywierana przez wigzke, gdyby ulegta ona absorpcji. Jak
wynika z poprzedniego rozumowania, rzeczywista site F'
unoszaca kulke otrzymamy mnozac dP/c przez czynnik
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(1 —cos7) i catkujac od 0 do R. Po wprowadzeniu zmiennej
u = r/R otrzymujemy wyrazenie

1
F = 127rRQ / {1 — cos [2 (arcsinu — arcsin E)} } u du.
c o n

Wystepujaca tu catke mozna obliczyé prawdopodobnie tylko
numerycznie — dla podanej wartosci n okazuje si¢ ona réwna
0,120. Po przyréwnaniu F' do ciezaru kulki %R?’pg (p—
gestosé szkta) otrzymujemy

4 2 2
3‘07120Rpgc 8,2 GW/m” = 8,2 kW/mm

407. Zadna zmiana w rozkladzie pradéw w obwodzie

nie nastapi, jesli zamienimy opornik na zrédto sity
elektromotorycznej o wartosci rownej napieciu na tym
oporniku. Zmiana oporu opornika jest rownowazna zmianie
tej sity elektromotorycznej (pomijamy banalny przypadek,
gdy przez opornik prad nie pltynie i ta sita elektromotoryczna
jest réwna zeru). Z drugiej strony, opisany obwdd jest
liniowy, tzn. natezenie pradu ptynacego przez amperomierz
jest liniowg funkcja kazdej z sit elektromotorycznych
wystepujacych w obwodzie. Funkcja liniowa przybierajaca
jednakows warto$¢ dla dwoch réznych argumentéw jest stata
— dlatego zmiana wskazania amperomierza nie jest mozliwa.

Mozna wykazaé, ze najogdlniejsza postacia zaleznosci
natezenia pradu w wybranej galtezi od oporu opornika jest
funkcja homograficzna

aR+Db

I =
cR+d




Rozwigzanie zadania M 1126.
Przyjmijmy, ze liczba n jest dzielnikiem
liczby m oraz n < m. Wtedy n|m — n.
Ponadto 9| m — n, gdyz sumy cyfr liczb
m i n sa jednakowe. Liczby n i 9 sa
wzglednie pierwsze, poniewaz liczba

n daje z dzielenia przez 3 reszte 1.
Zatem 9n | m — n, co jest niemozliwe,
gdyz 9n > m — n (liczba 10n jest
oémiocyfrowa, a zatem wigksza od m).
Otrzymana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze wsrod
uzyskanych liczb nie ma takich dwéch,
z ktérych jedna jest podzielna przez
druga.

Rozwigzanie zadania M 1127.
Wystarczy udowodnié, ze DP = BQ
(rysunek).

A E B

Oznaczmy przez a dtugosé boku rombu
oraz niech BK =z, KL =y, LD = z.
Na mocy twierdzenia Talesa mamy

DP z BE T
—_—— = oraz —_—— =,
BE T4y CD y+z
arz
skad DP =

(@+y)(y+2)
Analogicznie obliczamy dlugosé odcinka
BQ:
BQ =
DF y+z

DF z
oraz —_— =
BC

arz

(z+y)(y+2)

T +y ’
a zatem BQ =
Stad teza.

Rozwigzanie zadania M 1128.
Wykazemy, ze taka funkcja nie istnieje.
Przyjmijmy, ze f jest funkcja spelniajaca
warunki zadania. Wstawiajagc m = n =1,
otrzymujemy f(1) = 0. Zatem f(n) > 1
dla kazdej liczby naturalnej n > 2.

W szczegdlnosdei f(2) > 1 oraz f(3) > 1.
Jesli k > 1 jest ustalong liczbg naturalng,
to

fm*) = f(m) + f(m*~1) =
=2f(m) + f(mF=2) =... = kf(m).
Podstawmy k = f(2), m = 3. Wtedy
FEI®) = 12)- 13) =
=1(3)-f(2) = FI).

Skoro f jest réznowartosciowa, to
3/(2) = 2/(3) Uzyskalismy sprzeczno$é.

Odpowiedz do pytania ze strony 6.
Ograniczono$é: wystarczy rozwazy¢
A=R? B ={(0;0)}, C={(1; )}
Domknigtosé: wystarczy rozwazydé
A={t:nen}, B=(:1),C=@©0).

Patrz w niebo

Ponad 50% galaktyk to galaktyki spiralne. W przypadkach, gdy struktura
galaktyki jest niezaklécona, ramiona sa dwa i w dobrym przyblizeniu maja
ksztalt spirali logarytmicznej. Od dawna wiadomo, ze ramiona galaktyk to tzw.
fale gestosciowe, czyli miejsca, gdzie gwiazdy (i materia miedzygwiazdowa) sa
akurat upakowane geéciej niz miedzy ramionami, przy czym gwiazdy w tych
falach nieustannie sie wymieniaja. Wynika to z faktu, ze materia tworzaca
ramiona (czyli gwiazdy i materia rozproszona) podlega grawitacji wlasnej,
grawitacji centralnego zgeszczenia galaktyki, biorac zarazem udzial w rotacji
galaktyki. Taki dos¢ skomplikowany mechanizm tltumaczy zardéwno ksztatt
ramion, jak i to, ze sa one ostatecznie strukturami bardzo trwalymi — stad tak
duza ilo$¢ galaktyk spiralnych.

Gdy Teleskop Hubble’a zaczal dostarczaé wysokiej jakosci zdjecia galaktyk
spiralnych, okazalo sie, ze u wielu takich galaktyk w centralnej czesci

(bulge) wida¢ mndstwo delikatnych spiralnych widkien gwiazd i materii
miedzygwiazdowej siegajacych samego centrum galaktyki i gesto wypelniajacych
obszar calego ,centralnego zgeszczenia”. Dla wyjasnienia tych struktur
wysunieto pomysl, ze sa to obrazy fal akustycznych. Modelowe obliczenia
wykazaly, ze obiegajace centrum galaktyki zgeszczenia gwiazd moga rzeczywiscie
wywolywaé zgeszczenia materii rozproszonej, wyciagajace sie w dlugie widkna
zaginajace si¢ ku centrum. Zdaniem badaczy tego problemu rozwiazywaloby

to jednoczesnie zagadke: czym zywi sie czarna dziura w centrum aktywnej
galaktyki? Dostarczanie jej materii z otoczenia tatwo jest sobie wyobrazié,

gdy galaktyka jest zaburzona przez inna sasiednia. Natomiast w galaktyce
,hormalnej” odpowiedzialne za to bylyby wtasnie fale akustyczne, nieuchronnie
generujace w roznych miejscach centralnego zgeszczenia fale uderzeniowe, a jako
dalszy skutek — chaotyczne ruchy gazu, ktorego jakas$ czes¢ musiataby stale
opadaé na centralna czarna dziure.

Tomasz KWAST
90“ '.

Marzec

Miedzy dwiema bardzo jasnymi gwiazdami, Syriuszem i Procjonem, widocznymi
w marcu na wieczornym niebie, lezy gwiazdozbiér Jednorozca. Znajduje

siec w nim gromada otwarta gwiazd NGC 2244, o jasnosci 4,7 mag (czyli

w zasadzie dostrzegalna golym okiem), zawierajaca niecate 20 gwiazd i polozona
w odleglosci 5,8 pc. Gromada ta stanowi centrum pieknej mgtawicy Rozeta,
widocznej oczywiscie dopiero na zdjeciach teleskopowych. W poblizu znajduje
si¢ inna mglawica, Stozek, o jasnosci 4,4 mag i odlegla o 1 kpc. Obie mgtawice
sg aktywnymi obecnie obszarami gwiazdotwérczymi.

Wenus jest w Koziorozcu i wschodzi przed wschodem Stonca. W najwiekszej
odleglosci od Stonica znajdzie sie 25 III. Mars jest w Byku i wida¢ go wieczorem
w zachodniej czeéci nieba. Jowisz jest w Wadze; wschodzi kolo polnocy. Saturn
jest w Raku; wieczorem znajduje sie juz do$¢ wysoko na niebie i widaé¢ go

do rana. Pelnia Ksiezyca wypada 15 III i nastapi wtedy jego pdlcieniowe
zalmienie, z maksymalna faza okolo godz. 1. Néw bedzie 29 III i wtedy

nastapi calkowite za¢mienie Stonca, widoczne w Brazylii, Afryce, Turcji,
poludniowo-zachodniej Rosji i pétnocnej czesci Mongolii. Ksiezyc zakryje

Spike 17 IIT (widoczne z Hawajéw i z najbardziej zachodniego skraju Ameryki
Potudniowej) i Antaresa 21 III (widoczne z péinocno-wschodniego skraju
Ameryki Poludniowej i poludniowego kranca Afryki). Wieczorem 20 III nastapi
réwnonoc wiosenna, a w nocy 25/26 IIT przechodzimy na czas letni.

T. K.
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Przywrd6ci¢ normalnosé

Rafal SZTENCEL "

Prawdopodobienstwem warunkowym zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszlo
zdarzenie B (o dodatnim prawdopodobienistwie) nazywamy liczbe

P(ANB)

PAIB) = =5 5

Zmane sa liczne przyktady prostych zadan, w ktérych obliczenie
prawdopodobienstwa warunkowego daje zaskakujacy wynik (patrz np. [2]).
Punktem wyjscia bedzie umiarkowany pod tym wzgledem

Przyklad 1. Losujemy jedna rodzine spoérdd rodzin z dwojgiem dzieci. Jaka
jest szansa, ze wybierzemy rodzing z dwoma chlopcami, jesli wiemy, ze w tej
rodzinie jest co najmniej jeden chlopiec?

Rozwiazanie. Przyjmiemy, ze zbior zdarzen
elementarnych 2 sklada sie z czterech jednakowo
prawdopodobnych par: {(c, ¢), (¢,d), (d, ¢), (d,d)}, gdzie
pierwszy element pary oznacza mltodsze dziecko, a drugi
— starsze. Obliczamy

P({(Cv C)}H(Cv C)v (dv C)a (Cv d>}) = 1/3

Teraz nieco bardziej zaskakujacy

Przyklad 2. DowiedzieliSmy sig, ze w rodzinie

z przykladu 1 jest chlopiec, ktéry ma na drugie imie
Antoni. Czy szansa, ze w rodzinie jest dwéch chlopcow,
nadal wynosi 1/37

Ostatecznie chlopiec musi mie¢ jakie$ imie — czy zatem
dowiedzielismy si¢ czego$ istotnie nowego, co mogloby
zmieni¢ szanse badanego zdarzenia? Zobaczmy. Mamy
teraz trzy kategorie dzieci (¢, a, d) i dziewie¢ zdarzen
elementarnych. Antoni to rzadkie imie — chlopiec ma
szanse p, ze je otrzyma. Whbrew utartym zwyczajom
niech 2 bedzie kwadratem jednostkowym — bedziemy
obliczaé pola figur.

(1-p)

NI NI

IS
D=

d a c

Szukane prawdopodobienstwo to stosunek pola czesci
krzyza pomalowanej na szaro do pola catego krzyza:
P3P 2-p
p—ip® 4-p
Ciezko w to uwierzy¢; bledu rachunkowego chyba nie
ma. Dla p = 1 (kazdy chlopiec to Antoni) uzyskujemy
odpowiedz z przyktadu 1. Ale i tak cos jest zasadniczo
nie w porzadku.

Zadanie to ukazalo sie w ksiazce [1], napisanej przez
psychologa, badajacego reakcje ludzi na takie dziwne
zadania. Zostalo ubrane w tekst o osiedlu, na ktérym
mieszkaja wylacznie rodziny z dwojgiem dzieci. Widzac
ojca z synem na spacerze, dowiadujemy si¢, ze syn ma
na imie Antoni, etc.

*Instytut Matematyki Uniwersytetu Warszawskiego
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Sprecyzujmy zatem warunki doswiadczenia. Niech dzieci
beda wyprowadzane na spacer w wyniku sprawiedliwego
(inaczej rodzice ryzykuja awanture) losowania. Zbiér
zdarzen elementarnych bedzie musial zosta¢ wzbogacony
— oto typowe zdarzenie elementarne: (a, a; 1), co
czytamy: mlodszy Antoni, starszy Antoni, na spacerze
mlodszy.

Teraz okazuje sie, ze juz jest normalnie: jesli na spacerze
jest Antoni, to szansa, ze w domu zostala dziewczynka,
wynosi %, chlopiec (nie Antoni) — (1 — p), wreszcie
Antoni — é p, zgodnie z czestosciami wystepowania
wymienionych kategorii dzieci. Tak powinno by¢,
poniewaz dokonujemy tu losowania dwuetapowego —
najpierw rodziny, potem dziecka.

Powyzsze wyniki mozna uzyska¢, wypisujac pracowicie
zdarzenia elementarne, nic dziwnego wiec, ze wolimy
wz6r Bayesa.

Niech na przyktad Hy, k = 0, 1,2 oznacza zdarzenie
,w rodzinie jest k dzieci o drugim imieniu Antoni”,
A za$ — ,Antoni jest na spacerze”. Obliczamy
P(Hy|A)=
B P(A[H;)P(H,)

P(A[Ho)P(Ho) + P(A|H1)P(H:) + P(A|H2)P(Hs)
_ 1- P(H,)

0-P(Hy)+ % -P(Hy)+1- P(Hs)

2P(H>)
- P(Hy)+2P(Hy)
1
2- ZPQ y
p(1—3p) +2- gp?

Wobec tego w jakich warunkach mozna sie spodziewac
wyniku i%g? Moze w takich: w urzedzie gminy jest
kartoteka z danymi o rodzinach z dwojka dzieci.
Znajomy urzednik wyjmuje losowo karte i informuje
nas, ze w rodzinie jest syn o drugim imieniu Antoni. My
oceniamy szanse, ze w rodzinie jest dwoch synéw (byé
moze obaj o drugim imieniu Antoni).
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