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Pierwszy nowoczesny zegarmistrz

Twierdzenia o sile odsrodkowej wywotanej
jednostajnym ruchem po kole.

1. Jesli dwa jednakowe ciala w jednakowym czasie obiegajq
niejednakowe okregi, to ich sity odsrodkowe sq proporcjonalne
do dtugosci tych okregow czy tez do ich $rednic.

11. Jesli dwa jednakowe ciala krgzq z jednakowq predkoscig
po réznych okregach, to ich sity odsrodkowe sq odwrotnie
proporcjonalne do Srednic tych okregéw.

111. Jesli dwa jednakowe ciata krazq po jednakowych
okregach z réznymi predkosciami, to ich sity odsrodkowe sq
proporcjonalne do kwadratow tych predkosci.

1V. Jesli dwa jednakowe ciala krgzg po roznych okregach,
wywolujgc takie same sity odsrodkowe, to okresy ich obiegu
sq proporcjonalne do pierwiastkéow kwadratowych ze Srednic.

V. Jesli ciato krqzy po okregu z takq predkosciq, jakq

by osiagnelo spadajac z wysokosci 1/4 Srednicy okregu,

to wywolana przez nie sita odsrodkowa jest réwna jego
ciezarowi, czyli ciggnie ono za nié, ktorg jest przymocowane
do $rodka, z takq silq, z jaka ciggneloby za nig swobodnie
zZwisajqc.

VI. Jesli cialo biega po réznych poziomych okregach leZacych
na jednej paraboloidzie obrotowej, to czas obiegu jest taki
sam, niezaleznie od tego, czy zakreslane okregi sq wieksze
czy mniejsze; czas ten jest dwukrotnie dluzszy od okresu
drgan wahadla, ktorego dlugo$é jest réwna polowie parametru
paraboli tworzgcej tej paraboloidy.

Co to jest? Sa to twierdzenia zawarte w V czesci ksiegi
Christiaana Huygensa ,,Zegar wahadlowy” (1673),
podsumowujacej badania nad jego ulubionym tematem.

CV — tak, jak teraz wypada, kroétkie

Christiaan Huygens urodzil si¢ w Hadze (Holandia)
14 kwietnia 1629 roku. Studiowal w Lejdzie i Bredzie.
W latach 1665-81 mieszkal w Paryzu, zostal zreszta
wybrany czlonkiem Paryskiej Akademii Nauk. Potem
powrdéceil do Hagi, gdzie zmart 8 lipca 1695 roku.

Byl astronomem, fizykiem, mechanikiem

i matematykiem. Najwiecej czasu zabraty mu prace nad
doskonaleniem — tak teoretycznym, jak praktycznym

— zegarow. Uzyskal tu piekne wyniki w badaniach nad
wahadtami. Skonstruowal pierwszy zegar wahadlowy,
stworzyl wahadlo izochroniczne ptaskie i stozkowe,

a takze rozwiazal zagadnienie wahadta fizycznego —

o tym bedzie mowa w zasadniczej czesci tego tekstu.
Zaczal swoje badania od prostszej mechaniki — w wieku
17 lat podjal trud opisania rzutu poziomego. Tu jednak
madrzy nauczyciele podsuneli mu do czytania prace
niedawno zmarlego Galileusza — Christiaan orzekl, ze
,hie ma sensu pisanie Iliady po Homerze”, a pelnym
czci i zapalu kontynuatorem Galileusza pozostal

do konca zycia.

Nic wiec dziwnego, ze zajal sie¢ doskonaleniem
zbudowanego przez Galileusza (w 1609 roku) teleskopu.
Bylo to znaczne udoskonalenie, bo uzyskat 92-krotne
powiekszenie (Galileusz 20-krotne), a powstaly przy

tej okazji okular do tej pory nosi jego nazwisko i jest
stosowany w praktyce. Za pomoca tego teleskopu odkryt
pierécienie Saturna i Tytana — jego satelite, co obalito
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panujace od pét wieku przekonanie, ze — poza Ziemia

— satelity ma tylko Jowisz (Galileusz nazwal satelity
Jowisza Gwiazdami Medycejskimi i twierdzil, ze zaden
inny r6d na swoje gwiazdy nie zastuzyl). Jako zapalony
mechanik skonstruowal tez ,,maszyne planetarna” —
pierwowzdr planetarium. Zajmowat si¢ takze ksztaltem
Ziemi i twierdzil, ze ma ona ksztalt dysku, a nie
wrzeciona, jak przypuszczal Kartezjusz (podobnie
Newton obstawal przy dysku — potwierdzone to zostato
w stulecie pdzniej przez pomiary Maupertuisa).

Kolejny wazny krag zainteresowan Huygensa to Swiatlo.
Wiadnie sformulowanie (niezaleznie od Hooke’a) falowej
teorii $wiatta i wyjasnienie z jej pomoca szeregu zjawisk
optycznych stalto si¢ bezposrednim powodem przyjecia
go do Akademii Paryskiej. Podsumowuje to , Traktat

o $wietle” (1690).

Zegarmistrz

Dla matematyka najciekawsze sa jednak jego prace
dotyczace zegarow. Najpierw rozwiazal problem
mechaniczny. Do tej pory zegary byly poruszane przez
wagi, ktorych tempo obnizania si¢ bylo regulowane
przez rozmaite zaciski (wiadomo np., ze Tycho

Brahe swoje zegary codziennie podregulowywal
mlotkiem). Galileusz stwierdzil, ze do regulacji tempa
poruszania sie wskazdéwek musi by¢ uzyte jakie$ zjawisko
periodyczne, a jedynym takim, znanym wowczas,

bylo wahadlo. Huygens zbudowal wiec pierwszy zegar

z wahadlem (patent Stanéw Holenderskich z czerwca
1657). Tempo opuszczania sie wagi reguluje w nim,
uzywany do dzi$, typ wychwytu, mechanizm w ksztalcie
kotwiczki z ukosnie przycietymi zebami.

Jako perfekcjonista zwrécil jednak uwage na istotny
brak klasycznego (dzi$) zegara wahadlowego. Jak to

juz stwierdzil Galileusz, okres zwyklego wahadla, jak
moéwi sie na lekcjach fizyki, nie zalezy od wychylen
tylko wtedy, gdy wychylenia sa male (ciekawe, ze sa
tacy, ktorzy nie dostrzegaja w takim sformutowaniu
paradoksu). Sprawa, dla ktérej Huygens podnidst te
kwestie, miata jednak wymiar nie logiczny, lecz Scisle
praktyczny. Otéz bez zegara nie bylo mozliwe okreslanie
dlugosci geograficznej. I cheiano, by taki zegar mogt
chodzi¢ na kolyszacym sie okrecie, gdzie o jedynie mate
wychylenia wahadla nie sposéb byto zadbac.

Dtlugosé geograficzna (przed GPS) okresla sie np. przez stwierdzenie,
ktora godzina jest w Londynie, podczas gdy u nas jest poludnie.
Roéznicg czasu (w godzinach) dzielimy przez 15 i to jest dlugosé
geograficzna — wschodnia, gdy poludnie jest wecze$niej niz w Londynie,
— zachodnia, gdy pézniej. Do mierzenia szerokosci wystarczy

(na pétkuli péilnocnej) natomiast tylko zmierzenie kata wzniesienia
Gwiazdy Polarnej — to wtasnie jest szeroko$é. Bowiem szerokosé jest
pojeciem obiektywnie okreslonym przez przyrode, a diugosé jest tylko
umownym pojeciem wprowadzonym przez ludzi.

Wiek XVII to czas niestychanego rozwoju floty tak
angielskiej, jak holenderskiej, to czas, gdy europejskie
zaglowce optywaly caty kule ziemska. Problem
okretowego zegara mial wigc ogromng wage. Juz w 1636
roku holenderski admiral, Real, zwrocit sie z takim
zamoOwieniem do Galileusza, ten jednak zamowienia nie
wykonal. Po $émierci Galileusza z kolei admiralicja



angielska ogtosita konkurs na konstrukcje zegara
okretowego, oferujac ogromna nagrode 20 tys. funtow
(co odpowiada dzi$ okolo 2 mln funtéw).

Jest rzecza charakterystyczna, ze swoje prace nad
zegarem wahadlowym odpornym na kotysanie Huygens
rozpoczal od rozwazan matematycznych. Punkt
materialny na niewazkiej nici, czyli teoretyczne ptaskie
wahadlo, porusza sie po okregu i stad sie bierze
zaleznosé okresu od wychylenia. Dla matych wychylen

Tautochrona

jest ona zaniedbywalna, ale dla wickszych mozna
ja zmierzy¢ — Huygens stwierdzil, ze okresy dla
wychylenia 90° i dla malego wychylenia maja sie
jak 34 do 29. Nalezalo wiec zrezygnowac z tego, by
wahadto poruszalo sie po luku pionowego okregu:
albo powinno sie porusza¢ po innej krzywej lezacej
w plaszczyZnie pionowej, albo po krzywej nielezacej
w takiej plaszczyznie. Obie mozliwosci zostaly
rozwazone.

(albo izochrona) to linia w plaszczyZnie pionowej, majaca te wlasnosé, ze

polozona na niej w dowolnym miejscu kulka (pod wplywem grawitacji, przy
zaniedbaniu oporéw ruchu) stoczy sie do jej najnizszego punktu w takim samym

Warto podkresli¢, ze dowéd Huygensa,
iz cykloida jest tautochrona, w calosci
jest dostepny dla $rednio zdolnego
gimnazjalisty.

cykloida.

czasie. Huygens rozpoczal od znalezienia takiej linii. Udowodnil, ze jest nia

Cykloida to droga ustalonego punktu okregu toczacego sie bez poslizgu

po prostej. Linia ta sklada sie z arkad taczacych sie ostrzami, przy czym

tuk okregu od punktu cykloidy do punktu stycznosci z prosta jest réwnej
dhugosci z odcinkiem od tego punktu stycznosci do ostrza. Trudniej dostrzec,

ze styczna do cykloidy zawsze przechodzi przez (aktualnie) najwyzszy punkt
wyznaczajacego ja okregu. Istotnie, skoro ruch odbywa sie bez poslizgu, wiec
wektor ¥ jego predkosci w ruchu (poziomym) po prostej jest tej samej dlugosci,
co wektor o predkosci liniowej jego ruchu obrotowego. Wektory te tworza zatem

romb, ktérego przekatna jest ich wypadkowa. Aby wykazaé, ze przechodzi ona
przez najwyzszy punkt okregu, wystarczy (oznaczenia z rysunku) wykazaé,

Rys. 1

2e PZ jest dwusieczna kata v (gdyz przekatne rombu sa dwusiecznymi jego
katéw). Ale kat wpisany PP’Z jest réwny katowi miedzy zamykajaca go cieciwa

PZ i styczna do okregu (wektor o), katy za§ PP'Z 1 P'PZ sa réwne, bo tréjkat
PP'Z jest réwnoramienny (PP’ jest poziomy, a Z jest najwyzej).

Oczywiscie, cykloida, jako tautochrona, wystepuje

»do géry rogami”. Na niej polézmy kulke w punkcie P
(lezacym na wysokosci H nad najnizszym punktem
cykloidy) i pozwolmy jej sie staczaé. Po uplywie

czasu t znajdzie sie ona w punkcie K (lezacym

na wysokosci h(t)). Zajmowaé sie bedziemy tylko
wysokodcia, na ktorej jest kulka. Dlatego tez z wektora
jej predkosci ¥ interesowaé nas bedzie jedynie jego
pionowa sktadowa ¥/].

N
/1
2r w
H
h(t)
Z
Rys. 2

Postugujac sie rysunkiem, stwierdzamy, ze

o, _ LZ _ [LZ _  [h?)
7] \/LZ NZ NZ 2r

Pierwsza z tych réwnosci wynika ze wskazanej przed
chwilg wlasnosci stycznej — skoro wektor v wskazuje
na punkt Z, wiec tréjkat utworzony przez wektory v
i 4] jest podobny do tréjkata Z K L. Druga z réwnosci
bierze sie stad, ze tréjkat ZK N jest prostokatny (kat
Z K N jest oparty na érednicy).

Co robi¢ dalej? Genialny pomyst Huygensa to
wprowadzenie kulki wirtualnej — ma ona poruszac sie

2

po torze, z ktérym sobie rachunkowo poradzimy: bedzie
to polokrag o érednicy H. A zwiazana z rzeczywista
kulka bedzie przez zalozenie, ze obniza si¢ w tym
samym tempie, co kulka realna, czyli tez interesowaé sie
bedziemy tylko pionowa sktadowa jej ruchu. Tym razem

mamy
|, | _ K'L’
[] K’S

VPL-L'Q
PS

_ /H=h(t))-h(t)

= i )

Jak poprzednio, korzystamy najpierw z podobienstwa
trojkatéw (maja boki odpowiednio prostopadle), a
potem z wlasnosci tréjkata prostokatnego (jest nim
PK'Q). Z zalozenia skladowe pionowe obu predkosci
maja by¢ réwne, co daje

. h (H—h(t))-h(t)
7] - /M =15, | = || = || - DAV

)

czyli

(*) @] = [5] - 5\ srermay-

Zauwazmy, ze do tej pory nigdzie nie zostal
wykorzystany fakt, iz mamy do czynienia ze spadkiem
realnej kulki pod wplywem grawitacji. Ten aspekt
ruchu wyraza sie np. w fakcie, ze energia kinetyczna
réwna jest utracie energii potencjalnej, a wiec

ng =mg(H — h(t)), czyli |0| = V¥ \/29 (H — h(t)).
Wstawiajac to do (), stwierdzamy, ze |@f] =
co nie zawiera t — ruch kulki wirtualnej jest Wch

jednostajny. Skoro tak, to mozna tatwo obliczy¢, ile

'l"’

trwa: T' = % = g. Jest wiec staly — nie zalezy od
H, a wiec od wysokosci, na jakiej polozylismy kulke.
Cykloida faktycznie jest tautochrona.

No dobrze, ale jak zrobi¢ wahadlo tautochroniczne, jak

zmusi¢ kulke na nitce, by wahala sie po cykloidzie?



matematyka.

Rozwijanie nici

Pomyst Huygensa byl prosty: wyciaé¢ np. z drewna odpowiednie ksztaltki,
ograniczajace ruch nici. Odpowiednie, to znaczy jakie? I znéw w ruch poszta

Tym razem Huygens wprowadzil nowe pojecie — ewolwente.

WeZmy (nieruchoma) szpulke o jakimkolwiek przekroju i rozwijajmy z niej
nitke, trzymajac za jej koniec w taki sposob, by nitka stale byla napieta
(czyli, by stale byla styczna do szpulki). Linia, ktéra zakresli koniec nitki, to

wlasdnie ewolwenta obwodu szpulki. Oczywiscie, matematyka dzis dysponuje
bardziej wyrafinowanymi definicjami tego pojecia, ale Huygens wprowadzit

je wladnie za pomocg rozwijania nici. Dla przyktadu: ewolwenta kwadratu to
suma gtadko sklejonych ¢wiercokregéw, w ktorej kazdy kolejny ma promien
dhuzszy o dtugo$é¢ boku kwadratu. Na rysunku sa narysowane dwie rézne
ewolwenty — zaden kawalek jednej nie da sie nalozy¢ na zaden kawalek drugiej

Rys. 3
rézne ewolwenty.

Huygens poszukiwatl takiej krzywej, ktorej ewolwenta
bytaby cykloida. I odkryl, ze cykloida jest jedna

z ewolwent . ..cykloidy. Doktadniej: ewolwenta cykloidy
jest, miedzy innymi, cykloida stojaca ostrzami na jej
najwyzszych punktach. A oto dowdd tego faktu.
Tworzymy dwie cykloidy — druga zakresla okrag
toczacy sie po prostej stycznej do najwyzszych punktéw
pierwszej cykloidy, przy czym druga cykloida ma ostrze
wiladnie w takim punkcie stycznodci.

A
Rys. 4
Rozpatrzmy sytuacje, gdy okregi zakreslajace obie
cykloidy sg styczne. Poniewaz toczenie okregéw odbywa
sie bez poslizgu, wiec odpowiednie odcinki i tuki sa
réwnej dlugosei: (QC") = B'C' = BC = AC — AB =
= (CC'P) — (CC") = (C"P) (dlugosé tuku XY jest

Wahadlo stozkowe

(prawda?) — obierajac koniec nici w réznych punktach, otrzymujemy na ogét

oznaczona przez (XY)). Zatem suma tukéow QC’

i C'P, jako suma réwnych tukéw stycznych okregéw

0 tym samym promieniu, ma $rodek symetrii C’;

w szczegolnosci wynika stad, ze punkty Q, C' i P leza
na jednej prostej. Co wiecej, prosta ta jest styczna

do dolnej cykloidy (dlaczego?) i prostopadla do stycznej
do drugiej cykloidy w punkcie @ (z tego samego
powodu) — jest to zatem ni¢ rozwijajaca sie z pierwszej
cykloidy.

Od razu widaé, jak zrobié¢ (plaskie) wahadlo
tautochroniczne. Nalezy wycia¢ z drewna ksztaltki

w ksztalcie cykloid i pomiedzy ich tukami przywiazaé
ciezarek na nici o dtugosci 4r — dlaczego taka ma by¢
ta dlugosé, wida¢ na poprzednim rysunku: jest to suma
srednic okregdéw wyznaczajacych obie narysowane tam
cykloidy.

Rys. 5

Przy okazji, mimochodem, obliczylismy dlugosé tuku
cykloidy: przeciez ta ni¢ to dlugosé tuku B’ D, czyli jego
poléwka. Zatem cykloida zakreslona przez punkt okregu
o promieniu r ma dhugosé 8r.

Drugi matematycznie opracowany przez Huygensa rodzaj wahadta

Tu juz, niestety, nie da si¢ obejs$¢ bez
odrobiny matematyki nieco wyzszej niz
gimnazjalna. Ale jeszcze przez pewien
czas jednak nie wyjdziemy poza liceum.

Rys. 6

tautochronicznego to wahadto stozkowe. Tutaj cigzarek na nici krazy po okregu.
Ni¢ ta zatem zakresla powierzchnie boczna stozka obrotowego — stad nazwa.
Problem, jaki rozwazal Huygens, byt nastepujacy: przy jakim tempie obrotu sita
odsérodkowa réwnowazy sile ciezkosci. Doprowadzito go to najpierw do podania
wzoru na sile odsrodkowa (uczynil to jako pierwszy!).

Spoéjrzmy na cialo poruszajace sie jednostajnie po okregu o promieniu R

z predkoscia v. W ciggu czasu t przebywa ono tuk okregu o kacie srodkowym .
O taki sam kat zmieni sie, oczywiscie, kierunek jego predkosci. Zmiana ta ma
wielko$¢ |Av,| = 2 - |v] - sin §. Nas natomiast interesuje przyspieszenie, czyli
granica tej wielko$ci przy czasie zmierzajacym do zera. Na szczedcie mozna sie
przy tym oby¢ bez rézniczkowania.

Poniewaz ruch jest jednostajny, wiec podzielimy réznice predkodci przez czas

i zobaczymy, co si¢ dzieje, gdy czas ten zmierza do zera. Czas t to droga Ry
podzielona przez predkosé ||, wiec

|AGy| _ 2dlsing-[5] _ 72 sin§ 52
Ry R % R



Duygresja: Pola figur OAB, OBC
i OCD, gdzie BC jest tukiem okregu
jednostkowego,

Trzeba tutaj wiedzieé, ze (sina)/«, gdy a zmierza do zera, zmierza do 1, ale to
wiedzial juz (oczywiscie inaczej to formutujac) Archimedes. Sita odérodkowa to,
rzecz jasna, otrzymana wielko§¢ pomnozona przez mase (jako ze |F| =m - |@]).

Naktadajac warunek, by wahadto stozkowe byto stabilne, czyli by jego obroty
wywolywaly sile od$rodkowa réwnowazaca site ciazenia, otrzymujemy (jak widaé

mu

@]
Rys. 7

spelniajg oczywista nieréwnosé
%sinacosa < %a < %tg «. Zatem, po
podzieleniu przez sin «, mamy

cosa < — < .
sin o cos o
Poniewaz przy o dazacym do zera
pierwsze i trzecie wyrazenie dazy do 1,
wiec dazy tam i §rodkowe.

taki sam.

Poszukiwana krzywa — przekrojem — okazala sie
parabola. Styczna do paraboli danej rownaniem x pY
w punkcie (a, b) dana jest (co dzi§ wiadomo ze szkoly)
réwnaniem ax = %p(y + b). Zatem prostopadla

do stycznej ma réwnanie postaci %px = —ay+ A, a gdy
ma przechodzié¢ przez (a, b), musi by¢ A = a(%p +b).

2:

Rys. 8

Rys. 9

Prosta ta przecina zatem o$ paraboli w punkcie (0, yo),
gdzie 0 = —ayg + a(%p +b), czyli yo = %p + b, z czego
natychmiast wynika, ze wyrazenie [ cos @ ma stalg
wartosé %p, a zatem dla wszystkich wahadet stabilnych
biegajacych po poziomych przekrojach powierzchni,
powstalej z obracania paraboli 22 = py wokoét jej

D
2g”
Prosze zwréci¢ uwage na podobienstwo tego wzoru

osi, okres obiegu jest taki sam i wynosi T = 27

do wzoru na okres tautochronicznego wahadla plaskiego.

Wtlasciwie jest to dobry moment na zauwazenie, ze
wszystkie twierdzenia, od ktorych zaczyna sie ten
artykut, zostaly juz dowiedzione.

Znowu nici

I znowu Huygens podjal rozwazania o ewolwentach: jaki
przekroj powinna mieé szpulka, aby rozwijana z niej ni¢
miala swoj koniec na paraboli, czyli dla jakiej krzywej
parabola jest ewolwenta. Tu juz, niestety, jego tok
my$lenia bardziej przypomina geometrie rozniczkowa
niz matematyke szkolna. Ale popatrzmy na wynik. Jest
nim parabola pélszeScienna zwana inaczej parabola
Neilla. Parabola 22 = py jest ewolwenta paraboli
polszesciennej o réwnaniu 22 = %(Qy —p)%. Mimo
pewnego podobienstwa do przypadku ewolwenty

4

D
B
na rysunku 8) TZ = mgtga, czyli U] = VgRtg «, co pozwala obliczy¢ okres
C
A

obiegu stabilnego wahadla stozkowego: T' = 2{%1‘% = 2, /% ctga = 27,/ lc"%.

Huygens wyciagnal z tego oczywisty wniosek: stabilne wahadla stozkowe maja
ten sam okres, gdy wyrazenie w liczniku ostatniego utamka jest dla nich réwne,
czyli gdy rzut nici na o$ ma te sama dlugos$é. I zaczal szukaé krzywej mogacej

1 by¢ przekrojem osiowym obrotowej powierzchni o tej wlasnosci, ze po jej
kazdym poziomym przekroju biegaloby stabilne wahadlo o tym samym okresie.
Przydatno$é takiej powierzchni do budowy zegara morskiego jest oczywista: jesli
kolysanie przeniesie kulke wahadta z jednego poziomu na drugi, okres pozostanie

cykloidy sytuacja jest jakby odwrotna — ni¢ odwijamy
»Z przeciwnej strony”.

Kilka szczegotow: gdy nié¢ zwisa z ,dziobka”, ma
dtugosé %p; koniec nici stycznej w punkcie (v/2p, 2p),
gdzie parabola poélszescienna przecina parabole, jest
na poziomie ,dziobka” — rozwinigte jest wtedy #p
nici.

Rys. 10

To, ze sytuacja jest odmienna od sytuacji z wahadtem
ptaskim, polega takze na tym, iz tutaj nie moze by¢
mowy o nieruchomych ksztaltkach, z ktérych nié¢ bedzie
sie odwijala. Huygens konstruowal tylko lezaca po
jednej stronie osi polowe jednej paraboli pélszesciennej,
ktéra obracala si¢ wraz z nicia.

Tym sposobem doszlismy do sprawy technicznej
realizacji tych pieknych pomystow. Stosowne zegary
powstaly, ale zaden z nich nie spetnit poktadanych

w nich nadziei tak Huygensa, jak brytyjskiej admiralicji,
na to, ze beda mogty by¢ zegarami okretowymi.
Faktyczny zegar okretowy, sprezynowy, stosowany
pézniej przez blisko dwa stulecia, skonstruowal — juz

po $mierci Huygensa — John Harrison. Potrzebowat
jednak az 30 lat, by przekona¢ admiralicje w 1735 roku,
ze obiecana nagroda mu si¢ nalezy.

Trwajaca wiele lat przygoda Huygensa z zegarami
przyniosta jednak bardzo wiele matematyce. Jego
pomysty znacznie popchnety do przodu rachunek
wariacyjny i geometrie rézniczkowa. Ale przede
wszystkim wskazuja, w jak bardzo praktycznych
problemach jest Zrodlo nowych pojeé¢ matematyki.



Oto pietnascie poczatkowych liczb
Fibonacciego: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,
55, 89, 144, 233, 377, 610

Maia delld

Nieskonczona zabawa

Czytelnicy Delty znaja z pewnoscia liczne wlasnosci trojkata Pascala

i potrafia odkry¢ w nim mnéstwo ciekawych ciggéw: ciag liczb
trojkatnych, ciag liczb czworosciennych (tetraedralnych) itp. Byé moze
jednak niewielu czytelnikow zetknelo sie z inna, znacznie p6zniejsza
konstrukcja, w ktorej takze ukrytych jest wiele ciagéw i wtasnosci.

Oto ona: 2 3 5 8 13 21 34

1

4 11 18 29 47 76 123
6 10 16 26 42 68 110 178
9 15 24 39 63 102 165 267
12 20 32 52 84 136 220 356
14 23 37 60 97 157 254 411
11 | 17 28 45 73 118 191 309 500

D U W N = O
© 0 O = W

Zobaczmy, jak zbudowana jest ta nieskonczona macierz, zwana macierza
Wythoffa. Pierwsze dwie kolumny stanowia jedynie material wyjsciowy
dla calej konstrukcji i nie naleza do macierzy. W pierwszej mamy numer
wiersza, poczynajac od 0. W drugiej. .. Najpierw krétkie przygotowanie.
Kazda liczbe naturalna mozemy przedstawi¢ jednoznacznie w postaci
sumy réznych liczb Fibonacciego, tak ze zadne dwa sktadniki tej sumy
nie sasiaduja w ciagu Fibonacciego (patrz Delta 10/2005). Na przyklad,
50 = 34 + 13 4 3. Jesli w rozktadzie liczby m zastapimy kazdy sktadnik
liczba nastepujaca bezposrednio po niej w ciggu Fibonacciego,
otrzymamy nastepnik Fibonacciego liczby m, ktory oznaczymy S(m)
(uwaga: 1 zastepujemy przez 2!). Na przyktad, S(50) = 55+ 21 4+ 5 = 81.
Ot6z w drugiej kolumnie, w wierszu o numerze n mamy liczbe S(n) + 1.
Dalej juz tatwo: kazda nastepna liczba w danym wierszu jest suma dwoéch
liczb poprzedzajacych ja w tym samym wierszu.

Céz ciekawego jest w takiej nieskoniczonej tablicy? Poszukajmy.

W pierwszym wierszu wystepuje we wlasnej osobie sam ciag
Fibonacciego. Niewielka to niespodzianka: zaczeliSmy od 0 i 1 i potem
stosowalismy regute budowania tego ciagu. Nieco bardziej zaskakujacy
jest fakt, ze kazdy wiersz macierzy zaczyna sie od pierwszej liczby,

ktéra nie pojawilta si¢ w poprzednich wierszach tej macierzy. A czy
przypadkiem jest to, ze kazda kolejna liczba w wierszu jest nastepnikiem
Fibonacciego poprzedniej? Czy mozna wyjasni¢, dlaczego réznice miedzy
liczbami z, na przyktad, trzeciego i pierwszego wiersza tej samej kolumny
sa jakie sa? A czy réznice migdzy liczbami z, na przyktad, czwartego

i pierwszego wiersza tez sie tak ciekawie uktadaja? A réznice miedzy
liczbami z sasiednich wierszy? Zapraszam do wyszukiwania wszelkich
ciekawych faktéw dotyczacych macierzy Wythoffa. Jak juz je zauwazycie,
moze zechcecie pomyéle¢, dlaczego tak jest?

A przy okazji wybierzcie dwie liczby catkowite dodatnie, a potem —
traktujac je jako pierwsze dwa wyrazy — zbudujcie na nich ciag na takiej
samej zasadzie, na jakiej jest zbudowany ciag Fibonacciego. Rozejrzyjcie
sie po macierzy Wythoffa: czy Wasz ciag przypadkiem nie wystepuje

w ktoryms$ wierszu? No, moze niekoniecznie od pierwszego wyrazu ...

Malqg Delte przygotowal Wiktor BARTOL



Artykul pochodzi z zaprzyjaznionego
z nami czasopisma Foton nr 90.

*Instytut Fizyki Uniwersytetu
Jagiellonskiego

Reakcje oscylacyjne
FEwa GUDOWSKA-NOWAK*

W przyrodzie bardzo czesto obserwujemy rozmaite procesy oscylacyjne.

Zmnane sa one zaréwno w fizyce i astronomii, jak i biologii czy chemii.

Jeszcze kilkadziesiat lat temu spostrzezenia dotyczace oscylacji w uktadach
chemicznych mialy charakter przypadkowy, a ich autorzy narazeni byli na zarzut
niestarannego i nie doé¢ dokladnego prowadzenia doswiadczen. Zrédlem
nieporozumienia byly ,klasyczne” poglady na przebieg reakcji chemicznych,
sformulowane w XIX wieku przez Clausiusa. Wedlug 6wczesnych teorii uklad
pozbawiony doptywu materii i energii z otoczenia powinien w sposéb gtadki
zmierza¢ do stanu rownowagi ze wzrastajaca w miare postepu reakcji chemicznej
entropia. Periodyczna zmiana wtasnosci ukladu, wskazujaca na okresowy wzrost
uporzadkowania pewnych reagentéow, wydawala sie¢ zatem zaprzeczeniem drugiej
zasady termodynamiki.

W roku 1921 William Bray (USA) badal stezenie jodanu
105 podczas reakcji katalitycznego rozktadu nadtlenku
wodoru:

H>05 — %02 + H5O0.

Zaobserwowatl periodyczne zmiany stezenia katalizatora
podczas biegu reakcji. Prace Braya uznano za
artefakty. 30 lat pozniej Borys Pawlowicz Bielousow
napisal prace dotyczacej badan reakcji kwasu
cytrynowego z bromianem potasu w obecnoéci soli
ceru. Manuskrypt powedrowatl do redakcji jednego

z czasopism chemicznych, gdzie zostal odrzucony

z uwaga recenzenta, ze opisane zjawiska chemiczne

»sa niemozliwe”. W tym czasie chemia fizyczna
powoli dorastata juz do zrozumienia na gruncie
termodynamiki nieréwnowagowej fenomenu reakcji
oscylacyjnych. Ilia Prigogine (laureat Nagrody

Nobla z 1978 roku) z Université Libre w Brukseli
wykazal, ze klasyczna termodynamika (a wiec to,

co postulowal Clausius) wymaga nie tylko braku
wymiany materii i energii z otoczeniem, ale i blisko$ci
stanu réwnowagi. W ukltadach dalekich od tego stanu
mozna zaobserwowac tzw. struktury dyssypatywne

— sa to np. oscylacje posrednich produktéw reakcji.
Natomiast stezenia substratéw i produktéw koncowych
nie oscyluja, zmierzajac ku stanowi rownowagi.
Systematyczne badania nad reakcja odkryta przez
Bielousowa podjal w latach sze$édziesiatych Anatol
Zabotynski. Okreslit on dokladnie warunki, w jakich
reakcja ta moze przebiega¢, miedzy innymi dowiodt
wplywu stezen substratéw na charakter drgan.
Dokladny opis reakeji Bielousowa—Zabotynskiego
(nazwa reakcji przyjela sie w uznaniu zastug obydwu
tych uczonych w jej odkryciu i badaniu), wyjasniajacy
mechanizm reakcji w $wietle podanej sekwencji
wszystkich reakcji elementarnych skladajacych sie na
caly proces, zostal zaproponowany dopiero w latach
siedemdziesiatych. W roku 1972 Field, Koros i Noyes,
pracujacy na Oregon State University, zaproponowali
schemat mechanizmu reakcji sktadajacych sie

z osiemnastu etapow. Symulacja komputerowa
przeprowadzona dwa lata pdzniej dowiodta prawdziwosci
tego schematu.

SCHEMAT REAKCJI
BIELOUSOWA-ZABOTYNSKIEGO

Substratami sa trzy zwiazki nieorganiczne: jony
bromianowe (BrOjy ), jony bromkowe (Br~) i jony
cerawe (Ce®") oraz kwas malonowy (CHz(COOH)s2).

1. 2H 4 Br~ + BrO; «— HOBr + HBrO:
.H" + HBrO2 + Br~ «— 2HOBr

. CH2(COOH); «—— (OH); C=CHCOOH
.HOBr + Br~ + H" «— Brs + H-0

. Bra + (OH); C=CHCOOH «—
«— H* + Br~ + BrCH(COOH)»

. HBrOs + BrO; + H' «— 2BrOs + H20

.BrOs + Ce?t +HT «— Ce*t + HBrO,

. Ce*t + BrOz + H20 «— BrO; + 2H' + Ce®*

. 2HBrO2 «+— HOBr + BrO; + HT

10. Ce** + CH2(COOH), +— CH(COOH)s + Ce®t + HT

11. CH(COOH); + BrCH(COOH), + H,0 «—
«— Br~ + CHz(COOH); + HOC(COOH); + H*

12. Ce*™ + BrCH(COOH)s + H20 «—s
—— Br~ + HOC(COOH), + Ce*t 4 2H*

13. 2HOC(COOH)y «—
«—— HOCH(COOH); + O=CHCOOH + CO,

14. Ce*t + HOCH(COOH)2 «+—
«—— HOC(COOH), + Ce*T 4+ HT

15. Ce'* + O=CHCOOH «+— O=CCOOH + Ce** + HT

16. 2 O=CCOOH + H20 +—
«—— O=CHCOOH + HCOOH + CO2

17. Bro + HCOOH — 2Br~ + CO, + 2HT

18. 2 CH(COOH), 4 Ho0 —
—— CH2(COOH)2 + HOCH(COOH),

Tt W N
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Produktami koncowymi sa: dwutlenek wegla, kwas
mréwkowy (HCOOH) i kwas bromomalonowy
(BrCH(COOH)3). Barwa roztworu oscyluje pomiedzy
z6lta (cer na czwartym stopniu utlenienia) i przejrzysta
(cer na trzecim stopniu utlenienia).



Wyjasnienie reakcji BielousowafZabotyﬁskiego obudzito
nadzieje na glebsze zrozumienie innych proceséw
oscylacyjnych. Proby podjete przez grupe z Oregonu,

a kontynuowane potem takze na Université Libre

w Brukseli, pozwolily na zdefiniowanie warunkdw
niezbednych do zapoczatkowania oscylacji chemicznych.
Pokrétce mozna je stresci¢ w nastepujacych punktach:

1. Uktad musi by¢ daleko od stanu rownowagi.

2. W ukladzie musi znajdowac si¢ petla sprzezenia
zwrotnego — produkt przynajmniej jednej reakcji
elementarnej powinien kontrolowaé tempo wlasnego
powstawania.

3. Uktad musi by¢ dwustabilny — znaczy to, ze w tych
samych warunkach zewnetrznych mozliwe sa dwa rézne,
stabilne stany stacjonarne.

energia potencjalna

Prosty przyktad ukladu dwustabilnego

Czytelnikéw zainteresowanych reakcja Bielousowa-Zabotynskiego oraz
powstawaniem chemicznych struktur dyssypatywnych (ich ksztalt uzalezniony
jest od geometrii naczynia, w ktérym prowadzona jest reakcja) — odsylamy
do kilku artykuléw, jakie mozna znalezé w sieci.

http://www.musc.edu/~alievr/rubin.html
http://www.clubtre.sky.net.ua/denis/recipes.html
http://neon.chem.ox.ac.uk/vrchemistry/FilmStudio/oscillating/HTML/page03.htm
http://www.chem.leeds.ac.uk/People/SKS/sks research/sks_group_page.htm
http://hopf.chem.brandeis.edu/anatol.htm

Redaguje Waldemar POMPE

M 1123. Dany jest szesciokat wypukty. Kazdy z trzech odcinkéw laczacych
srodki przeciwleglych bokéw tego szesciokata dzieli go na dwa pieciokaty
o réwnych polach (rys. 1). Dowie$é, ze te trzy odcinki przecinaja si¢ w jednym

punkcie.

Rozwiazanie na str. 16

Rys. 1

M 1124. Dane sa liczby catkowite a, b, ¢, d. Wykazaé, ze liczba
(a—b)(a—c)a—d)(b—c)(b—d)(c—d)

jest podzielna przez 12.
Rozwiazanie na str. 16

M 1125. Dany jest okrag w o $rodku O i promieniu 1 (rys. 2). Rozpatrujemy

Rys. 2

F 661. Dwie soczewki wykonano z dwoch réznych
rodzajow szkla. Szkta réznig sie wspolezynnikami
zalamania dla Swiatla czerwonego — odpowiednio n;

i ny — 1 niebieskiego: n1 + Any oraz ny — Angy. Soczewki
umieszczone razem w niewielkiej odleglosci od siebie
tworza uklad o ogniskowej f identycznej dla Swiatta obu
barw (uklad achromatyczny). Ile wynosza ogniskowe
soczewek dla swiatla czerwonego?

Rozwigzanie na str. 15

F 662. W atmosferze ziemskiej na wysokoéci od
poziomu gruntu do h = 100 m wystepuje niekiedy
tzw. inwersja temperatury, czyli wzrost temperatury

7

wszystkie kwadraty ABCD, ktorych wierzchotki A i D leza na okregu w.
Wyznaczy¢ najwieksza wartosé dhugosci odcinka OC.
Rozwiazanie na str. 15

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

z wysokoscia. Jaka musi byé réznica temperatur,

aby Swiatto zalamane na warstwach atmosfery

o roznej gestoéci moglo okrazaé¢ Ziemie na stalej
wysokosci? Przyjaé, ze temperatura przy gruncie wynosi
T =0 °C, a ci$nienie na wysokosci h = 0m réwne jest
po = 1013 hPa i spada wraz z wysokoscig o 0,1 hPa

na metr. Zalezno$é¢ miedzy wspétezynnikiem zatamania
$wiatla oraz ci$nieniem i temperatura (przy stalym
skladzie chemicznym) dana jest fenomenologiczna
zaleznoécia n = 1 + p/A — T/B, gdzie A = 3,2 -10°hPa,
aB=28,6-10° °C.

Rozwiazanie na str. 15



Kolorowe czapeczki — kontynuacja Andrzej DABROWSKI™

 Delta 7/2005

** A wiec zawsze daje poprawne
rozwigzanie.

Niedlugo po ukazaniu sie mojego artykutu Kolorowe czapeczki’ do redakcji
przyszedt list od wieloletniego Czytelnika Delty, Jana Blaszczynskiego,

7z propozycja rozwiazania postawionego tam problemu. Proste rozwiazanie Jana
Btaszczynskiego, w przeciwienstwie do przedstawionego w moim artykule, jest
deterministyczne®, i na dodatek pozwala rozstrzygnaé problem dla dowolnej
liczby koloréw czapeczek i dowolnej liczby krasnoludkow.

Dwa dni pdzniej przyszedt list od innego Czytelnika artykulu, studenta
pierwszego roku matematyki stosowanej na Politechnice Gdanskiej, Marcina
Krzywkowskiego, proponujacy inne rozwiazanie, tez proste i deterministyczne.
Propozycja Marcina Krzywkowskiego omija dodatkowe zalozenie zawarte

w rozwigzaniu Jana Blaszczynskiego, ale ogranicza sie do dwoch rodzajow
czapeczek.

Oryginalne zadanie byto takie:

Kroélewna Sniezka wezwala siedmiu krasnoludkéw kolegow, ale swojej nie bedziecie mogli zobaczy¢. Kazdy

i o$wiadczyla, ze w zwiazku z wielkim $wietem w najblizsza z was dostanie 2 kartki ze swoim imieniem i napisem: Mam

niedziele postanowita nagrodzi¢ ich pracowitos¢. bialg czapeczke albo Mam kolorowg czapeczke. Jesli
ktorys z was zechce, powinien wybraé jedna z nich i wrzucié

— Przygotowalam dla was biate i kolorowe czapeczki. Nie do koszyka na srodku sali. Ale pamietajcie! Nie wolno

powiem wam, ani ile biatych, ani ile kolorowych czapeczek wam sie porozumiewaé! Wspaniata nagroda — tu Krélewna

przygotowatam. Kazdemu z was naloze jedng z czapeczek usmiechneta si¢ tajemniczo — bedzie wam wreczona, jesli

na gtowe, ale by byto bardziej uroczys$cie, przedtem zgasze okaze sie, ze nikt sie nie pomylit, a przynajmniej jedna osoba

$wiatlo. Po zapaleniu $wiatta zobaczycie czapeczki u swoich zgadla, jaka ma czapeczke na glowie.

1t Sniezka jest tak zlosliwa, ze moze
nawet nalozy¢ krasnoludkom czapeczki
jednego typu. Tak — potwierdzil Gburek
— nawet gdyby wszyscy dookola mnie
mieli takie same czapeczki, to i tak

nie bede wiedzial, co mam na glowie
(cytat z artykutu ,Kolorowe czapeczki”)
Informacja o liczbie rodzajéw czapeczek

moéwi jedynie o maksymalnej ich liczbie. . .

v Tu krasnoludek wpisuje typ, ktérego
brakuje.

*Instytut Matematyczny Uniwersytetu
‘Wroctawskiego

Rozwigzania Czytelnikéw Delty

Warunki zadania pozwalaja ustali¢ wczedniej strategie postepowania. W obu
rozwigzaniach krasnoludki umawiaja sie dziala¢ ,na tempo”. W rozwiazaniu
Jana Blaszczyniskiego tempo wyznacza kolejnoéé, w jakiej krasnoludki beda
wrzucaé kartki do koszyka. Marcin Krzywkowski proponuje, aby krasnoludki
podejmowaly dzialanie co ustalony odcinek czasu, na przyklad co 5 sekund.

Jan Blaszczynski zaproponowat rozwiazanie przy dodatkowym zaltozeniu,

ze na glowach krasnoludkow sa wszystkie rodzaje czapeczek. Warunkiem
koniecznym do rozwigzania jest ubranie krasnoludkow we wszystkie rodzaje
czapeczek — skoro Sniezka przygotowala biale i czerwone czapeczki, to z kaidego
rodzaju istnieje co najmniej jedna — pisze autor. Warunek ten przenosi on
na przypadek dowolnej liczby rodzajow czapeczek — ma by¢ reprezentowany
kazdy sposrod g typow czapeczek.

Rozwiazanie to najproéciej przedstawi¢ w postaci grafu.

Krasnoludek nr 1 sie zastanawia.

Czy czapeczki u krasnoludkéw o wyzszych numerach
reprezentuja ¢ — 1 typoéw?

v

NIE TAK

Kolejny krasnoludek sie zastanawia. | | Wrzucam kartke: Mam czapeczke. ..’

Gdy krasnoludek nr 1 widzi czapeczki ¢ — 1 typdw, wie, ze jego czapeczka
ma typ, ktorego brakuje i daje odpowiedz poprawna. Gdy krasnoludek

nr 1 nie wrzuca kartki, to oznacza, ze nie widzi ¢ — 1 typoéw czapeczek.
Gdyby tych typéw bylo mniej niz g — 1, to wraz z jego czapeczka mogloby
by¢ mniej niz g typdéw, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze wszystkie typy
czapeczek sa reprezentowane. Tak wiec na gltowach krasnoludkéw innych niz
nr 1 sa reprezentowane wszystkie typy. Sytuacja poczatkowa sie powtarza,
ale z mniejsza o 1 liczba krasnoludkow. W k-tym kroku albo krasnoludek
zobaczy q — 1 typoéw czapeczek, albo wéréd n — k pozostalych krasnoludkow
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Y Na q krokéw przed konicem zgadywania.

vi Bez dodatkowego zalozenia, ze
wszystkie kolory sg reprezentowane.

Vi W oryginalnej propozycji jest

n = 7, ale tatwo zobaczy¢, ze podane
rozwigzanie jest poprawne dla
dowolnego n.

vt Pogostali widzg na jego glowie
inny kolor. W przeciwnym przypadku
przynajmniej jeszcze jeden krasnoludek
podszedltby do koszyka.

i Tak naprawde wtedy podejda
wszystkie krasnoludki.

T Jezeli jaki$ krasnoludek widzi dokladnie
jedna czapeczke koloru A, to musi
widzie¢ wigcej niz jedna czapeczke

koloru B. W przeciwnym przypadku, gdy
krasnoludek ten widzi jedng czapeczke

A i jedna czapeczke koloru B (a tak
moze by¢ w przypadku n = 3), to jego
kolega z czapeczka A na glowie musiatby
widzied, ze pierwszy krasnoludek ma

na glowie czapeczke A, wiec trzeci
krasnoludek z czapeczka B widzi tylko
jeden kolor A. A to stanowi sprzecznosé
z faktem, ze kazdy widzi co najmniej dwa
kolory.

2t Gdyby krasnoludek ten mial czapeczke
koloru B, to jedyny krasnoludek

z czapeczka A widzialby wylacznie jeden
kolor B, a to stanowi sprzecznos¢.

" Rozumowanie jest analogiczne
do przedstawionego w kroku 1.

To jednak ja nieSwiadomie sprowokowalem mozliwoscé
innej interpretacji zalozen. W pierwotnej wersji artykutu
kazdy krasnoludek mial do wyboru trzy kartki: Mam
biala czapeczke, Mam kolorowa czapeczke

i Rezygnuje z odpowiedzi. Ponadto na dany sygnal
kazdy z krasnoludkéw w tym samym czasie musiatby
wrzuci¢ do koszyka jedna z trzech kartek.

*i% Njech Nie§mialek wrzuci kartke
Mam bialg czapeczke, a reszta niech
wrzuci kartk¢ Rezygnuje z odpowiedzi.

sa reprezentowane wszystkie typy czapeczek. Najpézmiej (n + 1 — ¢)-ty
krasnoludek” zobaczy u swoich kolegéow o wyzszych numerach ¢ — 1 réznych
typow, co konczy zgadywanie.

Podobne w pomyéle rozwiazanie dla dwéch koloréw czapeczek i dowolnej liczby
n > 1 krasnoludkéw proponuje Marcin Krzywkowskiv*.

Krok 0 (5 sekund od poczatku)

Do koszyka podchodza wytacznie ci, ktorzy widza czapeczki jednego koloru. Sa

mozliwe 3 przypadki:

e Podszed! jeden krasnoludek — wtedy wrzuca kartke z kolorem innym niz
widzi?#,

e Podszed! wiecej niz jeden krasnoludek — wtedy kazdy z nich wrzuca kartke
z kolorem takim, jak widzi’*.

e Nie podszedt zaden krasnoludek — wtedy kazdy krasnoludek widzi co najmniej
jedna czapeczke kazdego koloru.

Krok 1 (10 sekund od poczatku)

Do koszyka podchodza wytacznie ci, ktorzy widza dokladnie jedng czapeczke
koloru A i wiecej niz jedna czapeczke koloru B*. Kazdy z nich wnioskuje, ze ma
na glowie czapeczke koloru A i taka kartke wrzuca do koszyka®®.

Jezeli do koszyka nie podszedt zaden krasnoludek, to kazdy z nich widzi co
najmniej po dwie czapeczki kazdego koloru.

Krok 2 (15 sekund od poczatku)

Do koszyka podchodza wylacznie ci, ktorzy widza dokladnie dwie czapeczki
koloru A i wiecej niz dwie czapeczki koloru B*%. Kazdy z nich wnioskuje, ze ma
na glowie czapeczke koloru A i taka kartke wrzuca do koszyka.

Jezeli do koszyka nie podszedt zaden krasnoludek, to kazdy z nich widzi co
najmniej po trzy czapeczki kazdego koloru. Wykonujemy krok 3.

Ogodlnie, jezeli w k — 1 kroku do koszyka nie podszedl zaden krasnoludek, to
kazdy z nich widzi co najmniej po k czapeczek kazdego koloru. I wtedy wykonuje
sie nastepujacy krok.

Krok k (5-(k — 1) sekund od poczatku)

Do koszyka podchodza wytacznie ci, ktorzy widza doktadnie k czapeczek koloru
A i wiecej niz k czapeczek koloru B. Kazdy z nich wnioskuje, ze ma na glowie
czapeczke koloru A i taka kartke wrzuca do koszyka.

Postepowanie to musi sie skonczy¢ sukcesem wczesniej niz w kroku o numerze

(n—1)/2.
Dlaczego oryginalne rozwigzanie jest tak skomplikowane?

Oba rozwiazania przystane przez Czytelnikéw tamia zalozenie o tym, ze podczas
zgadywania nie wolno sie porozumiewaé. Przedstawione rozwigzania pozwalaja
kolejnym krasnoludkom przekazaé swoja wiedze poprzez fakt wstrzymania sig
od wrzucania kartek i wykonywanie tych gestéw w kolejnych ,krokach”. Takie
dziatanie jest z zalozenia niedozwolone.

Zlosliwy chochlik naméwil mnie, zeby skrocié¢ opis

i zamiast polecenia wrzucenia kartki Rezygnuje

z odpowiedzi zaproponowalem rezygnacje z wrzucania.
Przy okazji wypadl z tekstu artykulu nakaz
jednoczesnego wrzucenia kartek.

Dzigki temu poznalidmy jednak dwa ciekawe rozwiazania
nieco innego zadania.

Propozycja

Nie jest znane rozwiazanie dla 3 typéw czapeczek i n krasnoludkéw. Rozwigzanie
Wesotka z artykutu®* daje prawdopodobiefistwo sukcesu p = 1/3. Oczekujemy
propozycji rozwiazan o jak najwiekszym prawdopodobienstwie sukcesu dla

3 typéw czapeczek i n krasnoludkéw. Na poczatek dla n = 3. Najciekawsze
rozwigzania przedstawimy w Delcie.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Ruchome piaski grozne inaczej

Podroéze ksztalca. Daniel Bonn z podrézy do Iranu,
ojczyzny swojej zony, przywi6zt do macierzystego
laboratorium na Uniwersytecie Amsterdamskim
oryginalng pamiatke — probke ruchomych piaskow.

Pulapka ta, czesto wykorzystywana w powiedciach

i filmach przygodowych, nie jest mitem, tylko
mieszaning piasku, gliny i wody morskiej, w ktorej
grzezng drugoplanowi bohaterowie (zeby méc by¢
wyratowanymi przez pierwszoplanowych) lub tona zle
charaktery (ktére nie sa przeznaczone do ostatecznej
rozgrywki z gléwnym bohaterem pozytywnym).

Mniej grozng odmiane ruchomych piaskéw mozna
znalez¢ nawet na wybrzezu Baltyku. Sa to $wiezo
utworzone plycizny, w ktérych mozna zapasé sie¢ po
kolana.

Opublikowane w Nature badania Daniela

i wspolpracownikéw [1] dowodza, ze utoniecie

w ruchomych piaskach mozna miedzy bajki wlozy¢.
Poniewaz gestos¢ ruchomych piaskéw jest okoto dwa
razy wieksza niz gestos¢ wody, wiec przedmiot o gestosci
ciata ludzkiego zapada si¢ w nich do potowy i zadne
potrzasanie czy ruchy uwiezionego ciala nie sa w stanie
tego istotnie zmienié.

Skad wiec wzigla sie zta stawa ruchomych piaskow?
Jednym z miejsc, gdzie oficjalnie ostrzega sie przed
tym niebezpieczenstwem, sa okolice Mont Saint Michel
we Francji. To slynne sredniowieczne sanktuarium,
polozone na skalistej wysepce (polaczonej grobla

ze stalym ladem) w Kanale La Manche, jest oblewane
woda tylko w czasie przyplywu. Morze nastepnie
odplywa nawet na kilkanascie kilometréw, osuszajac
na kilka godzin cala zatoke. Turysci ostrzegani sa, ze
pokusa wedrowki przez dno zatoki moze doprowadzié
do wpadniecia w pulapke ruchomych piaskow.

Niebezpieczenstwo jest realne. W ruchomych piaskach
utona¢ nie mozna, ale mozna w nich ugrzeznaé tak,

ze niemozliwe jest wydostanie si¢ o wlasnych sitach,

a nieumiejetnie niosacy pomoc moga podzieli¢ los
ratowanych. Wtedy kolejna fala przyplywu nieuchronnie
prowadzi do zguby.

Wazenie Amazonki

Nietrudno sie domysli¢, ze do wazenia rzeki, zwlaszcza
tak poteznej jak Amazonka, nalezy uzy¢ wagi

o rozmiarach Ziemi. Najprosciej wzia¢ wiec po prostu
Ziemie. Jezyczkiem takiej wagi moze by¢ GPS (Global
Positioning Service), ktéry pozwala okreslié¢ $rednia
pozycje punktu na powierzchni Ziemi z dokladnoscig
do okoto 1 mm w poziomie i 9mm w pionie. Amplituda
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typowych sezonowych pionowych ruchéw skorupy
ziemskiej wynosi od dwoch do dziesigciu milimetréw.
Przez wiele lat monitorowano takie ruchy dla Amazonii
i niedawno opublikowano [2], ze stacja w Manaus

w poblizu centrum dorzecza Amazonki obniza si¢

i podnosi az o 50-75 mm. Ruchy te sa odwrotnie
proporcjonalne do lokalnego poziomu rzeki i nie
wykazuja praktycznie zadnego opdznienia. Za pomoca
prostego modelu hydrodynamicznego autorzy dowodza,
ze efekt jest skorelowany z obciazeniem wywolanym
przez powodzie w promieniu 200 km od badanej stacji.
Duza ilo$é¢é wody powoduje zanurzanie sie skorupy
ziemskiej, a mala jej wynurzanie. Naukowcy oczekiwali
takiego efektu, ale twierdza, ze sa zaskoczeni jego
wielkoscia.

Wieloryb udajacy trampoline

W latach pieédziesiatych po raz pierwszy ustyszano
dziwny dzwiek o czestosci okolo 100 Hz dochodzacy
z oceanu. Przypomina on odglos wydawany przez
trampoling po skoku. Amerykanie okreslaja takie
dzwigki (czesto wydawane przez skaczace postacie
kreskéwek) boing.

Po latach udalo sie przypisa¢ ten dzwiek stosunkowo
niewielkim wielorybom minke (Balaenoptera
acutorostrata scammoni) [3]. Tego, 1 innych, dzwigkdéw
wydawanych przez walenie mozna postuchaé¢ poprzez
strone [4]. Ta charakterystyczna wokaliza ma
modulowana zaréwno czestosé, jak i amplitude.

Zrédlo udalo sie zidentyfikowaé dzieki poréwnaniu
danych hydroakustycznych z wizualnymi dla péinocnego
Pacyfiku. Przy okazji okazalo sig, ze istnieje pewna
graniczna dlugosé geograficzna, przekroczenie ktérej
powoduje zmiane dominujacej czestosci dzwieku. Na
wschodzie czesto$¢ wynosi 92 Hz, a na zachodzie 135 Hz.

Dlaczego walenie Spiewaja réznymi glosami, nadal nie
wiadomo. Wyrdznia sie, co prawda, kilka gatunkéw
wielorybéw minke, ale sa one geograficznie rozdzielone.
W Antarktyce zyja Balaenoptera bonaerensis,

a w pélnocnym Atlantyku Balaenoptera acutorostrata
acutorostrata. Zew oceanu zawiera jeszcze wiele zagadek.

Piotr ZALEWSKI
[1] A. Khaldoun, E. Eiser, G.H. Wegdam i Daniel Bonn, Liquefaction
of quicksand under stress, Nature 437,635 (29 wrze$nia 2005)

[2] M. Bevis i inni, Seasonal fluctuations in the mass of the Amazon
River system and Earth’s elastic response, Geophysical Research
Letters 32, L16308 (24 sierpnia 2005)

[3] S. Rankin i J. Barlow, Source of the North Pacific ,boing” sound
attributed to minke whales, J. Acoust. Soc. Am. 118(2005)3346

[4] http://swfsc.nmfs.noaa.gov/PRD/PROGRAMS/CMMP/accsurv.html



Klub 44
@

Termin nadsylania rozwiazan:
30 IV 2006

Czoltéwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
503 (WT = 1,21) i 504 (WT = 2,22)
z numeru 6/2005

Zbigniew Sewartowski 45,16
Marian Lupiezowiec 40,93
Andrzej Jézwik 40,64
Tomasz Rawlik 5-39,35
Pawel Najman 1-38,28
Zbigniew Galias 1-38,09
Michal Jézwikowski 38,07
Marcin Kasperski 2-36,86
Janusz Olszewski 7-36,01
Andrzej Daniluk 1-34,80
Adam Dzedzej 31,71
Marek Prauza 3-30,56
Tomasz Wietecha 6-29,76
Leszek Grzanka 29,14
Mieczystaw Jedrzejowski 27,23
Pawel Walter 26,78
Jan Czardybon 26,21
Michal Kieza 1-26,15
Krzysztof Kaminski 25,30
Franciszek Sikorski 23,28
Michal Jastrzgbski 22,99
Grzegor Karpowicz 22,24
Dariusz Kurpiel 2-22,21
Maciej Mostowski 1-20,04

Witamy kolejnego (101.) czlonka
Klubu 44 M, ktérym zostal pan
Zbigniew Sewartowski.

Legenda (przykladowo): stan konta
7-36,01 oznacza, ze uczestnik juz
siedmiokrotnie zdobyt 44 punkty,

a w kolejnej (6smej) rundzie ma 36,01
punktéw.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikow ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej
20 punktéws;

— przystali rozwigzanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2003, 2004
lub 2005.

Nie drukujemy wigc nazwisk tych
uczestnikéw, ktorzy rozstali sie z ligg trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wrécié

do naszych matematycznych tamigtéwek,
jego nazwisko automatycznie wréci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

Janowicz (8), P. Kaminski (5), M. Galecki (5),
Uryga (4), A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,
Rawlik (5), M. Mazur, A. Bonk, K. Serbin,
Ciach (5), M. Prauza, P. Kumor (9),
Gadzinski (7), K. Jedziniak, J. Olszewski (7),
Skrzypek (4), H. Kornacki, T. Wietecha (6),
Jézefezyk, J. Witkowski (4), W. Bednorz,
Dyda (4), M. Peczarski, M. Adamaszek,
Kubit, J. Cisto (4), W. Bednarek

TEHrTe g ss

(jesli uczestnik przekroczyl bariere
44 punktéw wigcej niz trzy razy,
sygnalizuje to cyfra w nawiasie).

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 515, 516
Redaguje Marcin E. KUCZMA

515. W Sciane ABC'D szeécianu o krawedzi 1 wpisany jest okrag w.
Wierzcholek E jest koncem krawedzi AE prostopadtej do AB i AD. Okrag 2
jest opisany na tréjkacie BDE. Obliczyé¢ dlugosé najkrétszego odcinka taczacego
punkt okregu w z punktem okregu 2.

516. Rozwazamy operacje, ktora uporzadkowanej parze dodatnich liczb

(20, b—a) gdya <b,
(a—b, 20) gdy a>b.
Startujemy od zadanej pary (ag,bp) liczb calkowitych dodatnich i powtarzamy
algorytm. Przerywamy, gdy pojawi sie para liczb, z ktorych jedna jest zerem.
Scharakteryzowac te pary poczatkowe (ag, by), dla ktérych algorytm zatrzyma
sie w skoniczonym czasie.

calkowitych (a, b) przyporzadkowuje pare (a’,d’)

Zadanie 516 zaproponowal pan Pawel Najman z Jaworzna.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 10/2005
Przypominamy tresé¢ zadan:

507. (a) Czy zbiér wszystkich liczb wymiernych wiekszych od 1 mozna przedstawié¢ jako sume dwéch
zbioréw rozlacznych A, B, co najmniej dwuelementowych tak, aby

e suma dowolnych dwéch réznych liczb ze zbioru A byta elementem zbioru A

oraz

e suma dowolnych dwéch réznych liczb ze zbioru B byta elementem zbioru B 7

(b) To samo pytanie, po zastapieniu wyrazenia suma dowolnych dwéch réznych liczb przez iloczyn
dowolnych dwéch réznych liczb.

508. Czworokat ABCD jest opisany na okregu. Boki AB, BC, CD, DA sa do tego okregu styczne
odpowiednio w punktach K, L, M, N. Odcinki KM i LN przecinaja si¢ w punkcie S. Wykazaé, ze
|KS |AK| - |BK]| |CD|
[MS| ~ ~ |AB|  |CM]|-|DM]|"

507. (a) Wykazemy, ze nie istnieje rozbicie o podanej wlasnosci.

Przypuéémy bowiem, ze istnieje, i wezmy pare réznych liczb a,a’ € A oraz pare
réznych liczb b, b’ € B. Dla kazdej czwérki liczb catkowitych dodatnich k, k’,1,1" mamy
ka+ka €A, W+I'Y €B

(uzasadnienie indukcyjne: jedli s = ka + k'a’ € A, to w my$l podanego warunku

s+a€ A, s+a € A; analogicznie dla zbioru B).

Niech ¢ bedzie dowolnym wspoélnym mianownikiem liczb wymiernych a,a’, b, b’

Zachodzi réwnosé (bq)a + (b'q)a’ = (aq)b+ (a’q)b’. Ale, zgodnie z wykazana wlasnoscia,

suma po lewej stronie jest elementem zbioru A, a suma po prawej — elementem

zbioru B. To daje oczekiwana sprzecznosé, bo zbiory A i B sa rozlaczne.

(b) OdpowiedZ zmieni sie, gdy w rozwazanym warunku zastapimy sume przez iloczyn.

Oto przyktad zadanego rozbicia:
A={n/p: n,peN, n>p;

B={l/m: l,meN, | >m;

kazdy z tych zbioréw jest zamkniety wzgledem mnozenia.

n nieparzyste, p parzyste},

m nieparzyste, };
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Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

,dwukrotni”: Z. Bartold, A. Czornik,

P. Jedrzejewicz, M. Kasperski, H. Kasprzak,

T. Komorowski, Z. Koza, D. Kurpiel, J. Lazuka,
J. Malopolski, J. Mikuta, E. Orzechowski,

R. Pagacz, K. Patkowski, K. Piéro, J. Siwy,

S. Solecki, G. Zakrzewski;

a+b

d c
S
s c—&-dWJrc—&-d

b a

sjednokrotni”: T. Bieganiski, W. Boratynski,
M. Czerniakowska, A. Daniluk, P. Figurny,
M. Fiszer, Z. Galias, L. Gasiiski, A. Gluza,
T. Grzesiak, K. Hryniewiecki, K. Jachacy,
M. Kieza, J. Klisowski, J. Kraszewski,

. Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Langer, (1)
. Latala, P. Lipinski, P. Lizak, J. Manidziuk,
Marczak, M. Marczak, M. Matlega,
. Mazurek, H. Mikotajczak, M. Mikucki,
Milczarek, R. Mitraszewski, M. Mostowski,
Najman, W. Olszewski, R. Pikula,
Piotrowska, W. Pompe, M. Roman,
M. Rotkiewicz, A. Ruszel, Z. Sewartowski, (2)
Skalik, A. Smolczyk, Z. Surduka,
. Szymezyk, W. Szymezyk, K. Trautman,

Wach, T. Warszawski, K. Witek, A. Woryna,
. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus, K. Zawislawski,

i zauwazmy, ze

WTeDw D

T TAN

Zmijewski.

508. Przyjmijmy oznaczenia:
a=|AN|=|AK]|, b= |BK|=|BL]|,
c=|CL|=|CM|,d=|DM|=|DN|.
WezZmy pod uwage wektory

S_B): ab
SD=

53 (54 557).
(G50 +557)

cd(a+ b)SK + ab(c + d)SM =

- abcd(éﬁ-&- %S_B) + %ﬁJr éS_D’)

Przez cykliczne przesuniecie oznaczen otrzymujemy analogiczng réwnos$é

da(b+ ¢)SL + be(d + a)SN =

- bcda(%s—é + %S—C)-‘r ésﬁ + 2571)

Lewa strona wzoru (1) przedstawia wektor réwnolegly do SK , a lewa strona (2) —

wektor réwnolegly do SL. Ale wektory SK i ST nie sg réwnolegle, a prawe strony
(1) i (2) sa réwne. Stad wniosek, ze zaréwno wektor (1), jak i wektor (2) — to wektor
zerowy. W szczegdlnosci wiec

cd(a + b)SK = —ab(c + d)SM

i wystarczy przyréwnaé dtugosci tych wektoréw, aby otrzymaé teze zadania:
|CM|-|DM]|-|AB|-|SK|=|AK|-|BK|-|CD|-|SM|.

Co ciekawego w lidze matematycznej? Niewatpliwym hitem minionego sezonu byto
ukonczenie dziewiatej rundy przez jednego z uczestnikow. Przypomnijmy: cztonkiem
Klubu 44 zostaje sie po zgromadzeniu 44 punktéw. Te czterdziestkiczwérki mozna
dowolnie wiele razy powtarzac... Przez dlugie lata nickwestionowanym liderem

byt Jerzy Janowicz z Bolestawca, ktoéry juz pod koniec roku 1993 zamknat 6sme

okrazenie. Dtugo czekalismy, by kto$ wykonal dziewie¢ rund. Zrobit to Piotr Kumor

z Olsztyna. Serdecznie gratulujemy! Oczekujemy kontynuacji (po n-tym okrazeniu
zawsze przeciez moze by¢ (n+1)-sze) i zapraszamy innych uczestnikéw do podjecia tego

wspolzawodnictwa.

Matematyczny Klub 44 liczy juz przeszto setke. Z numerami
99, 100, 101 weszli: Michat Kieza z Warszawy, Tomasz
Warszawski z Krakowa, Zbigniew Sewartowski

z Wieliczki.

PrzejdZzmy do zadan. Jest o czym méwié; bylo w tym
roku kilka zadan rzetelnie trudnych. Spora w tym zastuga
(a moze raczej: za to odpowiedzialnosé) wlasnie naszego
(9x44)-laureata P. Kumora, autora fascynujacych zadan
492 i 500, nie tylko trudnych, ale i eleganckich w tresci.
Jak zobaczymy z oméwienia, klasa dla siebie wéréd
rozwiazujacych byt Jerzy Cisto z Wroctawia — rozwiazal
bezbtednie wszystkie 20 zadan, w tym jako jedyny (!)
geometryczne zadanie 501 (ktére wbhrew oczekiwaniu

i zamierzeniu redaktora ligi okazalto sie najtrudniejsze).

Omoéwienie rozwigzan bedzie skrétowe; na pelne
uzasadnienia wszystkich krokéw potrzeba by bylo znacznie
wiecej miejsca. Czytelnikéw, ktérych to czy inne zadanie
zainteresuje, zachecamy do samodzielnego uzupelnienia
pominietych szczegdtéw.

Zadanie 490. [Ile jest permutacji 7 zbioru {1,...,n}

o wlasnosci |m(i+1) — w(d)| > 1, gdy n = 15 7] (wspdlczynnik
trudnosci WT'=2,61; liczba poprawnych rozwiazain LPR=4).
Rozwigzanie firmowe to byt zestaw kilku wymyslnych
rekurencji. P. Kumor znalazl dwie z nich, co pozwolito
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zredukowaé problem do numerycznego przebadania
permutacji zbioru 13-elementowego. Z. Galias

zaatakowal problem numerycznie od razu dla n = 15, tez

z powodzeniem. Bardziej elegancka metoda byla oparta

na wzorze wlaczen i wylaczen; ta metoda rozwiazali zadanie
J. Cisto i J. Olszewski:

Jesli Ay ={m e Q: |n(i+1) —n(1)| =1} (i =1,...

gdzie €2 jest zbiorem wszystkich permutacji zbioru
{1,...,n}, to

n—1 n—1
‘Q\ U Al =l + > -1ka,
i=1 k=1

ap = Z ‘Ailm...

i< .. <ip

,n—1),

N A,

Gdy indeksy ¢1,...,%k tworza j rozdzielonych blokéw
spéjnych, to (nietrudno zobaczy¢, ze)

|[Aiy NN Ag | =27 (n — k)L
Na ile sposobéw mozna wybra¢ indeksy i1 < ... < iy tak,
,n—1,n)

aby mieé¢ j rozdzielonych blokéw? Ciag (0,1, ...
rozbijamy na 2j+1 niepustych blokéw, numerujac je

kolejno od lewej strony tak, zeby suma blokéw o numerach
parzystych byta zbiorem k-elementowym — ta suma da zbiér
indeksow. Problem sprowadza si¢ do podziatu liczby k na j
niezerowych sktadnikéw oraz (niezaleznie) liczby n+1—Fk



na j+1 niezerowych sktadnikéw; wynikiem jest iloczyn
(k_l) ("_k) Stad ostateczny wynik

j—1 J

n—1 n—1 k 1 k
0 Al =nl+ Y (= 1DF(n — k) (,_)(”f )21',
\\L_J ;()( )%H ;

ktéry dla n = 15 daje wartosc liczbows 175203 184 374.
Ciekawe, czy wzor ogélny da sie zwingé do bardziej zwartej
postaci. . .

Zadanie 492. [Dane a,b,c, a, 8,7 > 0; S, = a® + b* 4 ¢,
Te=a"+p"++% S1=T1, Sa=Ts, S3> T35 = Sp >Tn
dla n > 3] (WT=3,59; LPR=2). Autor zadania, Piotr
Kumor, udowodnil te implikacje stosujac mnozniki
Lagrange’a (w R® — pracochtonne badanie licznych
konfiguracji brzegowych). Rozwiazanie firmowe pochodzi
od redaktora ligi. Dwa dowody znalezione przez uczestnikow
konkursu sa jeszcze catkiem odmienne, i chyba zgrabniejsze.

Jerzy Cisto wprowadzil funkcje tworzace

S(z) = Z Spz®,  T(x)= ZTkxk
k=0 k=0

oraz pomocnicze wielomiany
(1 - az)(1 - B2)(1 — 72) = H(x),
(1 —az)(1 — bx)(1 — cx) = H(x) — Az?,
A =abc — afy > 0,

i uzyskal tozsamosé

F(z) = i N"H (z) M ™ = i F,x";
m=0 n=0

wspoélezynniki F), sa nieujemne (co wynika z potegowego
rozwiniecia (1 — ax)™"'), przy czym Fo =1, Fi = F» =0,
F5 =)\ > 0; zatem dlan > 3

Spn=FoTn+ FsTp—s+ (FsTh_a+ ...+ F,T0) >

To podejscie bardzo profesjonalne. Znacznie bardziej
elementarne rozwiazanie przedstawil Pawel Najman:

Dla ustalonych wartoséci S1 = T1, S2 = T» niech J bedzie
zbiorem tych wartosci ,,parametru” x, dla ktérych uktad
réwnan z +y + z = S1, 2 + 4% + 22 = S2 ma rozwiazanie
Y, z, spelniajace warunek x > y > z > 0; zbioér J okazuje
si¢ by¢ przedzialem, a niewiadome y, z sg dla x € J dane
wzorami

@)= 3 (51— +VE), 2(0) = §(Si—o —VB),

gdzie A = —32% + 2512 — S7 + 25;. Przyjmujac, ze
azb>c azfB 2y mamy y(a) =b, 2(a) = c, yla) = 5,
z(a) = ~y. Niech

fa(@x) =2" +y(z)" + 2(x)" dla neN, z € J.
Funkcje f1 = S1, fo = Sa sa stale, wiec ¢’ + 2" = —1,
yy' + 22 = —x; korzystajac z tych réwnan mozna stwierdzié
(rachunki), ze f, > 0 wewnatrz J dla n > 3. Z warunku
zadania f3(a) > fs(a); stad a > «, wiec fn(a) > fn(a) dla
wszystkich n > 3, czyli S, > T,.

Zadanie 493. [Wielo$cian wypukty, krawedzie 2-kolorowane
= 3 wierzchotek, wokét niego < 2 zmiany koloru]
(WT=2,71; LPR=3). Jak nam u$wiadomit J. Cisto, to
twierdzenie znajduje sie w ksiazce M. Aigner, G. M. Ziegler
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Dowody z Ksiegi. Tam na stronie 80 znajda Czytelnicy
prosty dowdd, oparty na wzorze Eulera (zgrabniejszy niz
indukcyjne rozwiagzanie firmowe). Dokladnie taki sam dowéd
przedstawili autorzy pozostatych dwéch dobrych rozwigzan
J. Olszewski i T. Warszawski.

Zadanie 498. [a1 > ... 2 an > 1;a; €N, > a; = 2n;

iy —s——&—azk ;éndlail < o<1 = (a17444,an) :?]
(WT=2,58; LPR=12). Wigkszos¢ rozwiazan — a la firmowe,
lub indukcyjny dowdd tezy (a2 = 1 lub an > 1). Na uwage
zastuguje prostsze rozumowanie, ktore przeprowadzili

K. Dorobisz, M. Kieza, T. Warszawski:

Niech si = a1 + ... + ag; rozwazamy n liczb

a1, An, Gn+S1, An+S2, ..., Gn+Sn—2; z zalozen wynika,

ze sg one niepodzielne przez n oraz ze usuniecie jednej

z pierwszych dwoéch liczb (a1 lub ay) daje uktad n—1 liczb
parami réznych (mod n). Stad wniosek, ze a1 = an (mod n),
wiec albo a1 = an + n, albo a1 = an; pierwsza mozliwosé
wyznacza ciag (n+1,1,1,...,1), a druga (2,2,...,2) (dobry,
gdy n nieparzyste).

Zadanie 500. [Znalezé liczbe n € N (im mniejsza tym lepiej)
o wtlasnosci:

VACZ?=7xZ (|JA| =n) Jai,...,a5 € A:

(a1 +... 4+ as5) € Z%)] (WT=3,12; LPR=?). Trudno

tu méwi¢ o ,,poprawnych rozwigzaniach”, bo w zadaniu
chodzito o podanie jakiegokolwiek ,,dobrego” n.

W rozwiazaniu firmowym pokazano, ze n = 16 jest za male
oraz ze dobre sa np. n = 101 (trywialnie), n = 41 (tez dos¢
tatwo). Te dwie wartosci wskazywali na ogdt rozwiazujacy.
Autor zadania Piotr Kumor wykazal, ze n = 33 jest dobre.
Liczyliémy na poprawienie tego wyniku przez uczestnikéw
ligi. I nie zawiedli$my sig¢!

Jerzy Cisto wykazal, ze n = 17 jest dobre —

uzyskal zatem warto$¢ optymalna. Taka teza

nietrudno wynika z nastepujacego lematu: W zbiorze

7% =1{0,1,2,3,4} x {0,1,2,3,4} kazdy z nizej wypisanych
cilggow zawiera pieciowyrazowy podcigg o sumie zerowej
(mod (5,5)) (rézne litery oznaczajg dowolne rézne punkty
zbioru Z3)

(a,a,b,b,c,c,d,d,e,e),

(a,a,a,b,b,b,c,¢c,c,d,d,d,e),

(a,a,a,b,b,b,¢,c,¢,d,d,e, f,g),

(a,a,a,b,b,b,¢,c,c,d,e, f,g,h),

(a,b,¢,d,e, f,g,h,1).

Autor pracy przyznal, ze dla ciagu tej ostatniej postaci ma
jedynie uzasadnienie numeryczne; dla pozostalych — réwniez
teoretyczne (wiele przypadkéw), choé¢ oczywiscie i one dadza
sie sprawdzi¢ komputerowo (w czasie bliskim zeru).

Mozna rozwazaé analogiczne zagadnienie w Z2,, dla
dowolnego m € N (u nas m = 5). Hipotez¢ A. Kemnitza
(1983) gloszaca, ze minn = 4m — 3, udowodnili (2003)
niezaleznie dwaj mtodzi matematycy: C. Reiher oraz

C. di Fiore (o czym dowiedzieliSmy sie niedawno). Dla
wyzszych wymiaréw (Z%,, d > 2) problem jest otwarty.

Zadanie 501. [Wspolérodkowe okregi 2, w (promienie

R > r); czworokat ABC'D wpisany w okrag w; pélproste
AB™, BC™,CD™, DA™ w przecieciu z {2 wyznaczaja
drugi czworokat; stosunek obwoddéw tych czworokatéw

= R/r; obliczy¢ te obwody] (WT=3,75; LPR=1). Trudnosé
tego zadania zdecydowanie przerosta oczekiwania! Jedyne
pelne rozwiazanie (J. Cislo) nie réznito sie¢ w sposéb istotny
od firmowego.



Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:

30 IV 2006

©

©

Zadania z fizyki nr 412, 413
Redaguje Jerzy B. BROJAN

412. Proces fermentacji win musujacych trwa jeszcze — jak wiadomo — po
rozlaniu ich do butelek i zakorkowaniu, przy czym powstaje metny osad, ktéry
usuwa si¢ na ostatnim etapie produkecji wina. Dokonuje sie tego nastepujaco:
butelka jest wtedy przechowywana szyjka do dotu, zatem osad skupia sie

w szyjce. Szyjke te sie zamraza, tak ze przy korku powstaje warstwa lodu,
odwraca sie butelke do pozycji normalnej, wyciaga korek wraz z lodem

i zawartym w nim osadem i korkuje butelke ponownie. Wino jest wtedy juz
nasycone dwutlenkiem wegla pod ci$nieniem. Dlaczego wiec przy otwieraniu
butelki wino si¢ nie pieni i nie ,ucieka” z butelki, tak jak podczas zwyklego
otwarcia?

413. Na dwoch walcach obracajacych sie w przeciwne strony potozono
jednorodny klocek (rys.) tak, ze jego $rodek byl poczatkowo nieco blizej
jednego z walcow. Odleglosé osi walcoéw jest réwna d, wysokosé klocka — h,

a wspolczynnik tarcia walcéw o klocek — f. Poda¢ warunki, przy ktérych ruch
klocka jest harmoniczny i obliczy¢ okres drgan.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 10/2005

Przypominamy tres¢ zadan:

404. Istniejg dwa rézne mechanizmy fizyczne i fizjologiczne dajace efekt styszenia przestrzennego
(okreslania kierunku fali dzwiekowej), przy czym jeden z nich dziala gltéwnie dla czestotliwosci
powyzej okoto 5 kHz, a drugi gtéwnie dla czestotliwosci ponizej okoto 2 kHz. Na czym polegaja te
dwa mechanizmy i dlaczego majg ograniczone zakresy dzialania?

405. Opor przewodu na jednostke dlugosci jest rowny p. Przewodem tym przestano prad

na odleglo$é | do odbiornika o oporze R, przy czym drugi przewdd jest bezoporowy (mozna przyjac,
ze jest nim ziemia). Obliczy¢ sprawno$é przesylu energii, jesli przewodnictwo migdzy przewodami
(odwrotnos$é oporu) na jednostke dlugosci jest réwne o.

404. Zmyst stuchu moze reagowaé na réznice natezen
dzwieku dobiegajacego do uszu lub na réznice faz. Pierwszy
mechanizm dziala silniej dla fal krétkich, ktérych ugiecie
na gtowie jest stabsze, natomiast drugi — silniej dla fal
dtugich. Przykladowo, dla dzwieku o czestotliwosci 5 kHz
dtugosc fali wynosi okoto 7 cm, co oznacza, ze przesuniecie
fazy miedzy sygnatami odbieranymi przez oboje uszu jest
zbyt duze i zbyt silnie zalezne od czestotliwosci, aby system
nerwowy mogl je tatwo przeanalizowad.

405. Zar6wno natezenie pradu I, jak i napiecie U, sg
zmiennymi — funkcjami odleglosci x od Zrédla zasilania.
Opornoé¢ przewodu powoduje na odcinku dz spadek
napiecia zgodnie ze wzorem dU = —Ipdx, a przepltyw pradu
miedzy przewodami powoduje spadek natezenia pradu
wedlug wzoru dI = —Uodz. Rozwiazaniem tego uktadu
rownan rézniczkowych sa funkcje

U=Uie™ +Use ™, [= \/%(Uge_’\x —Use™)

gdzie A = /po. W punkcie x = 0 napiecie jest réwne napieciu
zrédta Uy, a w punkcie z = [ (przy odbiorniku) nakladamy
warunek U = I R. Stad po przeksztalceniach otrzymujemy

UQ(K— 1) Uo(lﬁ—l— 1)

Ul:eQ’\l(ﬁ—f—l)—&—ﬁ—l’ e~ (k—1)4+r+1

Uz =

gdzie wprowadzono bezwymiarowy parametr kK = Ry/o/p.
Moc zZrédia jest réwna

221
+1)—(k—1)
Po=Unly = U2, |2 &
o = Uolo UO\/;eQAlK+1)+K_1

Podobnie obliczamy moc odbiornika

o 4re*M

P=U2 =
N\ o (eM(k+1) +r—1)2

Ostatecznie sprawnosé¢ wynosi
P 4K

B Mk +1)2 —e 2k —1)2

n

A teraz oméwienie wybranych zadan z ostatniego rocznika.

Zadanie 384 [Obliczenie masy Ksigzyca na podstawie wysokosci pltywéw]
(wspétezynnik trudnosci WT' = 1,30, liczba poprawnych rozwiazan LPR = 5).

Problem ten nie jest, ma si¢ rozumieé, catkowicie oryginalny, dlatego M. Lacki mogt
postuzy¢ sie¢ rozwigzaniem zawartym w podreczniku Szczeniowskiego, a K. Kapcia —
oprzec¢ sie na artykule M. Korzyriskiego z Delty 1/2004. Autorem trzeciego bezblednego
rozwiazania byt A. Idzik, a dobre odpowiedzi przystali takze J. Witkowski i Oliwia
Madej.

Zadanie 389 [Wyznaczy¢ moment maksymalnego zblizenia zrédta dzwieku

na podstawie przebiegu odbieranej czestotliwosci] (WT = 3,21, LPR = 0). W tresci
zadania pominiety zostal warunek, ze zrédto porusza sie ruchem jednostajnym. Nie
kazde przeoczenie autora moze skorygowaé ,fizyczny zdrowy rozsadek”, ktérego tak
zazdroscit p. Marcin Kuczma fizykom w swoim oméwieniu ligi matematycznej rok
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Rozszerzona czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po 401 zadaniach

Zbigniew Galias
Jerzy Witkowski
Tomasz Rudny

Marian Lupiezowiec

Jacek Piotrowski
Mateusz Lacki
Konrad Kapcia
Tomasz Wietecha
Andrzej Idzik
Tomasz Tkocz

Michat Jézwikowski

Leszek Grzanka
Piotr Kumor

Jacek Konieczny
Piotr Ladyzynski

Kazimierz Gryszko

Radostaw Poleski

Andrzej Nowogrodzki

Krakéw
Radlin
Warszawa
Zebrzydowice
Rzeszow
Krakéw
Czegstochowa
Tarnéw
Bolestawiec
Rybnik
Btlonie
Chechtlo
Olsztyn
Poznan
Michalin
Gliwice
Kolobrzeg
Chocianéw

42,38
41,14
31,48
30,22

1-29,30
28,77
25,19

5-19,44

6-17,43
17,37
14,77
14,03
13,92
13,38
10,21
9,18
8,65

2-7,45

Lista obejmuje uczestnikow, ktérzy
przystali co najmniej jedno rozwigzanie

zadania z rocznikéw 20032005 oraz maja

w biezacej rundzie na swoim koncie co

najmniej 7 punktéw. Cyfra przed kreska
wskazuje, ile razy uczestnik zdobyl juz 44

punkty.

£
2
-
h
<
ni
R

temu (kiedy to zabraklo pewnego oczywistego, a niezbednego warunku w tresci jednego
z zadan). Na szczesdcie, nie to okazalo sie gtéwna przyczyna trudnosci. Najwyzsze

oceny uzyskali K. Kapcia i J. Witkowski, nie przekraczajac jednak bariery potowy
punktow.

Zadanie 393 [Szybkos¢ spadania magneséw w rurze miedzianej] (WT = 3,33,

LPR = 1). Zadanie to stato si¢ powodem dtuzszej dyskusji w redakeji Delty,

a przeprowadzone do$wiadczenia pozwolily uniknaé¢ nadmiernych uproszczen

w rozwiazaniu poczatkowo przewidzianym do druku (dziekuje kol. Piotrowi
Zalewskiemu za wnikliwa krytyke). Dodatkowe do$wiadczenia ukazaly jeszcze

jednag niewymieniona poprzednio subtelnosé: gdy liczba potaczonych magneséw jest
dobrana tak, aby spadaly szczegdlnie wolno, istnieje taka grubosé rozdzielajacej je
przektadki, z ktéra te magnesy spadaja najszybciej, w szczegblnosci szybciej niz

bez przektadki i szybciej niz dwie potéwki oddzielnie (ktére mozna uwazaé za czesci
rozdzielone przekladka nieskoniczenie gruba). Sadze, ze wyjasnienie tego efektu wymaga
tylko przywotania dwoch konkurujgcych mechanizméw wskazanych w rozwiazaniu

z Delty 6/2005: ztaczone magnesy wytwarzaja silniejsze pole przy biegunach (tzn.

z zewnetrznej strony), a rozsuniete na duza odlegto$é maja za to faktycznie cztery
bieguny zamiast dwoéch. Najwidoczniej istnieje takie rozsunigecie magneséw, ktore
znaczaco ostabia zewnetrzne bieguny nie pozwalajac jeszcze efektywnie dziataé
biegunom wewnetrznym. Jedyne dobre rozwiazanie tego zadania przystal K. Kapcia.

Zadanie 394 [Domek z kart] (WT = 3,10, LPR = 2). Oto zdumiewajacy przyktad
yswahniecia” wspolczynnika trudnosci — zadanie bylo latwe i standardowe, a wyniki
okazaly sie gorsze od wielu nieporéwnanie trudniejszych! Autorem bezblednego
rozwiazania jest T. Tkocz, a dobrego — M. Lupiezowiec.

Weterani Klubu 44 F (w kolejnoéci uzyskiwania statusu Weterana):

P. Bala, D. Lipniacki, A. Sikorski, A. Surma (4), P. Gworys, A. Idzik (6), T. Wietecha (5), J. Lazuka, M. Wéjcicki
(jesli uczestnik zdobyl 44 punkty wigcej niz 3 razy, podana zostala odpowiednia liczba).

Pozostali cztonkowie Klubu 44F (alfabetycznie):

.dwukrotni”: J. Lipkowski, A. Nowogrodzki, P. Perkowski;

Ljednokrotni”: A. Borowski, P. Gadzinski, A. Gawryszczak, A. Gluza, W. Kacprzak, B. Mikielewicz, L. Motyka,
R. Musial, J. Piotrowski, T. Rawlik, R. Repucha, J. Stelmach, L. Szalast, P. Wach.

-]

Rozwigzanie zadania M 1125.

Bez straty ogélnosci mozemy zaltozy¢, ze punkt D jest ustalony, tzn. jedynym punktem okrggu w
zmieniajacym polozenie jest punkt A (rys.). Punkt C' otrzymujemy obracajac punkt A wokél punktu
D o 90°. Zatem wierzchotek C kazdego sposréd rozpatrywanych kwadratéw lezy na okregu w’,

ktéry powstaje z okregu w przez obrét o 90° wokét punktu D. Zadanie sprowadza sie tym samym

do wyznaczenia odlegltosci od punktu O do najdalszego punktu okregu w’. Bez trudu stwierdzamy, ze
odleglosé ta wynosi OO’ + 1 = /2 + 1, gdzie O’ oznacza $rodek okregu w’.

Rozwigzanie zadania F 661.
Niech fi i f2 oznaczaja ogniskowe soczewek dla swiatta czerwonego. Ze wzoru na ogniskowsg cienkiej
soczewki wiemy, ze ogniskowe dla $wiatla niebieskiego wynosza odpowiednio

. ny —1 . ns — 1
| ——— oraz fo——mm.
ny +Any — 1 ng — Ang — 1
1 1
Stad ogniskowa ukladu bardzo blisko polozonych soczewek to ? = f_ + f_ dla Swiatta czerwonego i
1 f2

1 1 ( Anl ) 1 ( Anz )
=1+ +—(1-
fh ny —1 f2 ng — 1

dla niebieskiego. Z tych wzoréw obliczamy, ze

f1:f(1+n271An1)

ny — 1 Ans

f2:f(1+n171An2)

ne — 1 Ang

Rozwigzanie zadania F 662.

Niech R = 6400 km oznacza promien Ziemi. Aby promienie byly zaginane zgodnie z krzywizna
Ziemi, czota fali muszag poruszac si¢ jak na rysunku, czyli predkos¢ swiatta musi by¢ proporcjonalna
do odlegtlosci od $rodka Ziemi. Wtedy opéznienie dolnej czedci powierzchni czota fali w stosunku

2 L Stad
= —. ng =n
R+n R CRCMTMRT

do gérnej jest odpowiednie, by zagiaé tor fali: . Wstawiajac wzor
na wspolczynnik zalamania dostajemy
1003 T 6400 1013
A B 6400, 1 A )
a po obliczeniu T = 10 °C.
Takie warunki — wzrost temperatury o 10 °C na 100 m wysokoéci — sa niezwykle rzadkie, ale moga
prowadzi¢ do ciekawych zjawisk, jak obrazy budowli, $wiatel lub gor znajdujgcych si¢ za horyzontem.
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Rozwigzanie zadania M 1123.

Niech ABCDEF bedzie danym
szesciokatem. Oznaczmy przez K, L,

M, N, O, P odpowiednio $rodki bokéw
AB, BC,CD, DE, EF, FA. Przyjmijmy
ponadto, ze proste KN i LO przecinaja
si¢ w punkcie Q.

E N D
o

M

F
Q
C

P

L

A K B
Wéwcezas

1
[KBCDN] = -[ABCDEF] = [OLCDE],

gdzie przez [F] oznaczono pole figury F.
Stad [KBLQ] = [NEOQ)]. Mnozac
ostatnig réwnosé stronami przez 2
oraz korzystajac z faktu, ze srodkowa
w trojkacie dzieli go na dwa tréjkaty
o réwnych polach dostajemy

[ABCQ] = [DEFQ)].

Korzystajac raz jeszcze ze wspomnianego
faktu wnioskujemy, ze tamana PQM
dzieli szeéciokat ABC' DEF na dwie
figury o réwnych polach. Punkt @ nalezy
wiec do odcinka PM.

Rozwigzanie zadania M 1124.

Pewne dwie sposréd czterech liczb a, b,

¢, d daja takie same reszty z dzielenia
przez 3. Zatem ktory$ z szesdciu czynnikéw
iloczynu

A= (a—0b)(a—c)(a—d)-
(b—2c)(b—d)(c—4d),

a co za tym idzie réwniez ten iloczyn, jest
podzielny przez 3.

Pozostaje wykazaé, ze liczba A jest
podzielna przez 4.

Jesli pewne dwie spoéréd liczb a, b, ¢, d
daja taka samag reszte z dzielenia przez 4,
to jeden z szeSciu czynnikéw liczby A jest
podzielny przez 4.

Przyjmijmy zatem, ze liczby a, b, ¢, d
dajg rézne reszty z dzielenia przez 4,
odpowiednio réwne 0, 1, 2, 3. Wtedy
czynniki (a — ¢) oraz (b — d) sa parzyste.
Zatem réwniez i w tym przypadku liczba
A jest podzielna przez 4.

Patrz w niebo

Okoto roku 2000 grupa amerykariskich astronoméw za pomoca rentgenowskiego
satelity Chandra przebadala druga co do jasnosci gromade kulista calego

nieba, 47 Tucanae (NGC 104). W centralnej czesci gromady, w obszarze

5" x 5’ znaleziono co najmniej 108 Zrédel promieniowania rentgenowskiego,

z ktorych polowa to zapewne tzw. milisekundowe pulsary. Oceniono, ze takich
milisekundowych pulsaréw w calej gromadzie moze by¢ ponad setka. Pozornie
mozna by ten wynik zwyczajnie przyja¢ do wiadomosci, ktopot jednak w tym, ze
jest to liczba nadspodziewanie wielka.

Pulsary milisekundowe to gwiazdy neutronowe (oczywiscie z polem
magnetycznym) wchodzace w sklad ciasnych ukladéw podwdjnych. Materia
przeplywajaca z towarzyszacej gwiezdzie neutronowej zwyktej gwiazdy
przekazuje jej wlasny moment pedu, rozpedzajac ja do predkosci katowej setek
obrotow na sekunde. Zarazem materia ta na powierzchni gwiazdy neutronowej
ogrzewa sie do miliondéw stopni emitujac promieniowanie rentgenowskie.
Dopiero, gdy przeplyw materii ustanie, rozpedzona gwiazda neutronowa staje
sie widoczna jako pulsar w zakresie radiowym. Radioastronomowie znalezli

w centralnym obszarze 47 Tucanae 15 milisekundowych pulsaréw. Satelita
Chandra pulséw wprawdzie nie rejestrowal, rozpoznal jednak wszystkie te
obiekty jako zrédla rentgenowskie, w dodatku o cechach takich, jak u wielu
innych zrédet — stad wzieta sie ocena liczby pulsaréw w gromadzie. A jest to
za duzo, gdyz w 47 Tucanae sg obecne co najwyzej trzy rentgenowskie uktady
podwdjne, w ktérych w przysztosci moglyby powstaé¢ milisekundowe pulsary.
Na gruncie obecnej wiedzy o tempie powstawania pulsaréw i ich calej ewolucji
ocenia sie, ze tych ,rodzicow” pulsaréw powinno by¢ o rzad wielkosci wiecej.
Morat: musi istnieé¢ jeszcze inny mechanizm powstawania milisekundowych
pulsaréw. Przypuszcza sie, ze moglaby to by¢ np. bezposrednia zapasé biatego
karta. W kazdym razie badacze tego zagadnienia uznaja, ze wiedza na temat
milisekundowych pulsaréw jest jeszcze mocno niepelna.

Tomasz KWAST

Luty

W lutowe wieczory niewatpliwie przyciaga wzrok okazaly Orion. Na péinoc od
niego, niemal w zenicie, wida¢ jasng gwiazde — jest to Capella, alfa Woznicy,
jedna znajjasniejszych gwiazd nieba (0,08 mag, typ widmowy zblizony

do stonecznego). Znajduje si¢ w odleglosci 14 pe, a z tych wszystkich danych
wynika, ze Swieci z moca 150 razy wigksza niz Stonce. Jest to w dodatku
gwiazda podwojna, czego amatorskimi metodami stwierdzi¢ si¢ nie da. Mozna
natomiast w tym lezacym w Drodze Mlecznej gwiazdozbiorze przez nieduza
lunete dostrzec co najmniej sze$¢ gromad otwartych. Trzy z nich sa na granicy
zasiegu nieuzbrojonego oka, a dalsze trzy maja jasnoéci w przyblizeniu

do 10 mag. Wszystkie leza w odleglosci zblizonej do 1,5 kpc.

Wenus jest w Strzelcu i widaé ja na wschodzie przed wschodem Stonca. Mars
jest na granicy Barana i Byka, wida¢ go wiec w pierwszej potowie nocy. Jowisz
jest w Wadze i wida¢ go w drugiej polowie nocy. Saturn jest w Raku i wida¢ go
przez calg noc. Pelnia Ksiezyca wypada 13 II, a néow 28 II. Ksiezyc zakryje Spike
18 11, co zobacza mieszkancy Ameryki Péinocnej i centralnej Afryki, i 21 1T
Antaresa, a to zobacza mieszkancy Indonezji i Australii. Merkury znajdzie sie
najdalej od Stonca 24 II i mozna go szukaé¢ na niebie po zachodzie Stonca.
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Rozklad sw. Mikotaja

Rafal SZTENCEL "

W kazdym chyba zbiorze zadan z rachunku prawdopodobienstwa wystepuje

nastepujace

Zadanie. Niech 7 bedzie losowa permutacja zbioru {1,2,...,n}. Jaka jest
szansa, ze (k) # k dla kazdego k € {1,2,...,n}?

Bedzie ono bardziej zrozumiate, gdy ubierzemy je w tekst o roztrzepanej
sekretarce, wkladajacej losowo listy do zaadresowanych kopert, albo

o uczestnikach przyjecia, ktorzy wychodzac wkladaja losowo kapelusze. Pytamy
wtedy o szanse, ze zaden list nie trafi do wtasciwej koperty, albo zaden kapelusz

na wtasciwa glowe.

Jedli dla pewnego k mamy m(k) = k, méwimy o koincydencji. Pytamy zatem
o prawdopodobienstwo pg ,, ze liczba koincydencji bedzie réwna zeru. Mozna
je obliczy¢ ze wzoru wlaczen i wylaczen:

pO,n:1_1+

W wielu zbiorach zadan kaze sie¢ ponadto obliczy¢
prawdopodobienstwa py, dla k =1,2,...n. Jesli
chcemy, by dokladnie k£ os6b mialo na glowach
swoje kapelusze, to musimy wybra¢ te osoby (na (Z)
sposob6w), rozdaé¢ im kapelusze (na 1 sposéb),

i wreszcie przydzieli¢ pozostalym n — k osobom
kapelusze tak, by zaden nie dostal wlasnego (na
Po.n—k + (n — k)! sposobéw). Wynika stad, ze

(D) pon—k-(m—FK)! 1

Pen = nl = Epo,n—k =
1 11 1
S L U N N
k!( TR T (n—k)!>

Zwr6émy uwage, ze pp—1,, = 0 (dlaczego?). Gdy n — oo,
to

1 1 1 1 1
Prn = 1y (1—1+§—§+...i7(nk)!) =3¢ L
Wobec tego dla duzych n liczba koincydencji ma
rozklad zblizony do rozktadu Poissona z parametrem 1.
Zapytajmy teraz, jaka jest srednia liczba koincydencji?
Wystarczy obliczyé

(1) €n = Zk * Pk,n>»
k=0

co jest mozliwe, cho¢ nieprzyjemne. Pewna wskazdwka
moga by¢ srednie e; = e = 1 oraz $rednia w rozkladzie
Poissona — réwna parametrowi rozktadu, czyli 1.
Sprobujmy obliczyé es za pomoca tabeli wszystkich
permutacji:

® ® 6|3
2 3 1]0
31 210
3 @ 1|1
® 3 2|1
2 1 @1
2 2 26
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1 1 1 1
i—g‘f'...:i:arve .

Jest 6 mozliwych permutacji. Sumujac liczby
koincydencji w wierszach, widzimy, ze jest ich
340+0+14+1+1=6, czyli sSrednio jedna na jedna
permutacje. Nieco inaczej: z tabeli widaé, ze
1 1
Po,3 = 3 P13 = 2
zatem wzér (1) przybiera postaé

1
p23=0, p33= 5

=0 1+1 1+2 0+3 1—1
@a=V3 2 6

Koincydencje pojawiaja sie w wierszach dos¢
nieregularnie, dlatego dowdd faktu, ze e, =1

dla kazdego n € N jest pracochtonny. Spojrzmy

teraz na kolumny tabeli — w kazdej kolumnie sa 2
koincydencje! W ogélnym przypadku jest n kolumn,

w kazdej % -n! = (n — 1)! koincydencji, czyli tacznie n!,
zatem znéw $rednio jedna na jedna permutacje. Wynika
to z symetrii, bowiem w kazdej kolumnie jest tyle samo
jedynek, dwojek, itd. Udowodnilidmy, ze e, = 1 dla
n=12,...

Argument ten mozna przedstawi¢ w jezyku zmiennych
losowych. Niech X} oznacza liczbe wtasciwych kapeluszy
na glowie k-tej osoby. Obliczamy Srednig (czyli wartosé
oczekiwana):

1 n—1 1

EXp=1-—+0- ==,
n n n

bowiem — ze wzgledu na symetrie — kazdy kapelusz
ma takie same szanse znalezienia si¢ na glowie k-tej
osoby. Jesli X jest liczba wlasciwych kapeluszy

na glowach, to

1
EX=EX1+...+X,)=EXj+...+EX,=n-—=1.
n

Na zakonczenie powinnismy wyjasni¢, skad sie wzial
tytul artykulu. Piszacy te stowa bratl kilkakrotnie udzial
w szkolnej imprezie mikotajkowej. Prawie zawsze po
wylosowaniu prezentéw ktos dostawal swoj wlasny
(chyba nigdy sie nie zdarzylo, zeby az dwa prezenty
wrécily do fundatoréw). Moze wiee rozklad liczby
powracajacych prezentéw powinien wziaé nazwe od

Sw. Mikotaja?



