SPIS TRESCI
NUMERU 1 (380)

Swiatlo twardsze niz diament
Stanistaw Bednarek

Zadania

Dzieje Stonca

Henryk Bilor

Mala Delta:

O kulkach w pudetkach
Dariusz Zawisza

Trzeba podlezé, gdzie si¢ nie da
przelezé, czyli o numerycznym
opisie ruchéw

Jerzy Ginter

Aktualnosci

Wyniki finaltu XXII edycji
Ogodlnopolskiego Sejmiku
Matematykow

Klub 44

Patrz w niebo
Styczen

Final XXVII KUPzM

Regulamin Konkursu
Uczniowskich Prac
z Matematyki

Prawo matych liczb
Rafal Sztencel

W nastepnym numerze:

str. 1

str. 3

str. 4

str. 6

str. 8

str.11

str.11
str.12
str.14
str.14

str.15

str.15

str.16

Pierwszy nowoczesny zegarmistrz

»Delta” — matematyczno-fizyczno-astronomiczny miesiecznik popularny
wydawany przez Uniwersytet Warszawski przy wspotpracy towarzystw
naukowych: Polskiego Towarzystwa Matematycznego, Polskiego Towarzystwa
Fizycznego i Polskiego Towarzystwa Astronomicznego.

Komitet Redakcyjny: prof. dr hab. Andrzej Bialtynicki-Birula (cztonek
rzeczywisty PAN), prof. dr hab. Bogdan Cichocki, dr Krzysztof Ciesielski —
wiceprzewodniczacy, dr hab. Armen Edigarian, prof. dr hab. Jan A. Gaj —
przewodniczacy, dr hab. Maciej Geller, prof. dr hab. Jerzy Ginter, dr Piotr
Goldstein, dr Agnieszka Janiuk, prof. dr hab. Wiestaw A. Kaminski,

prof. dr hab. Marta Kicinska-Habior, dr hab. Andrzej Majhofer, dr hab. Zbigniew
Marciniak, prof. dr hab. Janusz Matkowski, mgr Andrzej Makowski, dr Adam
Michalec, prof. dr hab. Ryszard J. Pawlak, dr Zdzistaw Pogoda, prof. dr hab.
Grzegorz Sitarski, dr Weronika Sliwa, prof. dr hab. Andrzej Woszczyk, prof.

dr hab. Wiestaw Zelazko.

Redaguje kolegium w sktadzie: Wiktor Bartol, Marcin Hauzer, Krystyna Kordos —
sekr. red., Marek Kordos — red. nacz., Mikotaj Korzynski, Tomasz Kwast,

Urszula Marciniak, Anna Rudnik, Witold Sadowski, Piotr Zalewski — z-ca red.
nacz. Okladki i ilustracje: Anna Ludwicka. Rysunki techniczne: Marcin Adamski.

Adres do korespondencji:
Instytut Matematyki UW, Redakcja ,,Delty”, ul. Banacha 2, pokdj 5450,
02-097 Warszawa, e-mail: delta@mimuw.edu.pl, tel. 022-55-44-545.

Sklad systemem TEX wykonala Redakcja.

Wydrukowano w Drukarni Naukowo-Technicznej, Oddzial PAP S.A. w Warszawie,
ul. Minska 65.

WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-785 Warszawa, ul. Broniewskiego 8A (tel. 022-663-87-52, 022-663-11-46)
Whplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesigca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy miesigce. Cena
jednego numeru w 2006 roku wynosi 4 zt. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie
okresu prenumeraty.

W prenumeracie zagranicznej (tez przez okres co najmniej trzech miesiecy)
cena numeru w 2006 r. wynosi 8 zt. W przypadku zyczenia dostawy priorytetowej
odpowiednia doptate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS
funduje dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO BP SA I O/W-wa, nr 11 1020 1013 0000 0502 0004 0584

WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u
1. Wplaty na prenumerat¢ przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.

2. Cena prenumeraty na II kwartal 2006 r. wynosi 12 z}.

3. Whplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju jednostki kolportazowe
»Ruch” S.A. wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora.

4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice: cena prenumeraty +
rzeczywiste koszty wysytki. Zlecenia na prenumerate dewizowa, przyjmowane
od 0s6b zamieszkalych za granica, realizowane sa od dowolnego numeru.

Whptlaty przyjmuje Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy ,,RUCH” SA na konto:
Pekao SA IV O/W-wa 68 1240 1053 1111 0000 0443 0494 lub kasa Oddziatu.
5. Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela
»RUCH” SA OKDP, 00-958 Warszawa, skrytka pocztowa 12, ul. Jana
Kazimierza 31/33, lub telefonicznie: 022-5328-731, lub -820, lub -816, fax:
5328-732, internet: www.ruch.pol.pl, e-mail: prenumerata@okdp.ruch.com.pl
6. Terminy przyjmowania wplat na prenumerate krajows i zagraniczna
do 5 XII —nal kwartal roku nastepnego,
do 5 III  —nalIl kwartal roku biezacego,
do 5 VI —nalll kwartal roku biezacego,
do 5IX —mnalV kwartal roku biezacego.

Numery archiwalne (od 1986 r.) mozna nabyé w Redakeji osobiscie lub listownie.
Strona internetowa (streszczenia, artykuly archiwalne, linki itd.):
http://www.mimuw.edu.pl/delta

Wydawca: Uniwersytet Warszawski Cena 1 egzemplarza 4 zl



Swiatlo twardsze niz diament

Na pierwszy rzut oka stwierdzenie zawarte w tym
tytule wydaje si¢ niezgodne z prawda. W tablicach
dotyczacych wlasciwosci materialow bez trudu mozna
znalez¢ informacje, ze najtwardszym materialem jest
wlagnie diament. Na diamencie nie mozna bowiem
wykonaé rysy zadnym innym materialem. Fizycy umieja
jednak precyzyjnie wycinaé¢ otwory w diamentowych
plytkach, uzywajac do tego celu wiazki swiatla. Nie jest
to bynajmniej swiatto wysylane przez zwykla zaréwke,
lecz ultrakroétkie impulsy $wiatla wytwarzane przez
lasery o bardzo duzej mocy. Warto wiec poswiecié¢ nieco
czasu, zeby zrozumieé zasade dzialania tej najnowszej
generacji laseréw, pozwalajacych uzyskaé $wiatlo o tak
niezwyktych wtasciwosciach.

Ze stowem laser spotykamy sie obecnie na co dzien.
Wielu z nas uzywa cho¢by drukarek czy wskaznikéw
laserowych. Stowo laser jest akronimem, czyli stowem
utworzonym z pierwszych liter angielskiego wyrazenia
Hlight amplification by stimulated emission of radiation”
— po polsku oznacza to wzmocnienie $wiatla przez
wymuszong emisje promieniowania. Pierwszy laser
zostal zbudowany w Stanach Zjednoczonych przez

T. Maimana. Byto to w czerwcu 1960 r. W swojej
konstrukcji Maiman wykorzystal opublikowane dwa
lata wczesniej teoretyczne rozwazania Ch. Townesa

i A. Schawlowa.

Zobaczmy, jaka jest réznica miedzy $wiatlem laserowym

a Swiattem pochodzacym ze zwyklych zrodet, np. $wiecy
czy zaréwki. W tym celu poréwnajmy rys. 1 a) i b).

a) b)
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Rys. 1. Wykresy fal elektromagnetycznych a) o przypadkowych
dlugosciach i fazach wysylanych, np. przez zaréwke; b) o jednakowych
dlugosciach i fazach wysyltanych przez laser.

Swiatlo, jak wiadomo, jest wiazka fal
elektromagnetycznych, ktérym odpowiadaja okreslone
dhugosci i fazy drgan. Charakterystycznymi cechami
$wiatla laserowego sa: monochromatycznosé, spojnosé
— nazywana tez koherencja — i réwnoleglo$é¢ wiazki.
Pierwsza z tych cech oznacza taks sama dlugosé
wszystkich fal, a druga taka sama faze, czyli jednakowy
argument funkcji sinus lub cosinus przedstawiajacej
wykres tej fali. Zwyktle Zrodla swiatta wysylaja
natomiast fale o réznych dlugoéciach i przypadkowych
fazach. Rownolegtos¢ wiazki, czyli jej kolimacja,
umozliwia uzyskanie niewielkiej plamki swiatta

w odleglosci kilkudziesieciu metrow od wskaznika
laserowego.

*Instytut Fizyki Uniwersytetu Lédzkiego

Stanistaw BEDNAREK *

Aby cialo, np. wiékno zaréwki, moglo swiecié,
konieczne jest wzbudzenie jego atoméw lub czasteczek.
Wzbudzenie to polega na dostarczeniu cialu energii,

w tym przypadku przez ogrzanie przeplywajacym
pradem elektrycznym. Energia ta jest pochtaniana
przez elektrony, ktére przechodza ze stanu o najnizszej
energii — poziomu podstawowego, do standéw o wyzszej
energii — poziomoéw wzbudzonych. Poziomy wzbudzone
sa stanami nietrwaltymi i elektrony szybko wracaja

do poziomu podstawowego, oddajac réznice energii
przez wypromieniowanie fal elektromagnetycznych, co
przejawia sie jako Swiecenie.

W celu wytworzenia $wiatla laserowego konieczne
jest zaistnienie szczegdlnego uktadu pozioméw
energetycznych (rys. 2).
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Rys. 2. Najprostszy schemat poziomoéw energetycznych w oérodku
wysylajacym $wiatto laserowe.

Charakterystyczna cechg takiego ukladu jest
wystepowanie tzw. poziomu metastabilnego, na ktérym
elektrony moga znajdowac sie przez znacznie dtuzszy
czas niz na innych poziomach wzbudzonych. Poczatkowo
zachodzi przechodzenie elektronéw z poziomu
podstawowego na poziomy wzbudzone. Proces ten
nazywa si¢ pompowaniem i moze by¢ realizowany

np. przez silny blysk swiatta lub wyltadowanie
elektryczne. Elektrony z pozioméw wzbudzonych
przechodza nastepnie na poziom metastabilny.

W pewnym momencie na tym poziomie znajduje sie
wiecej elektronéw niz na poziomie podstawowym.

Stan taki nazywa si¢ inwersja, czyli odwroceniem
obsadzen. Wowczas rozpoczyna si¢ akcja laserowa,
polegajaca na wymuszonych przejsciach elektronéw

ze stanu metastabilnego do stanu podstawowego.
Towarzyszy jej wysytanie monochromatycznego,
spdjnego i skolimowanego promieniowania. Opisany
uktad trzech poziomdéw energetycznych z jednym
poziomem metastabilnym jest najprostszym uktadem,
w ktorym moze zachodzié akcja laserowa. Obecnie
budowane lasery wykorzystuja bardziej ztozone uktady
wielu poziomdéw energetycznych.



Akcja laserowa moze zachodzi¢ w osrodku stalym,
cieklym lub gazowym. Pierwszym laserem byl laser
rubinowy, dajacy Swiatto czerwone o dtugosci fali
0,6943 pm (rys. 3).
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Rys. 3. Budowa lasera rubinowego; 1 — pret rubinu domieszkowany
chromem, 2 — zwierciadlo catkowicie odbijajace, 3 — zwierciadlo
cze¢sSciowo przepuszczajace, 4 — lampa blyskowa, 5 — obudowa, 6 — ciecz
chlodzaca, C' — bateria kondensatoréw.

Do jego pompowania wykorzystano ksenonowsg,

lampe blyskows zasilana z baterii kondensatorow.
Laser ten pracowal w sposéb impulsowy. Przejscie
laserowe zachodzilo miedzy poziomami energetycznymi
atoméw chromu, ktérymi domieszkowany byt pret
rubinu. Zwierciadto péiprzepuszczalne pozwalalo

na wyjscie wiazki Swiatta laserowego z preta. Energia
jednego impulsu typowego lasera rubinowego nie jest
imponujaca i wynosi kilkadziesiat dzuli. Energia ta
wypromieniowywana jest jednak w czasie kilkunastu
miliardowych czesci sekundy. Dlatego moc lasera
rubinowego w impulsie jest ogromna i osiaga miliardy
watéw — tyle co moc duzej elektrowni. Takie impulsy
laser rubinowy moze wytwarzaé kilkakrotnie w czasie
minuty.

Ogromnym mocom $wiatla laserowego odpowiadaja
bardzo duze natezenia pola elektrycznego

i magnetycznego. Przy tak duzych natezeniach
oérodek, w ktérym rozchodzi sie impuls, staje sie
nieliniowy. Oznacza to, ze wspélczynnik zalamania
$wiatla jest funkcja, np. kwadratowa, natezenia

pola elektrycznego. W takim o$rodku réownolegta
wiazka $wiatla przeksztalca si¢ w wiazke zbiezna, a ta
z kolei w wiazke réwnolegla, ale o znacznie mniejszej
$rednicy (rys. 4). Zachodzace tu zjawiska nazywa sie
samoogniskowaniem i autokolimacja. Samoogniskowanie
i autokolimacja prowadza do dalszego zwiekszenia
gestodci mocy Swiatla laserowego. Znane sa réwniez
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osrodki nieliniowe, w ktérych moze zachodzi¢
przeksztalcenie réwnoleglej wiazki Swiatta w wiazke
rozbiezng o zwigkszonej Srednicy. Zalezy to od tego,
jaka funkcja natezenia pola elektrycznego — rosnacg czy
malejaca — jest wspolczynnik zalamania Swiatta osrodka.
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Rys. 4. Samoogniskowanie i autokolimacja wigzki $wiatta w osrodku
nieliniowym.

W potowie lat osiemdziesiatych G. Mourou przedstawit
nowg koncepcje lasera, pozwalajaca na wytwarzanie
impulsow Swiatta o jeszcze wiekszej mocy. Pomyst
polegal na zastosowaniu odbiciowych siatek
dyfrakcyjnych do zmiany czasu trwania impulsu.
Schemat budowy takiego lasera przedstawia rys. 5.
Impuls wejéciowy wytwarzany przez laser zasilajacy
pada na pierwsza pare siatek dyfrakcyjnych, ktora
powoduje wydluzenie czasu jego trwania 103-10° razy.
Zgodnie z zasada zachowania energii zachodzi przy tym
zmniejszenie mocy impulsu. Moc rozciagnietego impulsu
jest na tyle mala, ze moze byé¢ on bez znieksztalcenia
wzmocniony przez oSrodek wzmacniajacy. Po
wzmocnieniu impuls przechodzi przez druga pare
odbiciowych siatek dyfrakcyjnych, ktora tym razem
dziala odwrotnie, powodujac skrdcenie czasu trwania
impulsu i zwigkszenie jego mocy.

Typowy laser dziatajacy wedlug opisanej zasady

daje impuls o mocy 103 W, trwajacy 10713 s. Dla
poréwnania, moc ta réwna jest sumie mocy wszystkich
elektrowni pracujacych obecnie na kuli ziemskiej.
Skolimowana wiazka swiatla z takiego lasera o $rednicy
36 um ma gestosé mocy 10%2 W/m?. Daje sie ona
jeszcze zogniskowaé w obszarze o srednicy okoto 1 um

i wéwcezas jej gestosé mocy przekracza 1025 W /m?.
Przy tej gestosci mocy natezenie pola elektrycznego
osiaga 10 V/m, a indukcja pola magnetycznego 10° T.
Sa to rekordowe parametry pola wytworzonego przez
czlowieka. Pola takie w szczegdlny sposob oddziatuja

z materia, powodujac efekt nazywany fotodestrukcja.
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Rys. 5. Zasada dzialania lasera wzmacniajacego rozciggniety impuls; A — oSrodek wzmacniajacy, S — odbiciowa siatka dyfrakcyjna, I — impuls
wejsciowy, Il — rozciagniety impuls wejsciowy, III — impuls wzmocniony, IV — $cisniety impuls wzmocniony.
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Fotodestrukcja polega na lokalnej jonizacji atomdw
oérodka przez niezwykle silne pole elektryczne.
Powstajace przy tym swobodne elektrony i jony tworza
mikroobszar wypelniony plazma o temperaturze

rzedu 10* K. Plazma ta bardzo szybko rozszerza sie

— predkos$é rozszerzania dochodzi do kilku km/s.
Skutkiem tego w o$rodku zaczyna rozchodzi¢ sie fala
uderzeniowa niszczaca jego strukture. Dziatajace

przy tym sily powoduja odrzucenie materii zwane
ablacja. W konsekwencji tego, przy uzyciu odpowiednio
silnego impulsu $wiatta laserowego, mozliwe jest
wspomniane na wstepie wydrazenie otworu o Srednicy
kilku tysiecznych milimetra w tak twardych materiatach
jak diament czy weglik tytanu. Warty uwagi jest fakt,
ze powstaly otwéor ma gladkie $cianki, a struktura
materialu w jego otoczeniu pozostaje nieuszkodzona.

Obrobka najtwardszych materialéw nie jest jedyna
dziedzina zastosowan ultrakrétkich impulséw

Swiatla laserowego. Bardzo silne pole elektryczne
dzialajac na czastki naladowane, nadaje im ogromne
przyspieszenia. W przypadku protondéw przyspieszenia
te sg 10?2 razy wieksze od przyspieszenia ziemskiego,
a dla elektronéw stosunek ten wynosi az 1025, Dzieki
temu oddzialywanie impulséw $wiatla laserowego

Zadania

wykorzystuje si¢ jako bardzo efektywny sposéb
rozpedzania czastek natadowanych. W niedalekiej
przysztosci moze to doprowadzi¢ do powstania

nowej generacji akceleratoréw. Ich rozmiary beda
nieporéwnywalnie mniejsze od rozmiaréw obecnie
dzialajacych akceleratoréow. Lasery dziatajace

na zasadzie wzmacniania rozciggnietego impulsu sa
bowiem na tyle male, ze z powodzeniem mozna zmiescié¢
je na biurku.

Na zakonczenie warto dodaé, ze ultrakrétkie impulsy
Swiatta laserowego znalazly réwniez zastosowanie

w chemii do badania bardzo szybko zachodzacych
reakcji chemicznych, ktorych czas trwania jest rzedu
10~ 1% s. W tym czasie nastepuja przeskoki elektronéw
tworzacych niektore wigzania chemiczne. Obrazowo
przedstawiajac sprawe, mozna powiedzieé, ze takie
ultrakrotkie impulsy $wiatla laserowego sa w stanie
spetniaé role swoistej lampy btyskowej, pozwalajacej
uwidocznié i zarejestrowaé ten proces. Metode te
opracowal i rozwijal w latach dziewigédziesiatych

XX wieku Egipcjanin A. Zewail. Znaczenie poznawcze
tej metody zostalo w krotkim czasie docenione przez
spolecznosé naukowa i Zewail w 1999 r. otrzymal
Nagrode Nobla w dziedzinie chemii.

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 659. Samochdd jedzie z predkoscia v = 100 km/h w kierunku zachodnim.

a1}

Do samochodu dotaczona jest pionowa antena o dtugoéci d = 40 cm. Obliczy¢ réznice
potencjatéw na koricach anteny spowodowana przez ziemskie pole magnetyczne.
Inklinacja tego pola, czyli kat miedzy wektorem pola magnetycznego a poziomem,
wynosi w tym miejscu o = 60° (rys. 1), a jego pozioma skladowa skierowana jest
doktadnie na péinoc (deklinacja wynosi zero). Indukcja ziemskiego pola magnetycznego
W tym miejscu wynosi B =4 -107° T. Czy réznica potencjatéw powoduje jakies

F 660. Przez petelke z drutu, podlaczona do galwanometru, przelatuje (ze stala
predkoscia) magnes sztabkowy w ksztalcie wydtuzonego cylindra (rys. 2). W jakim
momencie ruchu magnesu wskazania galwanometru bedg najwieksze? Wskazowka:
narysowaé w przyblizeniu linie pola magnetycznego magnesu.

M 1120. Dane sg liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢ o sumie réwnej 1. Dowiesé, ze

a-\e/l+bfc+b~\3/1+cfa+c~\3/1+afb§1.

M 1121. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC, przy czym
AC + AI = BC (rys. 3). Wyznaczy¢ stosunek miary kata BAC do miary kata ABC.

M 1122. Kazde pole szachownicy n X n pomalowano na czarno lub biato. Okazato
sie, ze zadne cztery pola, ktorych $rodki sa wierzchotkami prostokata o bokach
rownolegtych do krawedzi szachownicy, nie zostaly pomalowane tym samym kolorem.

Rys. 1 dodatkowe opory ruchu?
O Rozwigzanie na str. 10
N
Rozwiazanie na str. 14
S .
\'{ Redaguje Waldemar POMPE
v
Rys. 2
C . .
Rozwiazanie na str. 10
Rozwiazanie na str. 14
I
A B Dla jakiej najwigkszej wartosci n jest to mozliwe?
Rys. 3 Rozwiazanie na str. 10
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Dzieje Stonca
Henryk BILOR

!Gwiazdy zmienne — gwiazdy zmieniajace
swojg jasnos¢ na skutek zmiany
temperatury lub rozmiaréw (co na ogét
zachodzi jednoczesnie). Gwiazdy zmienne
za¢mieniowe (uklady gwiazd wzajemnie
przestaniajacych si¢) nie interesuja nas

w tym artykule.

Blisko pie¢ miliardéw lat temu obserwator znajdujacy sie na skraju naszej
Galaktyki zauwazyl wybuch pobliskiej gwiazdy supernowej. Wybuch

ten utworzyl fale uderzeniows rozprzestrzeniajaca sie takze w kierunku
olbrzymiej mglawicy zbudowanej gtéwnie z wodoru i helu. Mglawica o srednicy
kilkudziesigciu lat $wietlnych (odleglosé najblizszej Stonicu gwiazdy wynosi
nieco ponad 4 lata $wietlne) do tej pory pozostawala wzglednie stabilna. Fala
uderzeniowa zaburzyla te stabilno$¢ — mgltawica zasilona wieloma wytworzonymi
w supernowej pierwiastkami (w tym weglem, tlenem, azotem, krzemem) zaczeta
sie lokalnie zageszczaé. Jedno z takich zageszczen mialo staé sie w przyszlosci
nasza gwiazda dzienna. Po kilkuset tysiacach lat lokalne zageszczenie skurczyto
sie do rozmiaréw naszego dzisiejszego Ukladu Stonecznego. Wraz z kurczeniem
sie obloku gazu temperatura w jego wnetrzu zaczeta rosnaé, zaczelo sie
wydzielaé cieplo w postaci promieniowania podczerwonego. Gdy temperatura
osiagneta okoto 50 tysiecy stopni, narodzilo sie¢ Protostonce. Byl to mniej wiecej
taki etap ewolucji, na jakim obecnie znajduje sie gwiazda zmienna T Tauri

potudniowal.

Kurczenie nastepowato nadal i zgodnie z zasada Gwiazde T Tauri mozemy obserwowacé juz dobra
zachowania momentu pedu nastepowalo przyspieszenie lornetka w gwiazdozbiorze Byka, tuz obok otwartej
predkosci obrotowej catego uktadu (podobnie jak gromady gwiazd, Hiad. Na zdjeciach T Tauri widoczna
lyzwiarz krecacy piruety zwigksza tempo obrotéw jest mgtawica otaczajaca gwiazde. Powstanie z niej
przez zlozenie rak). Z czastek pytu krazacego wokét uktad planetarny, by¢ moze podobny do naszego, a za
protogwiazdy zaczely powstawacé okruchy skat, kilka miliardéw lat moze na ktérejs z planet powstanie
a nastepnie, gdy wiele z nich zlepito sie¢, tworzyly sie zycie. Wewnatrz tej mgtawicy znajduje sie wspomniana
planety. Jednej z protoplanet niewiele brakowalo, aby wezeéniej T Tauri poludniowa, ktéra na razie widoczna
sama stala si¢ malg gwiazda — brazowym kartem. jest jedynie w podczerwieni. Te dwie gwiazdy tworza
Byl to Jowisz, jednak zgromadzil zbyt mato gazu, fizyczny uklad podwojny.

by mogly rozpoczaé si¢ w nim reakcje termojadrowe.
Ten olbrzymi glob, ktéry stale grawitacyjnie sie
kurczy (w ten sposéb produkuje cieplo), promieniuje
wiecej ciepla, niz otrzymuje od Stonca. Wigkszosé
pierwiastkéw, z ktorych sktada si¢ Ziemia, tworzyla
nasza planete juz w jej poczatkowym okresie. Od tego
czasu przybywa ich jedynie z upadkami ogromnej ilosci
meteorytéw. Gdy temperatura w jadrze Protostonca
osiggneta 10 milionéw stopni, rozpoczely sie reakcje
termojadrowe polegajace na laczeniu si¢ jader wodoru
i powstawaniu jader helu. Narodzilo si¢ Stonce. Przez
pierwsze kilkadziesiat milionow lat bylto niestabilne,
co objawialo sie gléwnie zmianami jasnosci (w okresie
maksymalnej jasnosci gwiazda moze by¢ kilkaset

razy jasniejsza niz w okresie minimalnej jasnosci).
Przechodzilo okresy, w ktorych obecnie znajduja sie
gwiazdy typu FU Orionis, a nastepnie typu T Tauri
(reprezentowane przez T Tauri péinocna, fot. 1).

Fot. 1. Gwiazda T Tauri wraz z mgltawica NGC 1555 (autor: Dominik

Wos).

Nastepnie Stonice ,uspokoilo si¢” i w takim stabilnym
stanie trwa przez ostatnie 4,5 miliarda lat az

do dzisiejszego dnia, zwigkszajac stopniowo swoja
jasno$é (na poczatku $wiecilto z jasnoscia 0,7 aktualnej).
Obecnie jest bardzo spokojna gwiazda, powodujac
jedynie przez swoje ,grymasy” piekne zorze polarne
(fot. 2) czy zaburzenia w lacznosci satelitarnej.

Fot. 2. Zorza polarna (autor: Wojciech Burzynski).

Promieniowanie stoneczne dostarcza energii do zycia,
umozliwia roslinom ,produkcje” zZywnosci, a nam
zdobywanie ladnej opalenizny, ale takze (gdy

w nadmiarze) oparzen. A wszystko to dzieki zamianie
570 milionéw ton wodoru na hel w kazdej sekundzie.
Jednoczesnie z promieniowaniem Stonce w kazdej
sekundzie traci okoto 4 milionéw ton swojej masy

w postaci czastek. Za nastepne okoto 5 miliardéw

lat wyczerpia si¢ zapasy wodoru w jadrze Sltonca,

a temperatura bedzie zbyt niska, zeby funkcje Zrodta
energii zajeta przemiana helu w wegiel. Podczas gdy
jadro bedzie si¢ kurczyto, zwickszajac temperature,
zapali sie wodor w plaszczu otaczajacym helowy srodek
gwiazdy.



Zwigkszajace si¢ cidnienie spowoduje specznienie
zewnetrznych warstw Slonca z jednoczesnym spadkiem
powierzchniowej temperatury, dzigki czemu Stonce
bedzie coraz bardziej czerwone. Podczas zwigkszania
swoich rozmiaréw pochtonie Merkurego, jednak

dzieki utracie masy na skutek emisji silnego wiatru
stonecznego przyciaganie grawitacyjne Stofica zmniejszy
sie, co spowoduje przesuniecie si¢ planet na dalsze
orbity i prawdopodobnie uchroni Ziemie i by¢ moze
Wenus przed losem najblizszej Stonicu planety.

Jednak zycia juz dawno na Ziemi nie bedzie. Wzrost
promieniowania otrzymywanego od Stonca spowoduje
znaczne podniesienie si¢ temperatury jej powierzchni,
co, oczywiscie, spowoduje odparowanie oceanéw, a by¢
moze nawet calkowite ,zdmuchniecie” atmosfery. Ziemia
stanie sie wypalonym, suchym, niego$cinnym miejscem.

W tym czasie Stonce na diagramie
Hertzsprunga—Russella (pokazujacym zaleznosé
jasnodci absolutnej gwiazdy od jej barwy) przesunie sie
wyraznie do goéry i w prawo, co znaczy, ze zmniejszy si¢
temperatura powierzchniowa, jednak dzieki znacznie
wiekszej powierzchni zwigkszy sie jego jasnosé.

Nastepnie, gdy temperatura w jadrze Slonca osiagnie
okoto 100 milionéw stopni, rozpocznie sie reakcja
przemiany helu w wegiel i tlen. Nastapi tzw. blysk
helowy, czyli wyzwolenie ogromnej ilosci energii, ktora
jednak w znikomej czesci spowoduje zwigkszenie
jasnosci gwiazdy, gdyz zostanie pochlonigta przez
wewnetrzne warstwy. Nastepnie bardzo szybko Stonce
zmniejszy swoje rozmiary, aby ponownie zaczaé je
powiekszaé¢ w momencie zapalenia helu w otoczce
jadra. W tym czasie moze sie zdarzy¢, ze przetnie
tzw. pas niestabilnosci na diagramie H-R i stanie sig¢
gwiazda pulsujacg — miryda. Ten etap ewolucji mozemy
podziwiaé¢ nawet golym okiem (w okresach maksimum
jasnosci) w kilku miejscach nieba. Najwczesdniej
opisana, bo juz w XVII wieku, jest gwiazda omikron
Wieloryba, zwana inaczej Cudowng (Mira). Gwiazda
ta w okresach najwiekszej jasnosci bywa najjasniejsza
w gwiazdozbiorze Wieloryba (fot. 3), a w minimum
jasnosci jest widoczna za pomoca dobrych lornetek.
W pewnym momencie Stonce odrzuci otoczke,
odstaniajac gorace jadro — powstanie mglawica
planetarna i w srodku biaty karzel; patrz oktadka.

Fot. 3. Mira w poblizu minimum i maksimum jasno$ci (autor: Leszek
Marcinek).

Gwiazda ta, nie majac dosy¢ masy, by zapoczatkowac
przemiane wegla i tlenu w ciezsze pierwiastki, zacznie
powoli stygnaé, przemieniajac sie w czarnego karta.

I bedzie to ostatnie stadium gwiazdy podobnej naszemu
Stoncu. Bedzie to jednoczesnie najdiuzszy, trwajacy
kilkadziesigt miliardow lat etap zycia gwiazdy.

Bezstronny obserwator przemiesci sie w inne miejsce,
by ogladaé¢ narodziny kolejnej gwiazdy. Gdzie my wtedy
bedziemy?

Gwiazdy wymienione w artykule:

Supernowa — wybuch starej, masywnej gwiazdy, podczas ktérego
zwigksza ona jasnos¢ setki milionéw razy, osiagajac jasnosé
poréwnywalng z jasnoscig calej galaktyki. Podczas wybuchu wyrzucane
sa w przestrzen cigzkie pierwiastki wyprodukowane w gwiezdzie.
Pozostalosciami po wybuchu sg gwiazda neutronowa lub czarna
dziura, otoczone mgtawica (np. stynna mglawica Krab w Byku).

T Tauri — prototyp gwiazd wykazujacych niewielkie,
nieprzewidywalne wahania jasnosci spowodowane niestabilnoscig dysku
otaczajacego gwiazde, wybuchami w atmosferze lub przestonigciem
przez oblok, z ktérego powstaly.

Biate karly — male gwiazdy o rozmiarach zblizonych do rozmiaréw
Ziemi, ktérych materia osiaga gestosé rzedu 1000 kg/cm?.
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Mirydy — czerwone olbrzymy (o $rednicy kilkaset razy wiekszej
niz $rednica Storica) o zmiennych rozmiarach i — co sie z tym wiaze
— zmiennej jasnoéci, w okresie 90-1000 dni. Pulsuja one w miare¢
regularnie.

FU Orionis — prototyp gwiazd charakteryzujacych si¢ znacznym
wzrostem jasnosci (do kilkuset razy) w ciagu kilku miesiecy,

a nastepnie (po okresie niezmiennosci) powolnym jej spadkiem w ciagu
wielu lat. Wszystkie znane tego typu gwiazdy sg otoczone mglawica.

Podyskutowaé na temat artykulu, znalezé mapki konieczne

do obserwacji gwiazd zmiennych, jak i dowiadywac si¢ na biezaco
o ciekawostkach ze ,$wiata” gwiazd zmiennych mozna na forum
astronomicznym: http://astro4u.net/yabbse/index.php.



Maia delld

O kulkach w pudetkach

Zacznijmy od nastepujacego zadania:

Na ile sposobow mozna rozmiescié 14 identycznych przedmiotow
(np. kulek) w 3 pudelkach tak, by w Zadnym z pudelek nie znalazlo sie
wiecej niz T przedmiotow?

Jego rozwigzanie nie powinno nam przysporzy¢ wiekszych trudnosci.
Mozemy po prostu wypisaé¢ wszystkie sposoby. Oto niektore z nich:

I|II|III
o7 7
1167
2015 | 7
26| 6
3147
31 5| 6
41416
4151 5

Pozostate mozliwosci sa permutacjami powyzszych. Latwo policzyé, ze
wszystkich jest 36.

Ta metoda moze okazaé si¢ nieco mniej przyjemna, gdy zechcemy
zastosowac ja do analogicznego zadania, ale z wigksza liczba
przedmiotéw i pudetek. Warto zatem zastanowié¢ sie nad innym
rozwiazaniem.

Na poczatek policzmy wszystkie sposoby rozmieszczenia 14 przedmiotow
w trzech pudetkach. Jezeli w pierwszym pudetku znajdzie si¢ m
przedmiotéw, wéwcezas drugie pudetko mozemy wypetnié¢ na 15 —m
sposobéw. Liczba przedmiotéw w trzecim pudetku bedzie wyznaczona
jednoznacznie przez ich liczbe w pierwszym oraz drugim. Wszystkich

sposobow jest zatem

14

> (15— m) = 120.

m=0
Nastepnie zauwazmy, ze wiecej niz 7 przedmiotéw moze znajdowaé
sie¢ w doktadnie jednym pudetku. Dla ustalenia uwagi zatézmy, ze
w pierwszym. Musi si¢ w nim znalez¢ co najmniej 8 przedmiotdw,
wystarczy wiec policzy¢ sposoby rozdzielenia pozostatych 6 do 3 pudetek.
Liczac tak, jak poprzednio, otrzymamy

6
(7T—m)=28.

m=0



Teraz juz widaé, ze sposobow spelniajacych wszystkie nasze warunki jest
120 — 3 x 28 = 36.

Mozemy teraz zastanowi¢ sie nad problemem bardziej ogélnym:

Na ile sposobéw mozemy rozmiescic n jednakowych przedmiotow
w k pudetkach?

Najpierw rozpatrzmy przypadek n = 6 oraz k = 4. Niech przedmioty beda
reprezentowane zerami; wypiszmy je jedno za drugim — tak, jakbysmy
ktadli po kolei te przedmioty. Teraz miedzy wypisane zera wstawmy trzy
jedynki; pokaza one, w ktéorym miejscu zmieniamy pudetko, a wigc stuza
do rozdzielenia przedmiotéw do czterech pudetek. Moze sie zdarzy¢, ze
dwie jedynki stoja koto siebie — to znaczy, ze ktéres pudetko bedzie puste.
Nietrudno zauwazy¢, ze istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé
miedzy ciagami ztozonymi z szedciu zer i trzech jedynek a sposobami
rozmieszczenia tych szeéciu zer w czterech pudetkach. Mianowicie,
dany cigg odpowiada umieszczeniu wszystkich zer wystepujacych przed
pierwsza jedynka w pierwszym pudetku, w drugim pudetku zer, ktére
leza miedzy pierwsza a druga jedynka, w trzecim pudetku zer, ktoére leza
miedzy druga a trzecia jedynka, i zer wystepujacych po ostatniej jedynce
w pudetku czwartym. Na przyktad

010100010— 0[0[000]0—|0[0]o00]0]

Wystarczy teraz tylko policzy¢, ile jest ciagéw majacych doktadnie szesé¢
zer i trzy jedynki. Aby wyznaczy¢ taki ciag, wystarczy wskazaé¢ miejsca,
na ktorych stoja jedynki. Na przyktad w ponizszym ciagu jedynka
wystepuje na miejscu pierwszym, trzecim i széstym.
101001000

Takich ciaggdéw bedzie zatem tyle, ile jest sposobéw na wybranie 3 miejsc
(w ktérych postawimy jedynki) sposréd 9 dostepnych, czyli (g)
W przypadku ogélnym rozpatrujemy ciagi ztozone z n zer i k — 1

k—1
wzajemnie jednoznaczna miedzy tymi ciaggami a rozmieszczeniami n zer

w k pudetkach.

jedynek; bedzie ich ("+k—1) i, tak jak poprzednio, istnieje odpowiednio$é

Ta metoda okazuje si¢ mie¢ zastosowanie nie tylko do zadan o kulkach
w pudetkach; jest ona daleko bogatsza i nieraz bardzo przydatna.
Rozwazmy na przyktad problem taki:

lle jest rozwigzan rownania
T1+Totaxz+...+xrr=n

w liczbach catkowitych nieujemnych?

Sprobujmy podaé interpretacje rozwiazan powyzszego réwnania. Szukamy
tak naprawde sposobow rozdzielenia zbioru n-elementowego na k czedci.
Dlatego mozna powiedzieé¢, ze rozwigzania te sg algebraicznym opisem
sposobéw rozmieszczenia n przedmiotéow w k pudetkach.

Na tym jednak nie konicza si¢ zastosowania tej zasady. Wiele jest
probleméw, przede wszystkim kombinatorycznych, ktére mozna rozwiazaé
przez zliczenie rozmieszczen n przedmiotéw w k pudelkach. Jako
¢wiczenie polecam zadanie:

lle jest liczb miedzy 0 a 999, ktérych suma cyfr jest rowna 209

Malqg Delte przygotowal Dariusz ZAWISZA



Trzeba podlezé, gdzie sie nie da przelezé,

czyli o numerycznym opisie ruchéw

Wstep

Istnieje w fizyce wiele zagadnien, ktére — choé

w zasadzie proste pojeciowo — prowadzg do znacznych
trudnosci przy ich opisie matematycznym. Na przyktad:
aby oméwic iloéciowo ruch kulki na sprezynie, czyli
oscylatora harmonicznego, wystarczy znajomosé funkeji
sinus. Ale do opisu wahadla matematycznego, czyli
ciezarka zawieszonego na nitce, trzeba znaé catki
eliptyczne. Podobnie — przy dyfrakcji na szczelinie
zalezno$¢ natezenia $wiatta od kata odchylenia wyraza
si¢ przez funkcje elementarne — czyli po prostu przez
sin®z/z2. Ale aby opisaé analitycznie dyfrakcje swiatla
na otworze kotowym, trzeba znaé funkcje Bessela. I tak
dalej.

W bardzo wielu takich przypadkach mozna jednak
podaé numeryczny opis zagadnien, stosujac proste
algorytmy i ogélnie dostepne programy. Zastosujemy
teraz ten sposéb do rozwiazywania newtonowskich
réownan ruchu.

Numeryczne obliczanie przyspieszenia,
spos6b nienaukowy

Przypusémy na poczatek, ze zalezno$é polozenia ciala
w jednowymiarowym ukladzie wspétrzednych = od
czasu t opisana jest funkcja xz(t). Interesowaé nas
beda trzy polozenia w wybranych chwilach, réwno
oddalonych od siebie o At (rys. 1):
— polozenie w chwili ¢t,_; = (n — 1)At, czyli

Ipn-1= m(tn—l)v
— polozenie x,, w chwili t,, = nAt,
— potozenie x, 11 w chwili t,,+1 = (n + 1)At.
Chcemy obliczy¢ przyspieszenie ciala w chwili t,,, czyli
wielko$é ay,.

Tptlf == === === === - — =

B A = = i = = =

R

[, N,

n tn+1 t

Rys. 1. Obliczanie przyspieszenia ciata w chwili t,,.

Najpierw jednak musimy obliczyé predkoéci. Srednia
predkoé¢ w przedziale czasu pomiedzy t, 1 at, jest
bliska predkosci chwilowej w $rodku przedziatu, czyli
w czasie t, 1 = (n — 3)At (watpiacym przypominamy
twierdzenie Lagrange’a o wartosci éredniej). Napiszemy
wiec

— Ty
(1) v, 1~ Tn T Onot

At

~
~

=

*Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego
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Podobnie $rednia predkos¢ w przedziale czasu pomiedzy
tn a tp41 jest bliska predkosci chwilowej w czasie
thry = (n+ 3)At:

Tpt1 — T
@ ey = g
Za pomoca wzoréw (1) i (2) mozemy obliczy¢
interesujace nas przyspieszenie:

= Tntl1—Tn _ Tn—Tpn—1
3 _ Vg "V g At At =
@ = = At -
= Tn+1 +Tp-1— an
At?

Podsumujmy: jezeli znamy polozenia ciala w trzech
kolejnych réwno odlegltych chwilach, za pomoca
wzoru (3) mozemy w przyblizeniu obliczyé
przyspieszenie ciala w chwili sSrodkowej.

Numeryczne obliczanie przyspieszenia,
spos6b.naukowy

Przedstawiony powyzej prymitywny sposdb
wprowadzenia wyrazenia na przyspieszenie mozemy
oczywiscie unaukowi¢. Przyspieszenie jest drugg
pochodng potozenia wzgledem czasu z”(t). Napiszmy
rozklad funkcji z(¢) na szereg Taylora w okolicy
chwili ¢,,:

(4) zpp1=z(t, +At) =

2(t),  @(t)
T

x/// (tn)
3!

= x(ts) + (At)? + (Ag)f..o=

= z(tn) + 2 (tn) At + %az”(tn)(A:c)2 + %az”’(tn)(At)3 e

Podobnie

(5)  Tp_1=z(ty) — At =
z'(tn) z" (tn)

2!

= a(t) — o (t,) At + %x"(tn)(Am)Z - %x"’(tn)(At)3 o

9 x/ll (tn)

3 (At +... =

(At)

Po zsumowaniu tych wyrazen dostaniemy (czlony
z nieparzystymi potegami At sie redukuja)

(6) Tnt1 + Tn-1 = 2z(t,) + 2" (t,) (Ax)2.
Stad natychmiast wynika wzér (3).

II zasada dynamiki i algorytm obliczen
numerycznych

W ramach mechaniki klasycznej przyspieszenie
ciala a jest proporcjonalne do dzialajacej sity F, co
zapisujemy w postaci

(7) F = ma,

gdzie m jest masg ciata. Dla chwili ¢,, napiszemy wiec
(8) F, = ma,,

czyli

(9) F, =ma, = m 2t uak = 2I”.

At?



Po prostych przeksztalceniach dostaniemy

A
(10) Tnil+ Tn_1 — 22, = — Fy,

m
a stad

Af?
(11) Tn+1 = 22, _:En—l‘{'?Fw

Wzoér ten moze stanowi¢ podstawe numerycznego
obliczania zaleznosci polozenia od czasu dla dowolnego
jednowymiarowego ruchu. Jezeli znamy polozenia

w chwilach ¢, i t,, oraz wartos¢ sity F,, w chwili ¢,
mozemy obliczy¢ polozenie ciala w chwili ¢,,11. Mozemy
wiec prowadzié¢ obliczenia krok po kroku, dla kolejnych
wartosci n. Wzér (11) ma prosta interpretacje, ktéra
zauwazymy, przeksztalcajac go do postaci

At?
(12> Tpy1 = Tp + (mn = xn—l) + WFn
‘ 2
At
Tyl o =i = = = i i = Tn + (Tn = Tuat) + —Fn
1 m
1
1
JI Ty + (In - zn‘l)
1
Ipnt=mmmmmim = ol = —im = = = -:1771
1 I
1 I
Tn-11 - ! !
| | I
| I I
1 I I >
tn~1 tn tn+1 t

Rys. 2. Graficzna interpretacja wzoru (12).

Gdyby sila F),, byla rowna zeru, przyrost wartosci

x pomiedzy czasem t, a t,1 bylby taki sam, jak
pomiedzy czasami ¢,,_; i t,. Wykres bylby linia prosta,
mieliby$my do czynienia z ruchem jednostajnym.
Istnienie ostatniego czlonu we wzorze (12) zakrzywia
wykres zaleznosci z(t): ku gorze, jezeli F,, jest dodatnie,
ku dotowi, jezeli F), jest ujemne.

Warunki poczatkowe

Aby rozpoczaé rachunek krok po kroku w oparciu

o wzor (11), musimy w zasadzie znaé xo i 2.
Zwykle jednak wygodniej wybraé inng pare wielkosci
poczatkowych:

1. potozenie w chwili zero, czyli g,
2. predkos¢ w chwili zero, czyli vp.

Aby obliczy¢ x1, méwimy: w krétkim przedziale czasu
At dzialajaca sita malo si¢ zmienia. Ruch mozemy wiec
potraktowac jako jednostajnie przyspieszony ze stalym
przyspieszeniem ag = Fy/m. Wynika stad wyrazenie

na Iy

FoAt?
(13) Ir1 = Xo + ’U()At + 0 -
2m

Sita zalezna od polozenia

W dalszym ciggu ograniczymy sie do przypadku, kiedy
sila zalezy tylko od polozenia z, czyli F,, = F(x,).
Wtedy algorytm obliczeniowy ma postaé:

AR
(14) Tpt1 = 2&Tp — Tp_1 + WF(;I:”),
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z dodatkowym wzorem (13) na x;. Zastosujemy go
do dwoch przypadkéw:

1. oscylatora harmonicznego — aby sprawdzié, jak
algorytm dziala;
2. prostego oscylatora anharmonicznego.

Obliczenia przeprowadzone zostaly za pomocg ogdlnie
dostepnego programu FEzcel (powszechnie potepianej
firmy Microsoft).

Oscylator harmoniczny

Jak wiadomo, dla oscylatora harmonicznego sita jest —

z przeciwnym znakiem — proporcjonalna do wychylenia:
(15) F(z) = —kz,

Dla warunku poczatkowego vg = 0 zaleznoéé potozenia

od czasu opisana jest funkcja

(16) z(t) = Acos(wt).
Czestosé kolowa w dana jest wzorem
k
1 =4/ —
(17) v m

i nie zalezy od amplitudy drgan. W szczegdélnosci dla
k=1lim=1takze w=1,aT =21/w = 2.

Program Harmoniczny stuzy do numerycznego
obliczania zaleznosci potozenia od czasu dla oscylatora
harmonicznego. Mozna dowolnie wybraé¢ mase
oscylatora m, stala sprezystosci k, krok prowadzonych
obliczenn At, polozenie poczatkowe g 1 predkosé
poczatkowa vy. Aby mozna bylo poréwnac¢ dwa
zestawy parametréw, w programie obok siebie zostaty
umieszczone dwie identyczne kolumny obliczeniowe.
Wyniki obu serii obliczen zostaly umieszczone

na wspélnym wykresie. Mozna stwierdzi¢, ze rachunki
numeryczne odtwarzaja z rozsadng dokladnoscia
wszystkie wlasnoéci oscylatora harmonicznego (rys. 3).

1
0,8
0,6
0,4
0,2 -

polozenie x
o
A

6 8 10 12

Rys. 3. Obliczona numerycznie zalezno$é¢ polozenia od czasu dla
oscylatora harmonicznego. Dwa zestawy parametréw:

a. k=1, m=1,z90=1ivg=0;

b.k=4, m=1,z90=11iv9 =0.

Oscylator anharmoniczny

Jako przyktad drugi rozwazymy oscylator
anharmoniczny, dla ktérego sita zalezy od wychylenia
jak

(18) F(z) = —Lz®.



Odpowiada to zaleznosci energii potencjalnej od
polozenia:

(19) Ep(z) = iLz‘l.

Program Anharmoniczny dziata identycznie
jak oméwiony powyzej program dla oscylatora
harmonicznego. Na rysunku 4 widzimy, ze:

1. Funkcja, opisujaca zalezno$é z(t) jest funkcja
okresowy, ale jej ksztalt wyraznie odbiega od sinusoidy.

2. Okres — przy ustalonych parametrach L i m — nie

Jest staly, ale zalezy od amplitudy drgas. Zmieniajac
warto$¢ xo mozna zauwazy¢, ze okres jest odwrotnie
proporcjonalny do amplitudy.

polozenie z
|
=
[ ]
[
;

|
(=]
3
L

)

0 2 4 6 8 10 12

Rys. 4. Obliczona numerycznie zaleznosé polozenia od czasu dla
oscylatora anharmonicznego 1. Dwa zestawy parametréw:
a.L=1,7'77/:1,.’1}0:1i’l)():o7
b.L=1m=1,z0=21ivg=0.

-1

Rozwigzanie zadania F 659.

Sktadowa pionowa sity Lorentza dziatajacej na elektron w antenie

jest stala wzdluz anteny i wynosi F = eBvcos a, a wiec réznica
potencjaléw miedzy konicami anteny to U = Buvdcosa = 2 mV.

Ta réznica potencjaléw, przy braku innego potgczenia miedzy
biegunami anteny, kompensowana jest statycznym rozktadem tadunku
wzdluz anteny. Nie ma wiec przeplywu pradu elektrycznego w antenie,
a zatem brak dodatkowych sil dziatajacych na antene.

@&

Rozwigzanie zadania M 1120.
Korzystajac z nieréwnosci miedzy srednig geometryczng a $rednia
arytmetyczng, otrzymujemy

1 b | 1 b—ec b —
a-3/1+b~c<a~ + +(3+ L):a+ab3(1c'

Analogicznie mamy

be—b
b»\3/1+c—a<b+ = 4

= ek
c- \3/1+a—b<c+ca3(' :

Dodajac stronami uzyskane nieréwnosci, uzyskujemy teze.

oraz
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Wplyw zmiany innych parametréw na zaleznosé (t)
Czytelnik moze przedledzié samodzielnie.

Zadania domowe

Przyktady ruchéw mozna dowolnie mnozy¢. Proponuje,
aby Czytelnik samodzielnie rozwazyt dwa przyklady:

L. Drgania czasteczki dwuatomowej, dla ktérej energie
potencjalng oddzialywania miedzy atomami mozna
przyblizy¢ tak zwanym ,potencjalem 6-12”:

1 1 2
FE =——= - =)
(20) p(z) 12 (x12 x6>’
z ktérego wynika wyrazenie na sile:
1

z7’

(21) Flg) = = -

Warto rozwazyé dwa przypadki warunkéw
poczatkowych:
vo=0 i 1/\675<m0<1
oraz
0<zo<1/V2Z (1/¥2=0,891).
2. Wahadlo matematyczne. W tym przypadku
w naszym algorytmie x bedzie oznaczaé kat wychylenia,
a wielkos¢ F' — moment sily. Dla wahadta przyjmiemy

(22) F(z) = —sin(z).
Warto rozwazyé dwa przypadki warunkéw
poczatkowych: zo =01 vy < 2 oraz zg = 01 vy > 2.

U():O i

Programy

Programy obliczeniowe dla wszystkich omawianych
przykladéw znajduja si¢ na stronie internetowej Delty.

k==

Rozwigzanie zadania M 1122.
Odp.: n = 4. Dla n = 4 zadane pokolorowanie pokazano na rys. 1.
Wykazemy, ze takie pokolorowanie nie jest mozliwe, jesli n.= 5.

Rys. 1 Rys. 2
Przypusémy, ze udato sie pokolorowaé pola szachownicy 5 x 5
w zadany sposéb. Gérny wiersz szachownicy 5 x 5 zawiera co najmniej
trzy pola tego samego koloru, powiedzmy czarnego. Przestawiajac
kolumny mozemy doprowadzié¢ do sytuacji, w ktérej pierwsze trzy
pola pierwszego rzedu sg czarne (rys. 2). Wéwczas kazdy z pozostalych
czterech wierszy zawiera w pierwszych trzech kolumnach co najmniej
dwa pola biale. Poniewaz spo$réd trzech kolumn mozna wybraé dwie
na dokladnie trzy sposoby, wigc érodki pewnych czterech p6l biatych
(lezacych w czesci z kolorowa obwddka, rys. 2) tworza prostokat
o bokach réwnolegltych do krawedzi szachownicy. Uzyskali$my
sprzeczno$é.



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Bardzo cenny grzebien

Dzi$ o drugiej potowie Nagrody Nobla z fizyki za rok 2005
przyznanej Johnowi L. Hallowi i Theodorowi W. Hanschowi
za precyzyjng spektroskopie laserowq i technike grzebienia
czestosci.

Zmnaczacy, czesé fizyki stanowia precyzyjne pomiary.

Im dokladniej co$ potrafimy zmierzy¢, tym dokladniej
mozemy konfrontowaé teorie z doswiadczeniem. Kazde
dobrze potwierdzone odstepstwo sygnalizuje, ze czego$
nie rozumiemy i stanowi impuls do gtebszego zrozumienia
natury.

Precyzyjny pomiar nie jest mozliwy bez odpowiednio
precyzyjnej miarki. Wytworzenie takiej precyzyjnej i —
najlepiej — wygodnej w uzyciu miarki natychmiast znajduje
praktyczne zastosowanie.

Trudno sobie wyobrazié¢ bardziej podstawowe wielkosci niz
czas 1 odleglto$é. Podstawowymi jednostkami sa odpowiednio
sekunda i metr, ale jak dlugie sg te jednostki? Po chwili
zastanowienia rozumiemy, ze na tak postawione pytanie

nie mozna udzieli¢ odpowiedzi. Jedyne, co mozna zrobié¢, to
opracowa¢ metode, ktora sprawi, ze sekunda bedzie sekunda,
a metr metrem. Innymi stowy, potrzebne sa fizyczne wzorce,
ktore umozliwia odmierzanie z jak najwicksza doktadnoscia.

Czas 1 przestrzen wiaza si¢ poprzez fundamentalng stala
przyrody — predkosé swiatta. Coraz bardziej precyzyjne
pomiary tej statej prowadzone, miedzy innymi, przez

J. Halla doprowadzily do sytuacji, w ktérej ograniczeniem
dalszego postepu stal sie wzorzec metra (ktérym od

1960 roku byta okreslona liczba dtugosci fali pewnej linii
spektralnej kryptonu). W zwiazku z tym, w roku 1983,
ustalono predkos$é $wiatta na doktadnie 299 792 458 m/s,

a tym samym wzorzec metra na dystans pokonywany przez
Swiatto w 1/299 792 458 s.

W ten sposéb wzorzec sekundy, ktérym od 1967 roku jest

9 192 631 770 okreséw fali $wietlnej nadsubtelnego przejscia
Cezu 133, jest podstawa wzorca metra. Zeby go zrealizowaé
za pomoca $wiatta widzialnego, trzeba umieé¢ okresli¢ jego
dtugosé fali, czyli, de facto, zmierzy¢ jej czestosé, ktora

jest rzedu 10'® Hz. Natomiast czestoéé wzorca sekundy jest

w zakresie radiowym 5 rzedéw wielkosci mniejsza (mala
czestosé, a wiec maty ped emitowanego fotonu, minimalizuje
dopplerowskie rozmycie linii widmowej). Poréwnywanie
wymagalo uzycia zmudnego, wielokrotnego podwajania
czestosci. W dodatku taks metoda precyzyjnie mozna
zmierzy¢ tylko ograniczony zakres czestosci.

Powyzszy spos6b nie jest juz stosowany, bo zastapit go
tytulowy grzebienl czestosci (ang. frequency comb). Jest

to odpowiednio uformowane $wiatto lasera impulsowego

o ustalonej réznicy faz (ang. mode locking) miedzy czestoscia
podstawowg a czestodcia repetycji. Dzieki ustaleniu réznicy
faz widmo takiego lasera moze sktadaé si¢ z bardzo duzej
liczby czestosci precyzyjnie réznigcych sie o stala wartosé
odpowiadajaca czestosci repetycji, czyli odwrotnosci

czasu pomiedzy impulsami (zdeterminowanego podwojona
dlugoscia optyczna rezonatora).

Gdyby réznica faz byta zerowa, to czestodci grzebienia
bytyby po prostu wielokrotnosciami czestosci repetycji fr.
Poniewaz jest to praktycznie niemozliwe do osiagniecia,
pojawia si¢ pewne przesuniecie fo (ang. carrier-envelope
offset CEO frequency) i ostatecznie czestosci grzebienia
wyrazaja sie wzorem f, = fo +n - fr. Zakres zmiennosci n
jest, oczywiscie, ograniczony, ale jezeli rozcigga si¢ on

na pelng oktawe, czyli jezeli istnieje takie n, dla ktérego
czestosé for, jest jeszcze w widmie, to mozliwe jest zmierzenie
czestosci fo poprzez zmierzenie czesto$ci dudnienia miedzy
czestosciami foy, 1 2fn:

2fn = fon =2(fo+n- fr) = (fo+2n- fr) = fo.
To oznacza otrzymanie precyzyjnie wyskalowanej miarki —
ktéra mozna juz nawet kupic!

Obaj noblisci przyczynili si¢ w decydujacym stopniu

do rozwoju technik, ktore umozliwity realizacje opisanej

w telegraficznym skrécie idei optycznego grzebienia czestosci.
Zakres zastosowan rozcigga sie od sprawdzania najbardziej
podstawowych praw natury, np. za pomocy testowania
identycznosci materii i antymaterii, do lepszej kalibracji
systemu GPS.

Alfred Nobel bylby zadowolony. Trudno o lepszy przyktad
pozytecznych badan podstawowych.

Wyniki finalu XXII edycji Ogoélnopolskiego Sejmiku Matematykow

Konkurs polega na przedstawieniu
opracowania jednego z tematéw
zaproponowanych (wraz z bibliografia)
przez Jury lub tematu wtasnego

oraz, w przypadku zakwalifikowania
si¢ do finatu, krétkim zreferowaniu

publicznie tego opracowania. éredmej;

Jury w skladzie: prof. dr hab. Maciej Sablik — przewodniczacy, dr Michat Baczynski,
mgr Tomasz Bielaczyc, mgr Wtodzimierz Fechner, mgr Zywilla Fechner, dr Maria
Gornioczek, mgr Barbara Przebieracz, mgr Bonifacy Szczepanik, dr Anna Maria
Szczerba-Zubek, przyznalo

I miejsce Tomaszowi Tkoczowi z II LO w Rybniku za prace Twierdzenia o warto$ci

II miejsce Magdalenie Zuk z I LO w Prudniku za prace Liczby, jakich nie znamy —

liczby kardynalne;

IIT miejsce Annie Sciaiko z Pracowni Matematyki Patacu Mtodziezy w Katowicach
za prace Interpolacja wielomianowa;

IV miejsce Rafalowi Kelmowi z VIII LO w Katowicach za prace Imponujqgce, lecz
mato znane. .. O liczbach zespolonych i innych rozwinieciach liczb rzeczywistych.

Konkursy organizuje Pracownia
Matematyki Patacu Mtodziezy
w Katowicach przy wspétudziale
Uniwersytetu Slacskiego.

Informacje: www.pm.katowice.pl/pracownia/matematyka
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Wyniki glosowania publicznosci na najlepszy referat:
nauczyciele wybrali referat Anny Sciazko,
uczniowie wybrali referat Magdaleny Zuk.
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Zadania z fizyki nr 410, 411
Redaguje Jerzy B. BROJAN

410. Oceni¢ orientacyjnie stosunek masy niezbednego paliwa do masy statku
kosmicznego wprowadzonego na niska (h, = 500 km) orbite okoloziemska.
Dane: predkosé wylotowa gazéw wzgledem rakiety v, = 3 km/s, stosunek
sily ciggu silnikéw do ciezaru startowego n = 1,75. Dla uproszczenia pominaé
opér powietrza podczas startu i korzysci wynikajace z zastosowania rakiety

Jak duza oszczednosé paliwa daje wystrzelenie statku kosmicznego

z kosmodromu na réwniku w poréwnaniu z kosmodromem na biegunie (gdyby
istnial tam kosmodrom)?

_

Rys. 1 _

=

Rys. 2

411. W jednym naczyniu znajduje sie czysta woda, a w drugim identycznym
naczyniu — roztwor soli w wodzie. Naczynia potaczono rurka (rys. 1)

i pozostawiono na bardzo dlugi czas. Czy poziom wody w naczyniach pozostanie
staly, a jesli nie, to jak sie bedzie zmienial? Jak zalezy przebieg zjawiska od
tego, czy w naczyniach znajduje sie powietrze?

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 9/2005

Przypominamy tres¢ zadan:

402. Samochéd wyposazono w opony, ktérych wspotczynnik tarcia statycznego wzdluz kierunku
jazdy wynosi (na pewnym ustalonym podlozu) fi = 0,5, w kierunku prostopadlym do kierunku jazdy
f2 = 0,8, a gdy sila tarcia jest skierowana pod katem a wzgledem kierunku jazdy, wspoétczynnik

tarcia statycznego jest dany wzorem f = f1 cos® a + fo sin® a.

przypadkach?

Vo

Rys. 3

rozmiaréw) nalezy pominadé.

402. a) Droga hamowania wzdluz prostej jest réwna
2 2

QU?g, a promien skretu — % , gdzie vo jest predkoscia

poczatkows. Poniewaz 2f1 > f2, wiec lepiej jest hamowaé

wzdtuz prostej.

b) Przyjmijmy, ze kat « jest staly. Wtedy przyspieszenie
styczne jest rowniez stale i rowne as; = gf cos a, a predkos$é
v po przebyciu drogi s wzdtuz krzywej jest dana wzorem

v? = v2 — 2ass. Promien krzywizny R wyznaczymy

. 2 v?—2a +S
natomiast ze wzoru R = 7— = 0———

- , gdzie w mianowniku
mamy sktadowsg normaln@nprzyspiegzenia an = gf sina.
Widzimy, ze promien krzywizny jest liniowa funkcja diugosci
tuku. Jak mozna sprawdzié¢ (lub znalezé w poradnikach
matematycznych), krzywa o tej wlasnosci jest spirala
logarytmiczna, opisana we wspélrzednych biegunowych
réwnaniem r = a exp(—k¢). Spirala ta przecina pod statym
katem [ wszystkie promienie wychodzace z bieguna,

a parametr k jest cotangensem tego kata. Diugosé
tuku spirali jest powigzana z promieniem r wzorem
scos B =19 —r, a promien krzywizny wynosi R = r/sin 3.

Poréwnanie naszego wzoru na R z powyzszymi zwiazkami
pozwala stwierdzié, ze k = 2ast/an = 2 ctg a, a poczatkowa
warto$¢ r mozna wyznaczy¢ ze wzoru vg = anroV1 + k2.
Jak widaé z rysunku 3, maksymalne przesuniecie wzdtuz
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d Poréwnanie dotyczy optymalnego wyboru w
kata « i najlepszego przebiegu zmian tego kata. Rozmiary samochodu nalezy uznaé¢ za male

a) Jesli samochdd jedzie w strone dlugiej prostopadlej Sciany, to jak najlepiej uniknaé zderzenia:
B hamujac wzdluz linii prostej, czy skrecajac bez hamowania?

b) Czy skrecajac i jednocze$nie hamujac mozna uniknaé zderzenia lepiej (tzn. przy wigkszej
predkos$ci poczatkowej lub przy mniejszej odleglosci od przeszkody), niz w obu powyzszych

¢) Czy dobierajac nacisk na hamulec i kat skrecenia kierownicy tak, aby kat « zmienial si¢ w czasie
jazdy, mozna lepiej unikngé¢ zderzenia, niz dla stalej wartosci a?

zakresie kazdej z tych metod, tzn. najlepszego statego

w poréwnaniu z przebytymi odlegto$ciami. W przypadku poslizgu sila tarcia silnie maleje, dlatego
zakladamy, ze hamowanie poslizgiem kontrolowanym nie bedzie skuteczne.

403. Dwa jednakowe kondensatory plaskie o pojemnosci C' polaczono réwnolegle. Obliczy¢

pojemno$¢ tego ukladu kondensatoréw, jesli jedna z okladek jednego z nich wsunieto miedzy okladki
' drugiego w polowie odleglo$ci migdzy nimi, a powierzchnia czeéci wsunigtej wynosi 2/3 calkowitej

powierzchni okladki (rys. 2). Grubosé okladek i efekty brzegowe (wynikajace z ich skoriczonych

kierunku poczatkowego odpowiada zmianie kata ¢ o 7/2,
a jego wartosé jest dana wzorem d = ro cos 3 + r1 sin 3.
Po podstawieniach otrzymujemy

v
an(1+ k2)
Wyrazenie to zalezy od kata « za posrednictwem
parametréw k i an, a jego minimalna warto$¢ mozna znalezé
numerycznie. Przy danych wartosciach fi i fo minimum
wystepuje dla o = 0,88 rad, wtedy d = 0,885 v3 /g. Widad,
ze odpowiedz na pytanie b) jest pozytywna.

d= (k + exp(—Fkm/2))

c) Sklejajac dwie spirale odpowiadajace réznym katom a
(zgodnie z intuicja — poczatkowo mniejszy, potem wigkszy)
autorowi udalto si¢ otrzymac jeszcze nieco krétsza droge
hamowania. Niemale umiejetnosci potrzebne sa kierowcy
rajdowemul!

403. W obszarze miedzy oktadkami o jednakowym
potencjale pole elektryczne nie wystepuje. Przedstawiony
uktad jest wigc réwnowazny potaczeniu réwnolegtemu dwoch
kondensatoréw o powierzchni okltadek (1/3)S i ich odlegtosci
d oraz kondensatora o powierzchni oktadek (2/3)S i ich
odlegtosci (1/2)d, gdzie S i d sa odpowiednimi parametrami
wyjéciowych kondensatoréw. Pojemnosé zastepcza wynosi
2C, przy czym glteboko$¢é wsuniecia nie ma znaczenia.



Rozwigzanie zadania M 1121.
Oznaczmy przez D punkt symetryczny

do punktu B wzgledem prostej C1I.
C

U
D

Poniewaz prosta C'I jest dwusieczng kata
AC B, wigc punkt D lezy na prostej AC
oraz BC = DC. Z danej w tresci zadania
réwnosci wnosimy zatem, ze AD = Al.
Stad

IBAC =24TAC =2(XADI+ S AID) =

=44 ADI =44 CBI =24 ABC'.

Szukany stosunek wynosi wiec 2.

Rozwigzanie zadania F 660.

Sita elektromotoryczna proporcjonalna
jest do zmiany strumienia pola
magnetycznego @ g przechodzacego przez
wnetrze petli w czasie.

Ziis

Z rysunku wynika, ze wykres ®p
w zaleznosci od polozenia magnesu
wyglada mniej wiecej jak na wykresie

bp

FanEnt

A _d d B @
2

(gdy magnes jest daleko, strumien jest
maly, roénie, gdy magnes zbliza si¢, jest
mniej wigcej staly posrodku, a potem
znéw maleje).

Zmiana strumienia pola w czasie jest
najwigksza tam, gdzie ten wykres ma
najwigksze nachylenie, a wiec wtedy, gdy
magnes wchodzi do petli jednym koncem
badz wychodzi drugim.

Patrz w niebo

Skoro pozastonecznych planet znamy juz ponad setke, mozna pokusi¢ sie o jakies
statystyki i wnioski ogélne. Co prawda ,znamy” to za mocno powiedziane —

po prostu wiemy o istnieniu kilkudziesigeciu gwiazd obieganych przez planety.
Dosé¢ wezednie ustalono pierwsza prawidtowosé: gwiazdy, ktérym towarzysza
planety, sa bogate w metale (metalami zargonowo nazywane sa pierwiastki
ciezsze od helu). Badacze tych zagadnien uwazaja wrecz, ze widmo bogate

w linie pierwiastkéw ciezkich jest pierwszym wskaznikiem tego, iz gwiazda moze
mie¢ uklad planetarny. Moze tak by¢ w zasadzie z dwoch powoddéw. Po pierwsze,
mozna sobie wyobrazié¢, ze do powstania ukladu planetarnego potrzeba od
samego poczatku materii bogatej w metale. Z niej powstaja zaréwno planety,
ktére same w sobie sa kulami metali, jak i gwiazda centralna o oczekiwanych
cechach widmowych. W tym modelu planety olbrzymie typu Jowisza tworzyltyby
sie dopiero pdzniej, mianowicie wskutek akrecji wielkich iloéci wodoru i helu
przez male i geste metaliczne planety typu Ziemi. Wedlug drugiej propozycji
nadmiar metali w gwiezdzie centralnej miatby powsta¢ w wyniku potkniecia
przez nig wlasnej planety lub planet. Jest to calkiem prawdopodobne, gdyz
mtody uktad planetarny tworzy sie wewnatrz ciagle gestej mgltawicy, co
powoduje, ze planety musza po spiralach przynajmniej zbliza¢ sie do gwiazdy
centralnej, a niekiedy pewnie i spa$¢ na wlasna gwiazde. Jej atmosfera zostataby
wtedy ,zadmiecona” materia planety.

Jest jednak argument przeciw tej drugiej mozliwosci. Mianowicie mlode gwiazdy
ciagu gléwnego maja przy powierzchni warstwe konwektywna tym ciensza, im
goretsza jest gwiazda. Materia planety, ktora spadtaby na gwiazde, musiataby
zostaé szybko rozprowadzona po calej warstwie konwektywnej (glebsze obszary
gwiazdy sa praktycznie odizolowane od warstwy konwektywnej). W cienkiej
warstwie metaliczne ,$mieci” bytyby silniej skoncentrowane, zatem linie

metali powinny by¢ silniejsze w przypadku gwiazd goretszych. Tego jednak
statystyczna analiza materialu obserwacyjnego nie potwierdza. Pozostaje

fakt fenomenologiczny: im wiecej metali jest w gwiezdzie, tym wieksze jest
prawdopodobienstwo znalezienia przy niej uktadu planetarnego obecnie
stosowanymi metodami.
Tomasz KWAST
Styczen

W zimowe wieczory z péinocnego zachodu na poludniowy wschod przecina
niebo Droga Mleczna. Prawie w zenicie wida¢ Perseusza, a na poludnie od niego
dwie, golym okiem widoczne, gromady otwarte, Hiady i Plejady — obie lezace

w Byku. Jezeli w Plejadach wida¢ — powiedzmy — siedem gwiazd, to juz uwaza
sie, ze obserwator ma dobry wzrok i powietrze jest czyste. Naprawde jest ich
tam okolo 250, a niektérzy twierdza, ze nieuzbrojone oko moze dostrzec dziesie¢
z nich. Ta dziesiatka najjasniejszych gwiazd Plejad ma nazwy wlasne, ktorymi
sg imiona Atlasa i Plejone oraz ich corek. Przypadkowo jest wiec podobnie,

jak z nazwami obiektow topograficznych na Wenus: jedna nazwa meska,

a reszta to zenskie. Plejady to mtoda gromada odlegta o 120 pc. Na zdjeciach
teleskopowych widaé, ze gwiazdy zanurzone sg w resztkach mgtawicy, z ktorej
gromada powstala.

Wenus jest w Strzelcu, ale jest tam tez Stonce, zatem nie widaé jej teraz. Mars
jest w Baranie i wida¢ go w pierwszej polowie nocy. Jowisz jest w Wadze,
wschodzi wiec nad ranem. Saturn jest w Raku i widaé¢ go praktycznie przez cala
noc (27 I ma opozycje, czyli znajduje sie w kierunku przeciwnym niz Stonice).
Pelia Ksiezyca wypada 14 I, a néw 29 I. W styczniu Ksiezyc zakryje: Spike
(21 I, co bedzie wida¢ w centralnej Azji, na Filipinach i na Nowej Gwinei)
i Antaresa (25 I, zakrycie widoczne bedzie w Ameryce Poludniowej). Jak co
roku, 4 I Ziemia znajdzie sie¢ najblizej Slonca. Z meteoréw 3 I mozna spodziewaé
sie umiarkowanie obfitego roju Kwadrantydow — przypominamy: takiego
gwiazdozbioru nie ma, ale tak nazywal si¢ kiedy$ fragment nieba wchodzacy
obecnie w sktad Wolarza.

T. K.
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Redakcja Delty serdecznie dzigkuje firmie
Gambit za ufundowanie nagréd w postaci
pakietow MathCad dla najlepszych trzech
laureatéw Konkursu.

Jak widaé¢, ubiegloroczny finat stal
na wyjatkowo wysokim poziomie i byl
bardzo wyréwnany. Mamy nadzieje,
ze tegoroczny w niczym nie bedzie mu
ustepowal.

Protokoél posiedzenia Jury
XXVII Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki w sktadzie: Antoni Leon
Dawidowicz — przewodniczacy, Marek Kordos, Witold Sadowski, Agnieszka
Wojciechowska-Waszkiewicz, Jarostaw Wréblewski, na posiedzeniu w dniu 6 wrzesnia
2005 roku we Wroctawiu, po wystuchaniu prezentacji prac dopuszczonych do finatu,
biorac pod uwage dobér tematu, tresé pracy i sposéb jej prezentacji postanowito:

1) przyznaé zloty medal i nagrode pieniezng 400 zt oraz pakiet MathCad firmy
Wolfram, ufundowany przez firme Gambit,

Michatowi Marcinkowskiemu z III LO im. Adama Mickiewicza we Wroclawiu za
prace Prz(e)chodzi Euler do Nagela. . .;

2) przyznaé¢ dwa srebrne medale i nagrody pieniezne po 300 zt oraz pakiety MathCad
firmy Wolfram, ufundowane przez firme Gambit,

Pawlowi Janicowi z II LO im. Jana Sniadeckiego w Kielcach za prace Podzialy
przestrzeni euklidesowych,

Tomaszowi Warszawskiemu z V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie za
prace O cyklach i klikach;

3) przyznaé trzy brazowe medale i nagrody pieniezne po 300 zt

Arkadiuszowi Meclowi z I LO im. Stanistawa Dubois w Koszalinie za prace
Symetrie rézniczkowe,

Marcinowi Piterze z II LO im. Kréla Jana III Sobieskiego w Krakowie za prace
Kilka probleméw na szachownicy,

Janowi Szejce z XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie za prace Dwusieczna,
wysokos¢ i $rodkowa przecinajgce sie w jednym punkcie;

4) przyznaé wyréznienie i nagrode pieniezna 200 zt
Jarostawowi Pyzikowi z II LO im. Kréla Jana III Sobieskiego w Krakowie za prace
O sumach, ich wtasciwosciach i wykorzystaniu;

(ponadto wszyscy finaliSci otrzymali nagrody ksiazkowe);

5) wyrazi¢ podzigkowania i wreczy¢ dyplomy honorowe oraz nagrody pieniezne po
200 z! nauczycielom — opiekunom laureatéw: Jackowi Dymelowi, Ryszardowi
Grucy, Mariuszowi Kolodynskiemu, Pawlowi Rudeckiemu, Przemystawowi
Szczepaniakowi.

Regulamin Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad 7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finatu zostana
Gléwny Polskiego Towarzystwa Matematycznego i redakcje przestane autorom prac i ich opiekunom przed koncem roku
miesiecznika Delta. szkolnego.

2. W konkursie moga bra¢ udzial uczniowie wszystkich 8. Finalisci i opiekunowie ich prac otrzymaja od Zarzadu

typéw szkot.

3. Konkurs sklada si¢ z eliminacji i finatu.

4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, ktory

w terminie do 1 maja przesle pod adresem redakcji Delty
jeden egzemplarz swojej pracy matematycznej. Do pracy
nalezy dolaczy¢ nastepujace informacje:

e adres prywatny autora,

e klasa, nazwa i adres szkoly;

Gléwnego PTM zaproszenia do udzialu w Sesji na koszt
Towarzystwa.

9. Final polega na wygloszeniu (nie odczytaniu) przez
ucznia, podczas specjalnego otwartego posiedzenia Sesji,
referatu (trwajacego nie dtuzej niz 15 minut) i wzieciu
udziatu w dyskusji na temat, ktéremu po$wiecona byta
praca.

10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo
pod uwage, oprécz merytorycznej wartosci pracy, rowniez

e imie, nazwisko i adres opiekuna pracy. samodzielnosé i oryginalnos¢ ujecia tematu oraz przebieg

5. Praca powinna zawiera¢ samodzielny wktad ucznia
i pelng informacje o zrédtach, z ktorych korzystat jej autor.

referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny
i brazowy oraz wyrdznienia.

Prace czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finatu 11. Ogloszenie wynikéw finatu nast¢puje w trakcie Sesji

konkursu.

6. Prace nadestane na eliminacje zostang ocenione

przez Jury Konkursu i kompetentnych recenzentow.

Te sposrdéd prac, ktére spetniaja warunki konkursu, zostana
zakwalifikowane przez Jury do finalu. Final odbedzie sie

Naukowej Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Medale
wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy uczestnicy finalu
otrzymuja dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skrét zwycieskiej pracy beda
opublikowane w miesieczniku Delta.

w trakcie dorocznej Sesji Naukowej Polskiego Towarzystwa 13. Jury Konkursu jest powotywane przez Zarzad Gtéwny

Matematycznego.

PTM na wniosek Komitetu Redakcyjnego Delty.
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Prawo matych liczb

Jedli rzucamy n razy moneta, na ktérej orzel wypada
z prawdopodobienstwem p, to szansa uzyskania
doktadnie k ortéw jest réwna

PE = (Z)pk(l —p)" 7k k=0,1,2,...n.

Innymi stowy, liczba ortéw jest zmienna losowa S,
P(S,=k)=pk, k=0,1,2,...,n. Powiemy, ze S,, ma
rozklad Bernoulliego z parametrami n, p.

Jesli n i k sa duze, obliczenie py moze by¢ klopotliwe.
Okazuje sie jednak, ze gdy iloczyn np jest nieduzy,
istnieje proste przyblizenie. Niech np = A\. Wtedy

)\k

pkzﬂk:Ee”\, k=0,1,2,...

Nietrudno stwierdzié, ze

o0
Zﬂ'k =1,
k=0

Zatem (nieujemne) liczby mj, definiuja pewien rozklad
prawdopodobienstwa, zwany rozkltadem Poissona
z parametrem \. Bedziemy go oznaczaé Pois()).

Czesto mozna przeczytaé, ze przyblizenie pi ~ 7 opiera
sie na nastepujacym twierdzeniu granicznym:

Twierdzenie Poissona. Jesli n — oo, p, — 0,
np, — A, to dla ustalonego k € {0,1,2,...}
k

(3)rk = pat = e
Jedli n jest duze, to mamy do czynienia z dalekim
wyrazem ciagu, ktérego granica jest m, wiec pewnie
uwierzymy, ze wyraz ten jest bliski 7. W takim
razie dlaczego napisaliémy wczesniej, ze np ma by¢
yhieduze”? Wszystko to wyglada raczej na metodologie
empiryczna, tym bardziej ze twierdzenie Poissona nie
zawiera zadnych informacji o szybkosci zbieznosci. Moze
daloby sie uzyskaé jakie$ informacje, analizujac jego
dowdd?

Zachecamy Czytelnika do samodzielnego
przeprowadzenia dowodu (nie jest taki trudny)
i sprawdzenia, czy da sie elegancko oszacowad |py — |-

Twierdzenie Poissona — w sformutowaniu innym niz
przytoczone — pojawilo sie w pracy [2] z roku 1837,
poswieconej tzw. prawdopodobienstwu sadowemu.
Natomiast w pracy Bortkiewicza [1] z roku 1898 pt.
,Prawo matych liczb” mozna znalezé cztery przyktady
pokazujace, ze rozktad Poissona pojawia sie, gdy mamy
do czynienia ze zdarzeniami rzadkimi. U Bortkiewicza sa
to samobdjstwa wérdd dzieci w Prusach (60 wypadkow
w latach 1869-1893), samobdjstwa wsrdd kobiet

w o$miu krajach niemieckich (po kilkadziesiat
wypadkéw w latach 1881-1894), $miertelne wypadki
przy pracy wsrdd czlonkow jedenastu zwiazkdw
zawodowych (61 wypadkéw w latach 1886-1894),

i wreszcie zgony na skutek kopniecia przez konia

w czternastu korpusach armii pruskiej (196 wypadkéw
w latach 1875-1894).

*Instytut Matematyki Uniwersytetu Warszawskiego
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Ponizej zamieszczamy oryginalna tabele z pracy
Bortkiewicza. Dane te sa dos¢ czesto cytowane

w okrojonej postaci, mianowicie z wylaczeniem korpusu
gwardii (G) oraz korpuséw I, VI i XI, mialy one bowiem
nietypowy sktad.

24 Zweites Kapitel. § 12.
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Liczba wypadkéw w danym korpusie w ciggu roku
powinna mie¢ rozklad Poissona. Oto argument: szansa
na wypadek w kréotkim przedziale czasu (np. jednej
godziny) jest nieduza liczba p. Rok ma n = 8760 godzin,
mozna uwierzy¢, ze np. wypadek o 6:30 rano 3 kwietnia
nie wplynie na szanse wypadku miedzy 7:00 a 8:00 dnia
31 pazdziernika. Niezalezno$¢ prowadzi do schematu
Bernoulliego, a rozktad Bernoulliego przyblizamy
rozktadem Poissona.

Dane z tabeli pozwalaja na obliczenie $redniej liczby

wypadkéw w korpusie w ciagu roku: jest to % =0,7.
Ale warto$¢ srednia zmiennej losowej o rozkladzie
Pois()\) jest réwna A, skad naturalny pomyst, zeby

zbadaé zgodnosé danych z rozktadem Pois(0,7).

Doktadniej, rozktad Poissona przewiduje, ze
prawdopodobienstwo roku bez wypadku jest rowne

7o = e > = 0,49658...,
zatem w n = 280 eksperymentach mozna si¢ spodziewac
srednio nmy = 139,04 takich przypadkdéw, a otrzymano
144. W kolejnej tabeli porownujemy teoretyczna
prognoze liczby korpuséw, gdzie mialo miejsce 0,1,2, ...
wypadkéw (n7y) z danymi empirycznymi (ny).

k T nE | n-mg
0 |0,4966 | 144 | 139,04
1 ]0,3476 | 91 | 97,33
2 10,1217 | 32 | 34,07
3 10,0284 | 11 7,95
4 10,0050 1,39
> 50,0007 0,20

Zgodnos$¢ jest na pierwszy rzut oka niezla, tym bardziej
ze dopasowanie rozktadu Poissona metoda sredniej nie
musi by¢ przeciez najlepsze. Wybér metody i ocena
jakosci dopasowania to juz domena statystyki.

Pokazemy teraz, jak uzyskaé oszacowanie
bledu w przyblizeniu Poissona. Udowodnimy



Twierdzenie. Niech X1, Xo, ..., X, bedqg niezaleznymi
zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie:
PX;=1)=p=1—-P(X;=0),

i=1,2,...,n. Niech A =np, 7, = %e‘A dla

k=0,1,2,..., 8, =X1+Xo+...+ X,,.
Wtedy dla kazdego zbioru B C {0,1,2,...} mamy

)\2
P(S, € B)— | < —.
Ps. € 5) Sl
Mamy tu oszacowanie dotyczace nie tylko pojedynczych
réznic py — 7k, ale prawdopodobienstw wszystkich
mozliwych zdarzen!

Wynika stad oczywiscie twierdzenie Poissona (wystarczy
wziaé B = {k}), a nawet wiecej: zbieznosé zachodzi,

gdy np, — oo, ale np? — 0. Jak widaé, uzasadniona
jest zdroworozsadkowa regula méwiaca, kiedy
przyblizenie jest dobre: n ma by¢ duze, p — male,

np — nieduze. Teraz jednak konkretne oszacowanie
pozwala na podjecie decyzji, czy przyblizenie uznajemy
za wystarczajaco dobre.

Warto zwréci¢ uwage na dwa chwyty, ktorych

uzyjemy w dowodzie. Po pierwsze, liczba sukceséw S,
w schemacie Bernoulliego jest suma n niezaleznych

(i bardzo prostych) zmiennych losowych X;, ktére licza
sukcesy w pojedynczych do$wiadczeniach. W dowodzie
poréwnamy je ze zmiennymi losowymi X/, ktére sa
niezalezne i maja rozktad Pois(p).

Po drugie, zeby zobaczy¢, jak dalece X; i X[

réznia sie, wymodelujemy je na zbiorze zdarzen
elementarnych Q = [0, 1]™, czyli kostce n-wymiarowe;j.
Prawdopodobienstwo P jest n-wymiarowym
odpowiednikiem objetosci (szczerze méwiac, miara
Lebesgue’a); przypadek n = 2 da sie narysowac.
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Zmienne losowe X1, X2, X", XJ (Q to [0,1] x [0, 1]).

To rzadki przyktad, kiedy faktycznie zbior €2 nie jest
jedynie uciazliwym, cho¢ niezbednym, elementem teorii.

By¢ moze Czytelnik domyéla sie, ze potrzebujemy
jeszcze jednego faktu:

Lemat. Suma niezaleznych zmiennych losowych
o rozkladzie Pois(a) i Pois(b) ma rozklad Pois(a + b).

Dowéd lematu. Niech k£ € {0,1,2,...} iniech X iV
beda zmiennymi losowymi, o ktérych mowa w lemacie.
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Mamy .
PX+Y =k =) PX=jY=k—j)=
j=0
k k : :
a’ pk—3
=) PX=)PY=k—j)=) —e % ——e b=
2, PX =D S S
k ; ; k
al bk 1 kN o
-3 ~(atr) _ L (“”’)Z( ) ipk—i _
€ e (05
i — )1 | 1
= k=) k! =\
_ (a+b)ke—(a+b)
k! '

Dowéd twierdzenia. Okreslimy formalnie zmienne
losowe X}:

Xk(w) = Xk(wl, N

) = 0 dlawg <1—p,
W)= dla wy, > 1 —p.

Sa one niezalezne. Dalej, niech
-p
Xi(w) = {O dla w, < e™P,

k  dla wy € [ak—1,ax),
gdzie a, = anzo Tm. Wtedy X} sa niezalezne i na
mocy lematu S;; = X7 + ...+ X ma rozklad Poissona
z parametrem np.

W takim razie

‘P(Sn €B)-> m

keB

<

< |P(S, € B) = P(S € B)| < P(S, # S3),
co wynika z elementarnej nieréwnosci:
|[P(A) — P(C)| < P(AAC),
(gdzie A\ oznacza réznice symetryczna zbiordéw) i stad,
ze zdarzenie {S,, € B}A{S} € B}, polegajace na tym, ze
jesli Sy, € B, to S} ¢ B i odwrotnie, w oczywisty sposéb
pociaga za soba, ze Sy, # S;;. Teraz

P(S, # 8;) < P( U {Xx # X;;}) <) OP(Xk # X5).
k=1 k=1

Zmienne losowe X} i X r6znig si¢ na dwoéch zbiorach:
{w: wp €[l —p,e7P)} (tu X =0, X} =1) oraz
{w: wi € e +pe P 1]} (tu Xy =11 X} > 1), ktérych
laczna miara nie przekracza p?. Istotnie, poniewaz
e P >1-—p, wiec
e’ —(1-p)+1l—eP—pe?=p1-eP)<p’
. 2
Ostatecznie P(S, # S;) < np? = 2.

Wréémy teraz do wypadkéw w armii pruskiej. Dzielimy
rok na n = 8760 godzin i przyjmujemy, ze szansa
wypadku w korpusie w ciagu godziny jest rowna

p = 0,000079908, tak by A = np = 0,7. Wyglada

na to, ze szansa dwéch lub wigkszej liczby wypadkéw
w ciagu godziny jest zaniedbywalnie mata. Zatem
liczba wypadkéw ma z dobrym przyblizeniem rozktad
Bernoulliego z parametrami n, p, a ten przybliza sie¢
rozkladem Pois(\) z dokladnoscia ’\72 = 0,000055936.
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