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Kosmiczna daktyloskopia,
czyli o klasyfikacji widmowej gwiazd
Krzysztof ROCHOWICZ®

Astronomowie lubig bawié¢ si¢ w detektywéw. Od niepamietnych czaséw $ledza
ruchy cial niebieskich i prébuja ustali¢ przyczyny zaobserwowanych zjawisk.
Potrafia tez na podstawie poszlak (czyli docierajacego do nas promieniowania)
wskazaé sprawce, a nawet szczegdlowo go opisaé. Swiatlo docierajace do nas od
kazdej gwiazdy niesie bowiem w sobie zakodowana w formie linii widmowych
informacje o warunkach fizycznych i chemicznych macierzystego $rodowiska.
Badanie widm odleglych gwiazd zaczeto sie na dobre w drugiej potowie

XIX wieku i wtedy to pojawila sie potrzeba sklasyfikowania rosnacej liczby tego
rodzaju danych.

Siedem linii w widmie Sltonica jako pierwszy zaobserwowal w roku 1802 angielski
przyrodnik William H. Wollaston. W roku 1814 niemiecki fizyk Joseph
Fraunhofer odkryt i opisat ich juz ponad 600. Kilka lat péZniej ten bawarski
optyk za pomoca skonstruowanego przez siebie spektroskopu przebadal Swiatto
docierajace do nas od najjasniejszych gwiazd, zauwazajac podobienstwo linii
wystepujacych w widmie Polluksa (jasniejszego z BliZniat) do linii widma
stonecznego oraz odstepstwa w widmach Syriusza i Betelgezy. Ta réznorodnosé
mogla poczatkowo niepokoié, ale dos¢ szybko William Huggins ustalil, ze linie
widmowe pochodza od tych samych pierwiastkow, ktore wystepuja na Ziemi.
Jednak ich natezenia u réznych gwiazd odbiegaly niekiedy do$¢ znacznie

od natezen linii w widmie stonecznym. W widmie naszej Dziennej Gwiazdy
rzucaja sie w oczy przede wszystkim absorpcje sodu i zjonizowanego wapnia.
Widma takich gwiazd jak Wega, Altair czy Syriusz zdominowane sa przez linie
absorpcyjne wodoru, a gwiazdy o czerwonawej barwie — takie jak Betelgeza
czy Antares — linii wodoru w ogdle nie maja, za to w ich widmach wystepuja
bardzo silne pasma tlenku tytanu. Aby odpowiedzie¢ na pytanie, skad biora sie
te roznice, nalezalo przede wszystkim caly ten inwentarz uporzadkowac.

W roku 1863 wloski jezuita i astronom Angelo Secchi podzielit gwiazdy wedtug
ich widm i barw na pie¢ typdow.

Secchi Harvard

>

I | Silne linie wodoru Silne, szerokie linie wodoru

[oe}

J.w. plus tzw. ,linie Oriona” (zaobserwowane
u wielu gwiazd Oriona, pézniej
zidentyfikowane jako He I)

Podwdjne linie wodoru

Obecne linie emisyjne

II | Liczne linie metali Widoczne linie ,H” i ,,K” oraz Hg

om0 Q

Podobne do E, ale widoczne sa
wszystkie linie wodoru

Q

J.w. z dodatkowymi liniami

just

Tak jak F, ale widoczny spadek natezenia
w niebieskiej czesci widma

J.w. z dodatkowymi liniami

Pojawiaja sie pasma

Osobliwe odmiany typu K

IIT | W widmie dominuja pasma Typ III w klasyfikacji Secchiego

IV | Gwiazdy ciemno-czerwone Typ IV w klasyfikacji Secchiego

olz|E2| A —~

Widma o wielu jasnych liniach
(réwniez gwiazdy WR)

V | Jasne linie widmowe

e

Mgtawice planetarne

O

Pozostate widma (od roku 1922 gwiazdy nowe)

Rzymskie oznaczenia od I do V okreslaly odpowiednio: bialo-niebieskie
gwiazdy z liniami wodoru (Wega, Syriusz), gwiazdy z licznymi liniami metali,
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Rozwigzanie zadania F 657.
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Fot. Poréwnanie obrazéw tego samego
fragmentu konstelacji Lwa. Obiekt
oznaczony 2MASS J1146+2230 — karzet
typu widmowego L — wskazany jest
strzatka na obrazie z zakresu bliskiej
podczerwieni. W zakresie optycznym nie
jest on widoczny.

tj. zargonowo pierwiastkéw ciezszych od helu (Slonice, Aldebaran, Arktur),
pomaranczowo-czerwone gwiazdy z pasmami (Betelgeza), gwiazdy czerwone

o zlozonych pasmach (19 Piscium) oraz obiekty zawierajace jednoczesénie emisje
i absorpcje (v Cassiopeiae, 5 Lyrae).

Byt to, jak sie okazato, troche zbyt uproszczony podzial. Astronomom przyszta

z pomoca fotografia. W roku 1872 Henry Draper uzyskal pierwsze zdjecie

widma gwiazdy (Wegi). Choé ten nowojorski fizyk i astronom wkrétce zmart,
przekazane przezen $rodki finansowe pozwolily zbudowa¢ nowej klasy teleskop,
przeznaczony specjalnie do fotografowania widm gwiazd (instrument ten
znajduje sie dzis w Piwnicach koto Torunia jako dar Stanéw Zjednoczonych

dla budujacego sie po II wojnie $wiatowej obserwatorium). Za jego pomoca
Edward C. Pickering, dyrektor obserwatorium Harvarda, wraz z Williaming
Fleming przystapili do tworzenia nowego schematu klasyfikacji widm, oznaczajac
poszczegblne typy kolejnymi literami alfabetu lacinskiego (tabelka).

Podstawa sekwencji od A do O bylo malejace natezenie linii wodoru, ponadto
oznaczenia P i Q zarezerwowano dla obiektéw, ktore nie miedcity sie¢ w tym
schemacie klasyfikacji. PézZniejsze prace pokazaly, ze nie wszystkie wyrdznione
typy znajdowaly uzasadnienie — niektére z nich usunieto, a cze$¢ potaczono

w jedno. Dwie asystentki, Antonia Maury i Annie Jump Cannon, zauwazyly,
ze — biorac pod uwage natezenia linii absorpcyjnych innych niz wodorowe —
lepiej byloby ustawi¢ klase B przed A, jeszcze wcze$niej, na samym poczatku
sekwencji, umiesci¢ typ O. Tak oto narodzil sie 6w klucz typow widmowych

— OBAFGKM - ktéry znamy do dzis. Annie Cannon zawdzigczamy podziat
poszczegdlnych typéw na podtypy, oznaczane cyframi od 0 do 9. Przez jakis czas
na koncu sekwencji utrzymywalt sie jeszcze typ N, tj. gwiazd réwnie chtodnych
i czerwonych jak obiekty typu M, z tym ze w ich widmach zamiast pasm
tlenku tytanu obserwowano linie wegla. Gdy znaleziono wiecej gwiazd bogatych
w wegiel, wykazujacych jednak nieco odmienne cechy widmowe, pojawil sie
dodatkowo typ R (czasem R i N zastepuje si¢ wspolnym oznaczeniem C),

a gwiazdy o silnych pasmach tlenku cyrkonu oznaczono przez S. Podobnie jak
N i R, uwaza sie je dzi$ raczej za osobliwe, niemieszczace sie w zasadniczym
ciggu klasyfikacyjnym. Wydawaloby sie, ze ciag OBAFGKM trwaé juz bedzie
w niezmienionej postaci. Tymczasem w ostatnich latach astronomowie dodali
na koncu owej siedmioliterowej sekwencji dwa nowe symbole: L i T. Dzigki
nowej technologii i wnikliwym obserwacjom odkryte zostaly obiekty o widmach
wykraczajacych poza dotychczasowy schemat klasyfikacji.

W tym miejscu nalezy sobie uswiadomié¢, ze o widmie gwiazdy decyduje przede
wszystkim temperatura, a w znacznie mniejszym stopniu cisnienie i sktad
chemiczny jej atmosfery. To od temperatury zalezy, w jakim stopniu beda
zjonizowane i wzbudzone atomy poszczegdlnych pierwiastkéw (jak to pokazali
fizyk austriacki L.E. Boltzmann oraz hinduski fizyk i astronom M. Saha). Sklad
chemiczny za$ prawie wszystkich gwiazd jest podobny, nie jest wiec gléwnym
czynnikiem réznicujacym widma.

Do niedawna najchtodniejsze gwiazdy ciagu gtéwnego okreslano jako M 9,5
(takie ,poléwki” pojawialy sie juz wezesniej od czasu do czasu, gdy brakowalo
cyfr na pomieszczenie wiecej niz 10 podtypéw). Problem pojawit sie, kiedy
zaczeto odkrywac obiekty jeszcze chlodniejsze — brazowe karly. To przewidywane
juz wezedniej przez teoretykéw niedoszle gwiazdy, o masie ponizej 8% masy
Stonca — czyli troche za malej do zapoczatkowania klasycznych reakcji

syntezy helu. Jak si¢ jednak okazuje, nawet te niedoszle gwiazdy tez $wieca,

a przynajmniej ,zarza si¢” kosztem energii grawitacyjnej kontrakcji oraz

w pewnej mierze dzieki fuzji deuteru. Obiekty tego typu zaczeto odkrywaé

w ramach programéw obserwacyjnych prowadzonych w podczerwieni, np. DENIS
(Deep Near Infrared Survey of the Southern Sky) czy 2MASS (Two Micron All
Sky Survey — fotografia).

Jak zatem oznaczy¢ owe karly, by uzupelni¢ dotychczasowy schemat klasyfikacji,
a rownocze$nie nie wprowadzaé symboli, ktore w jaki$ sposob kojarzylyby sie
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z uzywanymi juz w astronomii? Zasadniczo pozostaty
do dyspozycji litery H, L, T oraz Y. Do$¢ naturalng
droga wybor padt na L, choé¢ w ten sposéb znéw
naruszona zostala alfabetyczna kolejnosé. Typ L
dobrze plasuje sie w dotychczasowym schemacie
klasyfikacji (rys. 1); miejsce pasm tlenkéw metali
zajmuja w widmach tego rodzaju pasma wodorkéw

i samych metali.

02 (,
M
M9 V (2MASSW J1239+2029) ,TlI ,7i
6F VO TiO VO
T
i0 i0
—

L3 V (2MASSW J1146 + 2230)

4+

przeplyw znormalizowany (F)) + stala

L8 V (2MASSW J1632+ 1904)

0 “ RbI
1 1 1
7000 8000 9000 10000

dlugosé fali [A]

Rys. 1. Widma trzech kartéw (typéw M9, L3 i L8) w zakresie bliskiej
podczerwieni. Najsilniejsze linie zostaly zidentyfikowane, wskazano
tez polozenie pochodzacych z atmosfery Ziemi absorpcji tlenu i pary
wodnej.

Juz w péznych podtypach M rosnie natezenie linii
tlenku wanadu, osiagajac maksimum w LO; linie te
znikaja w podtypie L4. Z kolei w widmach typu L7
pasma tlenku tytanu staja sie prawie niewidoczne.

7 malejaca temperaturg rosnie natezenie absorpcji
metali alkalicznych — potasu, rubidu i cezu. Absorpcja
potasu staje sie szczegolnie silna i szeroka w podtypie
LS.

Jak sie ocenia, tylko okoto jednej trzeciej obiektow
typu L to brazowe karly. Rozpoznaje sie je dzieki
obecnosci w widmie absorpcji litu. Pierwiastek ten nie
ma szans na przetrwanie w materii, w ktérej zachodzi
przemiana wodoru w hel — totez wystepowaé¢ moze
jedynie w atmosferach bardzo mtodych gwiazd lub
wlasnie brazowych kartéw.

Ciagowi podtyp6éw od L0 do L8 (L9 na razie
pozostawiono w rezerwie) odpowiada ciag malejacych
temperatur powierzchni od 2000 K do 1300 K (rys. 2).
W tak niskich temperaturach czesé materii moze
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przyjmowaé postaé stala (np. tlenek wanadu czy chlorek
litu; tytan wiaze sie z tlenem i wapniem w zwiazek
CaTiOs, znany w formie perowskitu). Wokét tak
chlodnego obiektu moze zatem powstaé¢ mglista otoczka
zlozona z ziaren mineraléw.
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Rys. 2. Potozenie kartéw typéw widmowych L i T na diagramie HR.

To jeszcze nie koniec niezwyktej menazerii niedosztych
gwiazd. Temperature karta Gliese 229B wyznaczono

na zaledwie 1000 K! Nietypowe wskazniki barwy kilku
podobnych obiektow i ich skomplikowane widma, bogate
w linie metanu, pozwolily na wyodrebnienie jeszcze
jednego typu widmowego — T. Na razie obserwacje

sg zbyt skape, by dokonaé¢ podzialu na podtypy

tej ostatniej klasy karléw. Czas juz jednak oswajaé

sie z rozszerzong sekwencja typow widmowych:
OBAFGKMLT. Dotychczasowe oceny sugeruja, ze
brazowych kartéw powinno byé¢ w naszej Galaktyce
nawet dwa razy wiecej niz normalnych gwiazd. Oznacza
to, ze przypada im w udziale jakie$ 15% masy zawartej
w gwiazdach. Nie rozwiazuje to, co prawda, problemu
brakujacej ciemnej materii, ale na pewno Swiadczy

o tym, ze otaczajacy nas Wszechswiat kryje w sobie
jeszcze wiele niespodzianek.



Jak mnozy¢ przeguby? Pawel GOLDSTEIN*

P

o

Rys. 1. Przegub jest w punkcie O
zamocowany na stale do podtoza.

(0,0)

Rys. 4. Dodawacz (dwa skrzyzowane
pantografy ze stalg 2).

Rys. 5. Przesuwacz.

Rys. 6. Bardzo krzywy ,cyrkiel”.

*Instytut Matematyki, Uniwersytet
Warszawski

Przegubem (lub — precyzyjniej — ptaskim mechanizmem przegubowym)
nazywamy mechanizm zlozony z pewnej liczby sztywnych pretéw, potaczonych
w taki sposéb, by mogly sie obraca¢ wokél punktu polaczenia. Przegub jest

w pewnych punktach na state zamocowany do podloza; réwniez wokél tych
punktéw przegub moze si¢ obracaé (rys. 1).

Jednym z najstarszych i najpowszechniej znanych przegubow jest pantograf

(rys. 2). 0 R
(a) (b)

LP! (o) (e LP! () {*

o Q
Rys. 2. (a) Pantograf o skali s = 2; (b) pantograf o skali s = —1.

Zauwazmy, ze gdy punktem P wodzimy po pewnej krzywej, punkt @) zakresla
obraz tej krzywej wzgledem jednokladnosci o srodku w O i skali s. Rysunek (b)
ukazuje pantograf realizujacy jednokladnos¢ o ujemnej skali. Mozemy tez
skonstruowaé pantograf zlozony tylko z 4 pretéw (rys. 3).

Nazwa pantograf po grecku oznacza ,rysujacy wszystko”. I rzeczywiscie —
pantograf jest ,,pra—kserografem”. W renesansie, a zapewne i wczesniej, uzywano
go do kopiowania dokumentéw, a takze obrazéw. Wiadomo, ze korzystal z niego
Leonardo da Vinci.

Nieco pézniej, w XVIII wieku, zaczeto stosowaé go do odwzorowywania
obiektow przestrzennych; uzywano go, miedzy innymi, do kopiowania rzezb,

a takze czcionek drukarskich. Gdy byltem dzieckiem, plastikowe pantografy bytly
popularna zabawka — w punkcie P umieszczony byl rysik, w punkcie @) mozna
bylo zamocowaé kredke. Niestety, robiono je z malo sztywnego, wyginajacego sie
plastiku i do rysowania niezbyt sie nadawaly.

Zauwazmy, ze jezeli utozsamimy plaszczyzne ze zbiorem liczb zespolonych,
przypisujac punktom S, P i ) odpowiednio liczby zg, zp i 2g, otrzymamy
zalezno$é: zg = zg + s(zp — zs). W szczegblnosci majac do dyspozycji dwa
pantografy: do rysowania w skali 2 i w skali 1/2, mozemy skonstruowaé przyrzad
do dodawania liczb zespolonych (a wiec 1 wektoréw). W rzeczywisto$ci mozemy
uzy¢ dwéch przegubdéw o skali 2, zamieniajac w jednym z nich role punktow P

iQ (rys. 4).

Oczywidcie, zg = zs + 3 (2p — 25) = (25 + zp). Mozemy teraz ,pomnozy¢”
punkt @ przez 2 — przeksztalci¢ go przez jednokladno$é o skali 2 za pomoca
drugiego pantografu, zamocowanego w punkcie (0, 0).

Troche tatwiej dodaje sie do liczby zespolonej z liczbe ¢ o znanym, ustalonym
module. Odpowiada to przesunieciu punktu P o wektor o danej dlugosci. Mozna
to zrobi¢ za pomoca ,przesuwacza”’ z rysunku 5.

Oczywiscie, zg = zp + c.

Inna, bardzo wazna grupa przegubow sa tzw. inwersory. Stuza one badz do
zamiany ruchu po okregu na ruch po prostej, badz odwrotnie — z ruchu po
prostej na ruch po okregu. Aby zrozumie¢ wage pierwszego zastosowania,
zastanowmy sie, jak zazwyczaj rysujemy linie proste. Podstawowym,

szkolnym narzedziem jest tu linijka; milczaco zakladamy, ze jej brzeg jest
dostatecznie prosty. Zauwazmy, ze kreslenie okregu nie jest obarczone tego
typu niedoktadnoscia: gdy zamocujemy koniec nawet bardzo krzywego preta
w pewnym punkcie, jego drugi koniec (i kazdy inny punkt preta) bedzie zataczal
okrag. Gdybysmy mieli wiec przegub zamieniajacy ten ruch po okregu na ruch
po prostej, zyskaliby$my precyzyjniejsze narzedzie do kreslenia prostych niz
linijka.
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Rys. 7. Prostow6d Watta. Punkty A

i B s zamocowane na stale, punkt C
porusza si¢ w przyblizeniu po prostej
(kreskami zaznaczono krzywa, po ktérej
w rzeczywistodci porusza si¢ C).

Rys. 8. Inwersor Peaucelliera—Lipkina.
|OS| =|OR|, |[PS| = |PR| =[SQ| = |QR],
|OT| = |PT|. Gdy punkt P porusza si¢ po
okregu o §rodku w T', punkt @ porusza
si¢ po prostej prostopadtej do odcinka OT
(dlaczego?).

Rys. 9. Uproszczony inwersor
Peaucelliera. Jak poprzednio,
|OS| = |OR|, czworokat PSQR
jest rombem. Jesli X jest srodkiem PQ,
to
0P| - [0Q| =
= (|0X| - [PX])(|0X| + |PX]) =
=|0X|* — |PX|? =
= (IOR|* - |[RX|?) — |PX|* =
=|OR|® — (|[RX|® + |PX|?) =1” — a?,
a wigc iloczyn ten nie zalezy od
potlozenia ruchomych punktéw przegubu,
lecz jedynie od dlugosci jego pretow.

Historia drugiego zastosowania inwersorow — zamiany ruchu posuwistego
(ruchu po odcinku) na ruch kotowy — zwiazana jest nierozerwalnie z silnikiem
parowym. Nie bedziemy wchodzi¢ w szczegdly techniczne, wazne jest, ze

ruch tloka (w przéd i w tyl) nalezy w nim zamienié¢ na ruch obrotowy kota
zamachowego. James Watt, tworca ulepszonego silnika parowego, skonstruowat
w 1784 roku prosty przegub (rys. 7) rozwiazujacy to zagadnienie w spos6b
przyblizony (uwazal go za jedno ze swoich najwiekszych odkry¢). Konstrukeja
ta, zwana prostowodem Watta, stosowana jest dzi§ powszechnie w bardzo
réznych mechanizmach.

Przez nastepne 100 lat konstruowano inne przyblizone inwersory — zajmowali
sie tym m.in. Evans i Czebyszew. Powszechnie wierzono, ze dokladne (nie
przyblizone) rozwiazanie zagadnienia nie istnieje. Poprawne rozwiazanie,
przedstawione w 1864 roku przez C.N. Peaucelliera, oficera armii francuskiej,
przeszto niezauwazone; dopiero gdy 9 lat pdzniej L.1. Lipkin, ktéry niezaleznie
skonstruowal ten sam przegub, przedstawil go na Wystawie Swiatowej

w Wiedniu, wynalazek éw zostal powszechnie doceniony (rys. 8).

Wiele réznych modeli inwersoréw przedstawil w Delcie 1/2004 Marek Kordos
w artykule Jak narysowac linie prostq? Wyklad pod tym tytutem Alfred
Bray Kempe wyglosit w 1876 roku w South Kensington Museum w Londynie.
Kempe (1849-1922) byl bardzo szanowanym prawnikiem londynskim,
specjalizujacym sie w prawie kanonicznym. Matematyke traktowatl jako
hobby, byt jednak do jej uprawiania dokonale przygotowany — ukonczyt
studia matematyczne, byl uczniem wybitnego angielskiego algebraika

Artura Cayleya. Artykul, w ktérym zawart tekst wspomnianego, bardzo
interesujacego wykladu, mozna znalezé na stronach Uniwersytetu Cornell
(http://historical.library.cornell.edu/cgi-bin/cul.math/
docviewer?did=Kemp009&seq=5).

Przyjrzyjmy sie staranniej (nieznacznie zmodyfikowanemu) inwersorowi
Peaucelliera (rys. 9).

Jezeli w tym inwersorze dobierzemy [ i a tak, by I? — a? = 1, zauwazymy,

ze |zp||lzg|l =1, a ze zp i zg leza na tej samej prostej przechodzacej przez
poczatek ukladu wspélrzednych, mamy zg = Azp dla pewnej (dodatniej) liczby
rzeczywistej A. Z tych dwéch réwnoéci dostajemy natychmiast, ze A = 1/|zp|?,
a wiec 2g = Azp = zp/(|2p|?) = 2p/(2pZp) = 1/Zp (przez Zp oznaczylem
sprzezenie zespolone liczby zp: x + iy = x — iy).

Takie przeksztalcenie plaszczyzny zespolonej nazywamy inwersja ($cislej —
inwersja wzgledem okregu jednostkowego), stad tez pochodzi nazwa naszych
przegubdw.

Zauwazmy, ze wszystkie przedstawione w artykule przeguby mialy jedno lub dwa
(,dodawacz”) ,wejscia” (najczesciej oznaczane przez P, ew. liczbe zespolona zp)
oraz ,wyjscie” (@ lub zg), przy czym przegub dokonywal pewnych przeksztalcen
na ,danych wejsciowych”, wynik podajac na ,wyjsciu”. Przy takim podejéciu
latwo zrozumieé, ze przeguby mozna ze soba ,sklada¢” — wystarczy polaczy¢
,wyjscie” jednego z nich z ,wejsciem” drugiego. Odpowiada to ztozeniu
przeksztalcen, jakie realizuja te dwa przeguby.

Na razie potrafimy skonstruowac przeguby realizujace przeksztalcenia:

z — z + ¢ (przesuwacz), z — az (pantograf),
(z,w) — z +w (dodawacz) oraz z +— 1/Z (inwersor).

Sktadajac na przyktad dodawacz z inwersorem, mozemy teraz zbudowaé przegub
realizujacy przeksztalcenie (z,w) — w + 1/Z, a skladajac je w przeciwnej
kolejnosci (z,w) — 1/(z+w) = 1/(Z + w@). Oczywiscie, w dodawaczu

mozemy zamieni¢ ,wyjscie” z jednym z ,wej$¢” — dostaniemy w ten sposob
yodejmowacz”, czyli przegub realizujacy przeksztalcenie (z,w) — z — w.

Do kompletu dzialan za pomoca przegubéw brak nam mnozenia i dzielenia
dwoch liczb zespolonych.
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Rys. 10. Dodawacz jako odejmowacz.

Przy konstrukeji przegubu mnozacego kluczowym spostrzezeniem jest to,

ze wystarczy, gdy skonstruujemy przegub podnoszacy do kwadratu, gdyz
zw=1/4[(z + w)* — (z —w)?|, a wiec skladajac odpowiednio pantograf
mnozacy przez 1/4, dwa przeguby podnoszace do kwadratu i trzy dodawacze
(w tym dwa pelniace w rzeczywistosci funkcje ,,odejmowaczy”), dostaniemy
przegub mnozacy. Czy potrafimy wiec podnie$é przegubem liczbe do kwadratu?

Okazuje sie, ze wszystkie potrzebne narzedzia juz mamy, gdyz
2 _ 9 1

1/(z—=1)=1/(z+1)
mozemy wiec podnies¢ z do kwadratu za pomoca trzech inwersoréw,
odejmowacza, trzech przesuwaczy (dodajacych i odejmujacych 1) i pantografu
mnozacego przez 2.

1 + 11,

Strach pomysle¢, jak ztozony bylby przegub mnozacy, zbudowany wedle
powyzszego przepisu. A moze ktérys z Czytelnikéw potrafi podaé prostsza
konstrukcje?

Wreszcie, co z dzieleniem? Wykrecamy sie tu w taki sam sposéb, jak to
zrobiliémy z odejmowaniem: wystarczy zamieni¢ ,,wyjscie” przegubu mnozacego
z jednym z ,wejs¢”. Zauwazmy, ze majac przeguby realizujace wszystkie cztery
dziatania oraz dodawanie i mnozenie przez ustalone liczby zespolone, mozemy
zbudowaé przegub realizujacy dowolne przeksztalcenie postaci

zr— W(2),

gdzie W(z) jest wielomianem. Wiedzial o tym zapewne juz Kempe, pierwsze
dowody przedstawili na przetomie XIX i XX wieku G. Koenigs i A. Emch.

i Zadania

O

Ziemia

Ziemia
Rys. 2
D C
G
F
E
A
Al
Rys. 3
D (&
G
F
A E
Rys. 4

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 657. Uktad podwéjny sklada sie z pulsara o masie M i biatego karta o takiej
samej masie, obiegajacych érodek ciezkosci po kotowej orbicie o okresie 1", polozonej
na plaszczyznie przechodzacej przez Ziemie (rys. 1). Pulsar wykonuje szybkie obroty
wokoét wlasnej osi z czestotliwoscig, f tak, ze w czasie jednego obrotu stozek emisji
pulsara omiata Ziemie¢ raz. Obliczy¢, jakie bedzie wahanie obserwowanej na Ziemi
czestotliwosei pulsara na skutek zmiany odlegtosci pulsara i Ziemi (efekt Romera).
Rozwigzanie na str. 2

F 658. Astronomowie obserwuja w bardzo duzej odlegltosci D cialo poruszajace sie

ze stala predkoscia v pod katem [ do osi cialo—Ziemia i w kierunku Ziemi (rys. 2). Nie
sa w stanie mierzy¢ bezposrednio sktadowej radialnej predkosci ruchu, mierzg jednak
pozorng predkosé transwersalna obiektu (jako predko$é ruchu ciala po sferze niebieskiej
razy odlegto$é D). Jaka musi byé relacja miedzy v oraz 3, aby cialo wydawato

sie poruszaé z predkoscia nad$wietlna? Uwzglednié¢ opdznienie Romera sygnatow
$wietlnych dolatujacych do Ziemi. (W astronomii sytuacje takie zdarzaja si¢ dosyé
czesto, np. wyrzut materii ze zrédta gamma GRS1915+105, odkryty w 1994 roku,
wydawatl si¢ poruszaé¢ z predkoscia 8c.)

Rozwiazanie na str. 11

Redaguje Waldemar POMPE

M 1117. Wykazaé, ze liczba postaci 111...1222...2 (w ktérej wystepuje dokltadnie
1000 jedynek i doktadnie 1000 dwéjek) jest iloczynem dwéch kolejnych liczb
naturalnych.

Rozwiazanie na str. 15

M 1118. Dany jest réwnolegtobok ABCD. Prosta k przecina odcinki AB, AC, AD
odpowiednio w punktach E, F, G (rys. 3). Dowie$¢, ze

AB AD AC

AE T AG T AF°
Rozwigzanie na str. 16

M 1119. Dany jest rownolegtobok ABCD. Pewien okrag przechodzacy przez punkt A
przecina odcinki AB, AC, AD odpowiednio w punktach E, F'; G (rys. 4). Dowies¢, ze
AB-AE+ AD - AG = AC - AF.

Rozwiazanie na str. 15
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Juz po raz drugi goscimy w Delcie miesiecznik mmm, czyli Magazyn Mito$nikéw
Matematyki. Jedng ze specjalnosci mmm sg Maratony Matematyczne. Taki Maraton
to zawody wieloetapowe (i dtugotrwate — stad nazwa) polegajace na rozwigzywaniu
zadan. Delta ma zbyt matg objetosé, by przedstawic zadania z petnego Maratonu.

Dlatego Delta przedstawia

MiniMaraton Matematyczny Biaystok, wrzesieri 2004

Wzieto w nim udzial ponad 100 uczniéw. Maraton sktadal sie z szesciu
45-minutowych rund (mini w nazwie wzielo sie wlasnie ze z gory
ograniczonego czasu trwania zawodéw). Najlepszym do konca wiernie
kibicowali pod drzwiami koledzy, nauczyciele i rodzice. Zwyciezcami
zostali: Joachim Jelisiejew (I m.), Grzegorz Mironowicz (II m) i Marcin
Kaminski (III m.), ktérym raz jeszcze gratulujemy.

Ponizej przedstawiamy wyciag z regulaminu konkursu i maratonowe
zadania. Dalej zamieszczamy prawidlowe odpowiedzi i sposéb oceniania,
a takze szkice rozwiazan. Jesli ktos z Czytelnikéw Delty uzna zadania
maratonu za interesujace na tyle, by je rozwiazaé, lub sam pomyst
maratonu ciekawy na tyle, by go wykorzysta¢, bedzie nam bardzo mito.
Przy okazji dzickujemy Redakcji Delty za goScinne przyjecie nas na jej

stronach.

Redakcja MMM
http://www.mmm.ig.pl

Regulamin Zawodow

1) W konkursie biora udzial uczniowie gimnazjéw,
bez podzialu na kategorie wiekowe.

2) MMM obejmuje 6 rund, ktére rozpoczynaja sie
o pelnych godzinach. W kazdej rundzie zawodnicy
otrzymuja do rozwiazania 6 tamigtowek w ciagu
45 minut. W ciagu nastepnych 15 minut nastepuje
sprawdzenie zadan i ogloszenie wynikéw.

3) Na karcie odpowiedzi wpisuje si¢ tylko
ostateczne wyniki zadan, bez szczegdtowych
rozwigzan i rachunkow. Tylko one podlegaja ocenie

jury.

4) Po kazdej rundzie odpadaja zawodnicy

z najstabszymi wynikami. Prog punktéw jest
kazdorazowo ustalany przez jury.

5) Kazdy uczestnik MMM moze w dowolnym
momencie wycofa¢ sie z dalszej gry na wtasne
zyczenie. Moze tez zostaé¢ zdyskwalifikowany za
niesamodzielng prace.

6) O zwyciestwie w MMM decyduje wynik ostatnie;
rundy, a jesli te wyniki beda réwne — suma
punktéw uzyskanych od poczatku rozgrywki.

7) Uczestnicy przynosza papier na brudnopis

i dlugopisy. Zabronione jest uzywanie kalkulatorow,
tablic i innych pomocy.

8) Przed wejéciem na sale nalezy wylaczy¢ telefony
komorkowe.

9) Srodki dopingujace w postaci czekolady
i napojéw bezalkoholowych mile widziane.
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10) Organizatorzy zastrzegaja sobie prawo
losowego pobierania probek moczu, krwi i §liny od
uczestnikéw w celu przeprowadzenia laboratoryjnej
kontroli antydopingowe;j.

11) W przypadku pozytywnego wyniku kontroli
zawodnik zostaje dozywotnio zdyskwalifikowany.
12) Wszyscy uczestnicy MMM otrzymuja dyplomy
pamiatkowe, a zdobywcy pierwszych pieciu miejsc —
dyplomy honorowe i cenne nagrody-niespodzianki.

POLSKIE TOWARZYSTWO
MATEMATYCZNE

st

MAGAZ YN MILOSNIKOW
MATEMATYKI

» DYPLOM 3
i ;

za zajecie | miejsca
W

[ninifraratonie

R |

[Mfatematycznym

Redakror naczelny MMM

Malgorzata Mikolajczyk /
(l Bialystok, 10 wrzesnia 2004



Zadania

Runda I

1. Skrzynia jest zamknieta na zamek
z 6-cyfrowym kodem. Gdy jest
zamknieta, uktad cyfr tworzy liczbe 499244.
W zamku nie mozna zmieniaé cyfr niezaleznie,
dopuszczalne sa jedynie dwie operacje: jesli po
cyfrze 4 wystepuje 9, to pare 49 mozna zastapic
para 24, jesli po cyfrze 2 wystepuje 4, to pare 24
mozna zastapi¢ para 92. Kod otwierajacy skrzynie
to najmniejsza z liczb, jakie mozna otrzymac
z 499244, stosujac te operacje. Jaki to kod?

2. Gdy Piotr mial potowe tych lat, ile ma obecnie
Pawetl, obaj bracia mieli w sumie 18 lat. Za 5 lat
beda razem mieli 40 lat. Ile lat maja obecnie?

3. Palindromy czytaja sie jednakowo od przodu
i od tyltu. Ile jest liczb-palindroméw pomiedzy sto
a milionem?

4. Cheapland jest krajem z galopujaca deflacja.
Ceny towaréw sg tu zawsze liczbami naturalnymi

i z roku na rok spadaja. Zestaw do masazu jest dzis
znacznie tanszy niz przed rokiem. Jego obecna cena
jest rowna wskaznikowi spadku ceny w ciagu roku
wyrazonemu w procentach. Rok temu cena zestawu
byta nizsza niz 100. Ile wynosi dzis?

5. Ze wzgledow bezpieczenstwa hasto do komputera
jest codziennie zmieniane. Dzisiejsze jest liczba
czterocyfrowa, ktérej zapis nie zaczyna si¢ i nie
konczy zerem. Liczba ta jest kwadratem, a jej cyfry
maja jednakowa parzystosé. Jakie moze by¢ to
hasto?

6. Nad przepascig przerzucony jest most linowy.
Jest uszkodzony, dlatego jednocze$nie moga stac
na nim co najwyzej dwie osoby. Jest ciemno, wiec
trzeba sie¢ po nim porusza¢ z latarka. Na jednym
skraju przepasci staneto czterech towarzyszy. Maja
tylko jedna latarke. Jednemu z nich przeprawa
przez most zabiera 10 minut w kazda strone,
drugiemu 5, trzeciemu 2, a czwartemu tylko

1 minute. Panowie nie sa zbyt sprawni fizycznie

i kazdemu wziecie ktéregokolwiek z kolegdéw ,na
barana” op6zni czas przejécia dziesieciokrotnie.
W jakim najkrétszym czasie wedrowcy moga
przeprawic¢ si¢ przez most?

Runda II

1. Jadac po prostej drodze, mijamy 5 miejscowosci:
A, B,C,DiFE.7Z Ado Bjest 16 km,z A do D —
6km,zAdoE—-16km,zCdoD—-6kmizD
do F sa 22 km. W jakiej kolejnosci mijamy te
miejscowosci, jesdli przez D przejezdzamy wczedniej
niz przez A?

2. 7 odpadéw produkeyjnych powstatych

przy produkcji 6 zniczy nagrobkowych mozna
wytworzy¢ nowy znicz. W magazynie zalega
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material odpadowy z produkcji 600 zniczy. Ile
zniczy mozna wytworzy¢ z tego materiatu?

3. Ile jest réznych (nieprzystajacych) siatek danego
szesScianu?

4. W konkursie matematycznym startowato

dwa razy wiecej chltopcow niz dziewczat. Kazdy

z uczestnikow zdobyt 8, 9 albo 10 punktow.
Wszyscy razem uzyskali 156 punktéw. Ile dziewczat
startowalo w konkursie?

5. Jas zapisal liczbe trzycyfrowa, a kiedy
przeczytal ja od tytu, miala 45 razy mniejsza
wartos¢. Jaka liczbe zapisal? Podaj wszystkie
mozliwosci.

6. Na przyjeciu imieninowym byli: Alicja, Barbara,
Czestawa, Dorota, Edward, Franciszek, Gerwazy
i Hubert. Sg to 4 malzenstwa. W ostatnim tancu
Basia tanczyta z Edwardem, Alicja z mezem
Doroty, Czestawa — z mezem Alicji, Franciszek —
z zona Huberta, a Hubert z zong Edwarda. Kto
jest mezem Alicji, a kto zong Edwarda?

Runda IIT

1. Spytano mnie pewnego razu, kto jest
przedstawiony na portrecie wiszacym na $cianie.
Odpowiedzialem: ,,Ojciec sportretowanej osoby
jest jedynym synem tego, ktéry méwi”. Czyj to
portret?

2. Klasa Tomka liczy nie wiecej niz 40 uczniéw.
Grzecznych dzieci jest w niej trzykrotnie wigcej

niz niegrzecznych, natomiast grupa ztozona

z grzecznych dziewczynek i niegrzecznych chlopcow
jest dwukrotnie liczniejsza od grupy ztozonej

z grzecznych chlopcow i niegrzecznych dziewczynek.
Chtopcow w klasie jest tylu, ile grzecznych
dziewczynek. To znaczy ilu?

3. Podczas wojny rzymsko-zydowskiej Flawiusz
wraz z grupa 40 zydowskich powstancow schronit
sie w jaskini, ktéora wkrétce otoczyli Rzymianie.
Osaczeni nie mieli zadnych szans i postanowili
raczej zginaé niz sie¢ poddac¢. Postanowili utworzy¢
krag i pozbawiaé zycia kolejno co trzecia osobe.
Ostatni mial popetni¢ samobdjstwo. Flawiusz

z przyjacielem nie chcieli gina¢. Gdzie powinni
stang¢, aby uj$¢ z zyciem? Podaj ich numery

w poczatkowym kregu, jeéli osoba, od ktorej
rozpoczyna sie odliczanie, ma numer 1.

4. W koszu jest 16 owocow. Sa tam jabtka, gruszki
i pomarancze. Pomaranczy jest co najmniej tyle,
co jablek, a jablek jest wiecej niz gruszek. Jesli

z koszyka wybierzemy losowo 9 owocéw, to beda
wérod nich zawsze owoce dwoch rodzajow, a jesli
wybierzemy 14 owocéw, to zawsze beda wsrod nich
wszystkie rodzaje. Ile pomaranczy, jabtek i gruszek
jest w koszu? Podaj wszystkie mozliwosci.



5. Nauczyciel polecit Jankowi, aby

z 9 cyfr (bez zera) utworzyl trzy liczby

trzycyfrowe, wykorzystujac kazda z cyfr

tylko raz. Janek napisal takie liczby,

a potem obliczyt ich sume, ktéra okazata
sie czterocyfrowym palindromem. Jaka to liczba?

6. Na film , Reksio i tajemnica zielonej budy” przyszto
kilkadziesiat osob, z ktérych doktadnie polowa to
panie. W chwile po rozpoczeciu projekcji weszla jeszcze
jedna pani i wtedy stanowily one po zaokragleniu

do dziesiatych czesci procenta 51,3% widzow. Ile oséb
przyszto w sumie do kina?

Runda IV

1. Adam, Bartek i Czestaw pojechali na wycieczke.
Okazalo sie, ze roztargniony Adas zapomnial prowiantu.
Koledzy postanowili sie z nim podzieli¢ swoimi
zapasami. Bartek mial 3 cebularze, a Czestaw 4.
Chlopcy zebrali je razem i podzielili na trzy réwne
porcje. Adam, znajac cene cebularza, oszacowal swéj
udziat w positku na 2,80 zl i wreczyl te kwote kolegom.
Jak powinni oni podzieli¢ te pieniadze miedzy siebie?

2. Znalez¢ najmniejsza liczbe naturalna, ktora dzieli sie
przez 13, ma sume cyfr 13 i dwucyfrowa koncéwke 13.

3. Piotr jest dyslektykiem i ma powazne problemy

z matematyka. Zamiast mnozy¢ zawsze dzieli, a zamiast
odejmowaé — dodaje. Nauczyciel polecit mu odjaé

60 od iloczynu podanych dwdéch liczb naturalnych.
Szczesliwym trafem tym razem Piotr uzyskal poprawny
wynik. Jaki wynik mogt uzyskac¢? Podaj wszystkie
mozliwosci.

4. Jaka liczba zaczyna, a jaka konczy alfabetyczny spis
liczebnikéw od 1 do 100 w jezyku polskim?

5. Na jaka najwieksza liczbe czesci prosta moze rozciacé
wielokat o 2003 bokach?

6. Szescian dzielimy na 6 przystajacych ostrostupow

o podstawach bedacych Scianami tego szescianu

i wsp6lnym wierzchotku w $rodku symetrii szescianu.
Nastepnie ostrostupy te naklejamy podstawami

na Sciany szeécianu przystajacego do wyjsciowego.

Ile $écian ma otrzymana bryla?

Runda V

1. Czterech chtopcéw: Anatol, Barnaba, Cezary

i Damian i cztery dziewczyny: Eulalia, Franciszka,

Genowefa i Henryka sa zakochani w jednej z pozostalych

0séb, ale (rzecz przykra) uczucia zadnego z nich nie sa

odwzajemnione. Jeszcze gorzej byltoby, gdyby dwoch

chtopcéw zakochanych byto w jednej dziewczynie,

a wprost tragicznie, gdyby dwie dziewczyny kochaly sie¢

w jednym chlopcu. Ale az tak zle nie jest. Wiadomo, ze:

e Barnaba nie jest kochany przez Franciszke,

e Cezary kocha dziewczyne zakochana w Damianie,

e ukochany Eulalii nie kocha Franciszki,

e Anatol kocha dziewczyne, ktora kocha chlopca
zakochanego w Henryce,

@\ DELTA kol.9

o w Genowefie kocha sie chlopiec, ktéry jest
kochany przez ukochana Barnaby.

Kto kocha Genowefe, a kto Barnabe?

2. Jakie trzycyfrowe palindromy sa kwadratami
liczb catkowitych?

3. Czarnoksieznik powierzyt swojemu uczniowi
magiczny wzér, ktory zaczynal sie od litery

A i sktadal z nieskoniczonej liczby par liter AB

i BA. Uczen, chcac zyska¢ na czasie, zapisal ten
wzor, zastepujac kazda pare AB przez A, a pare
BA przez B. O dziwo, magiczny wzdr nie zmienit
sie. Jakie litery staly na miejscach o numerach od
2002 do 20087

4. Zmalez¢ najmniejsze trzy kolejne liczby
naturalne trzycyfrowe, z ktérych pierwsza ma sume
cyfr podzielng przez 5, sSrodkowa przez 4, a ostatnia
przez 3.

5. Na ile sposob6éw mozna za pomoca jednego
ciecia wzdluz prostej podzieli¢ prostokat na dwie
identyczne czesci?

6. Kon oral pole przez caly dzien. Od miedzy
do miedzy pole rozciggalo si¢ na 95 m. Kon
wystawial noge zawsze na 0,5 m naprzod.

Ile $ladéw kopyt zostalo w ostatniej bruzdzie?

Runda VI

1. Znalez¢ najwieksza liczbe zapisana cyframi 1, 2
i 3 o tej wlasnosci, ze wybrane z jej zapisu liczby
dwucyfrowe sa wszystkie rézne.

2. Podaj siedem kolejnych liczb naturalnych
nieparzystych, ktérych suma jest szedcianem liczby
pierwszej.

3. W tréjkacie ABC, w ktorym << ABC' = 60°,
kat BAC podzielono na 3 réwne czesci. Jedna
z dzielacych go polprostych zawiera wysokos$é
trojkata. Jaka jest miara < BAC?

4. Na okregu zaznaczono wierzchotki dwunastokata
foremnego, a nastepnie wybrano 9 sposréd nich

i taczac kolejno, wyznaczono pewien wielokat. Ile
nieprzystajacych wielokatéw mozna w ten sposéb
uzyskaé?

5. Ile jest pieciocyfrowych liczb podzielnych
przez 3, ktére nie maja cyfr innych niz 1, 2 i 37

6. Dyrektor szkoly zamknal pytania egzaminacyjne
w kasie pancernej, ktérej drzwi otwiera specjalny
kod. Jest on liczba naturalna, co najwyzej
pieciocyfrowa, nie zaczyna si¢ i nie konczy sie
zerem i ma nastepujaca wlasnosé: jezeli wykredlimy
w nim pewng cyfre, to otrzymana nowa liczba jest
réwna 1/9 liczby poczatkowej, a jesli ponownie
wykreslimy jedna cyfre tej drugiej liczby, to
otrzymamy doktadnie 1/81 kodu poczatkowego.
Jaki jest kod kasy pancernej w szkole? Podaj
wszystkie mozliwosci.

\ [4Plate:BLACK
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Rys. 1. Linie pola magnetycznego
generowanego przez dipol pradowy.
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Rys. 2. Zrédta ulozone prostopadle
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Rys. 3. Aparatura do pomiaru MEG.

*Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski

Magnetoencefalogram (MEG) mierzy te sama zsynchronizowana aktywnosé
komoérek nerwowych (neuronéw) mézgu co EEG (elektroencefalogram — zapis
czynnosci elektrycznej moézgu). Nazwa magnetoencefalogram pochodzi od
wyrazow magneto — magnetyczny, enkephalo — mbzg, graphein — rysowac.

Pole magnetyczne mobzgu

Skad sie bierze pole magnetyczne moézgu? W artykule po$wieconym pomiarowi
EEG (Delta 4/2005) omawialem powstawanie pola elektrycznego mézgu.

Jest ono generowane przez synchroniczna aktywnosé postsynaptyczna
réwnolegle ulozonych grup komoérek nerwowych (neuronéw) kory moézgowej.

Dla uproszczenia mozemy traktowaé takie przestrzennie uporzadkowane grupy
neuronéw jako dipole pradowe. Jak wiadomo, przeplyw tadunku przez taki dipol
powoduje powstawanie pola magnetycznego prostopadlego do kierunku pradu

i radialnie go otaczajacego (tzw. zasada prawej reki) (rys. 1).

Magnetoencefalogram to zapis pola magnetycznego mézgu, generowanego przez
zmienne pole elektryczne. Poniewaz pole magnetyczne jest utozone prostopadle
do pola elektrycznego, MEG rejestruje sygnaly ze zrodel réwnolegltych

do powierzchni glowy, podczas gdy zrédla prostopadle do powierzchni glowy
generuja pole magnetyczne, ktore nie jest mierzalne na zewnatrz glowy

(rys. 2). Dlatego tez MEG znacznie lepiej rejestruje sygnaly z warstw neuronéw
ulozonych rownolegle do detektoréw, czyli lezacych w bruzdach kory moézgowej

(rys. 2).

Pomiar MEG

Urzadzenia pomiarowe sktadaja sie zwykle z kilkudziesieciu cewek tworzacych
matryce przykladana do powierzchni glowy (rys. 3). Zasada pomiaru MEG
opiera sie na prawie Faradaya, zgodnie z ktérym zmienne pole magnetyczne
powoduje przeplyw pradu przez cewke. Sygnaly mézgowe sa bardzo stabe
(okoto 10712 tesli) w poréwnaniu z innymi polami wokét nas. Przyktadowo,
pole magnetyczne Ziemi wynosi okolo 5-107° T. Dlatego do detekcji pola
magnetycznego mozgu trzeba uzywac cewek z nadprzewodnika, a pomiary
przeprowadzaé¢ w ekranowanych pomieszczeniach, aby zminimalizowaé wpltyw
zewnetrznych pél magnetycznych.

Do pomiaru MEG wykorzystuje sie technologie SQUID (Superconducting
Quantum Interference Device — Nadprzewodzacy Kwantowy Interferometr
Magnetyczny). Dzialanie takich urzadzen oparte jest na efekcie Josephsona.
Petla z nadprzewodnika jest podzielona nieprzewodzaca warstwa, tak cienka,
ze mozliwe jest przeskakiwanie przez nia elektronéw. Pojedynczy detektor,
oprécz samego SQUIDu, sklada sie z dwdch cewek lezacych jedna nad druga
polaczonych szeregowo, ale przeciwnie skreconych. Taki uklad jest niewrazliwy
na jednorodne zmiany pola tta, lecz odbiera zmiany niejednorodne w poblizu
cewki.

MEG a EEG

Jakie sg réznice pomiedzy pomiarami MEG i EEG? Czy pomiar MEG wnosi
jakakolwiek nowa informacje na temat proceséw zachodzacych w mézgu?

MEG jest czuly na dipole réwnolegte do powierzchni glowy, czyli znajdujace

sie gléwnie w bruzdach kory mézgowej. Tak sie sklada, ze niektore obszary
sensoryczne moézgu: stuchowy, wzrokowy i somatosensoryczny, leza wlasnie

w bruzdach. Z kolei EEG wykrywa wprawdzie wszystkie skladowe pradowe,
jednakze dipole umieszczone w bruzdach kory moézgowej maja zmniejszong
amplitude. Jest to zwiazane z tym, ze pofaldowanie warstw neuronéw kory
moézgowej powoduje, iz elektroda moze ,widzie¢” naraz dwie warstwy przeciwnie
skierowane, a wtedy ich pola moga si¢ odejmowac.
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Rozwigzanie zadania F 658.
Zaktadamy, ze cialo porusza sie ruchem
jednostajnym i prostoliniowym. Odlegto$é
ciala od Ziemi zmienia si¢ zgodnie

ze wzorem

Il =D — vtcosf,
a wigc swiatto wystane w kierunku Ziemi
w chwili ¢ dotrze do ziemi w chwili
ti =t+1/c=t— (vt/c)cosB+ D/c.
Odlegtosé na sferze niebieskiej z kolei
zmienia si¢ wedlug wzoru s ~ v sin St.
Laczac oba wzory, dostajemy zaleznosé

. vty sin 3 vD/csin 3
- (cosB)v/c T 1 (cos B)v/c’
Wobec tego pozorna predkos$é ruchu ciata
po niebie to

) sin 3

T (cospyv/c’
Warunek v, > ¢ mozna przeksztalci¢ do
najprostszej postaci jako

v(sin B + cos 3) > c.

Vg =

Pole elektryczne jest duzo bardziej tlumione przez mala przewodnosé

czaszki 1 skéry niz pole magnetyczne. Takze nieregularnosci tych tkanek
powoduja znieksztalcenia w rozkladzie potencjalow na powierzchni glowy

w stosunku do ich rozktadu bezposrednio na korze. Pole magnetyczne pochodzi
z kolei gltéwnie od pradow plynacych we w miare jednorodnych obszarach
wewnatrzczaszkowych. Ze wzgledu na staba elektryczna przewodno$é czaszki
nieregularne prady w czaszce i skérze sa slabe i maja bardzo malty wklad

do zewnetrznego pola magnetycznego. Dlatego tez MEG ma lepsza rozdzielczo$é
przestrzenng niz EEG, dochodzaca nawet do kilku milimetrow. Pomiary

MEG moga by¢ wykonane duzo szybciej, poniewaz nie jest potrzebny kontakt
elektrod ze skoéra. Z drugiej strony, ze wzgledu na to, ze nie ma bezposredniego
kontaktu czujnikow ze skéra, a takze z uwagi na rozmiar aparatury pacjent
musi by¢ nieruchomy podczas pomiaru. Natomiast przy pomiarach EEG jest
mozliwy ruch pacjenta, co przektada sie na wiekszy wachlarz zastosowan
eksperymentalnych.

Najciekawsze wydaje si¢ jednoczesne stosowanie pomiaréw MEG i EEG.

Na przyktad w badaniach czynnosci mézgu podczas snu wystepuja wyrazne
roznice pomiedzy obydwoma zapisami. W MEG pojawiaja sie gtéwnie rytmy
teta nieobecne w EEG. Potaczenie MEG i EEG umozliwia takze lokalizacje
ognisk padaczki na poziomie zblizonym do zapiséw wykonywanych bezposrednio
z kory moézgowe;j.
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Odpowiedzi i punktacja zadan MiniMaratonu Matematycznego

Runda I
Zad. 1. 222242. [0 lub 1 pkt.]

Dazymy do jak najwiekszej liczby poczatkowych dwdjek,

np. tak:

499244 — 249244 — 224244 — 224924 — 222424 —

— 222492 — 222242,

Mniejszych liczb, tzn. 222222, 222224 i 222229 nie da si¢
uzyskac. Pierwszej sie nie da, bo kazda zmiana wprowadza

Zad. 4. 20. [0 lub 1 pkt.]
Niech x bedzie wyjéciows cena, a w ceng obecng
(i wskaznikiem spadku ceny w %). Mamy

~ 100 —w
YT 700
skad dochodzimy do réwnosci
w— 100z 100
100 + = % +1°

z czego wynika, ze x dzieli 100. Niech zatem n - z = 100.

czworke lub dziewiatke. Ostatniej si¢ nie da, bo dziewiatka
nigdy nie powstaje na konicu. Aby uzyskaé¢ druga, trzeba by
albo nie zmienia¢ ostatniej cyfry z uktadu poczatkowego,

co jest niemozliwe, bo wszystkie pozostale cyfry musialyby
byé dwdjkami, co jak juz stwierdziliémy, nie jest mozliwe,
albo koncowa czwoérka musiataby powstaé z uktadu .. .49,

ale dziewigtki na koncu nie da sie uzyskaé. Zatem otrzymany
wynik jest najmniejszy.

Zad. 2. Piotr 14, Pawel 16. [0 lub 1 pkt.]

Niech x oznacza obecny wiek Piotra, a y — Pawta.
Poniewaz za 5 lat suma ich lat zwiekszy sie o 10,

mamy: = + y + 10 = 40, czyli x + y = 30. Poniewaz

18 =30 — 12 =z + y — 12, szes¢ lat temu bracia mieli

w sumie 18 lat. Z zadania mamy wiec z — 6 = y/2 oraz

r 4+ y = 30, czyli otrzymujemy uktad réwnan o rozwigzaniu:
z =14, y = 16.

Zad. 3. 1980. [0 lub 1 pkt.]

Palindroméw 3- i 4-cyfrowych jest po 90 (9-10-1
19-10-1-1), 5- i 6-cyfrowych po 900 (9-10-10-1-1
i9-10-10-1-1-1), co daje 90 4+ 90 + 900 + 900 = 1980.

11

Wtedy podstawiajac x do pierwszej réwnosci, otrzymamy
(n+1)-w =100, z czego wynika, ze zaréwno n, jak i n + 1
dzielg 100. Jedyne kolejne dzielniki 100 to 1 i 2 oraz 4 i 5.
Tylko ta druga para pasuje do treéci zadania, wiec x = 25,
a w = 20.

Zad. 5. 4624, 6084, 8464. [0, 1, 2 lub 3 pkt.]

Czterocyfrowe kwadraty powstaja z liczb od 32 do 99.
Reszta z dzielenia kwadratu przez 4 daje 0 lub 1, ale w tym
drugim przypadku kwadrat bylby nieparzysty i wszystkie
jego cyfry musiatyby by¢ nieparzyste. Jedyne mozliwe
dwucyfrowe koncéwki, ktére spetniatyby te warunki, to: 13,
17, 33, 37, 53, 57, 73, 77, ale kwadraty liczb nieparzystych
nie koncza si¢ na 3 ani na 7. Wobec tego szukana liczba

i wszystkie jej cyfry sa parzyste. Wystarczy wiec badaé
kwadraty liczb parzystych, ktére wypadaja w przedziatach
[2000, 3000), [4000, 5000), [6000, 7000) i [8000, 9000).

Dla pierwszego przedzialu wystarczy sprawdzi¢ 46, 48, 52

i 54. Jednak zaden z ich kwadratéw nie spelnia warunkéw
zadania. W pozostalych przedziatach znajdujemy po jednym
rozwigzaniu: 68%, 782, 922,



Zad. 6. 17 minut. [0 lub 1 pkt.]

Aby zminimalizowaé czas, najwolniejsi powinni i§¢ razem

i nie moga i$¢ jako pierwsza para. Niech numerem turysty
bedzie czas jego przejécia przez most. Kolejne przejscia moga
by¢ np. takie: ida 11 2, wraca 1, ida 5 1 10, wraca 2, ida 1

i 2. Czas catkowity to 2+ 1+10+2+42=1T7.

Runda II

Zad. 1. B, C, D, A E. [0 lub 1 pkt.]

A musi leze¢ pomiedzy D i E. Teraz wystarczy zrobié¢
rysunek.

Zad. 2. 119 zniczy. [za 119 — 2 pkt., za 118 — 1 pkt.]

Z odpadéw powstanie 100 zniczy, ale przy ich produkcji
nadal powstana odpadki. 100 : 6 = 16, reszty 4, a 20 : 6 = 3,
reszty 2, co oznacza, ze acznie nowych zniczy powstato

100 + 16 + 3 = 119 i zostaly jeszcze odpady z 2 zniczy.
Zad. 3. 11. [za 11 — 3 pkt., za 10 lub 12 — 2 pkt., za 9 lub 13
— 1 pkt., za inne 0 pkt.]

Zad. 4. 6 dziewczat. [0 lub 1 pkt.]

156 : 8 = 19,51 156 : 10 = 15,6, co oznacza, ze liczba
uczestnikéw konkursu jest wigksza niz 15 i mniejsza od 20.
Musi by¢ tez podzielna przez 3, wigc moze to by¢ tylko 18.
Dziewczeta stanowia 1/3 tej liczby.

Zad. 5. 810. [0 lub 1 pkt.]

Iloraz liczby trzycyfrowej przez 45 moze by¢ najwyzej
dwucyfrowy, wiec cyfra jednosci napisanej liczby musi by¢
0. Mamy wicc ab0 : 45 = ba, czyli 100a + 10b = 450b + 45a,
co daje 55a = 440b, czyli a = 8b, a poniewaz a i b sa cyframi
wiecb=1ia=38.

Zad. 6. Alicja-Hubert, Edward-Czestawa. [0, 1 lub 2 pkt.]
Dane z zadania wystarczy wpisaé¢ do tabeli, w ktérej

gbérna potowa pola koduje malzenstwo, a dolna — taniec.
Poczatkowy stan tabeli jest taki, jak na rysunku. Dalej
wypelnia si¢ ja niemal mechanicznie, analizujac warunki
zadania (1 wpisujac jak najwigcej minuséw).

A|B|C|D

__|___

T Q|"|H

Runda III
Zad. 1. Wnuka. [0 lub 1 pkt.]

Zad. 2. 17. [0 lub 1 pkt.]
Wprowadzajac oczywiste oznaczenia, otrzymamy uktad
réwnan:

3(nd + nc) = gd + gc

2(gc +nd) = gd + nc
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Poniewaz gd = gc + nc, mamy stad:
{ 3nd + 2nc = 2gc
gc+ 2nd = 2nc

nd/2 = nc/7
nd = gc/5

skad widaé, ze nd musi by¢ liczbg parzysta, wiec gc dzieli

sig¢ przez 10. gc = 0 dawaloby klase bez uczniéw, gc = 10

daje: nd = 2, nc =7, gd = 17, czyli klase 36-osobows, a dla

wigkszych wartosci gc klasa bytaby zbyt liczna. Chlopcéw

jest wiec 17.

Zad. 3. 13, 28. [0, 1 lub 2 pkt.]
Najprosciej (chyba?) wypisaé liczby od 1 do 40 i skreslajac
»w koétko” co trzecig nieskreslona, pozostawi¢ dwie.
Zad. 4. (8, 5, 3), (7, 6, 3), (7, 5, 4), (6, 6, 4). [Po 1 pkt. za
kazda odpowiedz. Za kazda niepoprawna —1 pkt, do zera.]
Ciag (P, J, Q) jest nierosnacy, przy czym J > G, P nie
przekracza 8, P 4 J nie przekracza 13, a P+ J + G = 16.
Wystarczy wiec wypisaé kolejne mozliwosci, zaczynajac od
P =8, i zmniejszaé liczby.
Zad. 5. 1881. [0 lub 1 pkt.]
Pierwsza (i ostatnia) cyfra wyniku moze by¢ tylko 1 lub 2.
Musi by¢ on réwniez podzielny przez 9 (jest suma iloczynéw
wszystkich liczb jednocyfrowych przez 1, 10 lub 100).
W gre wchodza wiec liczby 1881 i 2772. Kazda z liczb
Janka jest na pewno mniejsza od 1000, co najmniej dwie
z nich — od 900, a co najmniej jedna od 800 (,zuzywane”
kolejno najwieksze cyfry setek), wiec suma nie przekracza
1000 + 900 + 800 = 2700. Zostaje zatem tylko liczba 1881.
Zad. 6. 39. [0 lub 1 pkt.]
Jedli x jest poczatkows liczba kobiet, to

51,25  z+1 51,35

100 S 2z+1 100 ’
stad otrzymujemy

1
185—4 < x<19,5,
ale z jest catkowite, wigc wynosi 19.

Runda IV

Zad. 1. Bartek 0,80 zt, Czestaw 2,00 zt. [0 lub 1 pkt.]
Warto$é catego positku to 2,80 - 3 = 8,40. Cena 1 cebularza
to 8,40 : 7 = 1,20. Kazdy chtopiec zjadl 7: 3 = 2% cebularza.
Bartek powinien dostaé (3 — 2%) - 1,20 = 0,80 zl, a Czestaw
reszte.

Zad. 2. 11713. [0 lub 1 pkt.]

Dwucyfrows koncéwka liczby jest 13, czyli poczatek powinien
mie¢ sume cyfr 9. Tworzy on zatem liczbe podzielng przez

9. Musi tez dzielié¢ sie przez 13. Najmniejsza liczba o tych
wlasnoéciach to 9- 13 = 117.

Zad. 3. 61, 65, 68, 75, 100. [Po 1 pkt. za kazda odpowiedz.
Mamy:

aob760:%+60, czyli ab:%+120,

a poniewaz ¢ musi by¢ liczba naturalng, niech wigc a =k - b.
Wobec tego mamy

120

k-b* =k+120, czyli b2:1+T.

Zatem k jest dzielnikiem 120. Dzielniki 120, ktére
powiekszone o 1 sg kwadratami to 3, 8, 15, 24 i 120, co
daje k € {40, 15,8, 5,1}. Dla kazdego z tych przypadkéw
otrzymujemy mozliwy wynik Piotrka (réwny k + 60).
Zad. 4. Zaczyna 40, koniczy 13. [0, 1 lub 2 pkt.]



Zad. 5. 1002. [0 lub 1 pkt.]
Musi to by¢ wielokat wklesty, jak na rysunku.

Zad. 6. 12. [0 lub 1 pkt.]

Sciany ostrostupéw zawierajace te sama krawedz szescianu
leza w jednej plaszczyznie. Powstaje dwunastoscian
rombowy.

Runda V

Zad. 1. Genowefe — Cezary, Barnabe — Eulalia. [0, 1 lub 2
pkt.]

Stany zakochania zakodujmy ciagami: CX1D, AX>Y1 H,
BX3Y>G (kazdy kocha osobe wystepujaca w ciagu
bezposrednio po nim, X; to jakies dziewczyny (niekoniecznie
rézne), a Y; to jacy$ chlopcy (niekoniecznie rézni).

Stad i z warunkéw zadania widaé, ze X1 to H albo G.

W pierwszym przypadku dawaltoby to zaleznosci AX2CH D

i BX3Y2G, wiec Y2 to A, co dawatoby ciag X4 BX3sAGCHD,
gdzie X3 i X4 to E i F, co wobec warunkéw zadania nie

jest mozliwe. Mamy zatem X; = G i zaleznosci: AX2Y1H,
BX3CGD, skad teraz Y1 = B, czyli AXo BHCGDX4, a dalej
z tresci zadania X to nie F, wiec E.

Zad. 2. 121, 484, 676. [0, 1, 2 lub 3 pkt.]

Kwadraty moga konczy¢ sie na 1, 4, 5, 6, 9, w gre

wchodzg wigc liczby postaci 151, 404, 505, 606, 909.

Z zakonczonych na 5 wystarczy sprawdzié¢ 525 i 575 (musza
dzieli¢ sie przez 25). Zakoniczone na 4 i 6 musza dzielié¢ sie
przez 4 (kwadraty parzyste musza by¢ tez podzielne przez
4). Wystarczy wiec sprawdzié¢ 404, 424, 444, 464, 484 oraz
616, 636, 656, 686. Podobnie zakonczone na 1 i 9 musza daé
reszte 1 z dzielenia przez 4 — czyli sprawdzamy 121, 141, 161,
181 oraz 909, 929, 949, 969, 989. W sprawdzeniach mozna
wykorzysta¢ wlasnosé, ze kwadraty przy dzieleniu przez 3
daja reszte 0 lub 1.

Zad. 3. BBABAAB. [Bezblednie — 2 pkt., jedna pomytka —
1 pkt, wiecej pomytek — 0 pkt.]

Litera stojaca na miejscu 2k — 1 jest inna od litery
nastepnej, a taka sama jak litera z miejsca k. Zatem litera
nr 2001 jest taka jak z miejsca 1001, a ta z kolei taka jak
litery z miejsc 501 i 251 oraz 126. Ta jest inna niz litera nr
125, a ta taka sama jak litery 65, 33, 17, 9, 5, 3, 2. Druga
litera to B. Zatem B stoi tez na miejscach 3, 5, 9, 17, 33,

65, 125, a na miejscach 126, 251, 501, 1001 i 2001 stoi A.
Zatem litera nr 2002 to B. Litera nr 2003 jest taka jak litera
na pozycji 1002, czyli B. Na miejscu 2004 stoi wiec A. Litera
nr 2005 jest taka jak litera nr 1003, a ta taka jak litera nr
502, ktora jest B. Dalej na miejscu 2006 mamy A i kolejne
dwie litery to po analogicznej analizie A i B.

Zad. 4. 799, 800, 801. [0 lub 1 pkt.]

Oznaczmy kolejne cyfry najmniejszej z tych liczb przez a,
b, c. Gdyby kolejnymi liczbami byly ab(c + 1) i ab(c + 2),
sumami ich cyfr bylyby trzy kolejne liczby naturalne
spomiedzy 1 a 27. Jak tatwo sprawdzié¢, wérdd takich liczb
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po wielokrotnosciach piatki nigdy nie wystepuja kolejno
wielokrotnosé 4 i wielokrotno$é 3. Druga albo trzecia

z szukanych liczb musi si¢ wiec konczyé¢ zerem. Mamy wiec
dla nich nastepujace mozliwosci:

ab+1)0iad+1)1 (c=9,b<9);

ab9ia(b+1)0 (c=8,b<9);

(a+1)00i(a+1)01 (c=9,b=09, a<9);

a99i (a+1)00 (c=8,b=19,a<9).

Uwzgledniajac teraz w kazdym z tych przypadkéw warunki
zadania, otrzymujemy rozwiazanie: c=b=9, a =7.

Zad. 5. Nieskoniczenie wiele. [0 lub 1 pkt.]

Dobre jest kazde cigcie wzdluz prostej przechodzacej przez
srodek prostokata. Powstale figury sg wzajemnymi obrazami
w symetrii $rodkowej wzgledem srodka prostokata.

Zad. 6. Zero. [0 lub 1 pkt.]
Kon nie zostawil sladéw, bo idzie przed ptugiem i Slady
zostaly zaorane.

Runda VI
Zad. 1. 3323122113. [0 lub 1 pkt.]

Zad. 2. 43, 45, 47, 49, 51, 53, 55. [0 lub 1 pkt.]
Najmniejsza suma siedmiu liczb nieparzystych to 49, zatem
najmniejszy mozliwy szeécian to 5%. Tu jednak szukany
rozkltad nie istnieje. Ale rozklad 73 da sie juz tatwo znalezé.

Zad. 3. 45° lub 90°. [0, 1 lub 2 pkt.]
Rozwazamy kolejno przypadki, gdy kazda z trdjsiecznych
zawiera wysoko$é. Wtedy 1/3 lub 2/3 szukanego kata to 30°.

Zad. 4. 12. [0 lub 1 pkt.]

Wybér 9 wierzchotkéw wyznacza jednoznacznie 3 odrzucone
wierzchotki. Te punkty ,rozbijaja’ dziewiecioelementowy
zbiér wybranych wierzchotkéw na trzy podzbiory

(niektére moga byé puste, gdy niewybrane punkty sa
sasiednimi wierzchotkami dwunastokata). Zatem réznych
dziewieciokatéw jest tyle, ile réznych rozktadéw liczby

9 na sume trzech liczb naturalnych (nie uwzgledniamy
rozkltadéw réznigcych sie kolejnoscia sktadnikéw, bo daja
wielokaty przystajace). Mamy 12 rozkladéw: 9 =9+040 =
=84140=74+24+0=7+1+1=6+34+0=6+24+1=
=54440=5+4+3+1=5+2+2=44+4+1=4+3+4+2=
= 3+ 3 + 3, wiec istnieje 12 nieprzystajacych
dziewieciokatéw.

Zad. 5. 81. [0 lub 1 pkt.]

Cztery ustalone cyfry mozemy wybra¢ dowolnie, a piata
jest wéwezas jednoznacznie wyznaczona (doktadnie jedna
z danych do dyspozycji cyfr da sume cyfr podzielng przez
trzy). Szukanych liczb jest wiec tyle, ile 4-elementowych
ciggédw o wyrazach réwnych 1, 2 lub 3, czyli 3.

Zad. 6. 405, 2025, 6075, 10125, 30375, 50625, 70875.

[Po 1 pkt. za kazda odpowiedz. Za kazda niepoprawna

—1 pkt, do zera.]

1/81 szukanej liczby to taka liczba naturalna x, ze w zapisie
liczby 9z wystepuja wszystkie cyfry liczby z. Przez skreslenie
ostatniej cyfry liczby naturalnej otrzymuje sie najwyzej

jej 1/10, wiec ostatnia cyfra liczby z jest zarazem ostatnia
cyfra 9x. Ostatnig cyfrag x musi by¢ wiec 5. Jedli x = 5,

to 9z = 45 i 81z = 405, i rzeczywiscie 405 jest jednym

z rozwigzan. Poréwnujemy teraz zapisy liczb z i 9z oraz

w razie potrzeby réwniez 81z dla x = 15,25,35,...,95

i widaé, ze rozwigzaniami sa réwniez 2025, 6075, oraz ze
ewentualnych dalszych rozwigzan nalezy szukaé wéréd liczb
koniczacych sie na 05, 25, 75.



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Rocznicowy Nobel

W stulecie zapostulowania korpuskularnej natury
Swiatta Komitet Noblowski nagrodzit Roya J. Glaubera
za, kwantowo-mechaniczng teorie koherencji optycznej
oraz Johna L. Halla i Theodora W. Hanscha za
precyzying spektroskopie laserowq i technike grzebienia
czestosci.

Wozrok jest najintensywniej uzywanym zmyslem
czlowieka. Oswiecenie, oSwiecony, oswiata — to tylko
kilka stow $wiadczacych o naszych pozytywnych
skojarzeniach zwiazanych ze swiattem. Ci, ktorych
pasjonuje rozumowe poznawanie Swiata, maja jedno
pozytywne skojarzenie wiecej: to przeciez rozwazania
nad natura swiatla doprowadzily do najgtebszej
rewolucji w nauce — powstania teorii kwantowej.

Czesto, zwlaszcza we wspodlezesnej ,nowoczesnej”
szkole, podkredla si¢ tzw. dualizm korpuskularno-falowy.
Rzeczywiscie, mozliwoéé opisywania $wiatla na dwa
(pozornie sprzeczne) sposoby, raz jako klasycznej
(niekwantowej) fali elektromagnetycznej, a raz jako
strumienia fotonoéw, to jakby troche za duzo.

Winne jest intelektualne lenistwo fizykéw, ktérzy
teorie Maxwella przez lata uwazali nie tylko za bardzo
udana, ale réwniez wystarczajaca do opisu $wiatla.
Mechanika kwantowa bardzo szybko zostawita ten
problem Maxwellowi, kontentujac si¢ uwzglednieniem
oddzialywania pojedynczych fotondéw z materia.

Elektrodynamika kwantowa, pomnikowe osiagniecie
teorii kwantowej, tylko pozornie zastapita
elektrodynamike Maxwella. Jest to teoria opisujaca
oddzialywanie czastek obdarzonych tadunkiem
elektrycznym z polem elektromagnetycznym. W teorii
tej liczba czastek nie jest ustalona, gdyz para
czastka-antyczastka moze anihilowaé¢ w foton(y)

i odwrotnie. Kreacja pary czastka-antyczastka mozliwa
jest jednak dopiero wtedy, gdy energia opisywanego
ukladu odpowiada masie takiej pary. Dlatego metody
elektrodynamiki kwantowej znalazlty zastosowanie

do opisu oddzialywan elektromagnetycznych wysokich
energii. Wszystkim wydawalo sie, ze efekty opisywane
przez elektrodynamike kwantowa nie maja znaczenia
w optyce.

Okazuje sie, ze byl to poglad bledny. Roy J. Glauber
byt tym, ktory jako pierwszy to wykazat. Mozna
powiedzieé, ze jego prace z 1963 roku na temat
kwantowej koherencji zostaty sprowokowane btednymi
przewidywaniami dotyczacymi Swiatta generowanego
przez dopiero co wynalezione lasery.

Osiagnieciem, ktére przypisywano kwantowej naturze
$wiatta, byl interferometryczny pomiar rozmiaréw
gwiazd opisany i przeprowadzony przez Hanbury
Browna i Twissa w latach 1954-55. Eksperyment
polegal na pomiarze korelacji miedzy dwoma
detektorami w zaleznosci od réznicy drog optycznych.
Obserwowano wzmocnienie o czynnik dwa dla zerowej
réznicy, co bylo interpretowane jako dowdd na to, ze
fotony w dwoch koherentnych strumieniach $wiatta
sa skorelowane. Pojecie koherencji $wiatta nie byto
jednak precyzyjnie zdefiniowane. Swiatto uznawano za
koherentne, jezeli obserwowano efekty interferencyjne.
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Zeby je zaobserwowaé dla chaotycznych zrédel
termicznych (innych nie bylo), stosowano
monochromatory i kolimatory, ktérych najprostsza
wersja jest waska szczelina wstawiona w wiazke
rozszczepiong przez pryzmat.

Swiatlo generowane przez laser, jako wywolane przez

wymuszong emisje, jest w naturalny sposéb koherentne,

poniewaz jest monochromatyczne i zgodne w fazie.

Spodziewano sie wiec gigantycznych efektéw przy

obserwacji skorelowanej detekcji takiego Swiatta, ktérych
. nie zaobserwowano.

Roy J. Glauber pokazal, ze oczekiwania te byly
spowodowane glebokim niezrozumieniem natury
Swiatta. Mianowicie swiatlo jest efektem kwantowym

i tylko w szczegdlnych przypadkach opis klasyczny daje
poprawne wyniki. Proces detekcji w eksperymentach
badajacych korelacje fotonéw musi by¢ opisywany

w jezyku elektrodynamiki kwantowej, czyli za pomoca
operatorow kreacji i anihilacji fotonow. Tylko w ten
sposob mozna prawidlowo uwzglednié¢ fakt, ze stan
ukladu po rejestracji jednego fotonu jest istotnie rézny
od stanu przed ta rejestracja: ma o jeden foton mnie;j.
Teoriopolowy formalizm postuguje sie kwantowym
polem, ktérego wzbudzeniami sa fotony. Usuwa
jakakolwiek korpuskularno-falowa sprzecznosé.

Prace Glaubera z 1963 roku ujmuja prostota
matematycznej precyzji opisu i zadziwiaja mozliwoscia
(obecnie doskonale potwierdzona doswiadczalnie),

ze opis ten moze odpowiadaé rzeczywistosci. Ich
czytanie mozna potraktowac jako kontemplacje zawsze
zaskakujacej matematycznosci przyrody. Niestety, ta
ujmujaca prostota wyrazona jest w abstrakcyjnym
jezyku kwantowe]j teorii pola, ktéry nie jest zrozumialy
dla os6b niemajacych akademickiego wyksztalcenia
matematycznego. Jezeli jednak uznamy, ze warto uczy¢
sie jezykéw klasycznych, by mie¢ przyjemnosé z czytania
starozytnych autorow w oryginale, to warto studiowac,
aby moc przeczytac¢ i zrozumie¢ prace Glaubera.

W pracach tych pojawiaja si¢ dwie koncepcje: standow
koherentnych i definicji samej koherencji. Koherencja
danego stanu n fotonéw jest z definicji rzedu j < n,
jezeli wyrazenie opisujace korelacje j fotonéw da sie
zapisaé jako iloczyn odpowiednich wyrazen dla kazdego
fotonu z osobna. Koherentny stan n fotonéw z definicji
wykazuje koherencje do rzedu n wtacznie.

Idealny laser jest zrédlem koherentnych stanéw pola.
Okazuje sie, ze dla takich stanéw nie wystepuje
wzmocnienie obserwowane przez Hanbury Browna

i Twissa. Dla odleglej gwiazdy wzmocnienie to

jest wynikiem gaussowskiego rozkladu jej swiatla.
Swiatto to wykazuje koherencje pierwszego rzedu, ale
na tym koniec. Nie mozna w zaden sposéb uczynic¢ go
koherentnym drugiego rzedu. Funkcja korelacji drugiego
rzedu okazuje sie suma dwdéch sktadnikow i stad bierze
sie wzmocnienie o czynnik dwa przy pomiarze takiej
korelacji.

Prace Glaubera zapoczatkowaly optyke kwantowa.
O tym, co jej i spektroskopii laserowej zawdzigczamy,
napiszemy za miesiac.

Piotr ZALEWSKI



Klub 44
@

Termin nadsylania rozwiazan:
28 II 2006

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
499 (WT =1,02) i 500 (WT = 3,12)
z numeru 4/2005

Jerzy Cisto — Wroctaw 48,04
Zbigniew
Sewartowski — Wieliczka 43,95

Marian Lupiezowiec — Zebrzydowice 40,93

Marian Kasperski — Warszawa 36,86

Jerzy Cisto swojg czwarta
czterdziestoczterpunktowke konczy

w $wietnym stylu — efektownym
rozwigzaniem zadania 500: znalezé
jak nagmniejszq liczbe itd.; wyznaczy?
minimalng.

Zapraszamy do lektury oméwienia sezonu
Ligi w numerze 2/2006.

Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan:
28 II 2006

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
400 (WT = 2,90) i 401 (WT = 3,00)
z numeru 6/2005

Jerzy Witkowski — Radlin 41,14
Marian Lupiezowiec — Gliwice 30,22
Mateusz Lacki — Krakéw 28,77
Konrad Kapcia — Czestochowa 25,19
Andrzej Idzik — Bolestawiec 17,43
Tomasz Tkocz — Rybnik 17,37

D C

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 511, 512
Redaguje Marcin E. KUCZMA
511. Okregi k1, ko, k3 (na plaszczyZznie) przecinaja sie parami:

koNks ={K, X}, ksNki={L, Y}, ki Nko={M,Z}.
Srodek kazdego okregu lezy na zewnatrz dwoch pozostatych okregéw. Ponadto
istnieje okrag przechodzacy przez punkty K, L, M oraz srodki okregow k;.
Udowodnié, ze jesli K, L, M sa trzema réznymi punktami, to punkty X, Y, Z
pokrywaja sie.

512. Dana jest liczba catkowita dodatnia n. Wykazaé, ze rownanie

3 3/ 3

Yo+ Yy=3n
ma rozwigzanie w dodatnich liczbach catkowitych x, y wtedy i tylko wtedy, gdy
liczba n jest podzielna przez sze$cian liczby catkowitej wiekszej od 1.

Zadanie 512 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Zadania z fizyki nr 408, 409
Redagugje Jerzy B. BROJAN

408. Przez pryzmat, ktorego przekrdj ma ksztatt o~
tréjkata rownobocznego, biegnie promien $wiatla,
wybiegajac z niego stycznie do $cianki (rys.).

Ile wynosi wspoétczynnik zalamania szkla, jesli
kat o wynosi 35°7

409. Ciezar o masie m = 10kg wisi na dwdch cienkich i jednakowo obciazonych
drutach o dlugosci | = 20 m, ktore poczatkowo byly pionowe i odleglte od siebie
o d = 20 cm. Przez druty przepuszczono prad o jednakowym natezeniu i zwrocie.
Przy jakim natezeniu pradu druty sie zetkna? Dopuszczalne sg przyblizenia
odpowiednie dla podanych wartosci liczbowych oraz obliczenia numeryczne.

-]

Rozwigzanie zadania M 1117.
Liczbe 111...1222...2 (n jedynek i n dwéjek) mozna zapisaé jako:

10" —1 10" +2
3 3 ’

Pozostaje zauwazy¢, ze oba czynniki po prawej stronie to liczby naturalne rézniagce si¢ o 1.

-]

Rozwigzanie zadania M 1119.
Na przekatnej AC wybierzmy takie punkty P i Q, aby

(%) XAPB = X AEF = «

Poniewaz na czworokacie AEFG mozna opisaé¢ okrag, wiec a = 3, skad wynika, ze proste BP i DQ

1 n 1An 2 n o
510" —1) 10" + £(10 —1)7(

4CQD = «DGF = 3.

oraz
sg rownolegle. Stad AQ = CP. Ponadto z réwnosci () wnioskujemy, ze punkty B, E, F, P, jak

réwniez punkty D, G, I, Q, leza na jednym okregu. Zatem
AB-AE + AD - AG = AP - AF + AQ - AF = (AP + CP) - AF = AC - AF.
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Patrz w niebo

Wszystko wskazuje na to, ze globow, na ktérych wystepuje woda, jest

w Ukladzie Stonecznym jeszcze wiecej, niz do niedawna sie zdawalo. Do grupy
cial, w sklad ktérej wchodzily Ziemia, Mars i Europa, dotaczyl najwickszy
satelita Jowisza — Ganimedes. W ogdle przypomina on bardziej planete, gdyz
jest wiekszy od Merkurego, ma wlasne pole magnetyczne i geologicznie aktywna
powierzchnie. Okazuje sie, ze pod ta powierzchnia (zbudowana gléwnie z lodu)
najprawdopodobniej schowany jest ocean. Stereoskopowe obrazy utworzone

ze zdje¢ wykonanych przez sondy Galileo i Voyagery ukazaly glebokie doliny

z pochodzacymi z odleglej przesztosci §ladami obecnosci tam wody.

Doliny te, o gltebokosci do 1 km ponizej otaczajacego je ,gruntu”, widaé jako
wzglednie gladkie pasma miedzy bialymi obszarami silnie pokruszonego lodu.
Nasuwa sie tu wniosek, ze pasma te byly wpierw korytami rzek, w ktorych
woda nastepnie zamarzta. Widaé¢, ze woda oplywala rozmaite wyzej polozone
miejsca lub musiata zatrzymywacé sie, tworzac zatoki i pétwyspy. A to, ze

woda ta musi pochodzi¢ z glebi globu, z oceanu istniejacego do dzis, wynika

z obserwacji wykonanych przez sonde Galileo. Jej czujniki, gdy w maju 2000
roku przelatywala nad réwnikowym obszarem Ganimedesa, zarejestrowaly
pewne szczegbly pola magnetycznego satelity, ktérych nie da sie wytlumaczyé
ani wlasnosciami jego globalnego pola, ani nawet oddzialywaniem poteznego
pola magnetycznego pobliskiego Jowisza. Grupa astronoméw z University of
California w Los Angeles twierdzi, ze czujniki wykryty fluktuacje pola wywolane
przez prady plynace w stonej przewodzacej wodzie znajdujacej sie okoto 170 km
pod powierzchnia satelity. Wedlug tych badaczy nie moze by¢ przypadkiem, ze
na tej wtlasnie glebokosci przewidywane cidnienie wystarcza do stopienia lodu.

Tomasz KWAST

Grudzien

W grudniowy wieczor nad poludniowym horyzontem widaé¢ czeéé¢ jednego
z najdluzszych gwiazdozbioréw, Erydanu (dawniej Rzeki Erydan). Jest to
wladciwie gwiazdozbior nieba poludniowego; jego najjasniejsza gwiazda,
Achernar, jedna z najjasniejszych gwiazd nieba (0,47 mag), jest w Polsce
niewidoczna. Widoczny fragment gwiazdozbioru nie zawiera szczegdlnie

jasnych gwiazd, ale jedng z nich, epsilon, podejrzewa si¢ o posiadanie uktadu
i planetarnego. Gwiazda ta bowiem obraca si¢ bardzo powoli, co moze sugerowac,
Rozwiazanie zadania M 1118. ze przekazata swéj moment pedu planetom. W dodatku jej odlegto$é¢ wymnosi

Oznaczmy odpowiednio przez P i Q rzuty zaledwie 3,3 pc, co, oczywiscie, stanowi pretekst do fantazjowania na temat

réwnolegle punktéw B i D na prostg AC mozliwoéci wyprawy kosmicznej
w kierunku prostej k.

W przeciwienstwie do sytuacji z listopada Merkury 12 XII osiggnie najwigksza
odleglosc od Stonca, ale na zachdd od niego, czyli mozna go szukaé na niebie
przed wschodem Stonca. Wenus jest na granicy Strzelca i Koziorozca i 9 XII
osiagnie najwieksza jasnos¢. Mars jest w Baranie, wieczorem wida¢ go wysoko
na niebie, a zachodzi przed wschodem Stonca. Jowisz jest w Wadze i wschodzi
na krotko przed wschodem Storica. Saturn jest w Raku i widaé go przez calg
noc. Now Ksiezyca wypada 1 XII, petnia 15 XII i néw po raz drugi 31 XII.
Wéwezas AQ = CP oraz Ksiezyc zakryje Marsa 12 XII (co zobacza mieszkancy Syberii), Spike 25 XII
AB AD _ AP AQ _ (to z kolei zobacza mieszkanicy Péinocnej i Srodkowej Ameryki) oraz — jak bylo
AR AG AR AR co miesiac w odchodzacym roku — Antaresa 29 XII, ale to zjawisko bedzie widaé

_APTOPAC Indiach, Indonezji, Australii i na Samoa. W grudniu spodziewane sa dwa

ar ar roje meteordéw: umiarkowanie obfity r6j Geminidéw okoto 12 XII i skromny

Ursydéw okolo 22 XII. T wreszcie 21 XII nastapi przesilenie zimowe, czyli odtad
dni zaczng sie wydluzaé. Szczesliwego Nowego Roku!

T. K.
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Wszyscy jesteSmy mutantami

Jednym z niezwykle waznych odkry¢ zwiazanych
z sekwencjonowaniem ludzkiego genomu jest to,
7e nasze genomy réznia sie. Srednio dwie dowolne
niespokrewnione osoby réznia sie jednym na 1200
nukleotydéw.

Niedawno okazato si¢ rowniez, ze réznimy sie

miedzy soba réwniez obecnoécia lub brakiem duzych
fragmentéw chromosomoéw. Niektorzy maja mniej,
inni wiecej fragmentow o dlugosci 300460 tysiecy
par zasad, zawierajacych wiele gendéw. Podobnie jak
w przypadku mutacji punktowych, zmiany pojawiaja
sie i rozpowszechniaja w populacji.

Jak czesto zdarzaja sie takie duze zmiany? Mozna
oszacowacd ich czestosé, postugujac sie danymi
dotyczacymi jednego, konkretnego obszaru.

Na chromosomie X znajduje si¢ gen biatka dystrofiny.
To najwigkszy ludzki gen, zajmuje az 2,5 miliona par
zasad (ze wzgledu na obecno$é intronéw rzeczywista
sekwencja kodujaca to jedynie 14 tysiecy par

zasad). ,Wypadniecie” lub podwojenie (delecja

lub duplikacja) fragmentu genu dystrofiny i brak
prawidlowego biatka powoduja ciezka chorobe, dystrofie
miesniowa Duchenne’a. Poniewaz kobiety maja 2 kopie
chromosomu X, w tym jedna od ojca, choruja tylko
mezczyzni, a one sa nosicielkami. Do niedawna choroba
ta zupelnie wykluczata mozliwo$é bycia ojcem.

Wydaje sie, ze dystrofia miesniowa wystepuje ze stala
czestoscia. Poniewaz chorzy mezezyzni nie przekazuja
wadliwego genu dalej, mozna przyjacé, ze czestosé
pojawiania sie nowych przypadkéw zmutowanego genu
jest taka sama, jak czestos¢ usuwania zmutowanego
genu z populacji (czyli wystepowania choroby).

Gdy pojawi sie mutacja w genie dystrofiny, w 2/3
przypadkéw chromosom X, zawierajacy wadliwy

gen, nalezy do kobiety (poniewaz kazda kobieta

ma 2 chromosomy X, mezczyzna tylko 1), a w 1/3
przypadkéw — do mezezyzny i w tym przypadku
spowoduje chorobe. W takim razie czestos¢ pojawiania
sie nowych, zmutowanych alleli to 1/3 czestosci
wystepowania choroby. Dystrofia mie$niowa wystepuje
u ok. 1 na 3,5 tys. noworodkéw plci meskiej, zatem
czestosé pojawiajacych sie od ,nowa’ mutacji to okolto
1:10 500 (dla biologa — 1:10 000) oséb. Wéréd mutacji
powodujacych dystrofie okolo 65% to delecje, a 9%

— duplikacje fragmentu genu; zatem delecja w genie
dystrofiny przydarza si¢ z czestoscia okoto 1:15 000,

a duplikacja — 1:100 000.

Caly, diploidalny, genom ludzki jest 2000 razy wickszy
od genu dystrofiny. Przy zalozeniu jednakowej czestosci

duplikacji i delecji w calym genomie daje to jaka$ nowa
delecje u 1 na 8 noworodkéw, a duplikacje u jednego
na 50.

Podobne oszacowania mozna przeprowadzi¢ dla mutacji
punktowych — polegajacych na zamianie, wypadnieciu
lub wstawieniu pojedynczego nukleotydu.

Czestos¢ takich mutacji w przeliczeniu na 1 pare zasad
to okoto 2 - 1078, co dla calego diploidalnego genomu
(6 mld par zasad) daje okoto 120 mutacji punktowych.
Oznacza to, ze genom kazdego z nas to sktadanka
genomo6w naszych rodzicéw, zmieniona srednio o te
120 nukleotydéw i ewentualne pojedyncze wieksze
mutacje.

Jak duzo z tych mutacji wplywa faktycznie na nasz
organizm? Na szczescie niewiele. Biorac pod uwage,

ze jedynie okolo 2% sekwencji koduje biatka i obszary
regulujace ich wyrazanie, $érednio jedynie 2,4 zmiany
punktowe powinny trafi¢ w te wazne miejsca; nawet
wtedy niekoniecznie musza zaburzaé¢ funkcjonowanie
kodowanych bialek. Duze zmiany obejmuja wicksze
obszary, czesto zawierajace wiecej niz jeden gen i ich
wplyw na funkcjonowanie organizmu moze by¢ wickszy
— ale, jak wida¢, ich czesto$¢ jest nizsza o rzad wielkosci.

Co istotne, dla wigkszosci genéw jedna prawidlowa
kopia wystarcza do wytworzenia odpowiedniej iloSci
prawidlowego biatka — w zwiazku z tym wigkszos¢
choréb dziedziczy sie w sposob recesywny, wymagajacy
dwoch nieprawidtowych wersji genu. Aby uswiadomié
sobie jak to wazne, pomy$lmy, ze przeciez kazdy

z nas, oprocz tego, ze ma wlasne nowinki genetyczne,
dziedziczy mutacje po swoich rodzicach, dziadkach itd.
Kazdy z nas jest nosicielem, wystepujacych na szczedcie
w pojedynke, dziesiatek mutacji, ktore w parze z druga,
podobng mutacja powoduja ciezkie choroby. Poniewaz
ludzki genom jest ogromny — szansa na spotkanie
drugiej osoby z taka mutacja jest niewielka, natomiast
dramatycznie rosnie w rodzinie — genomy rodzicéw

i dzieci s w 1/2 identyczne, rodzenstwa srednio tez

w 1/2, dzieci i dziadkéw w 1/4, rodzenstwa ciotecznego
w 1/8. Stad czesto wystepujace choroby genetyczne

u dzieci ze zwiazkow kazirodcezych, a by¢ moze i zakaz
takich zwiazkéw w wiekszosei kultur.

Wszyscy jesteSmy mutantami. Na szczedcie istnieje
rekombinacja genéw — podczas wytwarzania plemnikow
i komoérek jajowych chromosomy naszych rodzicow
wymieniaja sie fragmentami, a sposréd wielu mozliwych
wariantow tej ukladanki zaledwie jedna kombinacja da
poczatek nowemu cztowiekowi. Kazda rekombinacja to
okazja do pozbycia sie mutacji.

Anna LORENC

Wspotpraca: Jarek BRYK

Ten odcinek konczy seri¢ kacikow biologicznych
w Delcie. Redakcja dziekuje ich Autorom za inwencje
i prace wlozona w ich powstanie.

Korespondencj¢ do Kacika Biologicznego prosimy przysyla¢ do Jarka Bryka pod adresem: bryko@poczta.onet.pl
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