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Rys. 1. Struktura przestrzenna fullerenu
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Interferencja fullerenéw

Pawet Tomasz PECZKOWSKI®
Wstep

Wkrétce po ogloszeniu teorii falowej natury materii przez de Broglie’a

w 1924 roku zostalo przeprowadzonych wiele eksperymentéw ja
potwierdzajacych: dla elektronu (Davisson, Germer, 1927), atomu i czasteczki
wodoru (Estermann, Stern, 1930) i neutronu (v. Haban Jnr, Preiswerk).
Zmacznie pozniej wykonano interferencyjny eksperyment Younga z dwiema
szczelinami: dla elektronéw (Jonsson, 1974), dla neutronéw (Zeilinger

ze wspoélpracownikami, 1988), dla atoméw (Carnal, Mlynek, 1991), dla malych
czasteczek np. I (Schollkopf, Toennies, 1994) i gazéw szlachetnych (Schollkopf,
Toennies, 1996).

Opierajac sie na tych historycznych eksperymentach, zadajemy sobie pytanie,
dla jak duzych czasteczek mozna zaobserwowaé interferencje. W ostatnich
latach przeprowadzono eksperymenty z prawie makroskopowymi obiektami:

z fullerenami Cgg i C7p. Byly one bardzo trudne do przeprowadzenia, gdyz
czasteczkom o duzej masie odpowiadajg krotkie fale de Broglie’a.

Fullereny

Fullereny sa, obok grafitu i diamentu, alotropowa odmiang wegla. Sa to
czasteczki wegla zawierajace od kilkudziesieciu do kilkuset atoméw tego
pierwiastka. Tworza one zblizona do kuli strukture zlozona z pigciokatow

i szesciokatéw foremnych (rys. 1). Najlepiej zbadana struktura jest czasteczka
Ceo ztozona z 60 atoméw wegla. Czasteczki te maja Srednice nieco wieksza od

1 nm. Czasteczki Cgp maja symetryczng strukture i dzigki temu sa niezwykle
trwale (istnienie bardzo trwalych czasteczek, powstajacych ze zwinietych
plaszczyzn grafitu przewidzial juz w 1966 r. David E. H. Jones). Rowniez trwale
sa czasteczki Crop przypominajace swym ksztaltem pitke do rugby (tzn. pitke

w ksztalcie wrzeciona). Najwiekszym znanym fullerenem jest czasteczka Cogp.

Fullereny po raz pierwszy zostaly zaobserwowane w 1985 roku przez

H.W. Kroto z Uniwersytetu w Sussex w Wielkiej Brytanii oraz R.E. Smalleya

i R.F. Curla z Uniwersytetu Rice w Stanach Zjednoczonych. Odkrycie to zostalo
uhonorowane Nagroda Nobla w 1996 r. Nazwa fullereny pochodzi od nazwiska
amerykanskiego konstruktora, budowniczego i matematyka, R. Buckminstera
Fullera, ktory konstruowal kopuly przypominajace fragment czasteczki Cg.

Eksperyment interferencyjny z fullerenami

Mozna zastanawiaé sig, czy ztozonosé¢ wewnetrzna fullerendéw nie zniszczy ich
zachowania kwantowego. Opisywany tutaj eksperyment przeprowadzili: O. Nairz,
M. Arndt i A. Zielinger z Uniwersytetu Wiedenskiego (2002). Schemat uktadu

eksperymentalnego jest pokazany na rysunku 2.
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Rys. 2. Uktad do$wiadczalny eksperymentu z interferencja fullerenéw.

Uktad przypomina standardowe do$wiadczenie Younga z dwiema szczelinami.
Podobnie jak w tym historycznym do$wiadczeniu uklad zawiera cztery elementy:
zrodto wiazki, kolimator, siatke dyfrakcyjna i detektor.

Aby doprowadzié¢ proszek fullerenowy do stanu gazowego, ogrzewa sie go w piecu
ceramicznym w temperaturze okolo 7' = 900 K w celu wywolania sublimacji.
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Ciénienie pary jest wtedy dostatecznie duze, zeby kolejno wyrzuci¢ czasteczki
przez mala szczeline w piecu. Rozklad predkosci czasteczek ma érednia

v =200 m/s i dyspersje % ~ 60%. Aby obliczy¢ oczekiwane polozenie
dyfrakcyjnego wzmocnienia sygnalu, musimy znaé¢ dtugosé fali de Broglie’a
czasteczki (A). Jest ona dana wzorem \ = %, gdzie mv oznacza ped czasteczki,
a h jest stalg Plancka. Masa czasteczki Cgo wynosi m = 1,2 - 10724 kg, co
pozwala oszacowaé $rednia dlugosé fali A = 2,8 - 10712 m. Interesujace jest
tez poréwnanie dtugosci fali de Broglie’a czasteczki fullerenu z jej rozmiarem.
Srednica czasteczki wynosi okoto 1079 m, czyli okolo 350 razy wiecej niz
dlugosé fali de Broglie’a A. Poniewaz dlugos¢ fali de Broglie’a fullerenu jest
mata w stosunku do wielkosci obiektu, nalezy zastosowaé odpowiedni uktad
do$wiadczalny, aby zjawisko interferencji mogto by¢ wykryte.

Jako uktadu uginajacego wiazke uzyto siatki zbudowanej z azotku krzemu
o stalej sieci d = 1077 m majacej otwory szerokoéci s = (55 +5) - 1079 m.

W odlegtosci L = 1,25 m za siatka dyfrakcyjna zostal umieszczony detektor.
Mozna wyznaczy¢, jaki jest odstep miedzy dwoma maksimami, obliczajac kat
ugiecia fali © jako iloraz dlugosci fali A i stalej siatki dyfrakcyjnej d:

A 28-10712m
Odlegtos¢ miedzy dwoma maksimami w detektorze wynosi
L-0=1,25m-28 urad = 35 - 107% m. Tak mala odlegloéé miedzy prazkami
interferencyjnymi wymaga detektora o bardzo wysokiej rozdzielczosci.
W eksperymencie zastosowano detektor laserowy. Wszystkie czasteczki
fullerenow, ktére przechodza przez wiazke laserowa, zostaja ogrzane
do temperatury ponad 3000 K i ulegaja zjonizowaniu. Dodatnie jony fullerenéow
sg nastepnie przyspieszane w kierunku elektrody, z ktorej wybijaja elektrony.
Te elektrony sa zliczane.

Doswiadczenie wymaga zapewnienia spojnosci wiazki fullerenow. Spojnosé
przestrzenna zostala wymuszona przez pokazany na rysunku 2 uktad
kolimatoréw. Pod uwage musi by¢ wzieta rowniez spdjnosé widmowa

Zrédla, poniewaz czasteczki z réznymi predkosciami (a zatem z réznymi
dlugosciami fali) powoduja rozmycie obrazu dyfrakcyjnego. Zeby zobaczyé
prazki interferencyjne wyzszych rzedéw, trzeba zwiekszy¢ spdjnosé widmowa,

a zatem zmniejszy¢ szerokosé¢ rozktadu predkosci czasteczek. W tym celu

tuz za piecem umieszczono mechaniczny selektor predkosci. Sktadal sie on

z czterech obracajacych si¢ na wspdlnej osi dyskéw ze szczelinami. Przez selektor
przechodzily tylko czasteczki o takich predkosciach, ktore odpowiadaly przej$ciu
przez tarcze w momencie, gdy na drodze znajdowala si¢ szczelina. Zmieniajac
predko$c¢ rotacji dyskow selektora, mozna uzyskaé transmisje czasteczek

o pozadanej predkosci. Zeby ograniczy¢ dyspersje czasu lotu czasteczek, wiazka
fullerenéw byla ,siekana” (przez ,przerywacz wiazki”) tuz za Zrédlem. Dzigki
zastosowaniu selektora predkosci w doswiadczeniu uzyskano srednia predko$é
czasteczek 117 m/s (co odpowiada dtugoéci fali de Broglie’a 4,6 - 10712 m)

i dyspersje % ~ 17%. Jest oczywiste, ze zwiekszenie dtugosci fali prowadzi
do lepszej separacji pikow dyfrakcyjnych, co mozna zobaczy¢, poréwnujac
rysunki 3 i 4.
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Rys. 3. Obraz dyfrakcyjny dla predkosci 200 m/s. Rys. 4. Obraz dyfrakcyjny dla predkosci 117 m/s.
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Wyniki interferencji moga by¢ wyjaénione przez standardows teorie dyfrakcji
Kirchhoffa dla siatki o stalej 10~7 m. Bierzemy pod uwage szerokosé¢ kolimatora
i doswiadczalnie wyznaczamy rozktad predkosci. Parametry potrzebne

do szacowania to: szerokosé¢ kolimatora, szerokosé otwordow siatki dyfrakcyjnej,
szerokos¢ promienia lasera, czynnik skalujacy. Na obu rysunkach kéteczka
oznaczaja dane eksperymentalne, a linia ciagla oznacza wynik symulacji
komputerowej modelu opartego na teorii dyfrakcji Kirchhoffa—Fresnela.

‘Whnioski

Obserwacja interferencji kwantowej fullerenéw jest interesujaca z wielu
powodéw. Wystepowanie tego zjawiska oznacza, ze mozliwe jest uzyskanie
obrazu interferencyjnego dla pojedynczej czasteczki, oddzielonej od innych
czasteczek. Granica wielkosci obiektu, dla ktérego mozna potwierdzic¢
eksperymentalnie zasady kwantowe, jest wciaz sprawa otwarta. Byloby
interesujace zbadaé interferencje obiektow o rozmiarach takich samych lub nawet
wiekszych niz struktura dyfrakcyjna. Analogiczne metody do opisanych moga
by¢ uzyte do badania interferencji kwantowej wiekszych molekul, az do matych
wirusow.
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Redaguje Waldemar POMPE

M 1111. Z punktu P lezacego na zewnatrz okregu o srodku O poprowadzono
dwie styczne PA i PB (rys. 1). Przez punkt M lezacy na odcinku AB
poprowadzono prosta prostopadla do prostej OM i przecinajaca proste AP i BP
odpowiednio w punktach C' i D. Wykaza¢, ze CM = DM.

Rozwiazanie na str. 10

M 1112. Udowodnié, ze jesli liczby a, b, ¢, d, e sa dodatnie, to

a n b n c n d n e <9
et+ta+b a+b+c bt+c+d c+d+e dt+e+ta

Rozwiazanie na str. 12

M 1113. Punkty E i F leza odpowiednio na bokach AB i BC' kwadratu
ABCD, przy czym BE = BF (rys. 2). Punkt S jest rzutem prostokatnym
punktu B na prosta C'E. Wykazaé, ze < DSF = 90°.

Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 653. Idealna chlodnica dzialajaca za pomoca odwrdoconego cyklu Carnota
ma stala w czasie moc (tzn. ilo$¢ pobieranej ze Zrédel zewnetrznych energii

w jednostce czasu) réwna P. Ochladza ona cialo o pojemnosci cieplnej C,

statej w rozpatrywanym przedziale temperatur, oddajac ciepto do otoczenia.
Chlodnica zaczyna dzialanie, gdy chlodzone cialo ma temperature otoczenia T7.
Jaka bedzie szybko$¢ spadania temperatury ciala w momencie, gdy spadnie ona
doT <Th?

Rozwiazanie na str. 6

F 654. Rozpatrzmy idealna chtodnice z poprzedniego zadania. Przypusémy, ze
izolacja cieplna miedzy ciatem i otoczeniem nie jest doskonatla i skutkiem tego
z otoczenia do ciala przeplywa caly czas ciepto. Ilosé tego ciepta w jednostce
czasu jest proporcjonalna do réznicy temperatur miedzy nimi i wynosi

k(Ty — T). Do jakiej najnizszej temperatury jest w stanie ochlodzié¢ cialo ta
chtodnica?

Rozwiazanie na str. 7
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Maksymalizacja zyskéw zarzadzanego kapitalu

w roznych typach gier ekonomiczno—hazardowych

Piotr WOLOWIK *

Rozwazmy nastepujaca gre teoretyczna z wyplata 5:1, ktéra wprowadzi nas
w zasugerowana w tytule problematyke.

Gra polega na obstawianiu wynikéw rzutu kostka. Mozliwe jest obstawienie
dowolnej Scianki dowolna liczbe razy. Na kazdy postawiony zaklad, w przypadku
trafienia, wyplata jest pigciokrotnie zwielokrotniona. Przy stawce 1 zl wynosi
ona 5 zl netto. Oczywiscie w przypadku blednego typowania postawiona stawka
jest w calosci tracona.

Gra w takim przypadku jest gra sprawiedliwa z wartoscia oczekiwana réwna

zeru:

(1)

B(X) = %(5) + 5(%(1)) 0.

Rozwazmy jednak przypadek gry, gdy kostka jest lekko niesymetryczna — jedna

Scianka (zal6zmy, ze ,jedynka”) wypada statystycznie nieznacznie czedciej niz

pozostale. Zalézmy, ze stanowi to 19% wszystkich wynikéw. Pozostale $cianki
wypadaja statystycznie réwno — po 16,2% (w przypadku kostki ,sprawiedliwej”
kazda ze stron wypada statystycznie 16,(6)% ze wszystkich wynikéw).

Gracz wie o tej niesymetrycznoéci i decyduje sie podjaé gre. Dysponuje kwota
poczatkowa 100 zl i nieustannie obstawia korzystna dla siebie ,$cianke —
jedynke”. Decyduje sie na bezpieczng strategie gry. Stawia 1 zl na kazdy zaklad
i w zalezno$ci od wyniku zyskuje 5 lub traci 1 zl.

* Instytut Elektroniki i Telekomunikacji,
Politechnika Poznanska

Gracz nasz mogtby wybra¢ inny wariant obstawiania

— polegajacy np. na przeznaczaniu na nastepny zaktad
pewnego stalego procentu posiadanej kwoty. Jezeli
procent ten bylby wysoki, np. 50% — to jego zysk
koncowy zdeterminowany bylby wynikami poczatkowych
gier. Przy rozpoczynajacym ciagu przewazajacych
porazek stracilby znaczaca czesé kapitalu, ktérej nie
zdazylby w dalszej czesci gry odrobié¢. Zakonczytby
wtedy gre ponizej kwoty poczatkowej 100 zl, mimo iz
gra byla dla niego korzystna.

Z kolei, przeznaczony na kolejne gry maly procent
aktualnie posiadanego przez gracza kapitalu, np. 2%,
bylby strategia bezpieczna, jakkolwiek niekorzystna,
jesli chodzi o optimum zysku, jakie mégtby w niej
uzyskaé.

Powstaje pytanie: jak gracz powinien obstawiaé (jaki
procent posiadanego kapitalu powinien przeznaczaé
na kolejne gry), aby zmaksymalizowaé swéj zysk

i jednoczesnie zminimalizowaé ewentualna strate?

Stworzmy dla powyzszej gry odpowiedni model
matematyczny, starajac si¢, aby dawal on rozwigzanie
najbardziej korzystne finansowo.

WprowadZmy parametr G, okreslajacy (przy liczbie
rozgrywanych gier N dazacej do nieskoniczonoscei)

4

Jezeli rozegra 1000 gier, to statystycznie rzecz biorac, wygra $rednio 190,
a przegra 810 razy. Jego $redni zarobek wyniesie 140 zl netto.

sredni wzrost kapitalu gracza

2) G = Jim u(s),

gdzie x to stosunek kapitalu konicowego do
poczatkowego. Formula ta wynika z uwzglednienia
dla naszego modelu stosownej funkcji uzytecznosci
u(zx). Okresla ona ,subiektywne” zadowolenie
gracza ze wzrostu jego kapitalu wzgledem wartosci
poczatkowej.

Funkcja taka, w rozwazanej w naszym przypadku grze,
powinna spelnia¢ nastepujace zalozenia:

1 — by¢ funkcja nieliniowa (rado$é¢ ze wzrostu
naszego kapitatu ze 100 do 1000 jest wieksza niz
ze wzbogacenia si¢ z 1000 100 do 1001 000),

2 — by¢ funkcja rosnaca (im wiecej zysku, tym lepiej),

3 — dla argumentéw bliskich zeru powinna by¢
bardzo mala (wtedy gra staje si¢ coraz bardziej
nieoplacalna lub nawet niemozliwa),

4 — podwojenie kapitalu gracza powinno dawaé taka
sama rado$¢, bez wzgledu na to, jaka kwote
podwoit.



Jedyna funkcja ciagta, spelniajaca te warunki, jest
funkcja postaci alnz + b (a > 0 i dowolne b).

Dla uproszczenia obliczen mozemy przyja¢ a =11 b= 0.

Nie wpltywa to na wynik, a jedynie stanowi ustalenie
rozwazanej funkcji uzytecznosci u(z) (nie mamy
sprecyzowanej ,subiektywnej” jednostki szczedcia, wiec
mozemy takie uproszczenie zastosowac).

Po zastosowaniu naszej funkcji uzytecznosci
otrzymujemy

1 Vi
®) Gz&@m(m%)’
gdzie Vy — kapital poczatkowy gracza, Vi — jego kapital
po N zaktadach.

Jezeli gracz zdecyduje si¢ stawia¢ na kazdy zakltad
odpowiednia, stala czes¢ posiadanej kwoty pienigznej

f — to jego kapital po N zakladach wynosié¢ bedzie

(4) Vv = (1 +ENY (1= )V,

gdzie W, L to liczba odpowiednio zwyciestw i porazek
podczas serii N (= W + L) gier, k okredla (przy danym
prawdopodobienstwie) wyplate za sukces — w naszej
grze k = 5.

Podstawiajac wyrazenie (4) do (3), otrzymujemy

W L
(5) G = lim Wln(lJrkf)nLNln(lff):

N —o0

=pln(1+kf)+ (1 —p)In(1 — f).

Znajdzmy teraz ekstremum tej funkcji ze wzgledu
na warto$¢ parametru f, czyli rozwiazmy rownanie:

dG

6 — =0.

(6) =

Otrzymujemy maksimum funkcji (5) dla

N k+1)p—-1

(7) = %

W naszym przypadku k =5, p = 0,19 — czyli f* = 0,028.
_‘p:()_"z
- =p=03
- =—p=04
—p=0,5

O$§ odcietych wyraza wspélcezynnik procentowego udziatu
aktualnie posiadanej kwoty pienieznej w biezacym zakladzie.

O$ rzednych reprezentuje wartosci funkcji G(f). Na wykresie
zaobserwowa¢ mozemy, ze kazda z tych funkcji, dla okreslonych
prawdopodobienistw, ma swoje maksimum, ktore jest przedmiotem
naszego zainteresowania.

Wracajac do przypadku naszej gry, gracz powinien,
na kazdy z kolejnych zakladéw stawiaé 2,8% aktualnie
posiadanego kapitatu.

Tak wiec, w pierwszej grze powinien postawi¢ 2,8 zt.
Jezeli wygra — dysponowaé bedzie kwota 114 zl.

W drugiej powinien postawié¢ 2,8% - 114 zt = 3,19 zl.
Jezeli przegra, to jego kapital wynosi¢ bedzie

110,81 zt. W trzeciej grze powinien postawié

2,8% -110,81 zt = 3,10 zt itd.

Powickszy to jego kapital po N grach érednio w razy,
gdzie

(8) w = exp(NG(f7)).
Obliczmy, ile statystycznie wynosi¢ bedzie jego kapital
po rozegraniu tysiecznej gry. Mamy

(9)  G(f*)=0,191In(1 + 0,14) + 0,81 In(1 — 0,028) =
=0,00189

oraz
(10) w = exp(1000(0,00189)) = 6,63.

Jego dredni kapital (po rozegraniu tysiecznej partii)
wynio6stby 100 zt - 6,63 = 663 zt. Na czysto zyskalby az
563 zi!!

Reasumujac, przedstawiony tutaj na przyktadzie prostej
gry system optymalnego stawkowania znajduje swoja
uzytecznosé tylko w przypadkach posiadania w grze
statystycznie niewielkiej przewagi (gry z dodatnia
wartodcia oczekiwana, f > 0). W innych przypadkach
jest on bezwartosciowy (nawet w przypadku
sprawiedliwej gry réwnych szans i wyplat f = 0).

Strategia taka moze by¢ za to stosowana w przypadku
gry gieldowej (oczywiscie po odpowiedniej modyfikacji).
Przewaga, jaka tu mamy, to stosowna wiedza
ekonomiczna.

Druga dziedzina moze by¢ mozliwosé jej wykorzystania
w sportowych grach bukmacherskich. O ile tutaj
proponowane stawki na okreslone zdarzenia sportowe
wyliczone sa w specyficzny, korzystny dla bukmachera
sposob, to po naszej stronie, jako hipotetyczna
przewage, mamy znajomos¢ realidéw sportowych
rzadzacych dana dyscyplina.

Zdarzenia sportowe tak rozpatrywane mozna poréwnaé
do typowego rynku finansowego, w ktorym przedmiotem
»analizy technicznej” sa wyniki druzyn osiagane

w aktualnie rozgrywanym sezonie.

[1] Epstein R. A., The Theory of Gambling and Statistical Logic,
Academic Press, Inc. 1977.

[2] Thorp E. O., The Kelly Criterion in Black Jack, Sports Betting
and The Stock Market, The 10th International Conference on
Gambling and Risk Taking, Montreal, June 1997.



Zobaczy¢ niewidzialne

(czyli bezdotykowy pomiar temperatury)

Wiera OLIFERUK *
Michal KORCH™*

-]

Rozwigzanie zadania F 653.

Niech W oznacza prace wykonang nad
uktadem, czyli energi¢ pobrang ze Zrédel
zewnetrznych, a @ cieplo odebrane

z chlodzonego ciala, oba podczas jednego
cyklu. Z zasady zachowania energii ciepto
przekazane do otoczenia to @ + W.
Chlodnica jest idealna, wiec zmiana
entropii podczas cyklu wynosi 0.

Q+W
AS = I+ — —2 =0,
T T
czyli
=W .
@ ™n-T

W niewielkim czasie At chlodnica pobiera
energie P At. Jesli oznaczymy przez AT
zmiang temperatury chlodzonego ciata

w czasie At, to mamy z powyzszego
réwnania

—CAT =P At ,
T =T
a wigc
AT PT
At Oy —-T1)

Wartos$é bezwzgledna tej funkcji maleje
od nieskonczonosci dla T' = T7 do 0 dla
T = 0, tzn. chlodzenie zachodzi coraz
wolniej, mimo statej mocy i pojemnosci
cieplnej ciala.

* Instytut Podstawowych Probleméw
Techniki PAN

** student Wydzialu Matematyki,
Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu
Warszawskiego

Istnieje wiele cial emitujacych swiatto. Zwykle swiatlem nazywamy fale
elektromagnetyczne w zakresie widzialnym. Jest to niewielki przedzial dtugosci
fal rozciagajacy sie od okoto 0,4 do 0,7 pm.

Barwa swiecacego ciala zalezy od jego temperatury. Latwo mozna si¢ o tym
przekonaé, obserwujac barwe spinacza ogrzewanego w ptomieniu kuchenki
gazowej. W miare wzrostu temperatury zaczyna on $wieci¢ ciemnoczerwono,
potem nawet z6tto. W miare wzrostu temperatury spinacz nie tylko zmienia
swoja barwe, ale takze Swieci coraz intensywniej. Ciala najstabiej nagrzane
Swieca ciemnoczerwono. Zatem mozna przypuszczac, ze ciala jeszcze chlodniejsze
emitujg promieniowanie podczerwone. Promieniowanie, ktére odczuwa reka
zblizona do goracego pieca lub kaloryfera, jest niewidoczne. Gdyby nasz zmyst
wzroku reagowal na podczerwien, jak oczy niektérych zwierzat, woéwczas
moglibyémy powiedzie¢, ze ciala mniej nagrzane $wieca ,barwa podczerwona’.
Zwierzeciem, ktorego przedzial widzenia jest przesuniety w strone ultrafioletu,
jest pszczola (zobacz rysunek 1 na tylnej okladce).

Energia, ktéra emituje dane cialo, nie moze sie wzia¢ znikad. Na przyklad,

w zarowce swiatto powstaje kosztem energii pradu elektrycznego,
przeplywajacego przez wiokno zaréowki. Jednym z mozliwych Zrodet energii
emitowanej przez promieniujace cialo jest padajace na nie promieniowanie. Jesli
temperatura ciala promieniujacego jest taka, jak temperatura otoczenia, to cialo
jest w réwnowadze termodynamicznej z otoczeniem. Okazuje sie, ze w stanie
rownowagi miedzy tym, co cialo emituje i tym, co absorbuje, zachodzi Scista
relacja.

Dla scharakteryzowania widmowego rozktadu promieniowania rownowagowego
wprowadzono pojecie zdolnosci emisyjnej ciala E(X, T'), ktora definiujemy jako
energie fal elektromagnetycznych o dlugosci fali A emitowanych w jednostce
czasu przez jednostke powierzchni ciata ogrzanego do temperatury 7T,

E\T) = AA—VKE, gdzie AW, to energia promieniowania elektromagnetycznego
wysylanego w ciaggu jednostki czasu z jednostki powierzchni ciata w przedziale
dtugosci fali od A do A + A.

Zdolno$¢ absorpcyjna ciala okresla, jaka cze$¢ energii fali elektromagnetycznej

o dhugosci fali zawartej w przedziale fali od A do A + A\, padajacej w jednostce
czasu na jednostke powierzchni ciala, zostaje pochlonigta, AN\, T') = AA—MV/VE.
Zagadnienie promieniowania cial w stanie rownowagi bylo przedmiotem wielu
badan. Pierwszym, ktory uzyskal tu prawo ilosciowe, byl niemiecki fizyk, Gustav
Robert Kirchhoff (1824-1887). Glosi ono, ze dla kazdego ciala stosunek zdolnoci
emisyjnej tego ciata do zdolnosci absorpcyjnej nie zalezy od jego natury; jest

}jgig =¢&(\,T). Prawo to nazwano

funkcja jedynie dtugosci fali i temperatury,
prawem Kirchhoffa.

Przedmiot, ktory pochlanialby fale elektromagnetyczne o dowolnej dlugosci
i niczego by nie odbijal, nazywamy ciatem doskonale czarnym. Dobry model
ciala doskonale czarnego nosimy ze soba. Jest nim Zrenica oka. Zdolno$¢
absorpcyjna ciata doskonale czarnego, zgodnie z jego definicja, jest réwna
jednoséci dla kazdej wartosci temperatury i kazdej dlugoéci fali. Wynika stad
wazny wniosek, ze owa uniwersalna funkcja (A, T) jest réwna zdolnosci
emisyjnej ciala doskonale czarnego i, co wiecej, funkcja ta nie zalezy od
tego, w jaki sposéb sporzadzimy cialo czarne! Oczywiscie, cial doskonalych
w przyrodzie nie ma, ale zawsze mozemy znalezé w przyrodzie takie, ktore
w dobrym przyblizeniu spelnia warunki ciata doskonale czarnego.

Zaleznos¢ zdolnoéci emisyjnej ciala doskonale czarnego o danej temperaturze
od dlugosci emitowanej fali ma maksimum. Do$wiadczalne badania
promieniowania ciala doskonale czarnego dla réznych wartosci temperatury
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zdolno$¢ emisyjna ciala doskonale czarnego
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Rozwigzanie zadania F 654.
Najnizsza temperatura, do ktérej moze
ochltodzié ciato chtodnica, to taka,

przy ktorej ciepto odbierane przez
chlodnice w jednostce czasu bedzie
doktladnie réwne cieplu przenikajacemu
przez izolacje. Korzystajac ze wzoru

z rozwigzania zadania F 653 mozemy
zapisaé¢ ten warunek jako

w(Ty — T) At = P At ,
T — T

czyli
2 P 2
T -T (2T +— )+ Ty =0,
K

a stad

T:T1*%< 7}3(4T1+%>77}3>:

4nTy

£\ 1+ =5

=T V- P -
4rT

VAR

(drugi pierwiastek réwnania
kwadratowego jest wickszy od T4, wigc
go odrzucamy).

To wyrazenie, jak latwo sprawdzic,

jest zawsze wicksze od zera i dazy do
zera dla k dazacego do 0. Tak wiec

w rzeczywistej sytuacji chtodnica nie
jest w stanie obnizyé temperatury ciata
do zera absolutnego, cho¢ im izolacja
lepsza, tym bardziej si¢ mozna do niego
zblizy¢.

wykazaly, ze wraz z jej wzrostem owo maksimum przesuwa si¢ w strone
krotszych fal (rysunek obok). Fakt ten wyraza tzw. prawo przesunie¢ Wiena,
gloszace, ze A\, = %, gdzie b = 2,898 - 102 m - K. Nazwa prawa pochodzi od
nazwiska wybitnego fizyka niemieckiego, laureata Nagrody Nobla, Wilhelma
Wiena (1864-1928). Latwo stwierdzi¢, ze maksimum zdolnosci emisyjnej dla
wartosci temperatury, z ktérymi spotykamy sie w codziennym zyciu, odpowiada
zakresowi promieniowania podczerwonego.

Pole powierzchni pod krzywa (A, T'), odpowiadajace danej temperaturze, jest
rowne zdolnosci emisyjnej ciata doskonale czarnego w catym zakresie dtugosci
fal. Wykorzystujac dostepne pod koniec XIX wieku wyniki eksperymentalne,
austriacki fizyk Josef Stefan wykazal, ze catkowita zdolnosé emisyjna

ciala doskonale czarnego wynosi: e(T) = [~ e(\, T)dA = oT*, gdzie stala

o =5,67-10"8 N~ jest zwana stala Stefana.

Inny wielki fizyk austriacki, Ludwig Boltzmann, wyprowadzil powyzsza
zalezno$é¢ z praw termodynamiki i elektrodynamiki. Stad nosi ona obecnie nazwe
prawa Stefana—Boltzmanna.

Zdolno$¢ emisyjna ciala doskonale czarnego jest wiec jednoznaczna funkcja
temperatury! To stanowi podstawe bezdotykowego pomiaru temperatury,
zasade pracy termografu — sztucznego oka, ktére ,,widzi” w podczerwieni.
Mierzac powierzchniowy rozklad mocy promieniowania podczerwonego ciata
doskonale czarnego, mozna wyznaczy¢ rozklad temperatury na jego powierzchni.
Sercem sztucznego oka jest detektor (czujnik) promieniowania podczerwonego.
Jest to przetwornik, ktéry pochlania energie tego promieniowania i zamienia

ja na sygnal elektryczny. Sygnal elektryczny na wyjéciu detektora mozna
wzmocni¢ i za pomoca przetwornika analogowo-cyfrowego przeksztalcié¢ tak, ze
na ekranie komputera otrzymamy rozktad mocy promieniowania podczerwonego
emitowanego przez badana powierzchnie.

Zwykle jednak badanym obiektem jest cialo rzeczywiste, cialo, ktére nie tylko
emituje i pochtania promieniowanie elektromagnetyczne, ale takze je odbija

i przepuszcza. Dla badanej powierzchni o danej temperaturze zaleznosé miedzy
wielkoSciami charakteryzujacymi zjawiska odbicia, pochlaniania i transmisji
padajacego na nig promieniowania elektromagnetycznego, w warunkach
rownowagi termodynamicznej, jest nastepujaca: 0y + ¢y + 7 = 1, gdzie 0y, <y,
Tx — odpowiednio stosunki mocy promieniowania o dtugosci fali A: odbitego

od powierzchni ciala, pochlonietego i przechodzacego przez cialo, do mocy
promieniowania o takiej samej dlugosci fali padajacego na powierzchnie. Dla ciat
nieprzezroczystych 7, = 0, wiec 0y = 1 — q).

Zgodnie z prawem Kirchhoffa ¢\ = k), gdzie: k) — emisyjnosé, definiowana jako
stosunek mocy promieniowania o dtugoéci fali A przez jednostke powierzchni
ciala o okreélonej temperaturze do mocy promieniowania emitowanego przez
jednostke powierzchni ciata doskonale czarnego o tej samej temperaturze. Zatem
9)\ =1- K

W pomiarach temperatury przyjmuje sie zwykle warto$¢ srednia emisyjnosci
k dla zakresu fal, na ktore reaguje dany termograf. Sygnal na jego wyjsciu
podczas skanowania powierzchni ciala rzeczywistego, nieprzezroczystego dla
fal podczerwonych, wynosi: s = kxf(To) + (1 — ) f(To), gdzie f(Tp) to sygnal
wywolany promieniowaniem ciala doskonale czarnego o temperaturze 7j,
f(T,) = I, — sygnal wywolany promieniowaniem ciala doskonale czarnego

o temperaturze otoczenia.

Majac krzywa kalibracji f(T') (to znaczy zalezno$¢ sygnalu na wyjsciu
termografu od temperatury ciala doskonale czarnego), znajac temperature
otoczenia T, oraz emisyjnos¢ k badanej powierzchni, mozna wyznaczy¢ na niej
rozktad temperatury. Zaleta metody pomiaru temperatury opartej na detekcji
promieniowania podczerwonego jest krétki czas odpowiedzi detektora oraz to, ze
uktad pomiarowy nie zaktéca badanego pola temperatury.
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Maia delld

Jednoznacznosé rozkladu na skltadniki

Twierdzenie o jednoznacznosci rozktadu liczby naturalnej na czynniki
pierwsze powiada, ze kazda liczbe naturalng wicksza od 1 mozna
przedstawi¢ jednoznacznie w postaci iloczynu liczb pierwszych

(z doktadnoscia do kolejnosci). Czy mozna znalezé odpowiednik tego
twierdzenia, dotyczacy ... sumy, a nie iloczynu? Inaczej méwiac,

czy mozna udowodnié¢, ze kazda liczbe naturalna mozna przedstawic

jednoznacznie w postaci sumy pewnych liczb naturalnych? Oczywiscie,

te ostatnie nie moga by¢ dowolne, bo kazda liczbe naturalng wigksza

od 2 mozna przedstawi¢ jako sume takich liczb na wiele sposobéw. No,
ale rozktadajac liczbe naturalna na czynniki tez nie bierzemy dowolnych
czynnikow, lecz wyltacznie czynniki pierwsze.

Jakie liczby miatyby pelnié role liczb pierwszych przy rozkladzie

liczby naturalnej na sume? Sa takie liczby: to liczby Fibonacciego.
Przypomnijmy: ciagiem Fibonacciego nazywamy ciag (F,,) zdefiniowany
rekurencyjnie w sposéb nastepujacy: Fo=1,F, =1 oraz F,y; = F, + F,_1
dla n > 1. Wyrazy tego ciagu nazywamy liczbami Fibonacciego. Liczby

Oto pigtnascie poczatkowych liczb
Fibonacciego: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,
55, 89, 144, 233, 377, 610

Wykazemy nastepujace twierdzenie:

Kazdg liczbe naturalng mozna przedstawic
jednoznacznie w postaci sumy réznych,
niesgsiednich liczb Fibonacciego.

Zobaczmy na przyktadzie liczby 120, jak

wyglada rozktad liczby naturalnej na sume liczb
Fibonacciego. Znajdujemy najwicksza liczbe
Fibonacciego, ktéra nie przekracza 120. To 89, i ta
liczba jest pierwszym skladnikiem rozktadu liczby
120. Musimy jeszcze te sume uzupelni¢ o 120 — 89,
czyli o 31. Teraz znajdujemy najwieksza liczbe
Fibonacciego, ktora nie przekracza 31. Ta liczba
jest 21, dodajemy ja do 89. Zostaje 10, najwicksza
liczba Fibonacciego, mieszczaca si¢ w 10, jest 8;
zostaje 2, ale to juz jest liczba Fibonacciego, wiec
dodajemy ja do dotychczasowej sumy i mamy:

120 =89 4+ 21 4+ 8 + 2.

Zauwazmy teraz dwie rzeczy. Po pierwsze, jesli
rozkladajac w ten sposéb liczbe n, wybieramy Fy,
czyli Fy, jest najwieksza liczba Fibonacciego
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Fibonacciego sa oczywiscie liczbami naturalnymi i tatwo zauwazy¢, ze
ciag Fibonacciego nie jest ograniczony z gory.

nieprzekraczajaca n, to w nastepnym kroku nie
mozemy wybraé¢ Fj_;, bo to by znaczylo, ze
Fp+Fy1=Fei<n
— a przeciez Fj jest najwieksza liczba Fibonacciego
nie wieksza od n. W naszym rozkladzie nie pojawia
sie¢ wiec dwie sasiednie liczby Fibonacciego. Po
drugie, wybér najwiekszej liczby Fibonacciego
nie wigkszej od danej liczby naturalnej jest
okreslony jednoznacznie — a wiec i taki rozktad
jest jednoznaczny (z dokladnoscia do kolejnosci,
bo przeciez dodawanie jest przemienne).

Twierdzenie i sam rozktad opatrzone sa nazwiskiem
Edouarda Zeckendorfa, matematyka-amatora
(lekarza z wyksztalcenia). Zeckendorf zainteresowal
sie matematyka, gdy jako oficer armii belgijskiej

i jeniec wojenny przebywal w latach 1940-1945

w obozie dla internowanych. Matematyka

bywa bowiem pocieszeniem w wielu trudnych
sytuacjach. ..

Matq Delte przygotowalt Wiktor BARTOL



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Uwolnié kwarki!

Dwie dekady temu Grzegorz Biatkowski zastanawial

sie na naszych tamach, czy kwarki istniejg bardziej niz
smoki. Przez ten czas kwarki zadomowily sie¢ w opisie
materii na najbardziej podstawowym poziomie. Nikomu
juz nie przeszkadza, ze kwarki skazane sg na uwiezienie
(confinement) we wnetrzu hadronéw — uktadéw zlozonych
z trzech kwarkéw (bariony), trzech antykwarkéw
(antybariony) lub pary kwark-antykwark (mezony).
Gorzej, przyzwyczaili$émy sie, ze trwale sg tylko uktady
homomaterialne, podczas gdy uklady heteromaterialne sa
jedynie przelotne. Ot, zwykta ludzka znieczulica.

Jest jednak na $wiecie miejsce, w ktérym wolnosé jest
najwieksza wartoscig. U stép Statui Wolnosci od kilku
lat trwa walka o uwolnienie (deconfinement) uwigzionych
w hadronach kwarkéw.

Szlak ku swobodzie wskazaly prace przeprowadzone

w europejskim bastionie niezaleznosci — Szwajcarii.
Wyniki eksperymentéw CERNowskich wskazywaly

na prawdopodobne tworzenie sie¢ na kréotka chwile

(rzedu 10™** s, czyli czas potrzebny na propagacje
sygnalu z predkoscia Swiatla przez nukleon) stanu
zbudowanego z wolnych kwarkéw i gluonéw, tzw. plazmy
kwarkowo-gluonowe;j.

Obecnie dziatajacy oswobodziciel kwarkéw nazywa sig

RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider — Relatywistyczny
Zderzacz Ciezkich Jonéw) i pracuje w Brookhaven National
Laboratory na Long Island. Pomyst jest prosty. Teoria
opisujaca zachowanie kwarkéw — chromodynamika kwantowa
— przewiduje, ze kwarki powinny zmieni¢ zachowanie po
solidnym podgrzaniu albo sttoczeniu. W tym celu nalezy
oskubaé z elektronéw atomy np. zlota i odpowiednio mocno
huknaé jednym o drugi. Tym zajmuje siec RHIC. Rozpedza
on przeciwbiezne wigzki calkowicie zjonizowanego ztota

do energii 100 razy wigkszej niz jego masa spoczynkowa

(100 GeV), odpowiadajacej predkosci zaledwie o 5 promili
mniejszej od predkosci swiatla i zderza je. Jezeli przy
przecieciu wigzek dwa lecace naprzeciwko jadra ztota

dos¢ doktadnie sig¢ trafia, to na moment powstaje uktad

o temperaturze rzedu biliona stopni. Obliczenia na siatkach
(problemy chromodynamiki kwantowej tylko w szczegdlnych
przypadkach daja si¢ rozwiazaé analitycznie — radzimy sobie,
przyblizajac ciagta czasoprzestrzen przez punkty kratowe

— siatki — i zaprzegajac do pracy najszybsze z dostepnych
komputery) wskazuja, ze w tak ekstremalnych warunkach
kwarki powinny znajdowaé si¢ w poszukiwanym stanie
skupienia prawie nieoddziatujacych swobodnych partonéw.
Tu pojawia sie kolejny problem. Nie ma sposobu, zeby
bezposrednio zaobserwowaé ten tworzacy si¢ na zaledwie
10ys stan (yocto to przedrostek odpowiadajacy 1072%).
Zamiast tego obserwuje si¢ tysiace hadrondéw, tak jak

na pokazanej wizualizacji pojedynczego przypadku
zarejestrowanej przez detektor STAR. Oprécz STAR dziataja
trzy inne detektory: PHOBOS, PHENIX i BRAHMS. Rycina
uprzytamnia trudnosci techniczne, ktérym muszg, sprostaé
detektory. Jednak nawet najdoktadniejsza rekonstrukcja
pojedynczego przypadku niewiele daje. Dopiero zmudna

9

analiza statystyczna wielu przypadkow pozwala na poznanie
charakterystyk tworzacego sig¢, by¢ moze, nowego stanu
materii.

W kwietniu ogloszono, ze nowy stan materii zostal
odkryty [1]. Przyroda po raz kolejny nas zaskoczyla

i zamiast oczekiwanego gazu wolnych partonéw pozwolita
odkry¢ cos, co zachowaniem przypomina idealna ciecz.
Fachowo nazywa si¢ to plazmg silnie oddziatujaca.

W informacjach dla prasy podkresla sie odkrycie nowego i to
w dodatku nieoczekiwanego stanu materii. Towarzyszacy
odkryciu dokument zmusza jednak do zastanowienia,

co najmniej z jednego powodu. Dlaczego praca ta liczy
ponad trzysta stron (i to bynajmniej nie ze wzgledu

na szczeglly techniczne)? Do tej pory najdluzsza
opublikowang praca byto chyba pierwsze doniesienie

na temat odkrycia topu — najciezszego kwarku. Liczyla ona
prawie 200 stron i wlasnie dlatego nie przekonala ostatecznie
nikogo. Jezeli o odkryciu nie daje si¢ napisa¢ na kilku
stronach, to znaczy, ze nie ma bezapelacyjnego dowodu.

Podobnie, a w pewnym sensie duzo gorzej, jest tym razem.
Praca nie tylko jest dluga, ale réwniez Zle zilustrowana. Nikt
nie zadal sobie trudu, zeby rysunki przedstawi¢ w sposéb
utatwiajacy ich zrozumienie.

Problem polega na tym, ze nie udato si¢ ani zaobserwowacé
przejscia fazowego, czyli skokowej zmiany jakiej$
obserwowanej wielkosci wraz ze wzrostem temperatury
(parametrem wiazacym sie z temperatura jest centralnosé
zderzenia mierzona np. liczba czastek emitowanych pod
duzymi katami w stosunku do osi wiazek), ani zaobserwowaé
czego$, czego nie datoby sie wyttumaczy¢ bez odwotania sie
do uwolnionych kwarkow.

Tak wiec nowy ,ciekly” stan materii jadrowej udato sie
zarejestrowaé, ale nie wiadomo jeszcze, czy to juz plazma
kwarkowo-gluonowa.

Jezeli kwarkow jeszcze nie udato sie uwolnié, to przynajmniej
udato sie je ugotowac.

Wizualizacja czastek naladowanych rejestrowanych w pojedynczym
centralnym zderzeniu jader ztota w detektorze STAR.

Piotr ZALEWSKI

[1] http://www.bnl.gov/bnlweb/pubaf/pr/PRdisplay.asp?prID=05-38



Rozwigzanie zadania M 1111.

Z réwnoséci < CAO = 90° = L CMO
wynika, ze punkty C, A, M, O leza

na jednym okregu.

P

Analogicznie, punkty B, D, M, O leza
na jednym okregu. Zatem

IOCM = $OAM = 4OBM = <ODM,

skad wynika, ze OC = OD. Odcinek
OM jest wigc wysokoscig w tréjkacie

réwnoramiennym COD, a wiec

CM = DM.

hy

Rys. 2

* Instytut Matematyczny PAN

Srednie w trapezie Joanna JASZUNSKA®
Dla liczb dodatnich a > b zachodzi nastepujaca nieréwnoscé:
2 112
a 2 a® + b 2 a+ b 2 \/@ 2
2 2 aTs
przy czym kazda z réwnosci ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0.

Cztery wystepujace tu srednie pomiedzy liczbami a i b to odpowiednio $rednia
kwadratowa, arytmetyczna, geometryczna i harmoniczna.

1 1 >b)

Czy da sie te cztery $rednie ,znalezé” w trapezie o podstawach a i b7 Okazuje
sie, ze tak! Sa one dlugo$ciami odpowiednio dobranych odcinkéw poziomych,
czyli przekrojow trapezu, réwnoleglych do jego podstaw. Co wiecej, nietrudno
udowodni¢ powyzsza nieréwno$c¢, korzystajac z wlasnosci tych odcinkdw.

Na poczatek wskazmy w trapezie wszystkie cztery $rednie, dowdd nieréwnosci
pozostawiajac na pdzniej.

Srednia arytmetyczna (A). Chyba najlatwiejsza do znalezienia i najbardziej
znana — wystarczy wzia¢ §rodkowgq trapezu, czyli odcinek taczacy srodki jego
ramion.

7 twierdzenia Talesa odcinek ten jest réwnolegly do podstaw. Aby przekonaé sie,

ze rzeczywiscie jest on dlugosci aT“’, obréémy trapez o 180° wzgledem srodka
ramienia (rysunek 1).
b a
a+b a+b
2 ™ 2
180°
a b

Rys. 1

Figura otrzymana jako suma trapezéw (wyjsciowego i nowego) jest
rownoleglobokiem o dtugoéci podstawy a + b, wiec takiej tez dlugosci jest
a+b

odcinek zbudowany z dwéch grodkowych. Stad kazda z nich jest dlugodci 45>

Srednia kwadratowa (K). Podzielmy trapez odcinkiem réwnolegtym

do podstaw na dwa trapezy o rownych polach. Przesuwajac poziomy odcinek
od jednej podstawy do drugiej, nietrudno si¢ przekonaé, ze jest doktadnie jedno
jego ,,dobre” potozenie.

Jaka jest wtedy dlugos¢ tego odcinka? Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 2,
ponadto niech S bedzie polem trapezu.

Wtedy
S a+z .S b+=x
7= e b=y
stad
a+b a+b S S
= (hy + hy) = . =
S=— (hath)=— <a+$+b+x)
_Sla+b) b+x+tatx (a+b)?+2z(a+b)
2 (a+x)b+z) = 2ab+2x2+22(a+0b)

Wobec tego 2ab + 222 = (a + b)? = a? + 2ab + b?, wiec

a? + b2
T =/ )
2

10



b
Y
a
Rys. 3
b
T |
Z1 zZ9
h
h—h,
T,
[\ By
a
Rys. 4

Srednia geometryczna (G). Podzielmy ponownie nasz trapez odcinkiem
poziomym, ale tym razem inaczej — tak, by otrzymane trapezy byly podobne
(rysunek 3).

Znéw nasuwa sie pytanie, czy w ogole mozna to zrobié i jesli tak, to czy tylko
na jeden sposéb. Dla a = b trapez jest réwnoleglobokiem, a szukany odcinek to
jego $rodkowa. Dla a > b podzielmy trapez poziomym odcinkiem o dlugosci y.
Zauwazmy, ze otrzymane trapezy maja odpowiednie katy réwne, wiec aby byly
podobne, potrzeba i wystarcza, by mialy réwne stosunki dlugosci odpowiednich
podstaw: % =, czyli by y = Vab. Jest to liczba z przedziatu (b, a), wiec taki
przekrdj trapezu istnieje i to dokladnie jeden.

Srednia harmoniczna (H). Jaka jest dlugo$é z odcinka réwnoleglego
do podstaw trapezu i przechodzacego przed punkt przeciecia jego przekatnych?
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 4.

7 podobienstwa tréjkatéw o odpowiednich podstawach i wysokosciach
otrzymujemy

i analogicznie dla 25, co dowodzi, ze z1 = z5. Korzystajac z powyzszej proporcji
i z podobienstwa tréjkatéw T, i Tj, uzyskujemy

gzﬁzh—hz+1:g+1:a+b
z1 h h. b b’
wiec
ab 2

z:z1+z2:2z1:2-a—+b:m.
Zmalezlismy zatem w trapezie wszystkie cztery srednie i wiemy, ze
odpowiadajace im odcinki leza pomiedzy podstawami. Ale czy leza one

we wlasciwej kolejnosci, czyli czy rzeczywiscie zawsze zachodzi podana

na poczatku nieréwnoéc¢? Dla a = b trapez jest réwnoleglobokiem, wszystkie
cztery odcinki pokrywaja sie i wszystkie cztery $rednie sa réwne. A co sie dzieje
dla a > b?

K > A: Zauwazmy, ze dolny z trapezéw o réwnych polach ma odpowiednie
podstawy dluzsze niz gérny, zatem musi mie¢ mniejsza wysokos¢. Stad
wyznaczajacy te trapezy odcinek lezy ponizej srodkowe;j.

A > G: Tu z kolei dolny z dwoch trapezéw podobnych tez ma odpowiednie
podstawy dluzsze, ale tym razem oznacza to, ze i wysoko$¢ musi mie¢ dhuzsza.
Stad wyznaczajacy te trapezy odcinek lezy powyzej srodkowe;j.

G > H: Dla trapezéw podobnych stosunek wysokosci gérnego do dolnego

jest rowny stosunkowi dlugosci odpowiednich podstaw, czyli jest wiekszy

niz g. Wobec tego odcinek wyznaczajacy te trapezy lezy ponizej przekroju
dzielacego wysokos¢ calego trapezu w stosunku b : a (liczac od gory), czyli
ponizej poziomego odcinka przechodzacego przez punkt przeciecia przekatnych.

To konczy dowdd naszej nieréwnosci. Moze ktos z Czytelnikow zna inne poziome
przekroje trapezu o ciekawych wlasno$ciach? A moze nieréwnosé srednich

dla trzech liczb tez da si¢ jako$ ladnie zilustrowaé, na przyklad w przestrzeni
tréjwymiarowej?

b
/[ :: \ $rednia harmoniczna H
/ \ $rednia geometryczna G
/ $rednia arytmetyczna A

$rednia kwadratowa K

Rys. 5
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Ciggi jednomonotoniczne, funkcje supermodularne

i nieré6wnosci
O pochodnych czastkowych i ich

zastosowaniu pisaliSmy takze w numerze
10/2004.

-]

Rozwigzanie zadania M 1112.

Przyjmijmy bez straty ogdlnosci, ze

a + b+ ¢ jest najmniejszym sposréd

pigciu mianownikéw e +a + b, a + b + ¢,

b+c+d, c+d+e, d+ e+ a Wowczas
a b c

1 <
(> e+a-+b a+b+c+b+c+d
a b c
< + + =1
a+b+c a+b+c a+b+c
Ponadto
d e
2 <
2) c+d+e+d+s+a
< c =1
d+e d+ei ’

Dodajac nieréwnosci (1) i (2) stronami,
uzyskujemy teze.

(i)

*

student, Migedzywydzialowe
Interdyscyplinarne Studia
Matematyczno-Przyrodnicze,
Uniwersytet Warszawski

Lech STAWIKOWSKI®

W Kélku matematycznym dla olimpijczykéw” Henryk Pawlowski zajmowal sie
nieréwnosciami typu

(1)

1 2 m 1 2 m 1 2 m

>ata?. ol talad a4+ ala?am
. n
gdzie ciagi (z{z)) ,dla j =1,2,...,m, sa ciagami jednomonotonicznymi
i=1
(tzn. albo wizystkie sa uporzadkowane rosnaco, albo wszystkie malejaco),
a ciagi (xz) ,dla j =1,2,...,m sa ich permutacjami. Nieréwnos¢ (1) mozna
i=1
zapisywac¢ symbolicznie w dogodniejszej, bo bardziej przejrzystej, postaci jako
1 1 1
SR ol I e B B
2) Ty Ty e Ty > xy x5 ... T
xz’{) xg) x?jl) it ay? Ty

Widaé, ze przejscie od nieréwnosci (2) do (1) polegalo na zastosowaniu operacji
mnozenia wyrazow wystepujacych w kolumnach, a nastepnie zsumowaniu
otrzymanych w ten sposéb wyrazen. To nasuwa mysl, zeby rozwazy¢ ogolniejsza
postaé¢ nieréwnosci, tzn.

(3) 1'(1) 1'(2) e :C(n) 2 ZCl ZC2 . .Tn ’
T T Tyl Lol 2 Tn'dy

czyli

(4) 50(1%1);1'%1)7'- 7568)) +(,0(SC%2),:C%2),.. 756?3)) +.. +<P(:C%n)7$%n)v 5"17?711)) 2
1

> (a2 e +p(ad a3, e+ (el a2 ™).
Wiadomo juz, ze dla funkcji ,iloczyn” nieréwnosci te zachodza. Powstaje
pytanie, dla jakich innych funkcji ¢ beda one rowniez spelnione.

Jezeli chcemy znalezé klase funkeji spelniajacych nieréwnosci (3) dla
wszystkich n, przyjmijmy najpierw n = 2. Dostaniemy warunek konieczny, jaki
musi spelnia¢ ¢, ktory mozna zapisa¢ w postaci

(’L) (p(min{xla yl}a ER ,min{xm, ym}) + (p(Hla.X{.’L'l, yl}’ s 7maX{$ma ym}) =

> 0@, m) F oY1y Ym),s
dla dowolnych ciagéw z; oraz y; z dziedziny ¢. Funkcje spelniajace te
nier6wnos$¢ nazywa sie¢ supermodularnymi. Bez dowodu podam fakt, ze dla
funkcji klasy C? (tzn. dwukrotnie rézniczkowalnych) powyzszy warunek jest
réwnowazny temu, ze

2

Viitit) =——=— =0

i,5 (i#7) dz,0x; =
Warunek ten ma w zastosowaniu przewage, mozna z niego korzysta¢ w sposéb
znacznie bardziej efektywny niz z warunku (7).

Okazuje sie, ze warunek (i) jest nie tylko konieczny, ale i wystarczajacy,
aby zachodzily nieréwnosci (3) dla wszystkich n. Zalézmy przeciwnie, ze

. n
najwieksza suma, jaka mozna uzyskaé¢ przez permutacje ciagdéw (mfl)) , dla
i=1
7=1,2,...,m, jest '
P SRS
. ¥ 23 ... a2
(5) Y oelai,afy = "
- oy wr
A\ N
gdzie ciagi (xf) ,dla j =1,2,...,m, nie sa parami jednomonotoniczne.
i=1

12



Rozwigzanie zadania M 1113.
Przyjmijmy, ze proste BS i AD
przecinajg si¢ w punkcie P.

D C

S .

A E B

Wéwcezas z réwnosci AB = BC' oraz

4 ABP =90° — <« SBC = < BCE
wynika, ze trojkaty ABP i BCE sa
przystajace. Zatem AP = BE = BF,
skad wniosek, ze czworokat CDPF jest
prostokatem. Ponadto < PSC = 90°,
wigc punkty C, D, P, S, F leza

na jednym okregu o $rednicy DF'. Stad

uzyskujemy ostatecznie, ze < DSF = 90°.

Istnieja wéwczas takie k, I (1 < k <1< n), ze ciagi (mi,x{), dla j=1,2,...,m,
nie sa parami jednomonotoniczne. Wtedy jednak mozemy je uporzadkowaé
tak, by byly jednomonotoniczne. Na mocy warunku (z) po takiej permutacji

n

suma g o(x},...,2™) wzroénie, bo wzroénie g iy xt). Otrzymujemy
= i=k,l
sprzeczno$¢ z zalozeniem, co dowodzi tego, ze najWikaza jest suma

i=1

Ponizsze przyklady zilustruja, jak korzystaé¢ z nieréwnosci (3). Poniewaz funkcje
wystepujace w nich beda klasy C?2, to ich supermodularno$é najlatwiej bedzie
sprawdzié¢, korzystajac z definicji (i4).

Przyktad 1. Wykazaé, ze dla nieujemnych liczb rzeczywistych a1, aqo, . .., ayn

(6) e f M et 3 eM R | 4 et

Latwo sprawdzi¢ (obliczajac druga pochodna czastkowa), ze funkcja
o(x,y) = e™¥ jest supermodularna dla z,y > 0. W nieréwnosci (3) przyjmujemy
. n
m = 2 oraz bierzemy za (x%z)) ,dla j = 1,2, dwa identyczne ciagi liczb
i=1
rzeczywistych dodatnich ay,as, ..., a,. Nastepnie permutujemy wyrazy drugiego
z tych ciagow, przesuwajac je cyklicznie o jeden.

Przyktad 2. Udowodnié, ze dla dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi
nierownosé
(7)

c a® +b% + 2
TS :
+3 2

a b
+ +
+ +

S
o=
ol
2=
Q=

. . x

Rozwazmy funkcje p(z,y,z) = 1

Y z

(w dziedzinie liczb rzeczywistych dodatnich). Wystarczy sprawdzié, ze
0? 1 0? 1 1

ag: y2>0 oraz 65:2 i 3 "5 o

0y (14 Y) yoz (1+;) y- =

Yy z

. Jest to funkcja supermodularna

=

Nieréwnosé (3) daje nam wobec tego dla tej funkeji

a b ¢ b ¢
(8) b ¢ a| < b c| .
c a b 0 b ¢ 0
(7).
Przyktad 3. Udowodnié, ze jezeli a, B, sq kqtami trdjketa ABC, to
3
9) sin%+sin§+sin%<§.
z)=—sin(z+y+=z
chodzi wiec nieréwn

Q2 2

a to jest réwnowazne nieréwnosci

Latwo sprawdzié, ze ¢(x,
gdy 0< (z+y+2) <7

est funkcja supermodularna,

Je
S¢

(10)

IN

Y, )
Za 0
@ B
6 6
B B
6 6
ol B
6

ol o ol
oleo|R ol
DR 2R >R

[=2]

®
skad mozna otrzymaé¢ zadana nieréwnosé (9).

T ol ol ole

Przyktad 4. Wykazaé, Ze dla liczb rzeczywistych ai,as, ... ,a, > —1 zachodzi

n

n
az+az+1 Q;
11 >
( ) ;2+a1+a1+1/;1+ai’

gdzie anp4+1 = ay.

x
Nieréwnos$é te otrzymamy, jesli rozwazymy funkcje p(z,y) = ,i,
l+z+y
supermodularna dla x,y > —1. Wystarczy teraz skorzystaé¢ z nieréwnoéci (3) dla

odpowiedniej permutacji ciagéw aq, as, ..., ay,.
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Klub 44
@

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi

. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.

Termin nadsylania rozwiazan:
31 XII 2005

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 507, 508
Redaguje Marcin E. KUCZMA

507. (a) Czy zbioér wszystkich liczb wymiernych wigkszych od 1 mozna
przedstawi¢ jako sume dwdch zbioréw roztacznych A, B, co najmniej
dwuelementowych tak, aby

e suma dowolnych dwdéch réznych liczb ze zbioru A byla elementem zbioru A
44,86 Oraz

Czolowka ligi zadaniowe]j
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
495 (WT = 2,50) i 496 (WT = 1,98)
z numeru 2/2005

Tomasz Warszawski — Krakow

Piotr Kumor — Olsztyn 43,55 @ suma dowolnych dwéch réznych liczb ze zbioru B byta elementem zbioru B ?
Bartlomicj Dyda  — Wroclaw 4296 (h) To samo pytanie, po zastapieniu wyrazenia suma dowolnych dwéch réznych
Zbignicw ) : P .

Sewartowski - Wieliczka 42,66 liczb przez iloczyn dowolnych dwdch réznych liczb.
Jerzy Cisto — Wroctaw 40,29

_ Braunschweig 39,35 908. Czworokat ABCD jest opisany na okregu. Boki AB, BC, CD, DA sa
38,09 do tego okregu styczne odpowiednio w punktach K, L, M, N. Odcinki K M
36:86 § N przecinaja sie w punkcie S. Wykazaé, ze

|KS| |AK|-|BK|
|MS| —  |AB]

Tomasz Rawlik
Zbigniew Galias
Marcin Kasperski

— Krakéw
— Warszawa

Oto i chwila okragta, na ktérg czekali$my:
liczba cztonkéw matematycznego Klubu
44 wreszcie wymaga trzech znakéw w
zapisie dziesietnym. Z numerem setnym:
Tomasz Warszawski.

[CD|
|CM|-|DM|"

Zadanie 508 zaproponowal pan Piotr Achinger z Warszawy.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 6/2005
Przypominamy tresé¢ zadan:
503. Wyznaczy¢ najmniejszg liczb¢ dodatnig a, dla ktérej zachodzi implikacja:
Jezeli funkcja f:(0;1) — (0; 00) spelnia warunki f(1) = 1 oraz

fa+9) > @)+ f)  dla e (051), ye (01—,
to f(z) <azx dla z € (0;1).

504. Gra: odgadywanie liczby. Przeciwnik wybiera liczbe ze zbioru {0,1,...,15}. Mamy prawo zadad
7 pytan, oczekujac odpowiedzi Tak lub Nie. Przeciwnik na wszystkie pytania odpowiada; wolno mu
przy tym sklamac, ale co najwyzej jeden raz. Poda¢ taktyke gwarantujaca prawidlowe rozpoznanie
wybranej liczby.

503. Zatézmy, ze funkcja f spelnia podane warunki.
Jej wartosci leza w przedziale (0;1), bowiem
1=f() 2> f(x)+ f(1 —x)> f(z). Jasne, ze f(0) = 0.

Skoro f(z) > f(4z) + f(32) = 2f(3x), to przez indukcje
wnosimy, ze dla kazdej liczby naturalnej n i dla z € (0;1)
(z)=2"f(27"x).

zachodzi nieréwnosé

Ustalmy dowolna liczbe x € (0;1). Niech n bedzie najwieksza
liczba catkowita, dla ktérej z <27 ™; tak wiec 2~ (1) < .
Poniewaz za$ 2"« jest liczba z przedziatu (0; 1), wigc w mysl
poprzedniej konkluzji 1> f(2"z) > 2" f(z).

Wobec tego f(z)<2™™ =22 Y < 22 To znaczy, wobec
dowolnosci wyboru x, ze liczba a = 2 spelnia postulowany
warunek. Jest to najmniejsza taka liczba, o czym przekonuje

. 0 daz<i,
preyhlad funkeji fl2) =9, %
L
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504. Mamy ustali¢ cztery cyfry zapisu binarnego szukanej
liczby. W pierwszych trzech pytaniach kolejno pytamy

o pierwsza, druga i trzecia cyfre. Nastepnie zadajemy
czwarte, kluczowe pytanie: Czy juz sklamales?

Jesli odpowiedz brzmi Nie, jest ona automatycznie
prawdziwa. Zatem znamy juz trzy cyfry. Pytamy trzykrotnie
o czwarta cyfre; zezwolenie na jednokrotne ktamstwo,
ktorym przeciwnik dysponuje, nie pozwoli mu ukry¢ prawdy.

Jezeli przeciwnik na czwarte nasze pytanie odpowiedzial
Tak, to znaczy, ze sktamal albo wczeéniej, albo w tym
wlasnie momencie. W kazdym razie dalej juz musi méwic
prawde; a my wiemy, ze z rozpoznawanych wczesniej trzech
cyfr, co najmniej dwie sa rozpoznane dobrze. W dwdch
dalszych pytaniach ustalamy prawidtowo cata te trdjke,

a w ostatnim pytaniu — czwartg cyfre.



Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:
31 XII 2005
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Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
394 (WT = 3,10) i 395 (WT = 1,51)
z numeru 3/2005

Jerzy Witkowski — Radlin 34,98
Marian Lupiezowiec — Gliwice 30,22
Konrad Kapcia — Czestochowa 22,34
Mateusz Lacki — Krakéw 18,61
Tomasz Tkocz — Rybnik 15,19
Andrzej Idzik — Bolestawiec 11,36

Zadania z fizyki nr 404, 405
Redaguje Jerzy B. BROJAN

404. Istnieja dwa rézne mechanizmy fizyczne i fizjologiczne dajace efekt
slyszenia przestrzennego (okreslania kierunku fali dzwigkowej), przy czym jeden
z nich dziata gltéwnie dla czestotliwosci powyzej okoto 5 kHz, a drugi gltéwnie
dla czestotliwosci ponizej okolo 2 kHz. Na czym polegaja te dwa mechanizmy

i dlaczego maja ograniczone zakresy dzialania?

405. Opor przewodu na jednostke dhugosci jest réwny p. Przewodem tym
przestano prad na odlegtos¢ | do odbiornika o oporze R, przy czym drugi
przewdd jest bezoporowy (mozna przyjaé, ze jest nim ziemia). Obliczy¢
sprawnos$¢ przesylu energii, jesli przewodnictwo miedzy przewodami (odwrotnos$é
oporu) na jednostke dlugosci jest réwne o.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 6/2005

Przypominamy tres¢ zadan:

400. Dlaczego dzwigk stychaé dalej w kierunku wiatru? (Oczywiscie, predkosé wiatru jest mniejsza
od predkosci dzwieku.)

401. Jak wiadomo, w Europie czestotliwo$é sieciowa wynosi 50 Hz, w USA za$ 60 Hz. Aby zrozumieé
powdd, dla ktérego niekorzystny bylby wybér czestotliwodci znacznie wigkszej lub znacznie mniejszej,
rozwazmy nastepujacy model (rys.). Odbiornik energii (opornik R) jest dotaczony do zrédla napiecia

przemiennego przez transformator o indukcyjnosci uzwojenia wtérnego L i wspélczynniku indukceji
wzajemnej migdzy uzwojeniami M. Ponadto w obwodzie wystepuje opornik R, odpowiadajacy
opornosci przewodéw i uzwojenia transformatora oraz drugi transformator opisany parametrami
Lo i M>, do ktérego dolgczony jest opornik Raz. Ten drugi obwéd symbolizuje prady wirowe
wzbudzane w przewodnikach, ktére przypadkiem znajdg si¢ w poblizu kabli doprowadzajacych
energie do wlasciwego odbiornika.

a) Jaki warunek musza spelnia¢ wymienione parametry, aby stosunek strat energii (lacznej mocy
traconej na opornikach R; i R2) do mocy dostarczanej do opornika R osiagal minimum dla pewnej
czestotliwosci?

b) Jesli powyzszy warunek jest spelniony, to jakim wzorem dana jest optymalna czestotliwo$é?

400. W uktadzie zwigzanym z powietrzem dzwigk rozchodzi si¢ izotropowo, czyli
energia fali dzwiekowej rozktada si¢ rownomiernie na powierzchni kuli. W kierunku
wiatru dzwiek dotrze do wybranego miejsca na powierzchni ziemi szybciej, niz

do miejsca réwnie odleglego od zrédia dzwigku, a lezacego po przeciwnej stronie.
Promien odpowiedniej kuli bedzie zatem mniejszy, a energia — mniej rozproszona.

401. Oznaczmy warto$¢ skuteczng natezenia pradu ptynacego przez R jako I, przez
Ry jako I, a przez Rp jako I>. Wartos$¢ skuteczna napigcia indukowanego we wtérnym
uzwojeniu transformatora wynosi I1 Mw, co nalezy przyréwnaé¢ do sumy napieé
na indukcyjnosci L i oporze R, z uwzglednieniem przesuniecia fazy miedzy tymi
napieciami:
IhMw = I\/(Lw)? + R?, podobnie I1Mow = I>+/(L2w)? + R3.
Moc przeksztalcana w cieplo na opornikach jest dana wzorami: P = I*R, P; = I?R;
oraz P» = I3 R>. Szukany stosunek strat do mocy docierajacej do odbiornika jest réwny
P +P L’ +R’ (R MRy
P MZ3R w?  Liw?+ RZ

Wyrazenie to traktowane jako funkcja zmiennej = w? ma postaé
B Cx+ D
= A — _
Y * x + FEx+ F
przy czym wszystkie parametry od A do F' sa dodatnie. Warunkiem istnienia minimum
jest CF > DE, a warto$¢ xo odpowiadajaca minimum jest dana wzorem

FVB
VCOF —DE — EVB’

Jedli to minimum ma wystepowaé dla dodatniej wartosci xo, to poprzedni warunek
musi by¢ zaostrzony do

o =

CF — DE > E*B.

Powracajgc do pierwotnych zmiennych, nalezy podstawié¢

RR
M; , E=M’L3R, F = M’RR3.

B= C = M2L?Ry, D = M3R*R,,
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Patrz w niebo

Wszystko wskazuje na to, ze éwieré miliarda lat temu (czyli pod koniec
permu, ostatniego okresu ery paleozoicznej) Ziemie dotknela wielka katastrofa.
Skamieliny wykazuja, ze nagle zniknelo 70% ladowych gatunkéw organizméw
zywych 1 90% morskich. Byla wiec to najwieksza katastrofa w dziejach Ziemi,
znacznie przewyzszajaca te, w ktoérej pod koniec kredy (ery mezozoicznej,

65 mln lat temu) wyginely m.in. dinozaury. Przypuszczano, ze przyczyna
mogla byé¢ gwaltowna zmiana globalnych warunkéw atmosferycznych wywotana
ogromnymi wylewami lawy na Syberii. Teraz wydaje sie, ze odkryto kosmiczna
przyczyne tego kataklizmu. Grupa badaczy z University of Washington,
zbadawszy liczace ¢wieré miliarda lat skaty pobrane w Japonii, Chinach i na
Wegrzech, doszta do wniosku, ze katastrofe spowodowal go$é z Kosmosu.

Mianowicie w skatach pochodzacych z przelomu permu i triasu znaleziono
wielkie kuliste czasteczki fullerenu Cgg, zdolne wiezi¢ w swoim wnetrzu

atomy lub czasteczki innych substancji. Wydobyty z czasteczek fullerenu

hel i argon wykazywaly sktad izotopowy nieistniejacy na Ziemi, co wiecej —
zdaniem badaczy — samo wtloczenie obcych atoméw do wnetrza Cgg wymaga
warunkoéw nieosiagalnych w ziemskiej przyrodzie. Nieznane jest miejsce spadku
ciala niebieskiego odpowiedzialnego za ten kataklizm. Spadlo ono zapewne

do oceanu, czego wtérne skutki byly i tak fatalne (zmiana poziomu morza,
zawartosci tlenu w wodzie, ostatecznie — zmiana klimatu). Prawdopodobnie

to uderzenie w Ziemie wywolalo tez wspomniane wylewy lawy na Syberii.
Trzeba przyznac, ze nie wszyscy zgadzaja sie z takim ttumaczeniem kataklizmu.
Argumentuja oni, ze w podwyzszonej temperaturze fulleren powinien dawno
uwolni¢ schwytane gazy, podejrzewa si¢ tez, ze sama technika wydobywania
gazéw z fullerenu przyczynia sie do jego produkcji w laboratorium. Jednak

w skalach pochodzacych z przetomu kredy i trzeciorzedu rowniez znaleziono
fulleren zawierajacy gazy szlachetne. Mimo réznych watpliwoséci wydaje sie wiec,
ze ta osobliwa posta¢ wegla ma jednak niebagatelne znaczenie przy sledzeniu
dziejéw Ziemi.

Tomasz KWAST

Pazdziernik

Jesienig wieczorami wida¢ w poludniowej czesci nieba Wodnika. Ten zodiakalny
gwiazdozbidr jest rozlegly, ale trudno go rozpoznaé, gdyz nie zawiera szczegdlnie
jasnych gwiazd (najjasniejsza, alfa, ma jasnosé¢ 3,2 mag). Przez lunete mozna
zobaczy¢ w nim jedna z najwigkszych na niebie mglawic planetarnych

NGC 7293, zwana Slimakiem (jasno$é 6,5 mag). Co prawda, jej bardzo bogata
strukture mozna podziwia¢ dopiero na zdjeciach, uzyskanych w dodatku
najlepiej za pomoca teleskopu Hubble’a. Wodnik jest jednym z nielicznych
gwiazdozbioréow zawierajacych radianty dwoch rojow meteoréw: eta- Akwarydy
oczekiwane sa w maju, a delta-Akwarydy w lipcu. Natomiast teraz, jesienia,
okoto 9 X mozna spodziewaé sie roju Drakonidéw (czyli meteoréw wylatujacych
ze Smoka) oraz okolo 20 X roju Orionidéw (nazwa sama sie ttumaczy). Oba roje
sa jednak skromne.

Wenus jest w Wezowniku i doskonale widaé ja po zachodzie Stonca. Mars jest
na granicy Barana i Byka, wieczorem wschodzi i wida¢ go praktycznie przez
cala noc. Jowisz jest w Pannie za Sloncem, a wiec go nie widaé, a Saturn
w Raku i wschodzi koto pélocy. Néw Ksiezyca wypada 3 X i nastapi wtedy
pierscieniowe za¢mienie Stonca, widoczne od Grenlandii, przez Europe,
Afryke do Azji. W Polsce bedzie widoczne jako czeSciowe w godzinach
przedpotudniowych. Pelnia Ksiezyca wypadnie 17 X i wtedy nastapi czedciowe
zalmienie Ksiezyca, widoczne jednak tylko od Antarktydy, przez Australie
i wschodnia Azje, do Ameryki Polnocnej. Ponadto Ksiezyc zakryje Antaresa 8 X
(ale zjawisko to widaé¢ bedzie na Pacyfiku) i Spike 31 X (a to tylko w Ameryce
Péinocnej).

T. K.
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Chromosomowe uktadanki

Mamy o jedna pare chromosomoéw mniej niz nasi
najblizsi krewni, szympansy. Tymczasem nasze geny
r6znig si¢ jedynie w okolo 1,5% sekwencji, a 24 pary
chromosoméw szympansa zawieraja te sama ilo$é
informacji, co 23 ludzkie.

Chromosomy to sposob, w jaki komérka przechowuje
DNA — takie pojemniki na geny. Liczba takich
pudelek moze byé¢ bardzo rézna — sa organizmy

z jedna 1 z kilkuset parami chromosoméw (np. znana
z kwiaciarni Kalanchoe ma ich az 250 par!).

Organizmy diploidalne maja po dwie kopie wszystkich
chromosoméw (czyli 2n) po jednej od kazdego rodzica.
Podczas mejozy (w ktérej wyniku powstaja gamety)
chromosomy wymieniaja sie fragmentami, po czym
kazda para chromosoméw rozdziela sie losowo do dwéch
powstajacych komoérek haploidalnych, majacych po n
chromosoméw.

chromosom A matki —@— chromosom A ojca

l replikacja DNA

@— chromatydy siostrzane

— synapsa chromosoméw homologicznych
— krzyzowanie si¢ chromosoméw

O,

segregacja chromosoméw
homologicznych

(D

/

segregacja chromatyd

siostrzanych

Jedli w wyjéciowej koméree bylby chromosom bez pary,
w jednej z komoérek potomnych zabrakloby istotnej
informacji genetycznej; czesto takie usterki blokuja juz
sam proces mejozy. Dlatego mutl, z 32 chromosomami
od klaczy i 31 od osta, jest bezplodny, a rézna liczba
chromosoméw skutecznie izoluje gatunki.

ol

-

®

Schemat mejozy.

S
S

Wazna jest nie tylko parzysta liczba chromosomow,

ale rowniez proporcje miedzy genami, ktore niosa. Mut
funkcjonuje dobrze — 32 chromosomy klaczy zawieraja
mniej wiecej te samg informacje, co 31 chromosoméw
osta. Natomiast obecnos¢ u ludzi dodatkowego
chromosomu numer 21 powoduje zesp6ol Downa, a inne
dodatkowe chromosomy (poza plciowymi) — $mieré.
Jedyne nieszkodliwe odstepstwa od liczby chromosoméw
to u mezczyzn dodatkowy chromosom Y, a u kobiet
dodatkowy X.

Najprostszy sposob na zwigkszenie liczby chromosomow
to zwigkszenie ich liczby o caly, kompletny zestaw, albo
nawet o kilka. Mistrzami w tym zabiegu sa rosliny.
Jedli, wskutek jakiego$ zaburzenia, roélina wytwarza
gamety z niezredukowang liczba chromosoméw, to po
jej samozapyleniu powstanie osobnik o podwojonej
liczbie chromosoméw. Nie bedzie sie w stanie krzyzowaé
z gatunkiem wyjsciowym, o dwukrotnie mniejszej
liczbie chromosoméw i zapoczatkuje nowy gatunek!
Wiele roélin uprawnych przeszlo ten proces — np.
pszenica ma szes$é lub cztery (pszenica durum) zestawy
chromosoméw w kazdej komorce.

Klopoty z mejoza przy nieparzystej liczbie
chromosoméw wykorzystuja ogrodnicy: bezpestkowe
arbuzy to owoce triploidalnej rosliny (3n), krzyzéwki
wyjsciowego gatunku z arbuzem o podwojonej liczbie
chromosoméw.

Zwierzeta tez bywaja poliploidalne. Nie ssaki, ale kilka
lat temu wyhodowano triploidalnego koguta (nie by,
niestety, zdrowy). W przyrodzie wystepuja triploidalne
jaszczurki (rozmnazaja sie partenogenetycznie), a wérdd
zab zdarzaja sie tetra-, a nawet oktoploidy.

Liczba chromosoméw moze si¢ tez zwickszy¢ mniej
radykalnie — wskutek podzielenia si¢ jednego
chromosomu w centromerze (przewezeniu chromosomu)
powstang dwa, z centromerami na samych koncach.
Centromery moga sie réwniez taczy¢é — w ten sposob
liczba chromosomow ulegnie redukcji. Czterdziesci
chromosoméw sprzyjajacych takiemu taczeniu,

z centromerami na koncach, maja myszy. Znane jest
wiele tzw. ras chromosomowych myszy, o liczbie
chromosoméw od 22 do 40, izolowanych rozrodczo.

Moze sie zdarzy¢, ze chromosomy potacza sie
y2tandemowo”, tzn. koniec z koncem lub koniec

z centromerem. Takie rearanzacje spowodowaty
ekstremalne réznice w liczbie chromosoméw

u azjatyckich jeleni, mundzakéw. Mundzak indyjski ma
6 par chromosomoéw, a chinski ... 46 par, przy czym
catkowita dlugos¢ chromosomoéw jest u nich identyczna.

Czlowiek ma jedng pare chromosomoéw mniej niz
szympans, poniewaz nasz chromosom numer 2 powstat
wlasnie z polaczenia dwoch szympansich chromosomow.

Najczestszym rodzajem zmian chromosomowych sa
duplikacje i zmiana liczby kopii sporych (do kilkuset
tysiecy par zasad) fragmentéw chromosomu. Niedawno
okazalo sig, ze ludzie sg bardzo zréznicowani pod
wzgledem liczby kopii takich fragmentéw i Srednio
dwie niespokrewnione osoby réznia sie¢ obecnoscia

lub brakiem co najmniej 11 dlugich (okolo 500 tys.
zasad), zawierajacych geny, fragmentéw genomu. Takie
duplikacje wewnatrz chromosoméw moga niezwykle
powiekszy¢ genom — dzieki temu mechanizmowi genom
cebuli jest pieciokrotnie dluzszy niz ludzki.

Zmiany chromosomowe moga spowodowacé izolacje
rozrodczg i przyczynié sie do powstania nowych
gatunkéw. Zmiany chromosomowe zwigkszajace liczbe
genéw przynosza material do powstawania nowych ich
funkcji, napedzajac ewolucje. Takie wlasnie zmiany
moga decydowac o rozdzielaniu si¢ linii wielu gatunkow,
w tym szympansa i cztowieka.
Anna LORENC
Wspotpraca: Jarek BRYK

Korespondencje do Kacika Biologicznego prosimy przysyla¢ do Jarka Bryka pod adresem: bryko@poczta.onet.pl
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