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w Polsce, lecz takze w innych krajach Europy.

W pazdzierniku ubieglego roku — dzigki zaproszeniu ze strony
francuskiej Féte de la Science — kilka polskich imprez
festiwalowych zostalo zaprezentowanych w Paryzu.

O tym, co mozna byto wéwczas zobaczy¢é w Ogrodach
Luksemburskich, piszemy w tym numerze Delty.
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WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-785 Warszawa, ul. Broniewskiego 8A (tel. (22) 663-87-52, (22) 663-11-46)
Whplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesigca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy miesigce. Cena
jednego numeru w 2006 roku wynosi 4 zt. Przy wptlacie prosimy o zaznaczenie
okresu prenumeraty.

W prenumeracie zagranicznej (tez przez okres co najmniej trzech miesigcy)
cena numeru w 2006 r. wynosi 8 zt. W przypadku zyczenia dostawy priorytetowe;j
odpowiednia doptate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS
funduje dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO BP SA I O/W-wa, nr 11 1020 1013 0000 0502 0004 0584

WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u

1. Wplaty na prenumerate przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.
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O kulach i walcach niestaczajacych sie z réwni

Podczas trzynastej edycji Féte de la Science
demonstrowali$émy kule i walce o zaskakujacej wlasnosci:
potozone na réwni pochytej nie staczaly sie z niej, lecz
po wykonaniu kilku drgan nieruchomialy. Na fot. 1
pokazano walec i kule spoczywajace na nachylonej
powierzchni.

Fot. 1. Styropianowa kula i drewniany (pomalowany) walec
spoczywajace na réwni pochytej.

Za pomoca rowni pochytej i pitki do gry w koszykowke
lub w ping-ponga tatwo jest sprawdzié, ze zazwyczaj
juz przy bardzo niewielkim kacie nachylenia « pitka,
ktéra polozono na réowni, stacza sie. Niecodzienny
widok kuli, ktéra pozostaje na réwni w spoczynku,
budzil zdziwienie widzéw. Przygotowane przez nas
kule i walce nie staczaly sie z réwni nawet wowczas,
gdy kat a przekraczal 20°. Widzom odwiedzajacym
nasze paryskie ,ogrodowe” laboratorium zadawali$my
pytanie: Jak to mozliwe, by kula leZala nieruchomo

na pochytosci? Zachecaliémy do stawiania hipotez i do
eksperymentowania, w szczegdlnosci do obserwacji
zachowania sie dziwnych kul i walcéw przy prébach
wprawienia ich w ruch lub utrzymania w spoczynku,
nie tylko na réwni pochylej. Nie ukrywajac faktu,

ze dziwnie zachowujace si¢ bryly zostaly przez nas
specjalnie przygotowane, nie pozwalaliémy jednak

na zajrzenie, co kryja w swych wnetrzach.

Pilka na réwni

Przeanalizujmy sily dzialajace na pitke, dzieki ktorym
stacza sie ona po réwni pochylej (rys. 1). Ziemia
przyciaga pitke sitg grawitacji P. Oddziatywanie réwni
na pitke opisujemy za pomoca sily tarcia T, skierowanej
wzdluz rowni w gore, oraz sily reakcji sprezystej R
skierowanej prostopadle do réwni, réwniez ku gérze. Sity
T i R przytozone sa do pitki w miejscu jej zetkniecia

z réwnia. Czy mozliwe jest, by tréjka dzialajacych

na pitke sil: P, T'i R zapewniala jej réwnowage? Wynik
prostego doswiadczenia, w ktorym pitke kladziemy

na pochylodci, sugeruje, ze nie ma takiej mozliwosci.
Wiemy jednak, ze jesli zamiast pilki umieScimy na rowni
prostopadloécienny klocek, to dzialajace nan sity P, T’

i R beda sie¢ rownowazy¢. Na przyktad zwykta gumka
do wycierania, potozona na pochytej deseczce, pozostaje
nieruchoma nawet przy kacie nachylenia bliskim 45°.
Gdy gumka jest w rownowadze, sita ciezkosci P jest
zrownowazona wypadkowa sit T'1 R. Gdy zwigkszy¢

kat nachylenia réwni, gumka zacznie sie zsuwac, gdyz
sita tarcia statycznego nie moze przekroczy¢ pewnej
wartosci.
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Rys. 1. Sity dzialajace na pitke (a) i na klocek (b), ktére potozono
na réwni pochytej. Pitka nie jest w stanie rownowagi.
A dlaczego w przypadku pitki jest inaczej? Czemu pitka
na rowni nie jest w rownowadze? Aby wyjasni¢ ten fakt,
musimy odwolaé sie do pojecia momentu sity. Aby ciato
rozciagle, tj. takie, ktorego rozmiaréw nie zaniedbujemy,
bylo w réwnowadze, spelnione by¢ musza dwa warunki:
Suma sil dzialajgcych na cialo jest rowna zeru.
Suma momentow silt dzialajgcych na cialo jest réwna
ZETU.

Skoro zwykta pitka nie ma na rowni polozen réwnowagi,

to najwidoczniej nie jest mozliwe jednoczesne spetnienie

obu warunkéw. Istotnie, jesli przyja¢ zalozenie, ze

spelniony jest pierwszy z nich, dotyczacy sit, to

mozna wykazaé, ze nie jest spelniony drugi. Niech

P4+T+R=0,czyli P=—(T+ R). Oznacza to,

ze sity P i (T 4+ R) stanowia pare sil, tzn. uklad sil

o rownoleglych kierunkach, réwnych wartoéciach

i przeciwnych zwrotach.

Jak pokazano na rysunku 2,

sily te dzialaja wzdluz

rownoleglych prostych,

7 ktérych odlegloéé wynosi
rsina, gdzie r to promien
kuli. Suma momentéw tych

sit wynosi Prsina i jest
rézna od zera (przyjmujemy,
zer>01a>0). Tak wiec

na pitke, ktoéra potozono

na réwni, dziataja sity,

ktére nie zapewniaja stanu
rownowagi. W konsekwencji
pitka stacza si¢ pod
wplywem dzialajacego na nia
momentu sil.

T+R

~

P

rsina

Rys. 2. Jesli P = —(T + R), to
sity P i (T 4+ R) stanowia pare
sil, ktérej moment jest réwny
Prsin «.

Hipotezy

Widzowie uczestniczacy w imprezie stawiali rozmaite
hipotezy, usitujac wyjasni¢ utrzymywanie sie kul

i walcow na pochylosci. Najczedciej sugerowano, ze
zastosowane zostaly magnesy. Wysuwano rowniez inne
przypuszczenia: ze kula jest naelektryzowana, lub ze
zawiera specjalny gaz. Sugerowano nawet, ze we wnetrzu
kuli zamknieto jakies zwierze! Wiele z tych hipotez
udalo si¢ dodwiadczalnie odrzucic.

Widzowie namawiani przez nas do wykonywania
nastepnych doswiadczen z walcami i kulami spostrzegali,

*Instytut Probleméw Jadrowych



ze walec potozony nieruchomo na ptaskim podtozu
wykonuje drgania, toczac sie raz w jedna, raz w druga
strone. Najbardziej widowiskowe do$wiadczenie polegato
na probie utrzymania styropianowej kuli na poziomo
wyciagnietej dloni. Eksperymentatorzy odczuwali

na wlasnej skorze, ze ta sama kula, ktéra pozostaje
nieruchoma na réwni, stacza sie z poziomo polozonej
podpory, jaka stanowi dlon. Najczesdciej to wlasnie
doswiadczenie naprowadzalo eksperymentatoréw

na wlasciwy $lad. Domyslano si¢ wéwczas lub
stwierdzano: jedna polowa kuli jest ciezsza od drugiej.

Niejednorodne bryty

Najwyzszy czas wyjawié¢, na czym polegal uzyty trick
sprawiajacy dziwne zachowanie si¢ kul i walcow: bryty
te nie byty jednorodne. Pojedyncza kule wytwarzano,
sklejajac dwie potkuliste czasze. Jednakze przed
sklejeniem do wewnetrznej $cianki jednej z nich
przymocowywano olowiany obciaznik. W sklejonej juz
kuli obciaznik znajdowal sie w znacznym oddaleniu od
srodka kuli (rys. 3), a $rodek cigzkosci tak wytworzonej
bryty lezal w pewnej odlegtosci g od jej srodka
geometrycznego (odleglosé te nazywamy mimosrodem).
W podobny sposéb przesunieto srodek ciezkosci walca:
kawalek olowiu umieszczono wewnatrz walca, w pewnej
odlegtoéci od jego osi. Obciazniki zawarte w bryltach
pozostawaly niewidoczne dla widza.

styropian

drewno lub styropian

obciaznik

Rys. 3. Budowa kuli i walca z przesuni¢tymi srodkami cigzkosci.
Walec potozono na rowni pochytlej tak, ze jego o$
pozostawala pozioma. Na rys. 4 pokazano przekréj
walca dokonany plaszczyzna rownolegla do podstaw.
Widoczny okrag D o promieniu q stanowi zbiér
wszystkich punktéw, w ktérych moze znalezé sie srodek
ciezkosci walca lezacego w ten sposob na réwni.

T+R

By

B

P

Rys. 4. Sily dzialajace na walec z przesunigtym srodkiem ci¢zkodci,
polozony na réwni. Walec jest w stanie réwnowagi trwatej.

Wyjasnijmy, dlaczego przesuniecie srodka ciezkosci
walca moze zapewnié¢ stabilno$¢ walca na réwni.
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Zauwazmy, ze gdy mimosrdod jest odpowiednio duzy,
to $rodek ciezkosci moze znalezé sie dokladnie nad
punktem podparcia A. Sciélej: istnieja wowczas dwa
punkty okregu D, znajdujace sie nad punktem A;
oznaczono je By i By. Polozenia walca, w ktérych
jego érodek ciezkosci lezy w jednym z tych punktéw,
sg stanami réwnowagi. Zauwazmy, ze w obu stanach
réwnowagi sity P i (T + R) dzialaja wzdluz tej samej
prostej i w rezultacie suma momentoéw tych sit jest
rowna zeru, jesli tylko sily te maja jednakowa wartosc.

Szukajgc ekstremoéw energii

Gdy zwyktla kulka toczy sie po nieréwnej powierzchni,
zajmuje w koncu jakis dolek, dazac do zajecia polozenia
o najmniejszej energii potencjalnej. Egzemplifikacja tego
prawa na przykladzie walca (lub kuli) z przesunietym
srodkiem ciezkosci jest szczegdlnie pouczajaca.
Energetyczne rozwazania zacznijmy jednak od zwyklego
jednorodnego walca (lub jednorodnej kuli). Przyjrzyjmy
sie, jak zmienia sie grawitacyjna energia potencjalna E
tej bryly toczacej sie po réwni bez poslizgu. Kat 3,
ktéry tworzy z pionem pewna ustalona srednica walca
(rys. 5), przyjmiemy za parametr opisujacy jego
polozenie. Niech w chwili poczatkowej =01 E = 0.
Przy zalozeniu, ze pole grawitacyjne jest jednorodne,
energie potencjalna F oddzialywania ciala z Ziemia
wyrazimy wzorem

(1) E(B) = mgh = —(mgrsina) - B,

gdzie g jest wartoscia natezenia ziemskiego

pola grawitacyjnego, a wysoko$¢ h wyznaczamy

w odniesieniu do poziomu, na ktérym znajdowatl sie
srodek walca w chwili poczatkowej. (Uwaga: Kat (3
wyrazamy w radianach, a droga, jaka przebywa srodek
walca przy obrocie o kat 3, wynosi r3). Zauwazmy, ze
funkcja E(f3) jest liniowa, co zwiazane jest z faktem, ze
w rozwazanym przypadku srodek masy walca pozostaje
w niezmiennej odleglosci r od powierzchni réwni.

$rodek masy

Rys. 5. Okreslenie kata 8. Gdy 8 = 0, punkty K i L pokrywaja sie,
a $rodek masy jest w najnizszym punkcie okregu D (rys. 4).
Zaleznosé E(f) komplikuje sig, gdy $rodek ciezkosci
walca jest przesuniety, czyli gdy ¢ > 0. Jedli zalozy¢,
ze w chwili poczatkowej érodek ten znajdowal

sie w najnizej potozonym punkcie okregu D, to
czysto geometryczne zwiazki prowadza do wzoru:

h = —(r@sina + qcos (), i w konsekwencji

(2) E(B) = —mg(rfsina + gcos 3) =
= —mgr(fsina + g cos ().

Zauwazmy, ze oprocz wyrazu wystepujacego we wzorze



(1) wzér (2) zawiera dodatkowy czlon proporcjonalny
do cosinusa kata 3, wiec okresowo zmienny.

Przedstawmy wykres funkcji E(8) dla konkretnych
przykladéw rézniacych sie wartosciami ilorazu g/r.
Przyjmijmy: m = 1 kg, g = 9,81 m/s?, r = 10 cm,

a = 20° oraz trzy warto$ci mimosrodu: ¢ = 0 cm

(tj. walec z nieprzesunietym srodkiem ciezkosci),

2 c¢cm oraz 6 cm. Na rys. 6 przedstawiono wykresy
odpowiadajace tym przypadkom. Dla pierwszego

z nich liniowa funkcja E(3) nie ma zadnego ekstremum
ani punktu przegiecia, nie ma wiec takze polozenia
réwnowagi. Gdy ¢ = 2 cm, ¢/r = 0,2, a funkcja E(3),
choé¢ nieliniowa, pozostaje monotoniczna i nadal
brak jest polozenia rownowagi. Jednakze w trzecim
rozwazanym przypadku ¢/r = 0,6, a funkcja E(5)
ma minima (oznaczone na rys. 6 kétkami) i maksima
(oznaczone tréjkatami). Wartosciom kata 3, przy
ktorych wystepuja te ekstrema, odpowiadaja stany
réwnowagi.

g=0 a=20°
OF m=1kg 4
1k q=0,6r 4
(=) q=0,2r
&3 glebokosé jamy
-2t energii potencjalnej | -
=3r v rownowaga chwiejna 7
o rébwnowaga trwala
1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10

B [rad]
Rys. 6. Zalezno$¢ grawitacyjnej energii potencjalnej E od kata 8 dla
walca lub kuli nieslizgajacych si¢ po réwni.
Stan réwnowagi, w ktérym E(3) przybiera lokalne
minimum, jest stanem réwnowagi trwatej. W potozeniu
tym $rodek ciezkosci walca znajduje sie¢ w punkcie By
(rys. 4), a fakt ten mozna sprawdzi¢ doswiadczalnie,
zaznaczajac polozenie $rodka ciezkosci na jednej
z podstaw walca. Trwalos¢ réwnowagi oznacza, ze
walec, odchylony nieznacznie od tego potozenia, zmierza
do stanu, z ktorego zostal wytracony. Jesli jednak
wychylenie bedzie zbyt duze, to walec podazy ku
innemu polozeniu réwnowagi trwalej. Obszar otaczajacy
minimum energii potencjalnej nazywamy czasem
jama energii potencjalnej. Im jest ona glebsza, tym
wiecej energii trzeba, by wyprowadzi¢ ciato ze stanu
rownowagi. W przypadku walca z przesunietym
srodkiem ciezkosci gleboko$¢ (i szeroko$é) jamy mozna
w pewnych granicach regulowaé przez zmiane kata «.
Na przyklad, gdy o = 0 (réwnia pozioma), glebokosé
jamy wynosi 2mggq. Przy nachylaniu rowni, czyli
zwigkszaniu «, jama staje si¢ coraz to plytsza i zanika,
gdy punkty Bj i Bs pokrywaja sie.
Wartosciom kata 3, przy ktorych energia potencjalna
przybiera lokalne maksimum, odpowiada stan
réwnowagi chwiejnej (tréjkacik na rys. 6): walec
wytracony z tego stanu podaza ku innemu stanowi
rownowagi. W stanie rownowagi chwiejnej érodek
ciezkosci walca znajduje sie w punkcie By. Podczas
doswiadczen wykonywano proby utrzymania walcéw
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i kul w stanie rownowagi chwiejnej, zadanie to
okazywalo sie jednak réwnie trudne, jak utrzymanie
na palcu oléwka postawionego na ostrzu grafitowego
precika.

Stabilno$é¢ i rownowaga

W rozwiazaniach architektonicznych i technicznych
niemal nie stosuje sie stanéw réwnowagi chwiejne;j.
Zwykle wymagana jest wysoka stabilnos¢ — osiaga sie

ja, projektujac budowle i urzadzenia w taki sposéb,

by przyjmowaly stany réwnowagi trwalej z mozliwie
gltebokimi jamami energii potencjalnej. Jednakze istnieja
inne niekonwencjonalne sposoby zapewnienia stabilnosci.
Zanim przedstawimy jeden z nich, przypomnijmy,

ze stan rownowagi to pojecie ogdlniejsze niz stan
spoczynku. Cialo jest w réwnowadze nie tylko, gdy
spoczywa, lecz takze wtedy, gdy porusza sie ruchem
jednostajnym prostoliniowym.

Rozpatrzmy lot samolotu wyposazonego w stateczniki,
wychylaniem ktérych steruje pilot za pomoca drazka
sterowego. Uklad sterowania jest tak zaprojektowany,
by samolot byl samostateczny, tj. by utrzymywat swoj
prostoliniowy lot takze wtedy, gdy pilot pusci drazek.
Oznacza to, ze podczas lotu wykorzystywany jest stan
rownowagi trwalej.

Okazuje sie jednak, ze obnizajac samosterownosé
samolotu, lub nawet zupelnie z niej rezygnujac, mozna
uczyni¢ go bardziej zwrotnym i zmniejszy¢ opory

jego ruchu, a wiec takze zuzycie paliwa. Mozliwe jest
to jednak jedynie wéwczas, gdy bardzo niewielkie
odchylenia samolotu od stanu réwnowagi sa dostatecznie
szybko korygowane ruchem statecznikow i lotek.
Szybkosé i precyzja reakcji, jakie zapewni¢ moze

pilot, okazuja sie jednak niewystarczajace, wiec

do przeprowadzania (nieustannych) korekeji lotu
stosuje si¢ komputer. Umieszczone w samolocie
czujniki, m.in. przyspieszeniomierze i zyroskopy,
dostarczaja komputerowi danych o odchyleniach od
stanu réwnowagi, a program komputerowy zmienia
polozenie steréw tak, by lot byl stabilny. Tak wlasnie
dziala system ,fly-by-wire”, dzigki ktéremu wo jskowe
samoloty (np. F22) sa zdolne do niesamowitych
manewrow, a takie jak F117 w ogdle moga latac. Istote
tego systemu mozna poréwnacé do czultego uktadu, ktory
wykrywajac odchylenie oléwka od pionu, analizowalby
kierunek i kat wychylenia i sterowalby ruchem reki tak,
by utrzymywaé¢ oltéwek w stanie bardzo bliskim stanowi
rownowagi.

Inna skomplikowana konstrukcja jest Segway, rodzaj
elektrycznej hulajnogi na dwéch kotach osadzonych

na wspolnej osi. Réwniez i to urzadzenie zachowuje
rownowage dzieki czujnikom wyznaczajacym

zmiany potozenia srodka ciezkosci, zyroskopom

i komputerowemu sterowaniu.

Przyklady te pokazuja, jak ciekawe moze by¢

pozornie proste zagadnienie stabilnosci i jak mozna
niekonwencjonalnie je rozwigzywaé. A zadanie okreslenia
polozen réwnowagi niejednorodnej bryly okazuje sie
nietrywialnym problemem, cho¢ do jego rozwiazania
wystarczaja klasyczne prawa statyki.



Rozwigzanie zadania M 1108.
Pierwsze réwnanie mnozymy stronami
przez xg, drugie przez x3, itd. Po
dodatniu stronami tak uzyskanych
zaleznosci otrzymujemy

z§+z§++zi +1’,f =0.
Zatem 1 = xz2 = ... =z, =0, co jest
jedynym rozwigzaniem danego ukltadu
réwnan.

Potencjalni matematycy od 9 do 99 lat
Jean BRETTE"

Miedzy 11 i 17 pazdziernika 2004 roku odbyl si¢ we Francji kolejny Festiwal
Nauki, stworzony w 1992 roku przez éwczesnego Ministra ds. Badan
Naukowych, Huberta Curiena. W trakcie Festiwalu naukowcy spotykali

sie z publicznoscia w laboratoriach (w ramach akcji ,otwartych drzwi”),

na wykltadach, pokazach i publicznych debatach. Od 4 lat Ministerstwo
zaprasza do udzialu w Festiwalu jedno z panstw europejskich (w 2004

Ttumaczyl Wiktor BARTOL

zaproszenie otrzymalta Polska) oraz okolo 30 organizacji pozarzadowych. Goscie
eksponuja swoja dziatalnos¢ naukowa w Miasteczku Nauki.

W tym kontekscie dzial matematyki Palacu Odkryé zaproponowal widzom
w wieku od 9 do 99 lat cala game gier i tamigtowek matematycznych,
pokazywanych na stoisku ,,Expomaths”. Ponizej przedstawiamy kilka
przykladéw i zapraszamy Czytelnika do udzialu w zabawie.

Rysunki

c)

= P

Klasyczny problem: czy mozna wykonaé rysunek bez
odrywania olowka i tak, by przez kazda kreske przejsé
tylko raz?

Aby umozliwié¢ uczestnikom powtarzanie prob,
wycofywanie sie z blednych wyboréw, nadaliémy temu
problemowi forme materialng. Kazdy z rysunkow

zostal naniesiony na kartonowa plansze. W kolorowych
punktach wywiercono otwory, a w jednym z rogdéw
planszy przywiazano sznureczek. W kazdym wierzchotku
rysunku umocowano $rubke, dzieki czemu po
przeciagnieciu sznurka przez wybrang dziurke mozna
dalej pokrywaé nim linie narysowanej figury. Zadanie:
sprébuj pokryé rysunek sznurkiem, tak aby kazda kreska
zostata pokryta doktadnie raz.

Opisane wyzej zadanie cieszylo sie¢ wielkim
powodzeniem wsrod dzieci . .. i ich rodzicow. Wszyscy
poradzili sobie z przykladem (a) niezaleznie od wyboru
punktu poczatkowego, a takze z przykladami (b)

i (d), gdy odpowiednio wybierano punkt poczatkowy.
Czesto natomiast uczestnicy przyznawali: ,nie
znalezliSmy rozwiazania dla (c) i (e)”, co prowadzilo do
nastepujacego dialogu:

— Alez, droga Pani, nie prosiliSmy o znalezienie,

a jedynie o sprébowanie!

— Aha, czyli to nie jest mozliwe?

— A jak Pani sadzi?

— Mysle, ze to niemozliwe.

— Jedli tak, to jak sie o tym przekonacé?

*Palais de la Découverte w Paryzu

— Trzeba pewnie wyprébowac¢ wszystkie warianty?
Ale to strasznie zmudne.

— Mozna i tak, ale Euler wymy$lil bardzo proste
i szybkie kryterium, ktére pozwala stwierdzié¢
z catkowita pewnoscia, jak to jest...

WyjasniliSmy tym, ktérzy chcieli postuchaé,
rozumowanie Eulera i jego twierdzenie. Drogi
Czytelniku, czy nie zechcialby$ sam poszukaé
odpowiedzi?

Pokrycia
Pokazujemy dwa kwadraty podzielone na kratki.
A - B
b a
ble
a c|d

M T

Zadanie A: Umies¢ kolorowy kwadracik w kratce a, b,
¢, ... lub w jakiejkolwiek kratce bialej. Czy potrafisz
pokry¢ pozostale biate kratki 17 kostkami domina?

Uczestnicy znajdowali odpowiednie pokrycie, gdy
kolorowy kwadracik przykrywat a lub c, mimo licznych
prob nie udawalo im sie to natomiast, gdy przykrywali b.

Zadanie B: Umies$¢ kolorowy kwadracik w kratce a, b,
¢, d, e lub f. Czy potrafisz pokry¢ pozostale biate kratki
6 kostkami w ksztalcie litery L7

Uczestnicy znajdowali odpowiednie pokrycie, gdy
kolorowy kwadracik przykrywal a lub ¢, mimo licznych
prob nie udawalo im sie to natomiast w pozostalych
przypadkach.

Dialog, jaki towarzyszyl tym prébom, wygladat
podobnie: pytaliSmy tylko ,czy potrafisz?”, nie
twierdziliSmy, Ze to mozliwe! Nie wiem, jak to jest
z uczniami w Polsce, ale we Francji wszyscy — lub



prawie wszyscy — uczniowie sg przekonani, ze gdy
dajemy im zadanie, to na pewno ma ono rozwigzanie.
Ciekawe, prawda?

Jedli jednak nie znajdujemy rozwiazania, to nie
znaczy jeszcze, ze go nie ma. Gra nie jest zakonczona:
trzeba jeszcze zrozumied, dlaczego. .. jesli jest sie
tym zainteresowanym, rzecz jasna! Powodzenia, drogi
Czytelniku.

Proste rozumowanie pozwala rozstrzygnaé¢ zadanie A.
Takie samo rozumowanie daje odpowiedz w zadaniu B,
gdy kolorowym kwadratem przykrywamy d lub e. Nieco
zmodyfikowane, ale oparte na tym samym pomyséle,
rozwiazuje przypadek, gdy przykrywamy kratke b.
Niestety, gdy kolorowy kwadracik przykrywa f, nie
umiem wymy$li¢ niczego lepszego niz systematyczne
badanie mozliwosci. Tak tez sie zdarza!

Magiczne tréjkaty

Uczestnik ma rozlozy¢ zetony O
ponumerowane od 1 do 6 na koétkach Q O
tworzacych tréjkat, tak aby suma S

zetonow utozonych wzdtuz kazdego O Q Q
z bokéw byta stala.

Zadanie nie jest skomplikowane, wigc po kilku probach
nasz go$¢ wstaje, oznajmiajac: ,gotowe, znalaztem
rozwiazanie!” (Na przyklad, latwo znajdziemy
odpowiedni uklad ze stala suma S = 9, gdy umieécimy
1, 2, 3 w wierzcholkach tréjkata). Wtedy rozpoczynamy
dialog:

— Swietnie. Jest Pan pewien, ze nie ma innych
rozwiazan?

— To sa jeszcze inne?

— Nie wiem, pytam. Nalezaloby pewnie ustali¢, co

to znaczy ,inne”. Pytanie mozna by rozumie¢ tak:

czy istnieja inne uktady z ta sama suma, ale inaczej
rozmieszczonymi zetonami? A moze nalezy je rozumieé
tak: czy istnieja inne uktady, z inna suma?

— No tak. .. Mozna obrécié¢ tréjkat. Zetony znajda sie
w innych miejscach, ale suma pozostanie ta sama.
Sa zatem trzy rozwiazania.

— Jest Pan pewien?
— Eee. .. Nie: mozna jeszcze doda¢ uklady symetryczne.
— A jak, Pana zdaniem, bedzie z innymi sumami?

— Probowalem z suma 7, ale mi nie wyszlo.

— Dlaczego wlasnie 77

— Dodatem wszystkie liczby od 1 do 6 i podzielitem
przez 3.

— A dlaczego wtedy nie ma rozwiazan?

—...Bo gdzies trzeba umiescié¢ 6, a najmniejszymi
liczbami, jakie mozna do niej dodaé, sa 11 2.

— Pomyst, by zaczaé¢ od poszukiwania mozliwej sumy,
byl dobry. Co nie zadziatato?

— Zapomnialem, ze wierzcholki tréjkata liczone
sg podwdjnie, kiedy sumujemy liczby na kazdym boku,
itd.

Problem jest bardzo prosty, umozliwia jednak

w ramach zaje¢ Palacowych bardzo interesujaca prace
z uczniami, poczynajac od o$miolatkow. Uczestnicy
szukaja samodzielnie odpowiedzi i proponuja swoje
rozwiazania, ktére nastepnie sa poréwnywane.

Razem szukamy symetrii tréjkata réwnobocznego,
zliczamy je; niektorzy staraja sie wyznaczy¢ sume,

inni dzialaja metoda préb i bledéw. Zdarzaja sie

tez taktyki zadziwiajace: cytowany wyzej uczestnik
pomyslal o obréceniu calego trojkata, ale pewnego
dnia jeden z uczniéw zaproponowal przemieszczenie
kazdej liczby o jedno miejsce wzdluz obwodu tréjkatal
Doprowadzito to do nowego rozwiazania, ku zdumieniu
wszystkich (takze mojemu — przez 30 sekund!).
Pokazujemy tez tréjkat o bokach ztozonych z czterech
kolek, w ktorych nalezy rozmiesci¢ liczby od 1

do 10. Dotychczasowe metody przestaja dzialac,

ale poszukiwanie sumy mozna uogdélni¢ bez trudu, choé
nie bez niespodzianek.

Proponujemy naszym goéciom wiele réznych gier

i tamigtéwek, tak w samym Palacu Odkryé, jak

i w trakcie podobnych imprez, ale — précz zabawy —

chcemy ta droga przekazaé uczestnikom pewne mysli:

e Zadanie moze mie¢ jedno rozwigzanie, moze
mieé¢ wiele rozwiazan, moze tez nie mie¢ zadnego
rozwiazania.

e Tres¢ zadania moze ukrywaé zasadnicze pytanie;
ujawnia sie¢ ono czesto w trakcie poszukiwan.

e Narzedzia, metody wypracowane w pewnym
kontekscie moga okazac sie przydatne w innych
sytuacjach.

e Uprawianie matematyki to nieustanne zaspokajanie
ciekawosci: kazda odpowiedz rodzi nowe pytania —
i tak matematyka rozwija sie od ponad 4000 lat!

e i tak dalej. ..

-]

Rozwigzanie zadania F 652.

Kazdy kolejny polaryzator ostabia natezenie Swiatta cos®

Dla N — oo mamy

yyyvvy

i

N — oo

1 . .2
Ioo = EI() lim 1 — sin

T
—— razy, z wyjatkiem pierwszego,
2(N + 1) y yla p g0,
ktéry przepuszcza polowe padajacego (niespolaryzowanego) $wiatla: [ = —Io(cos2 L)NJH.
: : : 2 2(N + 1)
——1_—(N+1)-sin 5E—-sin s—Z— N0
sin2 — T 2(N+1 2(N+1
T sin? 5 (N+1) ( +>:110_ 1 :110
2(N + 1) 2 e 2

tak, jak dla pojedynczego polaryzatora.
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Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3
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Rys. 4
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Rys. 5
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*Instytut Matematyki Stosowanej,
Uniwersytet Warszawski

Wzér Eulera i balony Witold SADOWSKI*

Polski namiot na francuskim Festiwalu Nauki byl tak pelen gosci, ze miejsce dla
jego matematycznej czesci zyczliwie zostalo ofiarowane przez Jeana Brette’a

i jego kolegdw w namiocie Palacu Odkryé. W ten sposéb mlodzi Francuzi
odwiedzajacy namiot matematyczny nie tylko rozwiazywali lamigléwki, ale tez
nadmuchiwali balony z polskimi emblematami, rysowali na nich kropki oraz
kreski i poznawali genialne odkrycie Kartezjusza i Eulera.

Mate baloniki. Narysujmy na baloniku kropki i kreski, trzymajac sie
nastepujacych regut:
e konce kazdej z kresek oznaczone sa kropkami;
e kazde dwie kropki polaczone sa linia zlozona z kresek;
e kreski si¢ nie przecinaja.
W trakcie rysowania powstaja zazwyczaj na baloniku ograniczone kreskami
pola. W dalszym ciagu interesowac nas bedzie, ile wynosi wartos¢ nastepujacego
wyrazenia:
E = (liczba kropek) — (liczba kresek) + (liczba pol).
Narysujmy najpierw jedna kropke na baloniku (rys. 1) i obliczmy E. Mamy
oczywiscie jedna kropke, jedno duze pole (powierzchnia balonu) i zero kresek,
wiec
E=1-0+1=2.
Rysujemy dalej. Mozemy teraz tylko dorysowaé kreske i zakonczy¢ ja kropka
(rys. 2). Warto$¢ liczby E nie zmieni si¢:
E=(01+4+1)-141=2.
Nastepnie

e albo znéw dorysujemy kreske z nowa kropka na koncu (rys. 3) i warto$é¢ E nie
zmieni sie, bo wtedy

E=(14+1+41)—(1+1)+ (1) =2,
—_———— ——
kropki kreski pola

e albo dorysujemy kreske ze stara kropka na konicu (rys. 4) i wtedy tez warto$é
FE nie ulegnie zmianie, gdyz powstanie nowe pole i otrzymamy

E=14+1)-14+1)+(1+1)=2.
——— N N —
kropki kreski pola
Latwo uwierzy¢, ze jakkolwiek bysmy kombinowali, to trzymajac sie regul gry,
nie zmienimy wartosci liczby E. Z naszych rozwazan wynika zatem nastepujace

Twierdzenie. Jezeli spjny (czyli , jednokawaltkowy”) rysunek zlozony z K
kresek i W kropek na koncach kresek namalowany na baloniku wycina na nim
S pdl, to liczba

E=W-K+S8
jest rowna 2.

Srednie baloniki. Wezmy teraz do reki model szedcianu, czworoscianu czy
dwudziestos$cianu foremnego i zliczmy jego $ciany, wierzcholtki i krawedzie.
Nastepnie obliczmy tzw. liczbe Eulera

(%) E = (liczba wierzcholkéw) — (liczba krawedzi) + (liczba $cian).

W kazdym przypadku E = 2... Teraz zaczyna by¢ jasne, ze liczba E ze $rednich
i malych balonikéw to ta sama ,,0soba’, a nie kolizja oznaczen. .. Dlaczego?
Zauwazmy, ze gdyby nasze modele wielo$cianéw (dokladniej: modele powierzchni
wielo§cianu) zrobione byly z odpowiedniej gumy, to po nadmuchaniu takiego
wielodcianu (rys. 5) uzyskaliby$my balon z rysunkiem zlozonym z kropek
(wierzcholkéw), kresek (krawedzi) i pdl ($cian). Z poprzedniego twierdzenia
uzyskujemy zatem natychmiast nowe twierdzenie o wieloScianach.

Czy jednak rzeczywiscie wzér E = 2 (zwany wzorem Eulera) jest stuszny dla
kazdego wieloscianu?

6



Rys. 6

Rys. 7

Rys. 11

Rys. 12

Rozwazmy wielo$cian w ksztalcie ramy obrazu (rys. 6). Mamy tutaj 16 Scian
(8 prostokatéow i 8 trapezéw), 16 wierzchotkéw i 32 krawedzie. A zatem
E=16—-324+16=0...

No i kleska. .. Nasze twierdzenie jest falszywe?! Niezupelnie. Zauwazmy
bowiem, ze nadmuchujac gumowsg rame obrazu nie uzyskamy zwyktego
ysferycznego” balonika, ale gumowa detke. Na gumowej detce nie da sie juz
jednak przeprowadzié¢ takiego samego dowodu jak ten z ,malych balonikéw”
(patrz rys. 7).

7 drugiej strony ograniczajac si¢ tylko do wypuklych wieloscianow, ktérych
powierzchnia po nadmuchaniu na pewno jest ,sferycznym” balonikiem,
uzyskamy

Twierdzenie Eulera. Dla kazdego wypuklego wieloécianu liczba Eulera
zdefiniowana w réwnaniu () jest réwna 2.

Duze baloniki. Przykltad z detka rowerowa nie powinien nikogo zniechecaé.
Wrecz przeciwnie: odkryliSmy, ze jest co$, co laczy wszystkie wielo$ciany,
ktérych powierzchnia po nadmuchaniu staje si¢ ,sferycznym balonikiem”. Jest
to jakas magiczna cecha, ktora odréznia te wieloSciany od innych, ktoérych
powierzchnia po nadmuchaniu staje sie np. gumowa detka. Co wiecej, to nie

w naturze wielo$cianu, ale w naturze balonika lezy klucz do sekretu. A przeciez
wsferyczny balonik” moze przybieraé¢ bardzo rézne ksztalty (rys. 8), zaleznie od
tego, jak go $cidniemy. Dla kazdego z tych ksztaltow bedzie jednak spelniony
wzér Eulera! Ta obserwacja prowadzi nas do klasyfikacji balonikéw ze wzgledu
na odpowiadajaca im liczbe Eulera. Latwo znajdziemy te, dla ktérych liczba
Eulera jest rowna 2, 0, —2, —4 itd. ..

I oto jestedmy o krok od fundamentalnego wyniku.

Twierdzenie o klasyfikacji zwartych powierzchni dwuwymiarowych.
Kazda ograniczona dwuwymiarowa powierzchnia bez brzegu, ktéra jest

w ,,jednym kawaltku”, i o ktérej mozna powiedzieé, gdzie ma wewnetrzna,

a gdzie zewnetrzng strone, jest powierzchnia paczka ewentualnie z dziurami

w $rodku.

No, dobrze, a czy oprocz policzenia liczby dziur w powierzchni mozemy w inny
spos6b przekonad sie o tym, ile jest réwna liczba Eulera (tzw. charakterystyka
Eulera—Poincarégo) tej powierzchni? Owszem. Mozna, na przyklad, spowodowad,
by powierzchnia balonika porosta wlosami, a nastepnie gladko balonik uczesaé.
Detke zaczesaé¢ mozna bez zadnej tysinki (rys. 10), ale ze sfera taka sztuka

sie nie uda. Na przyklad przy zaczesaniu z rysunku 11 mamy dwie tysinki

na biegunach. Biorac wokdél kazdej tysinki krzywa z okreslonym odpowiednio
kierunkiem ruchu (czasem zgodnie, czasem przeciwnie do ruchu wskazéwek
zegara — nie bedziemy tu wchodzi¢ w szczegdly), mozemy obliczy¢ tzw. indeks
lysinki, czyli to, ile obrotéw wykonaly wloski wzdtuz krzywej (jesli zgodnie

z kierunkiem obrotu zadanym na tej krzywej, to ze znakiem plus, jesli przeciwnie
— to z minusem; rys. 12). Zachodzi

Rys. 9

Twierdzenie Poincarégo. Liczba Eulera E jest réwna sumie indekséw
wszystkich tysinek na powierzchni
E = > indeks lysinkiA.
A € zbior lysinek
Jest to zadziwiajace twierdzenie, gdyz taczy ono wlasnosé calej powierzchni
(liczbe Eulera) z jej wlasnosciami lokalnymi (indeksy lysinek).

Gdyby kto$ nie chcial jednak czesaé¢ balonow, moze liczbe Eulera
(charakterystyke Eulera—Poincarégo) obliczaé jeszcze inaczej, wykorzystujac
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Rys. 13

Rys. 14

tzw. krzywizne Gaussa. Zeby zrozumieé, o co chodzi, wyobrazmy sobie, ze
nasze baloniki pokryte sa sierscia, czyli wloskami dlugosci jeden, sterczacymi
prostopadle do powierzchni. Wezmy teraz punkt M i maly fragment powierzchni
wokél tego punktu o polu . Nastepnie zbierzmy ostroznie wloski z tego
fragmentu powierzchni i utézmy je tak, by wyrastaly z jednego punktu, wciaz
zachowujac swéj dawny kierunek (rys. 13). Wolne kofice wloskéw wyznacza nowa
niewielka powierzchni¢ o polu N(g). Mozemy teraz okresli¢ krzywizne Gaussa
w punkcie M. Jej wartos¢ bezwzgledna jest réwna granicy

K(M) = lim M,

e—=0 ¢

przy czym z grubsza biorac znak plus mamy wtedy, gdy ptaszczyzna styczna
do powierzchni w punkcie M lezy po jej jednej stronie jak deska na pitce,
a z minusem, gdy plaszczyzna ta rozcina powierzchie, jak w przypadku siodta
(rys. 14).

Okazuje sie, ze krzywizna Gaussa jest Scidle zwiazana z charakterystyka
Eulera—Poincarégo. Mowi o tym

Twierdzenie Gaussa—Bonneta. Sumujac (Scislej: catkujac) krzywizne Gaussa
po powierzchni i dzielac przez 27, otrzymujemy liczbe Eulera tej powierzchni

1
E = %/XK(M)dS.

Ci Czytelnicy, ktérzy nie wiedza, jak sie calkuje po powierzchni, moga mysleé¢
w ten sposéb: wykonujac powierzchnie balonu z papieru milimetrowego

i w kazdym milimetrowym kwadraciku wpisujac srednia krzywizne Gaussa

w tym kwadraciku (jednostka jest milimetr), a nastepnie sumujac wszystkie
liczby, otrzymamy z bardzo dobrym przyblizeniem liczbe Eulera powierzchni
balonika pomnozona przez 2.

W ten sposéb od zabawy z balonem i mazakami mozna dojs¢ do takiej
matematyki, ktora raczej budzi szacunek.

M
D
A L B
Rys. 1
C
A
B

Rys. 2

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 651. Na szerokosci geograficznej potnocnej © w kierunku pétnocnym ptynie rzeka
o szerokosci koryta L z predkoscia v. Obliczy¢ réznice poziomu rzeki na wschodnim
i zachodnim brzegu spowodowang sita Coriolisa (,hydrodynamiczny efekt Halla”).
Rozwigzanie na str. 12

F 652. Jak wiadomo, dwa idealne, skrzyzowane polaroidy nie przepuszczaja w ogdle

$wiatta. Pomiedzy nie wstawiamy NN polaryzatoréw skreconych o m jeden

wzgledem drugiego. Ile swiatta przepuszcza taki uktad optyczny? Rozwazy¢ granice
przy N — oo.
Rozwigzanie na str. 5

Redaguje Waldemar POMPE

M 1108. Rozwiazaé w zbiorze liczb rzeczywistych uktad réwnan (n > 3)
T1+ X2 = T3

T2+ T3 = T4

Rozwiazanie na str. 4

M 1109. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Punkty K i L dziela odcinek AB

na trzy réwne czesci, a punkty M i N dziela odcinek C'D na trzy réwne czesci (rys. 1).
Wykazaé, ze pole czworokata o wierzchotkach K, L, M, N jest réwne 1/3 pola
czworokata ABCD.

Rozwiazanie na str. 16

M 1110. W czworokacie wypuklym ABCD wpisanym w okrag (rys. 2) zachodza
rownosci < ACB = 2 CAD oraz < ACD = 2 BAC . Dowie$¢, ze BC + CD = AC.
Rozwigzanie na str. 16
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Kamien filozoficzny

Po wiekach wysitkéw kamien filozoficzny, ktory

mial umozliwia¢ transmutacje pierwiastkow, zostat
znaleziony. Transmutacje umiemy przeprowadzaé¢ od
prawie stu lat, ale, standardowo, potrzebne sa w tym
celu akceleratory, w ktérych trudno dopatrzeé sie
jakiego$ kamienia.

W dodatku kazdy szanujacy si¢ alchemik chcialby
cieszy¢ sie obserwacja procesu w zaciszu wlasnej
pracowni, a akceleratory zdolne przyspieszaé jony nadal
pozostaja duze i drogie. Uzycie akceleratora przekracza
mozliwoéci finansowe i lokalowe przecigtnego alchemika.

W Nature ukazal sie artykut [1], z ktérego wynika, ze
jako kamienia filozoficznego mozna uzy¢ tantalanu litu
LiTaO3. Mozliwe, ze daloby sie wykorzysta¢ réwniez
inne piroelektryczne krysztaty.

Co prawda, kamien ten zostal zastosowany nie

do przemiany metali nieszlachetnych w zltoto, tylko

do zimnej fuzji jadrowej, ale przeciez ten proces jest
celem wspotczesnych alchemikéw. Jego praktyczne
zastosowanie przyniostoby zreszta autorom (lub ich
sponsorom) korzysci wieksze niz produkeja zlota.

Wspomnienie alchemii nie jest przypadkowe. Doniesienia
0 opanowaniu zimnej fuzji, ktore od kilkunastu lat
regularnie obiegaja Swiatowa prase, maja wlasnie taki
posmak. Przyjmowane sa sceptycznie, a po krotkim
czasie okazuje sie, ze sceptycyzm byl jak najbardziej
uzasadniony.

Tym razem wydaje sie, ze jest inaczej, ale opowiedzmy
o tym po kolei.

Fuzja jadrowa to nadzieja ludzkosci na praktycznie
niewyczerpane zrodlo energii. Przypomnijmy, ze chodzi
o egzotermiczny proces laczenia lekkich jader w jadra
ciezsze. Problem polega na tym, ze ,temperatura
zaptonu” takiej reakcji jest bardzo wysoka, ze wzgledu
na bardzo silne odpychanie dodatnio natadowanych
jader. Zeby zaszla reakcja, jadra musza zderzyé sie

z bardzo duza energia. Ludzko$é (niestety) nauczyla sie
przeprowadzaé fuzje w sposéb gwaltowny, ale od lat nie
udaje sie tego procesu opanowacé. Prowadzone sa bardzo
kosztowne eksperymenty z tokamakami, gdzie uzyskuje
sie olbrzymia temperature w kontrolowany sposob.
Przypomina to jednak gotowanie wody w wielkim
saganie w tym sensie, ze gotujac wode w taki sposob,
mozna nigdy jej nie zagotowaé¢. Woda wyparuje, ale sie
nie zagotuje. Alternatywnym urzadzeniem do gotowania
wody jest ekspres do kawy, w ktérym woda gotuje sie,
przechodzac przez podgrzewana rurke.

Zimna fuzja to odpowiednik ekspresu do kawy.
Urzadzenie, ktére mozna by bylo umiesci¢ na stole,
ktore pracowaloby w temperaturze pokojowej

i w ktorym zachodzilby proces syntezy jader lekkich
pierwiastkéw.

Pomysly na zimna fuzje mozna podzieli¢ na dwie

grupy. Autorzy pierwszej grupy prac utrzymywali, ze
obserwuja nadwyzke energii. Druga grupa zadowalala
sie twierdzeniem, ze reakcja w ogdle zachodzi. Wszystkie
prace pierwszej grupy, ktérych oglaszaniu towarzyszyt
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zrozumialy szum medialny nalezny nowemu, taniemu,
niewyczerpanemu zrédlu energii — okazywaly sie bledne.
Jezeli chodzi o prace drugiej grupy, to szum medialny
byt zdecydowanie mniejszy — nie ma ,produkcji” energii
netto, wiec nie ma ,,gor zlota”. Nie wszystkim pracom
drugiej grupy wykazano bledno$é, ale tez zadna z nich
nie wykazala niezbicie zachodzenia reakcji syntezy
jadrowe;j.

Autorzy pracy [1] bardzo duzo uwagi poswiecili
wykazaniu, ze rzeczywiscie obserwuja proces fuzji
jadrowej. Ich pomyst jest bardzo prosty. Krysztaty
piroelektryczne wytwarzaja réznice potencjatu
elektrycznego przy zmianie temperatury. Przy
odpowiednim doborze geometrii uktadu udato sie
uzyskaé, za pomoca ogrzewajacego si¢ krysztatu
tantalanu litu, réznice potencjatéow rzedu 100 kV

w atmosferze rozrzedzonego deuteru. Dodatkowo,
uzycie wolframowej igly jako jednej z elektrod
powodowato lokalny wzrost natezenia pola elektrycznego
do 25 V/nm, co bylo wystarczajace do jonizacji deuteru.
Zjonizowany deuter byl przyspieszany przez réznice
potencjatéw do energii wigkszej od 80 keV, ktora
umozliwia zajscie reakcji syntezy D + D — 3He +n

w zderzeniu z tarcza zrobiona ze wzbogaconego

w deuter scyntylatora plastikowego.

Gléwnym dowodem zachodzenia reakcji syntezy

jest czasowa koincydencja rejestracji jadra 3He

w scyntylatorze plastikowym z detekcja neutronu
wybijajacego proton w jednym z cieklych scyntylatoréw
umieszczonych dookola tarczy.

Z internetu mozna $ciagnaé film [2], ktéry pokazuje
proces zbierania danych podczas jednego cyklu.
Pokazane sa na nim trzy interaktywne histogramy oraz
sygnal z oscyloskopu elektronicznego podtaczonego

do scyntylatoréw rejestrujacych neutrony. Na filmie
mozna zobaczy¢ (1 uslyszeé¢ — rejestracja neutronéw
jest przetworzona na sygnal audio ,udajacy” licznik
Geigera-Miillera), jak wzrost pradu jonowego (lewy
histogram) skorelowany jest ze wzrostem liczby
rejestrowanych neutronéw ($rodkowy histogram).
Liczba rejestrowanych neutronéw przekracza 400 razy
poziom tla. Publikacja [1] i towarzyszace jej materialy
dodatkowe dokumentuja autentycznosé sygnatu.

W jednym cyklu urzadzenie produkuje energie rzedu
10~8 dzula. Wystarczy wiec okoto bilion cykli, zeby
dzbanek kawy podgrzaé¢ o jeden stopien. Widaé
wyraznie, ze raczej nie da sie zastosowaé opisanego
procesu do ,,produkcji” energii. Nie oznacza to jednak,
ze nie znajdzie on praktycznego zastosowania. Moze
by¢ wykorzystany jako tanie zrédto neutronéw lub jako
podstawa dzialania silnika rakietowego napedzajacego
mikroskopijne sondy kosmiczne.

Piotr ZALEWSKI

[1] B. Naranjo, J.K. Gimzewski, S. Putterman, Observation of nuclear
fusion driven by pyroelectric crystal, Nature 434(2005)1115

[2] www.nature.com/nature/journal/v434/n7037/extref/
nature03575-s2.mpg



Maia delld

Czy Michael Jordan umie latac¢?

Ten legendarny koszykarz NBA mial przydomek flying, czyli ,latajacy”.
Bardzo czesto, atakujac, wyskakiwal w gére, po nim — na te sama
wysoko$é¢ — wyskakiwali czesto wyzsi obroncy, on jednak potrafil poczekaé
az opadna i dopiero wtedy, bez problemu, trafial do kosza.

Powiecie, ze to przeciez niezgodne z prawami fizyki? Moze niezgodne,
ale takie akcje sa zarejestrowane i dostepne w archiwach. Fizyka jest
nauka do$wiadczalng. Zamiast kontestowaé¢ to, co mozna zobaczy¢,
sprobujmy zastanowié sie, co on tak naprawde robil.

Zacznijmy od podstawowej wlasnosci wszelkich skokéw, ktore mozna
wykonaé¢ na parkiecie. Trajektoria srodka masy jest catkowicie
zdeterminowana w momencie oderwania sie od podtoza. To, na jaka
wysokos$¢ wzniesie sie Srodek masy, zalezy wylacznie od pionowej
sktadowej jego predkosci w tym momencie. Trajektoria ta zawsze jest
fragmentem paraboli i nie mozna tego w zaden spos6b zmienié¢, gdyz
cialo bez kontaktu z podlozem jest ukladem izolowanym (oddzialywanie
z powietrzem mozna pominac).

Pozornie stoi to w sprzecznoéci z gra Jordana. przesuwal si¢ w powietrzu bez zauwazalnego
Nalezy jednak pamietaé, ze potozenia srodka masy obnizenia glowy, gdyz po przekroczeniu

nie widaé. To, na co najczeéciej zwracamy uwage, najwyzszego punktu trajektorii srodka masy
porownujac wysoko$é wyskoku zawodnikow, to obnizal nogi i reke z pitkag. W ten sposéb

ich gltowy. A juz trajektorie lotu gtowy mozna przelatywal obok obroncéw, by wykonczy¢ rzut

w szerokich granicach modyfikowaé, zmieniajac poza zasiggiem ich ramion. Sylwetka koszykarza
jej potozenie wzgledem srodka masy. Nie trzeba z rozszerzonymi nogami i wyciagnieta reka stata
w tym celu wcale ruszaé¢ gltowa. Wystarczy sie jednym z symboli NBA. W tej pozycji Michael
podkurczyé nogi lub wyciagnaé w gére rece, Jordan zostal uwieczniony na pomniku stojacym
zeby srodek masy powedrowal w gére naszego przed halg Chicago Bulls.

ciala. Do perfekcji maja to opanowane baletnice.
Wykonanie w czasie skoku szpagatu powoduje, ze
srodek masy w pierwszej fazie wedruje w gore, czyli
glowa w stosunku do niego si¢ obniza, a w drugiej
fazie odwrotnie — wraz z obnizajacymi si¢ nogami
obniza sie polozenie srodka masy, a wiec glowa jest
coraz wyzej ponad nim. W efekcie w srodkowej
fazie lotu glowa, zamiast po paraboli, porusza sie
po réwnoleglej do podloza prostej! Wpatrzony

w baletnice widz ma wrazenie, jakby artystka przez dosieznym siegajacym péltora metra, moga
moment szybowala na stalej wysokosci. Jest to przebywaé w powietrzu jedynie minimalnie ponad
mozliwe, jezeli nogi najpierw wznosza si¢, a pézniej  gekunde. Jest to jednak do okolo jednej trzeciej
opadaja szybciej od srodka masy. sekundy dluzej niz zawodnicy obdarzeni tylko
dobrym wyskokiem (okoto 75 cm).

Sztuczka ta byla mozliwa dzieki fenomenalnemu
wyskokowi dosieznemu, ktory pozwalatl Jordanowi
na dtuzsze przebywanie w powietrzu od
przeciwnikow. Przeprowadzono kiedys$ ankiete,

w ktérej pytano kibicow: jak dlugo Jordan
potrafi przebywaé w powietrzu?”. Po odrzuceniu
odpowiedzi emocjonalnych (np. kwadrans), okazalo
sig, ze Srednia wypadta okoto dwdch sekund.
Niestety, nawet najwybitniejsi atleci, o wyskoku

Podobna sztuczke, prawdopodobnie instynktownie,

stosowal Jordan. Po odbiciu rozszerzal nogi Co jednak trzeba zrobié, zeby wyskoczy¢ jak
i wnosilt ku gérze reke z pitka. Wyskakujacy w gére  najwyzej? Sprébujmy znalezé odpowiedz w drugiej
obroncy przez chwile mogli go blokowaé, ale on czesci tego artykutu.

10



Czy mozna skoczy¢ wyzej
od rekordu Swiata?

Oczywiscie chodzi o rekord w skoku wzwyz.

Czy mozna, bez pomocy jakichkolwiek przyrzadéw,
pokonaé poprzeczke zawieszong na wysokosci

2,5 m?

Sprobujmy zastanowié¢ sig, jaka technike nalezy
zastosowac, zeby pokonac¢ jak najwyzej zawieszona
poprzeczke.

Po pierwsze, zeby skoczyé jak najwyzej, nalezy
maksymalnie wysoko wznie$¢ swéj srodek masy.
W tym celu nalezy nada¢ ciatu jak najwigksza
predkos$é¢ w kierunku pionowym. Skaczac z miejsca,
najpierw przysiadamy, a nastepnie energicznie
prostujac obie nogi, wyskakujemy w gére. Jezeli
jednak skaczemy z rozbiegu, to najczesciej
odbijamy sie¢ tylko jedna noga. Dlaczego w tym
drugim przypadku udaje nam si¢ skoczy¢ réwnie
wysoko? Przeciez prace wykonuje wtedy tylko
jedna noga, a nie dwie. Istotne znaczenie ma
przeniesienie czesci pedu uzyskanego w czasie
rozbiegu, poprzez sprezystosé nogi, na ped
skierowany w gore. Mozemy jednak poréwnaé
wyskok z jednego kroku i odbiciem z jednej nogi
stosowany przez pitkarzy recznych, z wyskokiem

z naskoku na obie nogi uzywanym przez siatkarzy.
Okaze sig, ze przecietny zawodnik uzyska w obu
przypadkach poréwnywalnej wysokosci skoki. Jak
to si¢ dzieje, ze uzycie jednej sprezyny nadaje
porownywalna predkosé co uzycie dwoch? Musi
istnie¢ jaki§ dodatkowy mechanizm, ktéry zwicksza
wysoko$¢ skoku jednonéz.

Zauwazmy najpierw, ze w wyskoku z miejsca biora
udzial nie tylko nogi, ale réwniez rece. Rekoma
wykonujemy zamach, nadajac im pewna energie,
ktéra musi by¢ dodana do energii ciala uzyskiwanej
dzieki pracy nég. W przypadku odbicia z jednej
nogi do zamachu rekoma dochodzi zamach druga
noga. Masa nogi przecietnego zawodnika to

okoto 1/6 masy calego ciala. Jezeli w wyniku
odbicia obunéz zawodnik o masie m = 80 kg
wznosi $rodek masy na wysoko$¢ h = 80 cm, to

w momencie odbicia uzyskuje energie kinetyczna
E = mgh =640 J. Jezeli zamach noga miatby
zrownowazy¢ brak odbicia z tej nogi, to jej energia
kinetyczna powinna odpowiadaé polowie energii E.
W takim razie predkosé nogi powinna by¢ rzedu

[EB/2 320 J
N\ 2m, T\ 280 ke /6 3,5 m/s.

Obliczona predkosé odpowiada predkosci kolana,
przy zalozeniu, ze masa nogi jest réwnomiernie
wzdluz niej roztozona. Poniewaz tak nie jest, to
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nalezy te predko$é¢ pomnozy¢ przez mniej wiecej
dwa i jeszcze raz przez dwa, zeby uzyskaé¢ predkosé
stopy, ktora jest dwa razy dalej od osi obrotu niz
kolano. Otrzymamy predkosé okoto 15 m/s, ktora
okazuje si¢ odpowiada¢ maksymalnej predkosci
stopy w czasie szybkiego biegu (ktéra jest prawie
dwa razy wigksza od predkosci samego biegu).

7 tego szacunkowego wyliczenia wynika, ze zamach
noga moze skutecznie kompensowaé brak odbicia
ta noga, ale réwniez, ze istnieje pewna graniczna
warto$¢ wyskoku dosieznego, po przekroczeniu
ktorej zamach nie bedzie juz wystarczal. Mozliwe,
ze jest to jeden z powoddéw, dla ktérego bardzo
skoczni siatkarze praktycznie nigdy nie odbijaja
sie jednondz.

Mozemy nasze rozwazania podsumowac.

Do wyniesienia swojego $rodka ciezkosci

jak najwyzej potrzebne jest mocne odbicie,
najlepiej z obu ndég, i mocny zamach. Czy

mozna te dwie rzeczy polaczy¢ w jednym skoku?
Tak — i to jest wlasnie sposéb na pokonanie
poprzeczki zawieszonej wyzej od rekordu $wiata.
W odpowiedni sposéb postepuja zawodnicy

na Sciezce akrobatycznej. Po serii fiflakéw, ktore
wprowadzaja cate cialo w ruch obrotowy, nastepuje
ostateczne odbicie z dwbch nég i ewolucja

w powietrzu, np. podwodjne salto. W takim
wypadku w zamachu uczestniczy cate cialo. Do
uzyskania maksymalnej wysokosci nalezy zrobié¢
tylko jedno salto i to w pozycji tamanej, gdyz
nad poprzeczka nalezy sie przeslizgnaé w sposéb
podobny do tyczkarzy. Przy takim sposobie
pokonywania poprzeczki srodek masy przechodzi
najnizej pod poprzeczka, czyli taki sposéb skakania
jest, w tym elemencie, skuteczniejszy od skakania
flopem.

Dlaczego w takim razie nie skacze sie tak
na zawodach lekkoatletycznych? Po prostu istnieje
zakaz odbicia obunéz w skoku wzwyz.

Przedstawione rozwazania poparte sa osiagnieciami
akrobatycznych grup cyrkowych. Widzialem pokaz,
w czasie ktérego cyrkowiec bez problemu pokonat
wysoko$¢ 2,5 m. Trudno powiedzie¢, jak wysoko
mozna skoczy¢ w ten sposob, ale mozliwe, ze gdyby
zrezygnowano z przepisu zabraniajacego odbicia
obunéz, to rekord swiata mogtby zblizy¢ sie do
granicy trzech metréow. Bylaby to jednak zupelnie
inna konkurencja, w ktorej prawdopodobnie
wystepowaliby zawodnicy bardziej podobni

do akrobatéw niz dzisiejsi, wysocy i szczupli
mistrzowie.

Malqg Delte przygotowal Piotr ZALEWSKI
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Rozwigzanie zadania F 651.
Zakladamy, ze przeplyw wody w rzece
jest stacjonarny (nie zmienia sig¢
w czasie) i sily dzialajace na kazdy
element plynu réwnowaza sie. Réwnosé
sktadowych réwnolegtych do powierzchni
cieczy implikuje mgsina = Fcoor
gdzie Foor to skladowa sity Coriolisa.
Na szerokosci geograficznej © skladowa
wynosi Foor = 2wv sin © cos a - m,
stad gtg a = 2wvsin O, czyli
a = arctg(2wv sin © /g). Stad obliczamy,
ze h = L -tg «, czyli
2wvL sin ©

. .
Np. dla Wisty jest to okoto 1 mm.

h =

O dwoch takich, co kolorowali mape
Tomasz BARTNICKI," Jarostaw GRYTCZUK *

Twierdzenie o czterech kolorach

Jest w matematyce wiele twierdzen, ktérych znaczenie jest o wiele

wieksze, anizeli tylko wynik w nich zawarty. Sa one swoistymi legendami

i najwyrazistszymi przedstawicielami réznych dziedzin matematyki. Aby jednak
twierdzenie (czy tez hipoteza) mialy szanse sta¢ si¢ taka legenda i na trwale
zapisac sie w historii matematyki, musza by¢ spelnione dwa podstawowe
warunki. Po pierwsze, teza takiego twierdzenia powinna dac si¢ sformutowaé

w prostym, czasem wrecz potocznym jezyku zrozumialym nie tylko dla
specjalistow, ale takze dla przecigtnego odbiorcy zainteresowanego matematyka.
Po drugie, chyba wazniejsze, dowdd takiego prosto sformulowanego twierdzenia
nie powinien by¢ tatwo i szybko znaleziony. Im dtuzej twierdzenie pozostaje

hipoteza, im wiecej stynnych matematykéw bezskutecznie poszukuje dowodu,
tym wieksza szansa, ze przejdzie ono do historii jako twierdzenie-legenda.

Mozna by zaryzykowaé stwierdzenie, ze kazda dziedzina matematyki ma

w swoim dorobku co najmniej jedno takie twierdzenie. W teorii grafow jest
nim twierdzenie o czterech barwach, ktorego historia sigga roku 1852, kiedy to
student Francis Guthrie, wiedziony czysto praktycznymi pobudkami, postawit
swemu wykltadowcy, Augustowi De Morganowi, nastepujace pytanie: jaka jest

L najmniejsza liczba koloréw, ktéra wystarcza do pokolorowania dowolnej ptaskiej

rézne kolory?

Korzystajac z twierdzenia Eulera o wieloscianach,
nietrudno stwierdzi¢, ze 6 koloréw wystarcza. Nieco
bardziej zaawansowana technika mozna zmniejszy¢ te
liczbe do 5. Z drugiej strony istnieja mapy, dla ktérych
3 kolory to za malo. I tak sformutowano hipoteze,
ktora zdala sie potwierdzaé praktyka. Kazda mape

na plaszczyznie mozna poprawnie pokolorowaé przy
uzyciu czterech koloréw. Hipoteza szybko stala sie
stawna, gdyz mimo prostego sformulowania nijak nie
dawala sie prosto udowodnié¢ ani tez obalic.

Pierwszy ,,dowod” podal w 1879 roku Alfred Bray
Kempe i od tej chwili Swiat nauki uznal problem za
rozwigzany, a autora dowodu uhonorowano nawet
wieloma zaszczytami. Jednak w 1890 roku Percy John
Heawood znalazt w dowodzie Kempego blad na tyle
powazny, ze nie dalo sie go usunac i tak twierdzenie

o czterech barwach z powrotem stalo sie hipoteza.

Po tym wydarzeniu zainteresowanie problemem
wzrosto wielokrotnie, przez kolejne dziesiatki lat

wielu matematykow zmagalo sie z nim bezskutecznie.
Osiagano pewne czesciowe wyniki (na przyklad
podnoszono sukcesywnie liczbe panstw na mapie,

ktére na pewno dadza sie pokolorowaé 4 barwami),
analizowano coraz wieksza liczbe nowych przypadkow,
jednak formalny $cisty dowdd nadal pozostawal poza
zasiegiem ludzkich umystéw. Dopiero po upltywie

124 lat, w 1976 roku Kenneth Appel i Wolfgang

Haken przedstawili wielostronicowy dowdd polegajacy
na redukcji problemu do wielogodzinnej komputerowej
analizy okoto dwoch tysiecy pojedynczych przypadkow.
Wigcej szczegbdtow historycznych Czytelnik znajdzie w Delcie 6/2004.
Zamiast spodziewanego uczucia ulgi i radosci, ze ponad
stuletni problem zostal w konicu rozwiazany, rozpetala
sie prawdziwa burza na pograniczu matematyki

mapy w taki sposob, aby kazde dwa panstwa, ktore granicza ze soba, otrzymaly

i filozofii. Zaczeto stawia¢ fundamentalne pytania,

co wlasciwie moze by¢ uznane za dowdd twierdzenia,
czy dowdd niemozliwy do weryfikacji przez cztowieka
moze by¢ uznany za wiarygodny i dla kogo wlasciwie
dowodzimy twierdzenia: dla ludzi czy dla komputeréw.
Na domiar ztego okazalo sie, ze dowod 6w zawiera
kilka istotnych luk. Jednak po kolejnych poprawkach

i redukcji liczby przypadkow do zaledwie kilkuset oraz
kolejnej publikacji matematycy uznali twierdzenie

o czterech kolorach za udowodnione, choé¢ pewien
niedosyt pozostal i jeszcze z pewnoscia wielu
matematykow nie spocznie w wysitkach w poszukiwaniu
y,2dowodu z Ksiegi” lub choéby takiego, ktérego
weryfikacja nie bedzie wymagaé uzycia komputera.

Kolorowanie map jako gra

W przeszlosci czesto zdarzalo sie tak, ze skomplikowanie
prostego problemu lub sformulowanie go w ogélniejszej
postaci prowadzilo do jego rozwiazania (bylo tak

np. z Wielkim Twierdzeniem Fermata). W roku

1981 profesor nauk politycznych z Uniwersytetu
Nowojorskiego, Steven Brams, wiedziony nadzieja, ze
da si¢ w ten sposob znalezé¢ inny, tatwiejszy dowdd
twierdzenia o czterech kolorach, postanowil problem
kolorowania map nieco skomplikowaé¢. Wpadt on

na pomysl, zeby kolorowanie danej mapy odbywalo sie
jako dwuosobowa gra o bardzo prostych regutach.

Niech dwaj gracze, Jacek i Placek (oryginalnie
Minimizer i Maximizer), na przemian koloruja regiony
(panstwa) zadanej mapy, majac do dyspozycji ustalony
(ten sam dla obu) zbiér koloréw. Gre rozpoczyna
Jacek i jego celem jest takie wybieranie regionéw

i koloréw, aby cata mapa zostala w koncu poprawnie
pokolorowana. Natomiast jego przeciwnik, Placek, chce

*Wydzial Matematyki, Informatyki i Ekonometrii, Uniwersytet Zielonogérski
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za wszelka cene temu zapobiec. Jednak obu graczy
obowiazuje ta sama regula, ze w kazdym momencie
gry regiony, ktore granicza ze soba, musza mie¢ nadane
rézne kolory. Jacek zwycieza, gdy cala mapa zostala
poprawnie pokolorowana, Placek zas w przeciwnym
przypadku.

Idee Bramsa opublikowal w 1981 roku Martin Gardner
w swojej rubryce w ,,Scientific American”, stawiajac
jednoczesnie pytanie, jaka jest najmniejsza liczba
koloréw, ktora zapewni Jackowi zwycigstwo na dowolnej
mapie. Pokazanie, ze 4 kolory mu nie wystarcza, jest
proste. Wystarczy jako mape wzia¢ model szedcianu,
strategia Placka za$ polegaé¢ bedzie na tym, ze w swoim
ruchu koloruje on zawsze Sciane przeciwlegly do tej,
ktora uprzednio pokolorowal Jacek, uzywajac do tego
celu nieuzytego wczesniej koloru.

W jednym z kolejnych numeréw Lloyd Shapley
pokazal, ze réwniez 5 koloréow nie zagwarantuje Jackowi
zwyciestwa. Tym razem gra toczy sie na modelu
dwunasto$cianu foremnego. Strategia Placka ponownie
polega na tym, aby kolorowaé przeciwlegta Sciane, lecz
tym razem robi on to zawsze tym samym kolorem,
ktorego uzyt Jacek w poprzednim ruchu. Patrzac

na dwunasto$cian foremny, latwo zauwazy¢, ze Jacek
jest zmuszony w kolejnych swoich ruchach uzywaé
nowego koloru, a co za tym idzie — nie jest w stanie
wygra¢ gry na 5 kolorach.

W nastepnym numerze Robert High podat przyktad
20-$ciennej mapy (ponownie byt to model bryly),

dla ktorej nawet 6 koloréw nie zagwarantuje Jackowi
zwyciestwa. Jednocze$nie postawil hipoteze, ze

7 koloréw wystarczy Jackowi do zwyciestwa na kazdej
mapie, cho¢ z drugiej strony nie bylo nawet wiadomo,
czy jakakolwiek skoniczona liczba koloréw moze mu to
zagwarantowac¢. Wiecej publikacji na ten temat nie bylo,
wiec hipoteza Higha pozostala otwarta.

W 1991 roku Hans Bodlaender opublikowal prace

,O zlozonosci pewnych gier w kolorowanie”, w ktorej
opisal dwuosobowa gre w kolorowanie wierzcholtkéw
dowolnego skonczonego grafu. Gracze nosza tym

razem imiona Alice i Bob, lecz reguly gry sa grafowym
odpowiednikiem regul Bramsa. Autor wprowadzil
ponadto parametr x,(G) zwany rozgrywana liczba
chromatyczna (ang. game chromatic number),

a zdefiniowany jako najmniejsza liczba koloréw, dla
ktorej Alice (Jacek) ma zwycieska strategie na grafie G.
Postawit tez hipoteze, ze x4 jest skonczona na klasie
wszystkich graféw planarnych, ktére sa odpowiednikiem
map na plaszczyznie. Nie pokusil sie jednak o podanie
zadnej stalej, ktora mialaby byé¢ ograniczeniem, mimo ze
High prébowal ja podac juz 10 lat wczesniej.

Po tej publikacji specjaliéci z teorii graféw zywo
zainteresowali si¢ problemem gry w kolorowanie.

W 1994 roku Hal Kierstead i William Trotter
pozytywnie zweryfikowali hipoteze Bodlaendera,
podajac pierwsze gérne oszacowanie: x4(G) < 33 dla
kazdego grafu planarnego G. Obalili przy okazji hipoteze
Higha, znajdujac graf planarny, dla ktérego 7 koloréw
nie gwarantuje Alice zwycigstwa.

W 5 lat pdézniej ukazuje sie praca Thomasa Dinsky’ego
i Xudinga Zhu, w ktérej podaja oni zaskakujaco

prosty i elegancki dowdd nieco lepszego oszacowania
Xg¢(G) < 30. Wkrétce Zhu obniza to oszacowanie do 19,
uzywajac skomplikowanej metody aktywacji. Nastepnie
Kierstead poprawia ten wynik o 1. Aktualny rekord
wynosi 17 koloréw i nalezy ponownie do Zhu. Biorac
pod uwage dystans pomiedzy 8 a 17, oraz rosnaca
komplikacje stosowanych technik dowodowych, nalezy
sadzi¢, ze wyscig ten niepredko si¢ skonczy i pewnie
jeszcze dhugo przyjdzie nam czekaé na ostateczne
rozwiazanie tego intrygujacego problemu.

Watek sensacyjny

Przy tej okazji warto wspomnie¢ o pewnym niecodziennym fakcie. Ot6z

we wszystkich publikacjach traktujacych o grze w kolorowanie graféw jako
tworca gry podawany jest Bodlaender, mimo ze 10 lat wczesniej, gre te wymyslit
Brams. Rzecz jasna, matematycy zawsze oddaja nalezna cze$é¢ twércom
oryginalnych probleméw, a ze tym razem tak sie nie stalo, wynika po prostu

w kolorowanie.

z faktu, iz zaden z autoréw publikacji nie mial pojecia o Stevenie Bramsie i jego
pomystach opublikowanych w czasopi$mie popularnonaukowym.

Niedopatrzenie to zostanie juz wkrétce naprawione. Pierwszym krokiem w tym
kierunku jest niniejszy artykul, , Delta” zas jest prawdopodobnie pierwszym
czasopismem na Swiecie, w ktérym cala historia zwiazana z gra w kolorowanie
zostaje przedstawiona. Autorom udalo sie takze nawigzaé¢ bezposredni kontakt
zaré6wno z Bramsem, jak i Kiersteadem oraz Zhu, ktorzy zapowiedzieli, ze juz
w kolejnych swoich publikacjach wspomna o pierwszym autorze pomystu na gre

Najzabawniejszy w calej sprawie wydaje sie jednak fakt, ze, jak nam doniost
z nieklamanym zalem S. Brams, przez wiele lat usitowal on zainteresowaé¢ wielu

matematykow tym problemem, jednak bez rezultatu. Nasuwa si¢ wigc refleksja,
ze by¢é moze warto czesciej siega¢ po czasopisma popularne typu ,,Delta” czy
,Swiat Nauki”, gdyz moga si¢ one okazaé¢ prawdziwg skarbnica pomystow

i zrodlem inspiracji do powaznych rozpraw naukowych.
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Klub 44
@

Termin nadsylania rozwiazan:
30 XI 2005

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
493 (WT =2,71) i 494 (WT = 1,43)
z numeru 1/2005

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 505, 506
Redaguje Marcin E. KUCZMA

505. Trojkat rownoboczny zostal podzielony prostymi rownoleglymi do jego
bokéw na 36 trojkatéw przystajacych. Linie podzialu (wraz z bokami duzego
trojkata) tworza siatke, po ktorej pelzaja zuki; w chwili poczatkowej w kazdym
wezle siatki znajduje sie jeden zuk. W jednostce czasu kazdy zuk przemieszcza
sie z wezla siatki na wezel sasiedni, po czym zakreca w lewo lub w prawo o 60°

Barttomiej Dyda — Wroctaw 42,96
Zbigniew -

Sewartowski — Wieliczka 42,66
Tomasz Warszawski — Krakéw 40,38
Tomasz Rawlik — Braunschweig 39,35
Piotr Kumor — Olsztyn 39,07
Zbigniew Galias — Krakéw 38,09
Jerzy Cisto — Wroctaw 35,81

lub 120°. Czy z tych warunkéw wynika, ze w pewnym momencie dwa zuki

spotkaja sie w jednym punkcie?

506. Wykazaé, ze dla liczb dodatnich a, b, ¢, d zachodzi nieréwno$é

a4

b ct d*

a’ + a?b + b3 +

501. Oznaczmy przez O wspoélny srodek danych okregéw.
Dtugosci bokéw i przekatnych czworokata OAB1C1 spelniaja
nieréwnos¢ Ptolemeusza

R-|ACi|<r - |BiCi|+ R - |ABy].
Cykliczne przesuniecie oznaczen (A, B, C, D) daje trzy
analogiczne nieréwnosci. Dodajemy je wszystkie stronami,
przenoszac wyrazenia z czynnikiem R na jedng strone:

R (|AC1| + |BD:| + |CA:| + |DB |-
—|AB1| = [BC1| = |CD1| = DAL ) <

<re (|BICI| + |C1D1| 4 |D1A1| 4 |A1 By
Poniewaz |AC:| — |[BC1| = |AB| (itd.), uzyskana nieréwnosé
moéwi, ze

R - obwdéd(ABCD) <r - obwéd(A1B1C1D1).
W mysl zalozenia, zachodzi tu rownosé. To znaczy, ze
czterokrotnie zastosowana nieréwnosé Ptolemeusza byta
za kazdym razem réwnoscia, czyli ze czworokaty OABC1,
OBC1D1, OCDy1 A1, ODA1B1 maja okregi opisane. Dla
czworokata OAB1Cy otrzymujemy stad réwnosci katow:
[XOAC:| = |xOB1C4], [|XOAD|=|xOCB|.

Skoro zas trojkat OB1C1 jest réwnoramienny, te cztery
katy sa réwne, a wiec pétprosta AO™ potowi kat
DAB. Analogicznie, potproste BO™, CO™, DO~ sg
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b3 +b2¢c+c3

).

n n a+b+c+d
S+Rd+d3  B+d2a+ad” 3 '

Zadanie 506 zaproponowal pan Michal Kieza z Warszawy.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 5/2005
Przypominamy tres¢ zadan:

501. Dane sa dwa wspélérodkowe okregi o promieniach R, r (R > r). Wypukly czworokat ABC' D
jest wpisany w mniejszy okrag, a pétproste AB~", BC™, CD™, DA™ przecinajg wigkszy okrag
odpowiednio w punktach Cy, Dy, A1, By; przy tym stosunek obwodéw czworokatéow Ay B1Cy D

i ABCD wynosi R/r. Obliczyé te obwody.

502. Wykazaé, ze dla prawie wszystkich liczb naturalnych n istnieje przedstawienie liczby 1
w postaci sumy odwrotnosci szescianéw n liczb naturalnych.

dwusiecznymi pozostatych katéw czworokata ABCD,

ktory wobec tego jest kwadratem wpisanym w okrag

o promieniu 7. Jego obwéd wynosi 47/2, a obwéd wiekszego
czworokata (ktory tez jest kwadratem) jest réwny 4Rv/2.

502. Indukcja ze skokiem o 7: jezeli da si¢ przedstawic
jedynke jako sume n ulamkéw

1 1
x$ x5,
to da sie ja tez przedstawié¢ jako sume n—+7 takich utamkoéow:
1 1 1
l=—+... 4 ——+8 ———.
gL T Gy

Aby uzyskaé teze zadania, wystarczy wskazaé siedem
kolejnych liczb naturalnych, dla ktérych istnieje zadane
przedstawienie. Jesli dla pewnych liczb catkowitych x,vy, 2> 0
zachodzi réwnosé

1\3 1\3 1\3
b= (2) v (3) e (6) ’
to liczba n =z + y + 2z jest ,dobra”. Biorac jako (z,y, z)
kolejno tréjki (7,2, 11), (4,13,4), (5,9,9), (2,20,2), (6,5,14),
(3,16, 7), otrzymujemy odpowiednio n = 20, 21, 23, 24, 25, 26;
a dla n = 22 mamy przedstawienie

o () e ()

Start indukcji gotowy.



Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:

Zadania z fizyki nr 402, 403
Redaguje Jerzy B. BROJAN

402. Samochdd wyposazono w opony, ktérych wspétczynnik tarcia statycznego

wzdtuz kierunku jazdy wynosi (na pewnym ustalonym podtozu) fi = 0,5, w kierunku
prostopadlym do kierunku jazdy f2 = 0,8, a gdy sita tarcia jest skierowana pod katem
a wzgledem kierunku jazdy, wspoétczynnik tarcia statycznego jest dany wzorem f =

fi cos? o + f2 sin? a.

a) Jesli samochdd jedzie w strone dlugiej prostopadlej Sciany, to jak najlepiej uniknaé
zderzenia: hamujac wzdtuz linii prostej, czy skrecajac bez hamowania?

b) Czy skrecajac i jednoczesnie hamujac mozna uniknaé zderzenia lepiej (tzn. przy
wigkszej predkosci poczatkowej lub przy mniejszej odlegtosci od przeszkody), niz w obu
powyzszych przypadkach?

c¢) Czy dobierajac nacisk na hamulec i kat skrecenia kierownicy tak, aby kat o zmieniat

il

sie w czasie jazdy, mozna lepiej uniknaé zderzenia, niz dla stalej wartosci a7

Poréwnanie dotyczy optymalnego wyboru w zakresie kazdej z tych metod, tzn.
najlepszego statego kata « i najlepszego przebiegu zmian tego kata. Rozmiary
samochodu nalezy uznaé¢ za male w poréwnaniu z przebytymi odleglosciami.

Rys. 1
W przypadku podlizgu sita tarcia silnie maleje, dlatego zaktadamy, ze hamowanie
‘ﬁ: poslizgiem kontrolowanym nie bedzie skuteczne.
10° 7 403. Dwa jednakowe kondensatory ptlaskie o pojemnosci C' polaczono réwnolegle.

Rys. 3

sin ¢

Rys. 4
398. Przyjmijmy kierunek osi z jako pionowy, a rzut

obrazu Stonica na plaszczyzne poziomg niech lezy na osi x.
Przechyt powierzchni wody w ptaszczyznie zz o kat v
spowoduje zmiang kierunku promienia odbitego o 2,

a poniewaz takie odchylenie moze nastapié¢ zaréwno w gore,
jak i w dét, wiec natychmiast otrzymujemy 3 = 4 = 8°.
Nieco trudniejsza jest analiza odchylenia poziomego.

W tym celu zrzutujmy na ptaszczyzne yz jednostkowy
wektor o kierunku promienia padajacego i zalézmy, ze
powierzchnia wody jest nachylona w tej wtadnie pltaszczyznie
(zob. rys. 4). Dlugo$¢ rzutu jest réwna sin ¢, a po odbiciu
jego sktadowa wzdtuz osi y bedzie — dla matych katéw v

— réwna 2vsin . Z drugiej strony, wizualne poszerzenie
odbicia zgodne z rysunkiem 1 jest réwnowazne obréceniu
promienia odbitego o kat (1/2)a wokél osi z (jest to

prawda dla niezbyt duzych katéw ¢). Poniewaz sktadowa
wspomnianego wektora jednostkowego wzdtuz osi  wynosi
cos ¢, wiec po tym obrocie jego sktadowa wzdtuz osi y
wyniesie (1/2)a cos ¢ (dla maltych katéw «). Z przyréwnania
27y sin p = (1/2)a cos p znajdujemy a = 4ytge = 1,4°.

399. Pierwszy amperomierz wskazuje zawsze wartosé
skuteczng natezenia pradu, tzn. I = \/12 (kreska nad
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Obliczy¢ pojemnos¢ tego uktadu kondensatoréw, jesli jedng z oktadek jednego z nich

wsunieto miedzy oktadki drugiego w potowie odlegtosci miedzy nimi, a powierzchnia
1 czedci wsunigtej wynosi 2/3 catkowitej powierzchni oktadki (rys. 1). Gruboé¢ okladek
I i efekty brzegowe (wynikajace z ich skofczonych rozmiaréw) nalezy pominaé.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 5/2005

t Przypominamy tre$¢ zadan:

398. Po jeziorze biegna liczne drobne fale, ktérych kierunki zmieniaja si¢ dowolnie, a maksymalne
nachylenie powierzchni wody wynosi v = 2°. Obserwujemy odbicie w wodzie Storica, ktére jest

na wysokoéci ¢ = 10° nad horyzontem. Ocenié rozmycie katowe odbitego obrazu Stonca, wzdluz osi
»w poprzek” (kat a na rysunku 2) i ,wzdtuz” (kat 3).

399. Amperomierz przeznaczony do pomiaru natezenia pradu zmiennego moze dziatac

na nastepujacych zasadach: 1) mierzyé¢ $redniag warto$é kwadratu natezenia pradu (poprzez

np. pomiar sily wzajemnego oddzialywania dwéch cewek), 2) mie¢ wbudowany prostownik
27, dwupoldéwkowy pradu i mierzyé amplitude natezenia pradu wyprostowanego, 3) mie¢ wbudowany
prostownik dwupoléwkowy i mierzy¢ srednig wartos¢ natezenia pradu wyprostowanego. Mamy
trzy amperomierze Ay, Az i Ag dzialajace wedlug powyzszych zasad, przy czym skala wszystkich
amperomierzy jest tak dobrana, ze w przypadku pradu o przebiegu sinusoidalnym wskazuja one
warto$é skuteczng natezenia. Jakie bedg wskazania amperomierzy A i As, je$li amperomierz A;
wskazuje 1 A, a prad jest a) staly, b) o przebiegu jednopoléwkowym (tzn. polowa sinusoidy, rys. 3),
¢) o przebiegu piloksztaltnym (rys. 3)7

symbolem oznacza $rednia warto$é). Drugi amperomierz
wskazuje Io = a|l|max, gdzie stala a jest dobrana zgodnie

z warunkiem dopasowania do sinusoidy, czyli a = 1/ V2.
Trzeci amperomierz wskazuje I3 = bm, a poniewaz $rednia
warto$¢ dodatniej potéwki sinusoidy o amplitudzie 1 wynosi
2/, wiec b= m/2v/2.

a) Dla pradu stalego otrzymujemy natychmiast
L=1/vV/2A=0,707T A, Iy = 7/2v/2 A = 1,11 A.

b) Dla przebiegu jednopotéwkowego o amplitudzie Iy $rednia
warto$¢ kwadratu natezenia pradu obliczona dla ,czynnej”
potéwki wynosi %Ig, czyli dla calego przebiegu I2 = I3 /4.
Stad Iy = Io/2, czyli Ip =2 A, I = v/2 A = 1,41 A. Aby
obliczy¢ I3 zauwazmy, ze dla ,czynnej” potéwki srednia
warto$é¢ natezenia pradu wynosi %7 czyli dla calego
przebiegu m = Ip/m. Podstawiajac b i Iy znajdujemy

Is = % A =0,707 A.

c¢) Dla przebiegu pitoksztaltnego o amplitudzie Io
$rednia wartos¢ kwadratu natezenia pradu wynosi

I3/3, wicc I = Iy/+/3. Drugi amperomierz wskaze
zatem o = /3/2 A = 1,22 A. Poniewaz m = %Io, wiec

Is=2./3/2 A =0,962 A.



Rozwigzanie zadania M 1109.
Oznaczmy przez [F] pole figury F.
Woéwcezas [ALC] = 2[LBC] oraz
[ANC] = 2[NDA], skad po dodaniu

stronami

[ALCN] = 2(|[LBC] 4+ [NDA]).

M
N

A K L B

Zatem dodajac do obu stron 2[ALCN]
uzyskujemy

(1) 3[ALCN] = 2[ABCD].

Z drugiej strony, [K LN| = [AK N] oraz
[LMN] = [LCM], skad po dodaniu
stronami mamy

[KLMN] = [AKN] + [LCM],

czyli
(2) 2[KLMN] = [ALCN].

Laczac réwnosci (1) i (2), uzyskujemy
teze.

-]

Rozwigzanie zadania M 1110.
Niech a« = < CAD oraz 8 = { BAC.
7 réwnoéci 4 BAC + < BCD = 180°
dostajemy o + 3 = 60°. Przyjmijmy,
ze dwusieczne katéw ACB oraz AC'D
przecinaja dany okrag odpowiednio
w punktach P i Q.

D
/; ﬂ% kc

LesvA

Q

=

P

Wéwcezas { PCA = S CAD, skad wynika,

ze AP = CD. Tak samo dowodzimy, ze
AQ = BC'. Ponadto

JCPQ =<xCPD + <DPQ =

= SCAD +4DCQ = a+ 3 = 60° .

Analogicznie dowodzimy, ze

L CQP = 60°, skad wynika, ze tréjkat
CPQ jest rownoboczny. Oznaczmy przez
a dlugoéé jego boku. Wéwezas na mocy
twierdzenia Ptolemeusza zastosowanego
do czworokata APCQ uzyskujemy

AC -a= AP -a+ AQ - a. Stad

AC = AP + AQ = CD + BC.

Patrz w niebo

W roku 1962 pionierskie obserwacje w zakresie rentgenowskim ujawnity
promieniowanie X dobiegajace niemal réwnomiernie ze wszystkich stron. Przez
kilkadziesiat lat nie wiadomo bylo, czy jest to $wiecenie gltadkiego tla czy
ogromnej liczby niedostrzegalnych na razie oddzielnych zrédel. Rozstrzygniecie
nastapitlo po wysltaniu na okoloziemska orbite rentgenowskiego teleskopu
Chandra (1999). Okazalo sie mianowicie, ze 80% rentgenowskiego tta pochodzi
od 7rédel punktowych, a sa nimi supermasywne czarne dziury znajdujace sie
w centrach odlegltych galaktyk.

Teleskop Chandra wykonatl m.in. dwa rekordowe sondowania Wszechswiata:
uzyskal obrazy dwéch obszaréw po 16 minut kwadratowych, jednego potozonego
w Piecu (na poludniowej pétkuli) i drugiego w Wielkiej Niedzwiedzicy,

przy czym oba obrazy powstaly w wyniku ekspozycji trwajacych milion

sekund (ponad 11 dni). Badane pole w Wielkiej NiedZzwiedzicy pokrywa sie

z obszarem znanym jako Hubble Deep Field, czyli z najodleglejszym fragmentem
Wszechswiata sfotografowanym za pomoca teleskopu Hubble’a. Obraz w zakresie
rentgenowskim ukazal ogromna liczbe czarnych dziur w postaci kwazarow

i innych typow aktywnych galaktyk wypelniajacych wezesny Wszech$wiat.
Poniewaz Chandra nie mogt fotografowaé widm tych obiektow, informacje o ich
odleglosciach uzyskano za pomoca oémiometrowych teleskopéw znajdujacych

sie w Furopean Southern Observatory w Chile. Wspdlpraca okazata sie bardzo
owocna, odkryto mianowicie w koncu kwazary II typu, korych istnienie byto od
dawna podejrzewane. Oczekuje sie bowiem, ze centralna czarna dziura w mlodej,
bogatej w pyl galaktyce, powinna by¢ otoczona przez bardzo gruby torus tego
pytu. Przy losowym usytuowaniu osi tych toruséw tylko u okoto 10% obiektéw,
ktérych osie bylyby skierowane w przyblizeniu w strone Ziemi, powinny by¢
widoczne ich obszary centralne w zakresie optycznym. U pozostalych 90% torus
zakrywalby czarna dziure, przez co taka galaktyka nie bytaby widoczna jako
zwykly kwazar, bylaby natomiast widoczna jako kwazar I typu w zakresie
rentgenowskim.

Tomasz KWAST

Wrzesien

Gromady kuliste otaczaja nasza Galaktyke mniej wiecej réwnomiernie

— mowimy, ze same tworza tzw. podsystem kulisty. Z kolei materia
miedzygwiazdowa nalezy do podsystemu plaskiego, czyli skupia sie gltéwnie

w plaszczyznie Drogi Mlecznej, doéé¢ skutecznie uniemozliwiajac tu obserwowanie
odleglych obszaréw, w szczegdlnosci centrum Galaktyki (odlegtego od nas

0 8,5 kpc) i jego okolic. Zdawalo by sie wiec, ze w tej plaszczyZnie powinnismy
widzie¢ tylko najblizsze gwiazdy, a gromady kuliste, jako obiekty ,zewnetrzne”
wzgledem Galaktyki, jedynie daleko od Drogi Mlecznej. Tymczasem w matym

i niepozornym gwiazdozbiorze Strzaly, potozonym wlasnie w Drodze Mlecznej,
nie do$é ze znajduje sie gromada kulista (M71), to jeszcze widaé ja przez
niewielki teleskop, gdyz jej jasno$¢ wynosi 8,1 mag. Lezy ona blizej niz centrum
Galaktyki w odlegtosci 3,1 kpc.

Wenus jest w Pannie i wida¢ ja wieczorami na zachodnim niebie. Mars jest
na granicy Barana i Byka, wschodzi wigec wieczorem i wida¢ go przez cala
noc. Jowisz jest w Pannie i wida¢ go, jak Wenus, tylko wieczorem. Saturn
jest w Raku, wschodzi wiec dopiero okolo péinocy. Néw Ksiezyca wypada

3 IX, a pelnia 18 IX. Jednego dnia — 7 IX — Ksiezyc zakryje Spike i Wenus,
ale pierwsze zakrycie bedzie widoczne na Syberii, a drugie w poludniowej
czesci Afryki. Ksiezyc zakryje tez Antaresa 10 IX, ale zobacza to mieszkancy
Srodkowej Ameryki i Afryki. 22 IX Slofice wstapi w znak Wagi, czyli nastapi
rownonoc jesienna i zacznie si¢ astronomiczna jesien.

T. K.
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Klopoty z gatunkiem

Kazdy z nas ma intuicyjne poczucie, co to jest gatunek. Wydaje
sie, ze takie pojecie gatunku jest niezalezne kulturowo i dosé
trafne — Ernst Mayr opisywal pewne plemie z Nowej Gwinei,
ktoérego cztonkowie odrézniali 136 réznych gatunkéw ptakow

w okolicznych lasach. Specjalisci-taksonomowie stwierdzili,

ze w rzeczywistosci gatunkéw jest 137; lowcom-zbieraczom
umkneta zaledwie jedna réznica. Nic dziwnego — odréznianie
stosunkowo podobnych gatunkéw moglo w przesziosci czesto
decydowaé o sukcesie zyciowym (do dzi§ moze by¢ istotne podczas
grzybobrania).

Sto kilkadziesiat lat temu Darwin zatytutowal dzieto swojego zycia
O powstawaniu gatunkéw. Jednak dla samych biologéw kwestia
definicji gatunku nie jest prosta; co wiecej, wydaje sie, ze nie da
sie tatwo tego pojecia zdefiniowaé.

Biologiczna definicja gatunku, najczesciej uzywana, okresla
gatunki jako grupy naturalnych, krzyzujacych sie faktycznie lub
potencjalnie populacji, rozrodczo izolowane od innych takich
grup. Populacja za$ to grupa osobnikéw tak rozmieszczonych, zZe
kazdy z nich ma jednakowe szanse kojarzenia sie i produkowania
potomstwa z kazdym innym (pod warunkiem, Ze organizmy

sq dojrzale plciowo, nalezg do przeciwnych plci i sq
réwnowartosciowe pod wzgledem wydolnosci plciowej). W ten
spos6b wréble Passer montanus z Poznania i z Chicago naleza
do jednego gatunku, ale do innych populacji.

Niestety, podstawowym problemem takiej definicji jest to, ze
wyklucza organizmy rozmnazajace si¢ w sposéb bezplciowy — np.
bakterie czy wrotki bdeloidalne.

Co ma oznacza¢ potencjalne krzyzowanie? Czy mamy uznaé za
jeden gatunek niedzwiedzie: brunatnego i polarnego, ktére moga
sig¢ krzyzowaé (gdy sie spotkaja) i maja plodne potomstwo? Tu
mozna by wprowadzi¢ kryterium wzajemnego zastepowania:
gdyby przenie$é niedzwiedzia brunatnego do Arktyki, a polarnego
w Karpaty, zginetyby marnie.

Co w takim razie z jamnikiem i dogiem? Kwestia mozliwosci
krzyzowania jest tu dyskusyjna, trudno tez uznaé, ze mogtyby
sie nawzajem zastapi¢. A przeciez oba uznajemy za psy; poprzez
kilka krzyzowan posrednich gabarytami ras i kilka kundelkéw
udaloby sie tez polaczyé geny doga i jamnika. Mozna uznaé, ze
psy to przyktad sztucznego doboru kierowanego przez czlowieka.
W naturze spotyka sie za to tzw. ring species. Znany przyklad

to pewne salamandry z Ameryki Pélnocnej. Poszczegdlne
populacje salamander zamieszkuja kalifornijskie wybrzeze

i Sierra Nevada. Réznig si¢ ubarwieniem na tyle, ze uznano je

za podgatunki. Podgatunek A krzyzuje si¢ — gdy nadarzy sie
okazja — z podgatunkiem B, B z C. W poludniowej Kalifornii
spotykaja sie podgatunki A i E. W ich przypadku relacja ,bycia
tego samego gatunku” przestaje by¢ przechodnia — choé moga sie
bez trudu krzyzowaé z pozostalymi podgatunkami, mieszance tych
podgatunkéw sa niemal nienotowane.

Z drugiej strony — wiele zwierzat, a zwlaszcza roslin, tworzy

w naturze hybrydy z osobnikami innych gatunkéw. Jesli gatunki
czy podgatunki réznig sie¢ zasiegiem geograficznym, gdzies
posrodku moze powstaé swoista strefa hybrydowa, w ktoérej
przewazaja mieszance obu form.

Wreszcie, biologiczna definicja gatunku jest zupelnie bezradna
wobec czasu. Dzi§ bez watpienia zaliczymy czlowieka i szympansa
do dwbéch réznych gatunkéw. Szesé milionéw lat temu byliSmy
jednym gatunkiem. Kiedy nastapit moment ,,0”, kiedy pojawity
sie dwa osobne gatunki?

Dwa nowe gatunki powstaja z jednego gatunku wej$ciowego;

w pewnym momencie (np. teraz, w przypadku cziowieka

i szympansa) mozna jasno podzieli¢ organizmy na przynalezne

do dwéch osobnych linii ewolucyjnych. W zaleznosci od
mechanizmu powstawania nowego gatunku rozdzial nastepuje
szybciej lub wolniej. W dodatku dopdki nie powstanie szczelna
bariera zapobiegajaca krzyzowaniu powstajacych gatunkéw, caty
proces moze zostaé¢ odwrécony, gdy znikng przyczyny izolacji (np.
oddalenie geograficzne).

Te utomnosci definicji gatunku biolodzy réznych dziedzin prébuja
likwidowad, tworzac alternatywne, specjalistyczne definicje
gatunku, np. ekologiczna, filogenetyczna itp. Wydaje sie, ze
gatunek uzywany jest gtéwnie w dwéch znaczeniach: jako pojecie
ewolucyjne (w znaczeniu pokrywajacym si¢ z biologiczna definicja
gatunku) i jako jednostka klasyfikacji (np. podobne do siebie
bakterie, charakteryzujace sie zestawem cech Escherichia coli).
W obu przypadkach trudno zrezygnowac¢ z wygody takiego
pojecia, natomiast trzeba pamigtaé o trudnosciach wynikajacych
z proby umieszczenia w dyskretnych kategoriach zmiennej ciagtle;j.

Klopoty z definicja moga okazaé si¢ niebawem jeszcze wigksze:

do tej pory odréznianie gatunkéw opieralo si¢ gtéwnie

na poréwnaniach anatomii, morfologii, cyklu rozwojowego itp.
poszczegdlnych organizméw. W wielu przypadkach réznice sg
niezwykle trudne do uchwycenia dla ludzkiego obserwatora,
wymagaja tez lat treningu. W zwiazku z tym powstal projekt
»kodow kreskowych”. Jego autorzy chca sekwencjonowaé niewielki
fragment genu u wszystkich organizméw tkankowych i na
podstawie réznic jego sekwencji wyznacza¢ podzialy gatunkowe.
Taka znacznikowa sekwencje mozna poréwnaé do kodu kreskowego
— w nastepnej fazie projektu kod kreskowy pozwoli wyznaczaé
przynalezno$¢ gatunkowsa. Jesli kody kreskowe dwdéch, na pierwszy
rzut oka podobnych, organizméw znacznie si¢ réznig — to

znaczy, ze pochodzg one z réznych gatunkéw. Sa juz pierwsze
spektakularne rezultaty — kilkanascie nowych gatunkéw w grupach
owadow uwazanych wczesniej za jeden gatunek. By¢ moze robocza
definicja gatunku bedzie wkrétce ,grupa organizméw o tym
samym kodzie kreskowym”.

Ensatina eschscholtzii picta
™ E.e. oregonensis
W e platensis
™ E.e. zanthoptica
wm Fl.e. croceater
® [F.e. eschscholtzii
# Ensatina E.e. Klauberi
® Strefa hybrydyzacji

E.e. platensis

ouzozIqpeN Al

Jez. Tahoe .
mile

Przejscia kolorow
pokazuja strefy
zmieniania si¢
podgatunkéw.

E.e. Klauberi

Zyjace na zachodnim wybrzezu USA salamandry (Ensatina) wywodza
si¢ z jednej pierwotnej populacji. Kiedy gatunek rozprzestrzeniat

si¢ na potudnie, lokalne populacje adaptowaly si¢ do miejscowych
warunkéw po obu stronach doliny. Kazda z grup salamander jest

w stanie krzyzowad si¢ z salamandrami z sasiednich populacji;

jednak tam, gdzie zamyka si¢ pierécienn na poludniu doliny — obszar
zaznaczony na czarno — sasiadujace populacje sa na tyle rézne, ze sig

nie krzyZujg. Anna LORENC
Wspélpraca: Pawel POREBA, Jarek BRYK

Korespondencje do Kacika Biologicznego prosimy przysyla¢ do Jarka Bryka pod adresem: bryko@poczta.onet.pl
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Olimpiada

Zadania I stopnia
Olimpiady Fizycznej, Astronomicznej, i Matematycznej
2005/2006

LV OLIMPIADA FIZYCZNA
ZADANIA ZAWODOW I STOPNIA

Rozwigzania zadan I stopnia nalezy przesyla¢ do Okregowych Komitetéw Olimpiady Fizycznej (adresy na str. viii) w terminach:
czes¢ I — do 25 pazdziernika br., cze$é¢ II — do 21 listopada br. O kwalifikacji do zawoddéw II stopnia bedzie decydowaé¢ suma
punktéw uzyskanych za rozwigzania zadan czesdci I i II. Szczegdly dotyczace regulaminu oraz organizacji Olimpiady mozna znalezé

w broszurze i na afiszu rozestanych do szkét $rednich oraz na stronie internetowej http://www.kgof.edu.pl.

CZESC 1 (termin wysylania rozwiazan — 25 pazdziernika 2005 r.)

Uwaga: Rozwigzania zadan nalezy zamie$ci¢ w kolejnosci zgodnej z ich numeracja. Wszystkie strony pracy powinny byé ponumerowane.
Na kazdym arkuszu nalezy umiesci¢ nazwisko i imi¢ oraz adres autora pracy. Na pierwszym arkuszu pracy dodatkowo nalezy podaé

nazwe, adres szkoly i klase oraz nazwisko i imie nauczyciela fizyki.

Podaj i krétko uzasadnij odpowiedz.
Za kazde z 15 zadan mozna otrzymaé maksimum 4 punkty.

1. W ktérym wagoniku kolejki gorskiej trzeba siedzieé
(rozwazmy tylko pierwszy i srodkowy), aby odczuwana
przez pasazera sita dociskajaca go do siedzenia byla
najwieksza? W ktérym wagoniku trzeba siedzie¢, aby
odczuwana przez pasazera sita dociskajaca go do oparcia
byta najwigksza? Tor kolejki znajduje sie w plaszczyznie
pionowej i sktada sie z elementéw w ksztalcie tuku

o takim samym promieniu oraz odcinkéw prostych
(patrz rysunek 1). Dlugosé kazdego z fragmentéw jest
wieksza od dlugoéci kolejki. Pomijamy tarcie i opor
powietrza.

Rys. 1

2. Dla jakich katéw nachylenia réwni polozony
na nig jednorodny, sze$cienny klocek przewrdci sie?
Wspbdlezynnik tarcia klocka o réwnie wynosi pu.



3. Termometr Galileusza to kilka kulek zanurzonych

w wodzie. W zaleznosci od temperatury wody czes¢

z nich wynurza sie, a czes¢ opada na dno. Przyjmijmy,
ze kulka ma, niezaleznie od temperatury, promien

R =1,5cm. Z jaka doktadno$cia powinna by¢ ustalona
masa takiej kulki, aby pomiar temperatury odbywat
sie z dokladnoscig 1°C ? Potrzebne dane znajdz

w tablicach.

4. Do sufitu przyczepiono nitke, na ktérej zawieszono
cialo o masie m. Pod tym cialem zawieszono na drugiej
nitce ciato o takiej samej masie. Podaj przyspieszenie
obu cial tuz po przecieciu gérnej nitki oraz opisz
jakosciowo dalszy ruch tych cial.

Rozwaz dwie mozliwosci:

a) nitki sa idealnie nierozciagliwe;

b) nitki sa w istocie gumkami o duzej stalej
sprezystosci.

5. Rozwazmy dwie ramki z drutu (patrz rysunek 2).

Pierwsza obraca sie ze stala predkoscia katowa. Plynie
w niej prad I.

Rys. 2

Rozpatrzmy nastepujace chwile:
a) gdy plaszczyzny ramek sa do siebie rownolegle;
b) gdy sa do siebie prostopadte.

W ktérym z tych przypadkéw moment sity dziatajacy
na druga rambke jest najwigkszy? W ktora strone jest
skierowany?

6. Rozwazmy proces, w ktérym objetosé
jednoatomowego gazu doskonatego ulega zwigkszeniu
od V do V + AV, a jego ci$nienie zmienia sie od p

do p+ oAV, gdzie AV jest bardzo male. Dla jakich «
w tym procesie cieplo jest dostarczane do gazu?

7. Jas przeprowadzil nastepujace doswiadczenie
fizyczne: ciagnal pudlo po podlodze za sznurek
przyczepiony do dynamometru, sprawdzajac, jakiej
wymaga to sily. Zgodnie z jego zapiskami ciagnal to
pudto ruchem jednostajnym, najpierw poziomo, a potem
— 7 ta sama (rézna od zera) sita — pod katem o = 60°
(patrz rys. 3).

—» d

I I T

Rys. 3

Zgodnie z prawami fizyki:

a) jest to mozliwe na kazdym podlozu, trzeba tylko
odpowiednio dobra¢ site do wspélczynnika tarcia
(Jak?);

b) Ja$ pomylil sie; taka sytuacja jest niemozliwa
(dlaczego?);

c) taka sytuacja jest mozliwa tylko dla $cisle okreslonej
wartosci wspélezynnika tarcia (jakiej?).

8. Rozwazmy jednorodny pret zawieszony na pionowych
nitkach przymocowanych do jego koncow. Obok prawego
konca preta na trzeciej nitce wisi kulka. Pret jest
poziomy. W pewnej chwili réwnoczesnie przecinamy
nitke, na ktorej wisi kulka oraz nitke przywiazang

do prawego konca preta. Tuz po przecieciu nitek
przyspieszenie ktorego punktu bedzie wigksze: srodka
kulki czy prawego konca preta?

9. Powietrzny kondensator ptaski ma pojemnosé

Cp, = 10710 F, a odleglo$¢ miedzy okladkami jest réwna
d = 2 mm. Miedzy oktadki tego kondesatora wlano
ciecz o statej dielektrycznej €,, = 3 i oporze wlasciwym
p = 10*Q m, calkowicie wypelniajac jego wnetrze.

Jakie jest natezenie pradu plynacego miedzy okladkami
kondensatora, jesli zostal on podtaczony do zZrodia

o takim napieciu, ze tadunek na kazdej z oktadek jest
réwny co do wartosci Q = 1072C?

Rozwazmy kondensator walcowy (o promieniach:
wewnetrznym r = 2mm i zewnetrznym R = 4 mm)

o pojemnosci (poczatkowej) réwniez réwnej Cp, miedzy
oktadki ktérego wlano te sama ciecz. Jakie bedzie
natezenie pradu ptynacego miedzy jego okladkami, jesli
zostanie on podlaczony do zrédta o takim napieciu,

ze tadunek na kazdej z oktadek bedzie réwny co

do wartoéci Q = 1079C?

10. Z réwni pochylej o kacie nachylenia 45°,

z wysokos$ci h spuszczono na podloge: a) jednorodna
kulke; b) jednorodny szescian; c¢) jednorodny
graniastoshup o podstawie trojkata réwnobocznego
polozony $ciana boczng na réwni (patrz rys. 4).

W ktorym przypadku pozioma predkosé ciata

na podlodze bedzie najwigksza?

Tarcie i op6r powietrza zaniedbujemy. Ciala sg mate
w poréwnaniu z wysokoécia h.

iz
Rys. 4 7

11. Transformator sklada sie z uzwojenia pierwotnego
oraz uzwojenia wtérnego nawinietych na rdzen. Gdy

do uzwojenia pierwotnego podlaczony jest prad zmienny
o napieciu skutecznym 230 V, a obwdd wtérny jest
rozwarty, to napiecie skuteczne na zaciskach obwodu
wtornego jest réwne 23 V, a prad plynacy przez obwdd
pierwotny ma natezenie skuteczne 10 mA. Jakie bedzie
natezenie skuteczne pradu ptynacego w obwodzie
wtornym, jesli podlaczymy do niego zrédto pradu



zmiennego o napieciu skutecznym 23 V, a styki obwodu
pierwotnego beda rozwarte? Opoér omowy obu obwoddw
oraz impedancje zrédel pradu mozemy pominaé. Prad
w obu przypadkach ma czestotliwosé 50 Hz.

12. Pasazerowie balonu w pewnym momencie
stwierdzili, ze ich balon zaczyna opadaé¢. Postanowili
podskakiwaé, tak aby jak najkrécej dotykaé¢ nogami
podlogi kosza balonu. Czy taki sposéb postepowania
zmniejszy $rednia predkosé opadania balonu? Przyjmij,
ze balon, wraz z koszem i linami, jest sztywny i ze

sita oporu powietrza jest proporcjonalna do kwadratu
predkosci.

13. Podobno Alberta Einsteina do stworzenia
Szczegblnej Teorii Wzglednosci doprowadzito
rozwazanie, co dzieje si¢ z naszym odbiciem w lustrze,
jesli poruszamy sie z predkoscia zblizona do predkosci
$wiatta. Rozwazmy analogiczny, nierelatywistyczny
problem: ultraszybki nietoperz lecacy z predkoscia

v = 1727 wzgledem powietrza ,oglada” za pomoca
ultradzwickow swoje ,,odbicie” w lusterku trzymanym
rownolegle do kierunku lotu. Pod jakim katem

w stosunku do tego kierunku bedzie on widzial to
odbicie? Nietoperz jest maly w poréwnaniu z odlegtoscia
od ,lusterka”. Predkos¢ dzwigku w powietrzu u = 3447,
Rozwaz zagadnienie: a) w ukladzie powietrza;

b) w ukladzie nietoperza.

14. Rozwazmy cienki, jednorodny krazek, zrobiony
z materialu promieniotworczego emitujacego
promienie v. Jak zalezy od kierunku obserwacji:

a) natezenie promieniowania termicznego;

b) natezenie promieniowania -y

wysylanego przez ten krazek? Zakladamy, ze punkt
obserwacji jest daleko od krazka, promieniowanie nie
jest po drodze pochtaniane, a krazek promieniuje
termicznie jak ciato doskonale czarne.

15. Marek zawiesit na sprezynce cigzarek o masie

m = 100 g. W stanie rownowagi dlugos¢ rozciagnietej
sprezynki byta réwna [ = 1 m. Nastepnie wprawit
ciezarek w pionowe drgania. Ze zdziwieniem stwierdzit,
ze po pewnym czasie cigzarek drgal nie w pionie,

ale w poziomie — jak wahadlo. Jak to wyjasnisz? Ile byla
rowna stala sprezystosci sprezynki?

CZESC II (termin wysylania rozwigzan — 21 listopada 2005 r.)

Uwaga: Rozwiagzanie kazdego zadania powinno by¢ napisane na oddzielnym arkuszu papieru podaniowego. Na kazdym arkuszu nalezy
umiescié¢ nazwisko i imie oraz adres autora pracy, a takze nazwe i adres szkoly i klase oraz nazwisko i imie¢ nauczyciela fizyki. Do pracy

nalezy dolaczy¢ koperte zaadresowana do siebie.

ZADANIA TEORETYCZNE

Za kazde z trzech zadan mozna otrzymaé maksimum 20 punktéw.

T1. Jedna z oktadek kondensatora plaskiego jest
o$wietlana (poprzez maly otwér w drugiej okladce)
$wiatlem lasera o dlugoéci fali A = 405 nm. Odleglo$é
miedzy okladkami kondensatora jest rowna d = 1 cm,
a rozmiary liniowe okladek sa znacznie wigksze niz d.
Miedzy okladkami jest préznia.

a) Zakladajac, ze liczba wybijanych elektronéw

na jednostke kata brytowego jest niezalezna od

kierunku, wyznacz zaleznosé¢ natezenia pradu

plynacego miedzy okladkami od napigcia miedzy
nimi. Praca wyjscia elektronu z materialu oktadki
jest rowna W = 1,87 eV. Przyjmij, ze wszystkie
wybite elektrony maja najwieksza mozliwa

w rozpatrywanym procesie energie.

b) Podaj jako$ciowo, jak zmieni sie otrzymana
zalezno$é, jesli uwzglednimy, ze:

(i) wylatujace elektrony maja rézne energie;

(ii) poprzeczne rozmiary kondensatora sa skoniczone.
Wskazéwka: pole ograniczonego ptaszczyzna wycinka
sfery o promieniu r jest réwne 27rz, gdzie z jest
odlegloscia miedzy ta plaszczyzna a najbardziej
odleglym od niej punktem na rozpatrywanym wycinku.

T2. Prostopadto$cian o wymiarach a x b x d

porusza sie rownolegle do krawedzi dtugoéci a z duza
(relatywistyczna) predkodcia v. Prostopadlodcianowi
zrobiono zdjecie za pomoca nieruchomego aparatu
fotograficznego. O$ optyczna aparatu byla prostopadia
do kierunku ruchu prostopadtoscianu i prostopadta

do krawedzi o dtugosci b.

Wykaz, ze widoczny na zdjeciu obraz poruszajacego

sie prostopadtoscianu jest taki sam, jaki bylby obraz

tego samego, ale spoczywajacego prostopadloscianu,

obréconego wokot osi rownoleglej do krawedzi b

o pewien kat ¢. Wyznacz zaleznos$é tego kata od

predkosci v.

Uwagi:

1. Migawka aparatu znajdowala sie tuz przed
obiektywem (soczewka), a jej czas otwarcia byl
na tyle krotki, ze mozna przyjaé, iz cale Swiatlo,
ktoére utworzylo obraz, przelecialo przez nia w tej
samej chwili.

2. Prostopadloécian znajdowat si¢ na tyle daleko od
obiektywu, ze promienie $wiatla, ktére utworzyly



obraz, byly w bardzo dobrym przyblizeniu réwnolegte
do siebie i do osi optycznej aparatu.
3. Pomijamy ewentualne zmiany koloréw i jasnosci.

Wskazéwka: rozwaz tylko promienie wylatujace
z wierzchotkéw prostopadtoscianu.

T3. Klocek o masie M porusza si¢ poziomo, bez tarcia,
wzdtuz linii prostej. W chwilach ¢;, ¢ = 1,2, ...

z klockiem zderzaja sie idealnie sprezyscie ciata

o masie m. Predkosci tych cial przed zderzeniem

wynosza u; i sa réwnolegle do kierunku ruchu klocka.

Niech V; bedzie predkoscig klocka tuz przed zderzeniem

w chwili ¢;.

a) Znajdz zwiazek miedzy Vi1 a V.

b) Przyjmujac, ze u; = (—1)" u i przy zalozeniu, ze znasz
Vi, wyznacz V,, dla bardzo duzych n.

ZADANIA DOSWIADCZALNE

Przestaé nalezy rozwigzania dwéch (i tylko dwéch) zadan
dowolnie wybranych z trzech podanych zadan do$wiadczalnych.
Za kazde zadanie mozna otrzymaé maksimum 40 punktéw.

D1. Przyrzadz galaretke, mieszajac tyzeczke zelatyny
z 1/2 szklanki wrzatku. Masz do dyspozycji:
e stezala galaretke,

D2. Masz do dyspozycji:

e jednakowe gumki-recepturki,

e stoper,

e ciezarek o masie 50 g, statyw lub zaczep umozliwiajacy
zawieszenie ciezarka.

e cienky plastikowa rurke zamknieta z jednej strony,
e duze naczynie z woda,
e linijke, Zakladajac, ze miedzy sila F' napinajaca gumke i jej
dhugoscia I zachodzi zwiazek

F=k( -1,
gdzie [y — dlugo$é¢ swobodna gumki, & — wspdlczynnik
sprezystosci gumki, wyznacz wartosé iloczynu kly dla
jednej gumki. Przyjmij, ze przyspieszenie ziemskie g
wynosi 9,81 m/s?.

® 167,

e papier milimetrowy.

Wyznacz stosunek gestosci galaretki do gestosci wody.
Uwaga: Zamiast plastikowe]j rurki mozesz wykorzystaé
wypisany wklad do dlugopisu. Wktad powinien by¢ tak
dobrany, aby mégt ptywaé pionowo w wodzie.

D3. Masz do dyspozycji:

e pret mosiezny lub stalowy o znanej diugosci z zakresu 0,5-1 m i Srednicy
0,5-1,5 cm,

e dwa plaskie przetworniki piezoelektryczne uzywane w urzadzeniach
elektronicznych do sygnalizacji akustycznej (np. takie, jak uzywane
w ,grajacych” kartach urodzinowych),

e klej epoksydowy umozliwiajacy sztywne zamocowanie przetwornikéw do preta,

e generator przebiegu sinusoidalnego o czestotliwosci z zakresu 1-20 kHz,
pozwalajacy ustali¢ czestotliwo$é sygnalu z doktadnoécia nie gorsza niz 1 Hz,

e oscyloskop,

e miekki material (np. recznik, gabka, styropian), na ktérym mozna potozy¢
pret,

e przewody elektryczne, wtyczki, zaciski itp. elementy umozliwiajace zestawienie
uktadu pomiarowego.

Wyznacz predkosé dzwigku w precie.

Uwagi:

1. Pret powinien mie¢ rowne, plaskie konce.

2. Zamiast zwyklego generatora i oscyloskopu mozesz uzy¢ komputera
wyposazonego w karte dzwigkows i odpowiednie programy komputerowe.
Takie programy mozna znalezé w Internecie (np. fg_lite.exe oraz
winscope.exe) lub wykorzystaé programy ,Generator” oraz ,Oscyloskop”
dostepne na ptycie CD dolaczonej do podrecznika J. Blinowski, W. Zielicz,
Fizyka z astronomiq. Ksztalcenie w zakresie rozszerzonym, tom. I, WSiP,
Warszawa 2002 (i 2003, II wydanie). Mozesz takze skorzystaé z programéw
dostepnych na stronie www.kgof.edu.pl.

3. Przetworniki piezoelektryczne mozna kupi¢ w sklepach z elementami
elektronicznymi lub wymontowacé je z kart urodzinowych. Na stronie
Olimpiady Fizycznej pod adresem http://www.kgof.edu.pl/ znajdziesz
zdjecia, ktére pomoga ci zidentyfikowaé te elementy.
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ZADANIA ZAWODOW I STOPNIA

PIERWSZA SERIA

1. Poniewaz przyjeto, ze podréz kosmiczna odbyt czltowiek, ktory znalazt sie
wyzej niz 100 kilometréw nad powierzchnia Ziemi, proponuje sie komercyjne
wycieczki na taks wysoko$¢. Wykaz, ze w poréwnaniu do lotu orbitalnego wzlot
na taka wysokos¢ wymaga znacznie mniej energii.

2. Gdy dla obserwatora ziemskiego planeta gérna znajduje sie dokladnie po
przeciwnej stronie niz Stonice, méwimy, ze jest ona w opozycji. Jej odleglosé
katowa od Stonca wynosi wtedy 180°. Dla planet olbrzymoéw oblicz, po jakim
czasie od momentu opozycji odlegtoéé¢ katowa planety od Stofica zmniejszy sie
do 90°. W obliczeniach przyjmij, ze orbity sa wspdlptaszczyznowymi okregami.

3. Nastepujace gwiazdy uszereguj wedlug ich wzrastajacych rozmiaréw:
1. Gwiazda olbrzym.
2. Stonce.
3

. Gwiazda o jasno$ci obserwowanej 10,8 wielkosci gwiazdowej znajdujaca sie
w odleglosci 3,5 ps od nas.

4. Gwiazda, ktérej jasno$é¢ absolutna wynosi 3,7 wielkosci gwiazdowej,
a temperatura efektywna — 5800 K.

Podaj uzasadnienie przyjetej przez Ciebie kolejnosci.

4. W dniu 3 pazdziernika 2005 roku w Polsce bedzie widoczne cze$ciowe
zaémienie Stonca. Przygotuj szczegélowy program obserwacji tego zjawiska,
uwzgledniajac posiadany przez Ciebie sprzet obserwacyjny.

ZADANIA OBSERWACYJNE

Rozwigzanie zadania obserwacyjnego powinno zawierac: dane dotyczqce
przyrzedow uzytych do obserwacyi i pomiaréw, opis metody i programu
obserwacji, standardowe dane dotyczqce przeprowadzonej obserwacji (m.in.
date, czas, wspélrzedne geograficzne, warunki atmosferyczne), wyniki obserwacyji
1 ich opracowanie oraz ocene dokladnosci uzyskanych rezultatow. W przypadku
zastosowania metody fotograficznej nalezy dolgczyé negatyw lub odpowiednsi
wydruk komputerowy — materialy przestane na nosnikach elektronicznych nie
bedq oceniane.

Rozwigzanie jednego zadania obserwacyinego nalezy nadestaé wraz
z rozwigzaniami drugiej serii zadan zawodow I stopnia — do dnia 14 listopada

2005 r.

1. Na wykonanej przez siebie fotografii Ksiezyca dokonaj identyfikacji
widocznych na niej szczegdtéw powierzchni Ksiezyca.

2. Przeprowad?z obserwacje za¢mienia Stonca 3 pazdziernika br.
3. Jako rozwiazanie zadania obserwacyjnego mozna réwniez nadestacé

opracowane wyniki innych wtasnych obserwacji prowadzonych w ostatnim roku.

\")



INFORMACJE REGULAMINOWE

1. Olimpiada Astronomiczna jest organizowana dla
uczniéow szkél ponadgimnazjalnych.

2. Zawody olimpiady sa tréjstopniowe. W zawodach

I stopnia (szkolnych) kazdy uczestnik rozwiazuje

dwie serie zadan, w tym zadanie obserwacyjne.
Rozwiagzywanie zadan zawodow II stopnia i IIT stopnia
odbywa si¢ w warunkach kontrolowanej samodzielno$ci.

3. W pierwszej serii zadan zawoddéw I stopnia nalezy
nadestaé¢, do 11 pazdziernika 2005 r., rozwigzania

3 zadan, dowolnie wybranych przez uczestnika sposréd
zestawu zawierajacego 4 zadania.

4. Uczniowie, ktorzy przysla rozwigzania zadan
pierwszej serii, otrzymaja do konca pazdziernika
biezacego roku tematy drugiej serii zadan.

5. Rozwiazanie zadania obserwacyjnego nalezy

przesta¢ wraz z rozwigzaniami zadan drugiej serii
zawodow I stopnia, do 14 listopada br. Decyduje data
stempla pocztowego. Nadestanie rozwiazania zadania
obserwacyjnego jest warunkiem koniecznym dalszego
udzialu w olimpiadzie.

6. W przypadku nadestania rozwigzan wiekszej liczby
zadan z danego zestawu do klasyfikacji zaliczane beda
rozwiazania ocenione najwyzej (po trzy zadania z kazdej
serii 1 jedno zadanie obserwacyjne).

7. Rozwiazania zadan zawodow I stopnia nalezy
przestaé za posrednictwem szkoly pod adresem:
KOMITET GELOWNY OLIMPIADY ASTRONOMICZNEJ
Planetarium élqskie

41-500 Chorzéw, skr. poczt. 10

w terminach podanych w p. 3 i 5. Decyduje data
stempla pocztowego.

8. Rozwiazania zadan powinny by¢ krotkie i zwiezle,
ale z wystarczajacym uzasadnieniem. W przypadku
polecenia samodzielnego wyszukania danych nalezy
podaé ich zrédto. Jako dane traktuje sie rowniez
podrecznikowe stale astronomiczne i fizyczne.

9. Rozwiazanie kazdego zadania nalezy napisac

na oddzielnym arkuszu papieru formatu A-4.

Kazdy arkusz oraz wszelkie zalaczniki (mapki, wykresy,
tabele itp.) nalezy podpisa¢ imieniem i nazwiskiem.

W nagléwku zadania o najnizszej numeracji nalezy
umiesci¢ dodatkowo:

e rok i miejsce urodzenia,

e pelng nazwe szkoly, jej adres,

e klase i jej profil

e oraz adres prywatny (z kodami pocztowymi).

Dodatkowo do rozwigzan nalezy dotaczy¢ na osobnym
druku nastepujace informacje:

imie i nazwisko,

rok urodzenia,

nazwa szkoly wraz z jej imieniem,

adres szkoly (z kodem pocztowym i nazwa
wojewddztwa),

klasa,

profil klasy,

adres prywatny (z kodem pocztowym),

nazwisko nauczyciela fizyki z astronomia i ewentualnie
opiekuna przygotowujacego do olimpiady.

10. O uprawnieniach w przyjmowaniu na wyzsze
uczelnie laureatow i finalistow olimpiady decyduja
senaty wyzszych uczelni. Informacje na ten temat sa
umieszczane na ich stronach internetowych.

ZALECANA LITERATURA

e obowiazujace w szkotach podreczniki do przedmiotow
$cistych;
e H. Chrupata, M.T. Szczepanski, 25 lat olimpiad

astronomicznych;

e Zadania olimpiad astronomicznych XXVI- XXXV
(w dwoch czedciach);

e H. Chrupala, J. Kreiner, M. Szczepanski, Zadania
z astronomii z TOZWIGZANIaMI;

e J.M. Kreiner, Astronomia z astrofizykq;

e D. H. Levy, NIEBO - Poradnik uzytkownika;

Vi

e J. Mietelski, Astronomia w geografii;
e E. Rybka, Astronomia ogdina;
o Slownik szkolny — Astronomia — praca zbiorowa;

o Encyklopedia szkolna — fizyka z astronomig — praca
zbiorowa;

e atlas nieba;
e obrotowa mapa nieba;

e czasopisma: Delta, Fizyka w Szkole, Swiat Nauki,
Urania — Postepy Astronomii, Wiedza i Zycie.
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1. Wyznaczy¢ wszystkie nieujemne liczby catkowite n,
dla ktoérych liczba 2™ 4 105 jest kwadratem liczby
catkowitej.

2. Rozwigzaé w liczbach rzeczywistych nieujemnych x
réwnanie {/z = [ V37 ].

Uwaga: [t] oznacza najwieksza liczbe catkowita nie
wigksza od t.

3. Tréjkat ostrokatny ABC' jest wpisany w okrag

o srodku O. Punkt D jest rzutem prostokatnym
punktu C na prosta AB, a punkty E i F sg rzutami

LVI OLIMPIADA MATEMATYCZNA

ZADANIA KONKURSOWE ZAWODOW I STOPNIA

I SERIA

prostokatnymi punktu D odpowiednio na proste AC
i BC. Wykazad, ze pole czworokata FOFC' jest rowne
polowie pola tréjkata ABC.

4. Uczestnicy zawodéw matematycznych rozwiazywali
szes¢ zadan, kazde oceniane jedna z ocen 6, 5, 2, 0.
Okazalo sie, ze dla kazdej pary uczestnikéw A, B mozna
wskazaé takie dwa zadania, ze w kazdym z nich A
uzyskal inng ocene niz B.

Wyznaczy¢ najwiegksza liczbe uczestnikéw, dla ktorej
taka sytuacja jest mozliwa.

1T SERIA

5. Niech a, b beda liczbami rzeczywistymi. Rozwazamy
funkcje

f(x) = ax + blz| oraz
Wykazaé, ze jesli

g(z) = ax — b|z|.

f(f(z)) =2 dla kazdej liczby rzeczywistej x,
to roéwniez
g(g(z)) =z dla kazdej liczby rzeczywistej .

6. W tréjkacie ostrokatnym ABC wysokosci przecinaja
sie w punkcie H. Prosta przechodzaca przez H przecina
odcinki AB i BC odpowiednio w punktach D i E.

Prosta przechodzaca przez H i prostopadla do prostej

DFE przecina prosta AB w punkcie F. Dowiesé, ze
DH _ AF

HE — FB*

7. Dana jest liczba pierwsza p > 3 oraz takie liczby
catkowite dodatnie a, b, ¢c,ze a+b+c=p+1
oraz liczba a® 4+ b2 4+ ¢® — 1 jest podzielna przez p.
Udowodnié¢, ze co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ jest
réwna 1.

8. Czworoscian ABCD jest opisany na kuli o srodku S
i promieniu 1, przy czym SA > SB > SC. Wykazaé, ze
SA > /5.

IIT SERIA

9. Dane sa nieujemne liczby calkowite

k1 < kg <...<kp. Niechn =2k 42k 1 4 2km,
Wyznaczy¢ liczbe nieparzystych wspélczynnikéw
wielomianu P(z) = (x + 1)™.

10. Liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢
spelniaja warunek ab + bc + ca = 3. Dowiesé, ze
a®+ b3+ +6abc > 9.

11. W czworokacie ABC' D miara kata wewnetrznego
przy wierzchotku A jest wigksza od 180° oraz

zachodzi réwnos¢ AB - CD = AD - BC'. Punkt P
jest symetryczny do punktu A wzgledem prostej BD.
Udowodnié¢, ze < PCB = < ACD.

12. Niech ag bedzie liczba catkowita dodatnia i niech

) _ ai/2,
Fitl = {3@1' — 1,

dla i=0,1,2,....

gdy a; jest liczba parzysta,
gdy a; jest liczba nieparzysta

Wykazaé, ze jesli n jest liczba catkowita dodatnig
spetniajaca warunek a, = ag, to 2™ > agp.

Rozwigzania powyzszych zadar (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) nalezy wyslaé listem poleconym pod adresem komitetu
okregowego Olimpiady (adresy na nastepnej stronie) wlasciwego terytorialnie dla szkoly, najpdééniej dnia
10 pazdziernika 2005 r. — I seria
7 listopada 2005 r. — IT seria
5 grudnia 2005 r. — III seria
(decyduge data stempla pocztowego). Rozwigzania przeslane w terminie pézniejszym nie bedq rozpatrywane.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje mozna znalezé w internecie pod adresem:

www.om.edu.pl



ADRESY KOMITETOW OKREGOWYCH
OLIMPIADY MATEMATYCZNEJ

Dla wojewddztwa pomorskiego:
KOOM - Instytut Matematyki Uniwersytetu Gdanskiego, ul. Wita Stwosza 57, 80-952 Gdansk.

Dla wojewédztwa $laskiego:
KOOM - Instytut Matematyki Uniwersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-005 Katowice.

Dla wojew6dztwa matopolskiego:
KOOM - Instytut Matematyki Uniwersytetu Jagiellonskiego, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakdéw.

Dla wojewo6dztwa lubelskiego i podkarpackiego:
KOOM - Oddzial Lubelski Polskiego Towarzystwa Matematycznego, pl. Marii Sktodowskiej-Curie 1, pok. 223,
20-031 Lublin.

Dla wojewddztwa todzkiego i $wietokrzyskiego:
KOOM - Wydzial Matematyki Uniwersytetu f.6dzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 Ldz.

Dla wojewédztwa wielkopolskiego:
KOOM — Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Adama Mickiewicza, ul. Umultowska 87, 61-614 Poznan.

Dla wojewédztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego:
KOOM, ul. Wielkopolska 15, 70-251 Szczecin.

Dla wojewddztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:
KOOM - Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Mikolaja Kopernika, ul. Chopina 12/18, 87-100 Torun.

Dla wojewédztwa mazowieckiego i podlaskiego:
KOOM - Instytut Matematyczny PAN, ul. Sniadeckich 8, skr. poczt. 21, 00-956 Warszawa 10.

Dla wojewédztwa dolnoslaskiego i opolskiego:
KOOM - Instytut Matematyki Politechniki Wroctawskiej, ul. Janiszewskiego 14a, 50-370 Wrocltaw.

ADRESY KOMITETOW OKREGOWYCH
OLIMPIADY FIZYCZNEJ

KOOF w Bialymstoku, ul. Lipowa 41, 15-224 Bialystok (woj. podlaskie, powiaty: ketrzynski, mragowski, piski,
gizycki, olecko-gotdapski, elcki).

KOOF w Czestochowie, Al. Armii Krajowej 13/15, 42-201 Czestochowa (woj. opolskie, woj. $wietokrzyskie, powiaty:
czestochowski, ktobucki, lubliniecki, myszkowski).

KOOF w Gdansku, ul. Narutowicza 11/12, 80-952 Gdansk-Wrzeszcz (woj. pomorskie, woj. warminsko-mazurskie
7 wylaczeniem powiatéw: ketrzyniskiego, mragowskiego, piskiego, gizyckiego, olecko-gotdapskiego, etckiego).

KOOF w Gliwicach, ul. Bolestawa Krzywoustego 2, 44-100 Gliwice (woj. katowickie z wylaczeniem powiatéw:
czestochowskiego, klobuckiego, lublinieckiego, myszkowskiego).

KOOF w Krakowie, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakéw (woj. malopolskie).

KOOF w Lublinie, pl. Marii Sklodowskiej-Curie 1, 20-031 Lublin (woj. lubelskie).

KOOF w Lodzi, ul. Pomorska 149, 90-236 L6dZ (woj. 16dzkie).

KOOF w Poznaniu, ul. Umultowska 85, 60-780 Poznan (woj. wielkopolskie).

KOOF w Rzeszowie, ul. Reytana 16A, 35-310 Rzeszéw (woj. podkarpackie).

KOOF w Szczecinie, ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin (woj. zachodnio-pomorskie, woj. lubuskie).
KOOF w Toruniu, ul. Grudziadzka 5, 87-100 Toruni (woj. kujawsko-pomorskie).

KOOF w Warszawie, ul. Koszykowa 75, 00-662 Warszawa (woj. mazowieckie).

KOOF we Wroctawiu, pl. M. Borna 9, 50-205 Wroclaw (woj. wroctawskie).
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