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Krzysztof Diks, Instytut Informatyki,
Uniwersytet Warszawski

Oddajemy do rak Czytelnikow numer Delty wydany z okazji XVII
Miedzynarodowej Olimpiady Informatycznej, ktéra w sierpniu odbywa sie

w Nowym Saczu. Olimpiada to swieto wszystkich mtodych informatykéow

i ich opiekunéw. Biora w niej udzial uczniowie szkét Srednich, ktorzy 1 lipca
2005 roku mieli co najwyzej 20 lat. W Nowym Saczu spotykaja sie reprezentacje
kilkudziesieciu krajow z calego swiata. Kazdy kraj jest reprezentowany przez
czterech zawodnikéw-uczniow i dwoch opiekunéw. Podczas Olimpiady zawodnicy
maja do rozwiazania 6 zadan algorytmiczno-programistycznych, w dwoch
pieciogodzinnych sesjach, w kazdej po 3 zadania. Rozwiazanie zadania polega
na wydobyciu z jego tresci rzeczywistego problemu algorytmicznego, utozeniu
stosownego, poprawnego i wydajnego algorytmu oraz zaprogramowaniu go

w wybranym jezyku programowania. Jezykami programowania dostepnymi
podczas Olimpiady sa: C, C4++ i Pascal. Zawodnicy pracuja w $rodowisku
Windows lub Linux. Rozwiazania zawodnikéw sa sprawdzane automatycznie,
na zestawach testéw przygotowywanych przez organizatoréw. Za kazdy
zaliczony test (lub grupe testéw) zawodnik uzyskuje pewna liczbe punktéw.
Zwyciezca Olimpiady zostaje osoba, ktora zgromadzi najwicksza liczbe punktéw
za wszystkie zadania. Jak jest w zwyczaju w tego typu imprezach, potowa
uczestnikéw jest nagradzana medalami zlotymi, srebrnymi i brazowymi

w proporcji 1:2:3. Medalisci to najlepsi mlodzi informatycy w $wiecie w swoim
pokoleniu. Przykladem moga tutaj by¢ reprezentanci Polski, Tomek Czajka,
Andrzej Gasienica-Samek i Krzysztof Onak, ktorzy byli multimedalistami
Miedzynarodowych Olimpiad Informatycznych, nastepnie wygrali prestizowy
konkurs ACM. Sa znakomitymi studentami lub pracownikami: Tomek Czajka
trzykrotnie zwyciezal w otwartym konkursie TopCoder i jest na studiach
doktoranckich w Purdue University, Andrzej Gasienica-Samek jest dyrektorem
laboratorium badawczo-rozwojowego jednej z najlepszych firm informatycznych
w Polsce — ComArch (partnera technologicznego tegorocznej Olimpiady),

a Krzysztof Onak od wrze$nia podejmie studia doktoranckie w MIT. Jestem
przekonany, ze kariery naukowe i zawodowe znakomitej wiekszosci medalistow
Miedzynarodowej Olimpiady Informatycznej potoczyly sie (lub potocza sie)
rownie udanie.

Zeby daé Czytelnikom przedsmak zmagan olimpijskich, przedstawiamy w tym
numerze Delty, miedzy innymi, teksty czterech oséb, ktére przyczynity sie

do popularyzacji informatyki w Polsce i od lat $cidle wspolpracuja z Polska
Olimpiada Informatyczna, sa autorami wielu olimpijskich zadan.

Profesor Stanistaw Waligérski jest wspdéttworca Polskiej Olimpiady
Informatycznej, jak i wspoltworca miedzynarodowego ruchu olimpijskiego.
W swoim artykule wspomina poczatki Miedzynarodowej Olimpiady
Informatycznej.

Profesor Wojciech Rytter jest wspoltworca polskiej szkoly algorytmicznej. Jest
autorem ponad 150 prac z algorytmiki i autorem 5 podrecznikéw i monografii

w tej dziedzinie. W tym numerze opisuje problem ze swojej ulubionej tematyki —
przetwarzania tekstéw. Czytelnik znajdzie w tym artykule przyklad tego, przed
jakimi zadaniami staja uczestnicy Polskiej Olimpiady Informatyczne;j.

Doktor Piotr Chrzastowski to znakomity popularyzator nauki. W swoim
artykule pokazuje, w jaki sposéb elegancko rozwiazaé z pozoru bardzo

trudne zadanie, jesli skorzysta sie odpowiednio z (niezbyt trudnego) aparatu
matematycznego. Zadanie opisywane przez Piotra pochodzi z programistycznych
zawodow internetowych, ktére wspélnie organizowaliémy w zeszlym roku.

Doktor Andrzej Walat to znakomity dydaktyk informatyki. Jego artykul jest
przeznaczony dla mtodych Czytelnikéw Delty. Przedstawia w nim w jaki sposob
odpowiednie ustrukturyzowanie zadania algorytmicznego pozwala na uzyskanie
wydajnego i poprawnego algorytmu.

Czytelnikom zycze milej lektury, zachecam do udzialtu w konkursach
algorytmiczno-programistycznych, a uczestnikom XVII Miedzynarodowej
Olimpiady Informatycznej zycze sukceséw w zawodach.

Krzysztof DIKS



Miedzynarodowa Olimpiada Informatyczna
dobiega siedemnastki Stanistaw WALIGORSKI

Stanistaw Waligérski, Instytut
Informatyki, Uniwersytet Warszawski

Poprzednia, szesnasta Miedzynarodowa Olimpiada Informatyczna (MOI) odbyla
sie w Atenach od 2 do 9 sierpnia 2004 roku. Wczesniejsze mialy miejsce m.in.

w stolicy Chin Pekinie (2000), w Tampere w poludniowej Finlandii (2001),

w Yong-In w Korei (2002) i w Wisconsin, USA (2003).

Pomyst MOI przedstawit prof. Blagowest Sendow z Uniwersytetu w Sofii,

w latach 1989-1992 przewodniczacy IFIP (International Federation for
Information Processing) na XXIV Zgromadzeniu Ogdlnym UNESCO

w Paryzu w pazdzierniku 1987 r. UNESCO pomyst zaakceptowala i tak

oto I Miedzynarodowa Olimpiada Informatyczna rozegrata si¢ w Bulgarii,

w miejscowosci Pravec, miedzy 16 a 19 maja 1989 roku. Uczestnicy Olimpiady
przyjechali z 13 krajéw. W drugiej Olimpiadzie, w biatoruskim Minsku, liczba
reprezentowanych krajéw niemal si¢ podwoita: byto ich juz 25.

Zasady

Zgodnie z wlasnym regulaminem MOI ma charakter corocznych
miedzynarodowych indywidualnych zawoddéw informatycznych, do ktérych moga
przystapi¢ uczestnicy z zaproszonych krajow utrzymujacych oficjalne stosunki

z ONZ lub z UNESCO - lub ktoére juz wczesniej uczestniczylty w MOI.

Wiek zawodnika, liczony 1 lipca roku Olimpiady, nie moze przekroczy¢

20 lat, a zawodnikiem moze by¢ tylko osoba, ktéra byla uczniem szkoly
Sredniej w okresie miedzy wrzesniem a grudniem poprzedniego roku.
Reprezentacja narodowa sklada sie z co najwyzej czterech zawodnikow i dwéch
doroslych opiekunéw. Ci ostatni, szef i wiceszef delegacji, staja sie czlonkami
Zgromadzenia Ogdélnego zawodow.

Uczestnicy, a raczej ich sponsorzy, pokrywaja sami koszty podrézy do miejsca
Olimpiady, natomiast organizatorzy biora na siebie koszty zakwaterowania
1 utrzymania na miejscu.

Nie ma ogdlnie obowiazujacych zasad wybierania uczniéw, reprezentujacych
swéj kraj na Olimpiadzie, choé¢ zgodnie z regutami MOI podstawowym
kryterium powinny by¢ umiejetnosci. Wiele panstw organizuje wtasne Olimpiady
Informatyczne lub podobne konkursy pod innymi nazwami, ale szczegoty
zwiazane z ustalaniem skladu druzyny narodowej czesto znacznie si¢ réznia.
Odbywa sie rowniez kilka regionalnych Olimpiad Informatycznych, a takze

pare miedzynarodowych konkurséw rozwiazywania zadan i programowania

w Internecie. Kazde z tych wydarzen moze w jakis sposob wplywaé na proces
przygotowania druzyny olimpijskie;j.

MOI stawia sobie réznorakie cele:

e odkrywanie, zachecanie, uznanie i kontaktowanie ze soba mltodziezy szczegdlnie
uzdolnionej w zakresie informatyki,

e rozwijanie przyjacielskiej miedzynarodowej wspélpracy miedzy ludzmi
zajmujacymi sie informatyka tak na niwie naukowej, jak i edukacyjnej,

e zachecenie mtodych ludzi do zainteresowania si¢ informatyka,

e promowanie idei konkurséw informatycznych dla uczniow szkét srednich.

Zazwyczaj MOI trwa 8 dni, wliczajac w to dni przyjazdu i wyjazdu. Same
zawody zajmuja dwa dni, poprzedzone dniem wolnym; takze po zawodach
przewidziany jest jeden dzien odpoczynku. Kazdego dnia konkursowego
uczestnicy dostaja kilka zadan o charakterze algorytmicznym (zwykle trzy).
Rozwiazaniem zadania musi by¢ program napisany w jednym z powszechnie
uzywanych jezykow programowania, wybranym z dostarczonej uczestnikom
listy, oglaszanej co najmniej rok przed Olimpiada. Nie oczekuje sie od uczniow
znajomosci jakiegokolwiek innego oprogramowania.

Ocene wynikow nadzoruje Komitet Naukowy MOI. Dokonywana jest ona
automatycznie przez specjalnie opracowany program oceniajacy; wynik kazdego
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uczestnika zawodow jest suma punktow uzyskanych za poszczegdlne rozwiazania.
Gdy zawodnik lub jego opiekun maja zastrzezenia do proponowanej oceny,

moga je zglosi¢ na pismie do jury zawodéw. Ostateczng decyzje podejmuje
Zgromadzenie Ogdlne w glosowaniu, w ktérym kazda z obecnych delegacji
narodowych ma jeden glos. Statystycznie co dwunasty olimpijczyk dostaje ztoty
medal, co szésty — medal srebrny, co czwarty — medal brazowy. Tak wiec mniej
wiecej potowa zawodnikow wraca do domu z medalem.

Udziat IFIP

Komisja Techniczna IFIP ds. Edukacji, TC3, wspierajac
MOI, ustanowita w 1993 roku nagrode przechodnia
IFIP, przyznawana corocznie podczas Olimpiady.

Na posiedzeniu, ktore odbylo sie w trakcie MOI "93,
miedzynarodowe jury postanowito przyznaé¢ nagrode

uczniowi (lub uczniom) z maksymalna laczna punktacja.

Nagrody przypadaly uczestnikom z Republiki Czeskiej,
Iranu, Rumunii, Szwecji (wszyscy w 1993 r.), ponownie
7z Republiki Czeskiej (1996). Uczniowie z Rosji:

Wiktor Bargaczew i Wladimir Martianow, wygrywali
dwukrotnie — pierwszy w latach 1993 i 1994, drugi

w 1997 r. 1 w 1998 r. W tym samym roku (1998)
nagrode przyznano takze uczniom z Republiki
Potudniowej Afryki, ponownie z Rumunii oraz z Chin.
W 1999 r. nagroda trafita znéw do ucznia z Chin, ktory
stal sie w ten sposob jednym z jedenastu zdobywcoéw
nagrody IFIP w Swiecie. Z kolei w 2000 r. jedynym
zawodnikiem, ktory uzyskal maksymalna liczbe, a wiec
komplet punktéw, okazal sie Rosjanin Michail Bautin

i to jemu, dwunastemu laureatowi w $wiecie, wreczyt
puchar przedstawiciel komisji IFIP TC3 przy MOI,
Peter Waker.

Potem, po 2000 roku, ceremonii nagradzania juz
nie powtarzano. Stalo sie natomiast zwyczajem, ze
gospodarze Olimpiady wywieszaja jej wyniki na swojej

stronie internetowej. Na stronie MOI pod adresem
http://olympiads.win.tue.nl/ioi/ mozna znalezé¢ wiele
materialéw dotyczacych Miedzynarodowej Olimpiady
Informatycznej: zadania z minionych zawodow,
literature zalecana do samodzielnego przestudiowania,
wskazowki dla uczestnikéw, linki do stron sieciowych
regionalnych i narodowych Olimpiad Informatycznych
ze szczegotowymi informacjami o zawodach itp., a takze
liste innych miedzynarodowych Olimpiad naukowych.
Natomiast na stronie http://mimuw.edu.pl/oi/ioires/
jest dostepna lista zdobywcow medali na MOI od
pierwszej w 1989 roku do konca XX wieku.

W sieci znajduje sie mnéstwo materiatow

poswieconych innym zawodom informatycznym.

Nie wchodzac w szczegdly, warto tu wspomnieé

o trzech miedzynarodowych konkursach regionalnych,
organizowanych w naszych stronach zgodnie z zasadami
MOI, chocby dlatego, ze stworzyly one wlasna dobra
tradycje. Oto one: Olimpiada Informatyczna Panstw
Europy Srodkowej (Central European Olympiad in
Informatics), Baltycka Olimpiada Informatyczna
(Baltic Olympiad in Informatics), Balkaniska Olimpiada
Informatyczna (Balkan Olympiad in Informatics).
Zainteresowany Czytelnik z pewnoscia odnajdzie ich
adresy w Internecie.

Zadanie z pierwszej Olimpiady

W pierwszej Miedzynarodowej Olimpiadzie Informatycznej w maju 1989 roku

bylo tylko jedno zadanie (a wiec takze jedyne). Oto ono.

Mamy 2 * N pudetek ustawionych w jednym szeregu; dwa sasiednie sa puste,
a pozostale zawieraja NV — 1 liter ,A”i N — 1 liter ,B”.

Przyklad dla N =5 [A[B[B]A] ]|

[alB[alB]

Reguta zamiany. Zawarto$¢ dowolnych dwu sasiednich niepustych pudetek
mozna przetozyé, z zachowaniem kolejnosci, do dwu pustych pudetek.

Cel. Doprowadzi¢ do konfiguracji, w ktorej wszystkie A sa na lewo od

wszystkich B; polozenie pustych pudetek jest dowolne.

Zadanie. Napisa¢ program, ktéry

1. Wezytuje z klawiatury stan poczatkowy jako sekwencje liter A, B oraz zer
(oznaczajacych pudetka puste) i wykonuje zamiany.

2. Znajduje dla danego stanu poczatkowego przynajmniej jeden plan zamian

prowadzacy do celu, albo melduje, ze taki plan nie istnieje. Wyniki (dane
wyjsciowe) powinny zawieraé¢ stan poczatkowy, stany posrednie po kazdym
kroku oraz stan koncowy.

3. Znajduje plan osiagniecia celu w najmniejszej liczbie krokdéw.



Bardzo dziwny algorytm szukania wzorca w slowie

Wojciech RYTTER

Wojciech Rytter, Instytut Informatyki,
Uniwersytet Warszawski

W artykule pokazemy, jak mozna ,przetlumaczy¢” pewien fakt matematyczny
na operacje algorytmiczna. Problem szukania wzorca (w najprostszej postaci)
polega na znajdowaniu wszystkich wystapien zadanego stowa z (traktowanego
jako wzorzec) jako podstowa innego stowa y. Na przyklad dla x = baa,

y = abaabaaabaa wszystkimi wystapieniami sa abaabaaabaa, abaabaaabaa

i abaabaaabaa, co zapisujemy symbolicznie jako 1,4, 8, od numeréw pozycji,

na ktorej zaczyna sie powtdrzenie (pierwsza pozycja ma numer 0). Zajmiemy
sie algorytmem, ktéry dziala jednocze$nie w czasie liniowym (tzn. gdy problem
ma rozmiar n, liczba operacji jest ograniczona przez ¢ - n, dla pewnej stalej ¢)
i w pamieci stalej, nie liczac pamieci, w ktérej przechowujemy dane wejéciowe
(dwie tablice x,y) 1 ktéra nie jest modyfikowalna. Rozmiarem problemu jest
dlugosé n (dluzszego) stowa y. Jesli chodzi o zlozonoéé czasowa, to liczy¢
bedziemy tylko liczbe operacji porownywania symboli w x i y. Zaczniemy od
wyszukiwania bardzo specjalnych podstéw.

Dla stowa z oznaczmy przez p = okres(z) najmniejsza liczbe s > 1, taka ze s

jest okresem z, tzn. z[i] = z[i — s] dla wszystkich ¢, dla ktérych obie strony sa
zdefiniowane.

Definicja

Stowo nazwiemy leksykograficznie maksymalnym (w skrécie Im), gdy jest ono
leksykograficznie maksymalne sposrod wszystkich swoich sufiksow. Na przyktad
stowo “rytter’ nie jest Im (gdyz 'ytter’ >' rytter’), natomiast ‘wojciech’ jest typu
Im.

Jak widaé, termin sufiks (i prefiks) jest przez informatykdéw rozumiany szerzej niz
przez filologéw — jest to dowolny koncowy (poczatkowy) fragment stowa.

Dlaczego stowa o wlasnosci Im sa interesujace? Wigkszos¢ szybkich algorytmow
szukania podsléw korzysta z okresow p prefikséw stowa. Obliczanie tych okresow
w ogélnym przypadku jest ,waskim gardtem” w projekcie algorytmu. Natomiast
dla stéw typu lm obliczanie okreséw jest trywialne. Wynika to z nastepujacego
faktu, ktorego dowdd zostawiamy Czytelnikowi.

Fakt 1 (Kluczowa wlasno$é stéw typu im)

Niech x bedzie stowem typu im i j > 0. Wtedy

(%) [(4=0)V(p=okres(z[0...5 —1]) & z[j] # x[j — p])] = okres(x[0...5]) =7+ 1.
,Przetlumaczenie” implikacji (x) na odpowiednia instrukcje jest zasadnicza

czedcia algorytmu.

Przyktad
Niech & = bababaa, j = 6. Stowo bababa ma okres 2. Jednak nastepny symbol
wpsuje” ten okres. Zatem slowo x ma okres réwny 7.

Opiszemy teraz program szukania [m podstowa x w stowie y. Program wczytuje
dwa teksty w tablice z[0...m — 1], y[0...n — 1], = jest typu Im, a wypisuje
wszystkie wystapienia x w y, tzn. wszystkie takie pozycje i, ze
yli...i+m — 1] = z. Zapisujemy program w jezyku C++.
Podstawowym niezmiennikiem (patrz rysunek) w programie po kazdej iteracji
while jest:
(A) j=max{j > 0;7=0lubz[0...5— 1] =yi...i+j— 1]},
(B) program wypisal wszystkie wczesniejsze wystapienia i’ < i,
(C) p jest okresem stowa z[0...5 — 1].

01 2 Jj—13 m—1
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Algorytm 1 (dla wzorcéw x typu Im).

#include <iostream.h>
#include <string.h>
#define MAX_LEN 1000
int i=0, j=0,p=1;
void przesun(void) {

if (j<2*p) {

i=i+p; j=0; p=1;

else {

}

J=J-p; i=i+p;

void main() {

Algorytm sprawdza, czy x zaczyna si¢ od pozycji i-tej.
Pewna liczba j symboli wzorca jest zgodna. Nastepnie
algorytm przesuwa wzorzec o wielkosé p, ktéra jest
okresem segmentu, na ktérym byla zgodno$c.

Najwazniejsza instrukcja w programie jest:
if ((j==0) |1 (x[j]1!=x[j-pl)) p=j+1.

Instrukcja ta oblicza okres kolejnego prefiksu stowa z,
korzystajac z Faktu 1 (zapisujemy ten fakt w jezyku
C++). Tak wiec poprawnos$é¢ sprowadza sie do Faktu 1.

W programie korzystamy ze standardowej funkcji strien

char x [MAX_LEN]; char y [MAX_LEN]; zwracajacej dlugosé stowa. Operacja cin >z >y
cin>>x>>y; polega na wczytaniu stow z,y do tablic o tych samych
while (i <= strlen(y)-strlen(x)) { nazwach. Operacja dominujaca jest poréwnywanie

}

if (j==strlen(x)) {

}
else if (x[j]==

symboli. Algorytm wykonuje liniowa (wzgledem n = |y|)

<< 1 <<I| n. .
couts<i  przesun(); liczbe operacji poréwnywania symboli w stowach —
y[i+jD) { mozna to udowodnié¢, obserwujac zmiany wartos$ci
011 (x[31'=x[j-pl)) p=j+1; 24 + j: wartos$¢ ta zwieksza sie co najmniej o 1 po kazdej

if ((j==

J=i+1;
b

else przesun();

?(,50}00

(104!
alu
10% 1

iteracji. Jednoczesnie 2i + j < 2n, gdyz 1+ 7 < n.

Algorytm 1 mozna latwo zmodyfikowaé tak,

aby znajdowal on wystapienia dowolnego stowa
(niekoniecznie typu Im) w czasie liniowym i w stalej
pamieci.

Niech z = wwv, gdzie v jest leksykograficznie maksymalnym sufiksem z.
Oznaczmy r = |u|. Technicznie informacja o rozkladzie uv sprowadza sie
do pamietania 7.

Fakt 2

Niech x = uv bedzie rozktadem takim, jak wyzej opisany. Wtedy stowo v
wystepuje tylko raz w stowie uv. Jedli i’ < 7 sa poczatkami wystapien v, oraz
i — 1’ < r, to na pozycji i — 1 nie koficzy si¢ wystapienie u.

7 powyzszego faktu wynika stosunkowo prosty algorytm szukania x w czasie
liniowym i w pamieci stalej. Algorytm ten jest modyfikacja Algorytmu 1,

w ktorym role z pelni v.

Algorytm 2

Niech v bedzie leksykograficznie maksymalnym sufiksem z = uv;

e obliczamy za pomocag Algorytmu 1 kolejne wystapienia v w y;

e dla kazdego wystgpienia i niech i’ bedzie wystgpieniem poprzednim;
jesli i — 4" > |u|, to sprawdZ, czy u wystepuje na lewo od pozycji ;
(sprawdzanie to wykonujemy w sposéb naiwny);

e jesli wystepuje, to wypisz kolejne wystapienie catego wzorca x.
Twierdzenie
Problem szukania stowa x w stowie y mozna rozwigzaé¢ w czasie liniowym

i w pamieci (dodatkowej) stalej, jesli znamy poczatkowa pozycje r
leksykograficznie maksymalnego sufiksu v stowa z.

Dekompozycje uv, zapamigtana na r = |u|, mozna obliczy¢ w czasie liniowym
i w pamieci stalej, korzystajac z modyfikacji Algorytmu 1 (odsylamy Czytelnika
po szczegoly do pracy

W. Rytter, On mazimal suffices and constant space versions of KMP algorithm,
Theoretical Computer Science 1-3(302): 211-222 (2003),

z ktoérej pochodza Algorytm 11 Algorytm 2).
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Rys. 3

Rys. 4

Rys. 5

Rys. 6

Piotr Chrzastowski, Instytut Informatyki,
Uniwersytet Warszawski

Taniec gordyjski
Piotr CHRZASTOWSKI

Instytut Informatyki UW od paru lat organizuje otwarte internetowe konkursy
programistyczne. Do 2004 roku nazywaly sie one ,,Pogromcy Algorytméow”,

w tym roku konkurs ten mial nowa nazwe ,,Potyczki Algorytmiczne”. Zadania,
z ktorymi mierzg sie zawodnicy, sa zréznicowanej trudnosci, ale te z ostatniego
dnia kazdych zawodéw sa zazwyczaj dos¢ trudne, na poziomie olimpiad
informatycznych. W 2004 roku zaproponowalem zadanie, ktére Komitet Gltowny
Olimpiady Informatycznej uznal za nieco zbyt trudne na olimpiade i tak stalo
sie ono jednym z zadan finalowej rundy ,,Pogromcow”.

Taniec gordyjski to tradycyjny bajtocki taniec tanczony przez dwie pary
tancerzy. Poczatkowo tancerze stoja w wierzchotkach kwadratu ABCD,
w dwoéch parach: A-B i C-D. Kazda z par rozciaga miedzy soba sznurek.
Tak wiec na poczatku oba sznurki sa rozciagniete poziomo i réwnolegle
do siebie (rys. 1).

Taniec sklada si¢ z ciagu ruchéow, z ktorych kazdy moze by¢ ruchem
nastepujacego rodzaju:

e (S5) Tancerze stojacy w punktach B i C' zamieniaja sie miejscami
(nie puszczajac swoich sznurkéw) w ten sposéb, ze tancerz stojacy w punkcie
B podnosi reke ze sznurkiem do gory i idac do punktu C', przepuszcza
tancerza idacego z punktu C' do B przed soba, pod swoja reka (rys. 2).

e (R) Wszyscy tancerze wykonuja obrét o 90 stopni w prawo, nie puszczajac
sznurkéw, czyli tancerz, ktory stal w punkcie A, idzie do punktu B, ten,
ktory stal w punkcie B, idzie do punktu C, ten, ktory stal w punkcie C, idzie
do punktu D, a ten, ktory stal w punkcie D, idzie do punktu A.

W trakcie tanca sznurki placza sie ze soba, jednak na koniec tanca powinny
zostac rozplatane i znowu by¢ rozciagniete poziomo i rownolegle do siebie.
Tancerze nie musza przy tym staé¢ na tych samych miejscach, na ktérych stali
na poczatku. Taniec ten wymaga od tancerzy duzej wprawy, gdyz w trakcie
tanca sznurki moga by¢ bardzo splatane i ciag ruchow, ktéry prowadzitby do ich
rozplatania i rozciagniecia poziomo i rownolegle do siebie, moze by¢ trudny

do odgadniecia.

Na podstawie ciagu juz wykonanych ruchéw Twdj program powinien wyznaczy¢
minimalng liczbe ruchéw pozwalajacych zakonczy¢ taniec.

Przyktadowo, po wykonaniu ciggu ruchéw S.S otrzymujemy konfiguracje
z rysunku 3.

Najkrétszy ciag ruchéw, ktéry pozwala zakoncezy¢ taniec, ma dtugos$é 5 i jest
nim RSRSS (rysunki 4-8).

Napisz program, ktéry:

e wezyta ze standardowego wejscia opis ciggu wykonanych ruchéw w tancu,

e wyznaczy minimalna liczbe ruchéw potrzebnych do rozplatania sznurkdéw
i rozciagnigcia ich poziomo i réwnolegle do siebie (po wykonaniu tych ruchéw
tancerze nie musza znajdowaé sie na swoich poczatkowych pozycjach),

e wypisze wynik na standardowe wyjscie.
W pierwszym wierszu standardowego wejscia zapisana jest jedna dodatnia liczba
catkowita n réwna liczbie wykonanych ruchéow, 1 < n < 1000000. W drugim

wierszu zapisane jest jedno slowo dlugosci n zlozone z liter S i/lub R. Kolejne
litery tego slowa reprezentuja kolejno wykonane ruchy w tancu.

Twoj program powinien wypisa¢ na standardowe wyjscie w pierwszym
i jedynym wierszu jedna liczbe calkowita — minimalna liczbe ruchéw (S i/lub R)
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koniecznych do rozplatania sznurkow i rozciagniecia ich poziomo i réwnolegle
do siebie.

Postepujac w sposéb opisany w tresci zadania, mozna niezle zaplataé¢ sznurki.
Mite z kolei jest to, ze wykonujac w odpowiedniej kolejno$ci wspomniane
operacje, zawsze jestedmy w stanie dojs¢ do stanu wyjéciowego, co wcale nie
jest oczywiste i co wkrotce wykazemy. Pamigtajmy tu od razu o zastrzezeniu
czynionym w tresci zadania, ze przy identyfikowaniu weztéw to, kto trzyma
sznurki, jest nieistotne, podobnie jak to, ktory sznurek jest gdzie i w ktora
strone jest skierowany. Méwiac Scislej, abstrahujemy od nieistotnych réznic —
interesuje nas jedynie rodzaj wezta. Tak samo wygladajace wezly uznajemy za
rownowazne niezaleznie od tego, kto, gdzie i jak trzyma konce sznurkdéw. Za to
zwracamy uwage na to, czy wezet jest ulozony pionowo, czy poziomo.

O klasyfikacje wszystkich takich wezlow, jakie zdefiniowano w zadaniu, jak
réwniez wielu innych, pokusil si¢ znakomity matematyk John H. Conway (inicjal
drugiego imienia jest o tyle istotny, ze zyje w tej chwili dwéch matematykow

o tym samym pierwszym imieniu i nazwisku — to dla tych, ktorzy zechca

w Internecie poszukaé¢ wiecej o dzialalnosci ,naszego” Conwaya, a warto!). John
H. Conway znany jest szeroko jako twérca gry LIFE, najpopularniejszego chyba
automatu komérkowego. Jego twierdzenie o charakteryzacji tangli (tak nazwatl
wezly wystepujace w naszym zadaniu) jest niezwyklej wprost urody. A ze moze
by¢ podstawa rozwiazania, przedstawimy je tu z radoscia.

Do tego potrzebne bedzie nam pojecie izomorfizmu,
jedno z podstawowych poje¢ w calej matematyce.
Intuicyjnie oznacza ono nierozréznialno$é¢ pewnych
obiektow, jesli ograniczymy sie do obserwowania, co
zadany zestaw operacji (lub ogélniej relacji), ktére beda
okreslone na obiektach dwéch zbioréw, z tymi obiektami
wyczynia. Algebrg A = (A, 01,...,0,) nazwiemy zbiér A
wraz z zestawem operacji o1, ..., 0,. Zbiér A nazwiemy
no$nikiem algebry A. Dwie algebry moga by¢ rézne,
mimo ze ich nosniki sa identyczne. Na przyklad algebry
(R, +), (R, =), (R, +, *) sq wszystkie rézne. Dla dwéch
zadanych algebr dobrze jest wiedzie¢, czy zachowuja sie
tak samo. Oczywiscie, aby algebry uznaé za tak samo
sie zachowujace, konieczne jest, aby operacji w kazdej

z nich byto tyle samo i zeby odpowiadajace sobie
operacje mialy po tyle samo argumentow. Bedziemy tez
zadali, zeby nosniki algebr byly tak samo liczne, czyli
zeby istniata funkcja réznowartosciowa odwzorowujaca
jeden zbior na drugi.

Jezeli, na przyklad, przyjelibySmy za nosnik jednej
algebry zbidr liczb rzeczywistych dodatnich, a drugiej
ujemnych, a w obu algebrach bylaby okreslona jedna
operacja dodawania, to mozna by znalez¢ funkcje
Ry — R_, ktora tak sparuje elementy tych dwéch
zbioréw, ze wykonanie dodawania w jednym zbiorze da
wynik, ktéry ta funkcja przeniesie na wynik dodawania
obrazéw argumentéw. Innymi stowy

f(x1+122) = f(21) +2 f(22).

Indeksy przy znakach dodawania podkreslaja to, ze
dodawanie odbywa sie w innych dziedzinach, cho¢

z punktu widzenia catego zbioru liczb rzeczywistych
jest to to samo, co zwykle dodawanie. Taka funkcja to
np. f(x) = —z. Réwnie dobra bylaby zreszta funkcja
g(x) = —2x. Zauwazmy tez, ze gdyby$my dotaczyli
jeszcze operacje odejmowania (nie zawsze okreslona,
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bo czasami wynik ucieka poza dziedzine), to réwniez
nie sposéb bytoby odrézni¢ wspomniane algebry od
siebie: operacja odejmowania bylaby okreslona w zbiorze
R} dla argumentéw x1, ze wtedy i tylko wtedy, gdy
bytaby okreslona w zbiorze R_ dla argumentéw

f(z1), f(z2) i w takim przypadku, podobnie jak

dla dodawania, dawalaby izomorficzne wyniki dla
izomorficznych argumentéw, czyli f(z1 —1 x2) byloby
réwne f(x1) —2 f(z2). Ustalajac izomorfizm dwoch
algebr, musimy wskaza¢, ktére elementy nosnika
pierwszej algebry odpowiadaja ktorym elementom
drugiej (u nas odpowiednio$é te wyznacza np. funkcja
f(z) = —x) oraz ktérym operacjom pierwszej algebry
odpowiadaja ktére operacje drugiej (u nas operacji

+1 odpowiada operacja +3, a operacji —; operacja

—5. Powiemy zatem, ze algebry (R, +1, —1) oraz

(R_, +2, —2) sa izomorficzne, gdyz ustaliliSmy stosowne
odpowiednioéci miedzy no$nikami i operacjami obu
algebr, ktore daja odpowiadajace sobie wyniki.

Gdybyémy dotaczyli do zbioru operacji w obu algebrach
mnozenie, to takie algebry nie bylyby izomorficzne,
gdyz w algebrze drugiej mnozenie byloby operacja
niedajaca rezultatu dla zadnych argumentéw — wynik
wykraczalby poza dziedzine. Wystarczyloby wowczas
zapytaé¢ o wynik mnozenia dla odpowiadajacych

sobie elementéw, np. w pierwszej algebrze 1 x 2

byloby réwne 2, natomiast w drugiej (—1) * (—2)
bytoby dzialaniem nieokre$lonym, zatem ustyszawszy
obie odpowiedzi, wiedzielibysmy, o ktorej algebrze
rozmawiamy. Te algebry bylyby zatem nieizomorficzne.

Tutaj mieliSmy do czynienia z do$é¢ prosta funkcja
ustalajaca izomorfizm. ,Swiaty” tych dwoch algebr byty
jak gdyby wzajemnym lustrzanym odbiciem wzgledem
funkcji f(z) = —x. Czasem taki izomorfizm nie jest
oczywisty. Zauwazmy, ze algebry (R, , x) oraz (R, +)



sa izomorficzne, a funkcja ustalajaca taki izomorfizm
jest np. funkcja f(x) = log, x. Funkcja logarytm jest

bowiem réznowartosciowa i ,na”, a ponadto zachodzi
wzor

flxxy) = f(z)+ f(y).

Zapytajmy jeszcze, po co w ogdle rozwazaé izomorfizmy.
Okazuje sie, ze nawet gdy dwie algebry sg izomorficzne,
moze si¢ okazaé, ze wykonywanie operacji w jednej

z nich jest technicznie prostsze niz w drugiej. Zatem
mozemy zyskaé¢ mozliwosé wykonywania operacji

w tej z algebr, w ktérej sie to robi prosciej. Jesli tylko
umieliby$my w prosty sposéb ttumaczy¢ z nosnika
jednej algebry w nosnik drugiej i na odwrét, to majac
do wykonania dziatanie w algebrze ,trudniejszej”,
mogliby$my przettumaczy¢ argumenty za pomoca
funkcji f ustalajacej odpowiednio$¢ miedzy no$nikami,
wykonaé prostsze dziatanie i za pomoca funkcji f~1,
odwrotnej do f, uzyska¢ wynik w oryginalnej algebrze.
Pamietajmy, ze funkcja odwrotna zawsze istnieje: wszak
f musi by¢ 1-11 ,na”.

Wszyscy sie chyba zgodzimy, ze dodaje sie prosciej,

niz mnozy. Zatem, jesli umiemy szybko logarytmowaé

i antylogarytmowaé, to zamiast zmudnego mnozenia
mogliby$my postapi¢ nastepujaco. Szukajac wyniku
mnozenia x przez y, znajdujemy ich logarytmy,
dodajemy je i szukamy liczby, ktérej logarytmem
bylby otrzymany wynik dodawania. Tak zreszta
postepowano przez pare wiekéw, od czasu gdy

Napier wynalazl logarytmy i utozyt ich tablice, ktore
pozwalaly szybko znajdowaé zaréwno logarytmy,

jak i antylogarytmy. Dziatania te wykonywano

w sposéb przyblizony, ale do wielu celéw wystarczajaco
dokladny. Na tej zasadzie dzialal tez suwak
logarytmiczny — podstawowe narzedzie inzynieréw epoki
przedkalkulatorowe;j.

Ten caly wstep byt potrzebny, aby przedstawié
rozwiazanie naszego zadania za pomoca tej samej
techniki. Zauwazmy bowiem, ze wezly tworza algebre:
nosnikiem sg wszystkie rodzaje wezléw, a operacjami
dwie figury taneczne, ktére przeksztatcaja wezty

w wezly — obie sa operacjami jednoargumentowymi.
Wykorzystamy tu twierdzenie Conwaya, ktére
skomplikowana algebre weztéw ,tltumaczy” w prosta
algebre liczb wymiernych z nieskonczonoécia

i z dwiema szczegdlnymi operacjami. Pierwszy krok
rozwiazania polega na znalezieniu odpowiednikéw
figur tanecznych w lepiej wyobrazalnej algebrze liczb
wymiernych. Rozszerzmy wiec zbior liczb wymiernych
o nieskonczonos$¢ i rozwazmy, jako nosnik naszej
algebry, zbiér Q. = Q U {00}, gdzie @ jest zbiorem
liczb wymiernych. Zbiér Q., nazwiemy zbiorem liczb
superwymiernych. Operacjami superwymiernymi,
odpowiadajacymi operacjom S i R z algebry wezléw,
beda s(z) =z +11ir(z) = —1. Zakladamy tu, ze
r(0) = 00, 7(00) = 0 oraz s(oc0) = co. Poczatkowy uklad
poziomych wezléw odpowiadal bedzie liczbie 0. Nasza
algebra Q. = (Qw, 1, ) okazuje si¢ by¢ izomorficzna
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z algebra weztow, w ktorej nosnikiem sa wszystkie
rodzaje weztoéw mozliwych do otrzymania za pomoca
operacji R 1.9, a te dwie jednoargumentowe operacje
sa jedynymi rozwazanymi. To jest wlasnie trescia
twierdzenia Conwaya, ktorego dowodu nie bedziemy
tu przytaczali. Wykonujac w odpowiedniej kolejnosci
operacje s i r, mozemy z zera uzyska¢ dowolng liczbe
superwymierng. Wykonujac analogiczne ciagi operacji S
i R, mozemy uzyskaé wszystkie wezly zgodnie z trescia
zadania. Kazdy z tych wezléw moze wiec uzyskaé
unikalny numer zwany numerem Conwaya i bedacy
odpowiadajaca mu liczba superwymierna. Réznym
weztom odpowiadaja rézne numery Conwaya i na
odwrdét: réznym liczbom superwymiernym odpowiadaja
rozne wezly. Zauwazmy przy okazji, ze wykonanie
dwoch kolejnych operacji 7 po sobie na liczbach
superwymiernych jest identycznoscia, podobnie jak
wykonanie dwoch operacji R na wezlach: dwukrotny
obrét o 90 stopni jest symetrig $rodkowa, ktéra nie
zmienia wezlta, a jedynie zamienia miejscami polozenia
koncow oraz tych, ktorzy te konce trzymaja.

Zobaczmy na kilku przyktadach, jak to wszystko dziata.
Uktad poczatkowy to 0. Wykonanie operacji R prowadzi
nas do wezla ,nieskonczonosé”, jako ze r(0) = oco.
Powtérne wykonanie R oznacza powrdt do zera, bo
(r(o0) = 0). Zatem wezly calkowicie rozplatane poziome
i pionowe odpowiadaja liczbom 0 i co. Przy okazji: dla
uktadu pionowego wykonanie operacji S nie zmienia go,
gdyz s(00) = 0.

Jak wyglada sytuacja po wykonaniu pojedynczego S

w stanie wyjSciowym na weztach? Ano wezel, ktéry
uzyskujemy, ma numer 1, bo s(0) = 1. Zgodnie

z twierdzeniem Conwaya tylko jeden wezel ma numer
jeden i aby go rozplata¢, nalezy za pomoca operacji s ir
przeksztalci¢ jedynke w zero. Zauwazmy, ze w tym celu
wystarczy wykonaé ciag r - s, bo s(r(1)) = s(—1) = 0.
Latwo sprawdzié, ze faktycznie wykonanie kolejno
operacji R, a potem S doprowadzi nas do wezla
wyjsciowego.

Gdybyémy wykonali dwa razy S, tak jak w przykladzie
z tredci zadania, otrzymaliby$my wezel o numerze 2.
Najprostsza metoda rozwiklania go bedzie taka, ktora
za pomoca minimalnej liczby operacji r i s przeksztalci
dwdjke w zero. Zaczynamy wiec od

o, Ll o8 s
Poniewaz ciag operacji rsrss w algebrze liczb
superwymiernych przeksztalca liczbe 2 = s(s(0))
w 0, wiec ciag operacji RSRSS w algebrze wezléw
doprowadzi nas od wezla S(S(0)) do punktu
wyjsciowego.

Teraz rozplata¢ mozemy kazdy wezel, korzystajac

z izomorfizmu naszych algebr. Majac ciag zaplatan
zlozony z operacji S i R, obliczamy numer otrzymanego
wezla przez wykonanie analogicznego ciagu operacji s

i r na liczbach superwymiernych, a nastepnie
przeksztalcamy otrzymany numer mozliwie krotka



sekwencja operacji s i r doprowadzajaca do zera.
Rozwiagzaniem bedzie dlugo$¢ tej sekwencji.

Sprowadziliémy zatem nasz problem do nastepujacego:
jak majac dang liczbe superwymierna, mozliwie szybko
uzyskac zero za pomoca operacji s i r? Zachtanny
algorytm, ktéry liczby dodatnie bedzie natychmiast
zamienial na ujemne za pomoca operacji r, a na
liczbach ujemnych bedzie wykonywal operacje s tak
dtugo, az otrzymamy liczbe nieujemna, okazuje sie by¢
tu optymalny. Wiadomo, ze z wyjatkiem sytuacji, gdy
zaczynamy od wezta oo, czyli pionowych sznurkéw,
ostatnim ruchem rozwiazania musi by¢ s. Zatem
bedziemy atakowali zero od dotu: naszym celem
powinno by¢ osiagniecie w miare szybko ujemnej
liczby calkowitej, a nastepnie wykonanie odpowiedniej
liczby s-6w. Zrobimy to w taki sposob, ze mianowniki
kolejnych liczb ujemnych, powstatych po wykonaniu
operacji r, beda malaly do jednoéci. Ostatnia liczba
utamkowa dodatnia w rozwiazaniu powinna by¢
postaci % dla pewnego k i koncowka algorytmu

bedzie wygladata tak, ze po uzyskaniu —k wykonamy
k-krotnie operacje s. Z kolei liczbe % mozna uzyskaé
tylko za pomoca operacji s (inaczej bezsensownie
wyskoczyliby$my z ,dobrej” ujemnej liczby catkowitej).
Nizej pokazemy, ze podana metoda daje zawsze
minimalna liczbe ruchéw rozplatujaca wezel.

Mozemy wiec zastosowaé nastepujacy algorytm. Niech
l/m bedzie liczba wymierna lub minus nieskonczonoscia
reprezentujaca zaplatanie sznurkéw.

1. if [ = 0 then exit

2. else if (I/m > 0) V (m = 0) then (I, m) := (—m,I)

// (operacja R)
3. elsel:=Ilmodm //(ciag operacji S)

Udowodnimy, ze ten algorytm prowadzi do rozplatania
sznurkéw za pomoca minimalnej liczby ruchéw.

Wzér 1. Dla liczb naturalnych ! > 0im >0

(1) I = (—m)mod(l + m)
Dowéd wzoru 1
I=(—m)mod(l+m)=-m-— L:L—W:HJ (I4+m)
l+m=— {H—mmJ (1 +m)

|
[

Lemat 1. Algorytm sie zatrzymuje.

Dowéd lematu 1. Wykazemy, ze dla dowolnej

liczby wymiernej ujemnej postaci —%, dla l,m > 0,
wykonywanie kolejnych krokéw algorytmu doprowadzi
nas w koncu do wartosci x = 0. Jesli m = 1, to po
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[-krotnym wykonaniu s dostaniemy zero. Jesli zas

m > 1, to wykonujac kroki algorytmu, dojdziemy

do innej liczby wymiernej —I’/m/, takiej ze m’ < m.
Niech bowiem 2 = —[/m oraz [ > 01im > 1. Dla

r < 0 wykonujemy ciag operacji s i po jego wykonaniu
dojdziemy do sytuacji, gdy = po raz pierwszy stanie

sie wieksze od zera. Niech wtedy x = I3 /m, gdzie

m >l > 0. Teraz wykonujemy R i mamy x = —m/l;.
Mianownik zmalal, a utamek jest ujemny. Zatem zawsze
po wykonaniu ciagu S, az do uzyskania liczby dodatniej,
zakonczonego jednym R, dostaniemy utamek ujemny

o mniejszym mianowniku. Nie mozna w nieskonczonosé
zmniejsza¢ dodatniego mianownika. Zatem po
skoniczonej liczbie krokéw mianownik stanie si¢ rowny 1,
a to, jak wiemy, doprowadza do zatrzymania catego
algorytmu.

Lemat 2. Algorytm wykonuje minimalng liczbe krokéw.

Dowéd lematu 2. Mozliwe sa nastepujace ruchy dla
[#0,m>0.

e m =015 — zly oczywiscie, bo nie zmienia wezla,

e m=01iR — dobry, bo w jednym ruchu doprowadza
nas do zera. Szybciej nie mozna.

el m>0195—zly.

Wykonajmy S, a potem tak, jak kaze algorytm,
i pokazmy, ze ta sekwencja nie jest najkrotsza. Mamy
bowiem
I/m— (l+m)/m—
— —m/(l+m) —
— ((=m)mod(l +m))/(l +m)
= 1Y+ m) —
— (1 m)fl
= ((=(l+m))modl)/l =
— ((—m)mod )/,
czyli 5 krokow. Lepsza sekwencja, po ktérej dochodzimy
do tej samej liczby, jest
I/m— —m/l — ((—m)modl),

co wymaga 2 krokow.

(ze wzoru (1))

e/, m>0iR - dobry,
em>0,1<0iS — dobry,
em>0,1<0iR —zly.

Niech bowiem [y = —[ > 0, po wykonaniu R mamy

x = m/l;. Teraz wykonanie R nie ma sensu, gdyz
wrécimy do stanu poprzedniego, wykonanie S jest zle
(m/h > 0)

Zatem wystarczy jeszcze wykazaé, ze jakikolwiek zty
krok nie prowadzi do optymalnego rozwiazania. Jesli
bedziemy wykonywaé tylko S dla liczby dodatniej,

to nigdy nie dojdziemy do rozplatania, bo bedziemy
zwiekszac liczbe dodatnia i nie osiagniemy zera.
Zalézmy wiec, ze po zlym kroku S (dla liczby
dodatniej) kiedy$ wykonamy R, czyli tak jak nakazuje
algorytm. Wykonanie dobrego kroku po zltym to juz



przypadek rozpatrywany wczesniej — zawsze mozna
lepiej wyj$¢ na niewykonywaniu tego ostatniego .9,
tylko pdjsciu na skroty. Jesli wiec S bylo wykonane
dla liczby dodatniej, to tylko zwiekszylto niepotrzebnie
liczbe krokow konieczna do rozplatania. Dla operacji

R jest jeszcze latwiej, gdyz R?* nic nie daje,

a R?k*1 = R. Sensowne jest zatem wykonywanie jedynie
pojedynczych R przetykanych S-ami. Podsumowujac:
R-y nalezy wykonywaé tylko jednokrotnie, a S-y tylko
dla liczb ujemnych. I tak wlasnie dziala nasz algorytm,
wiec dochodzi najszybciej do stanu koncowego.

Wiemy juz, jak dojé¢ do rozwiagzania koncowego,
pozostaje wiec zliczy¢, ile potrzebujemy ruchéw. Jesli
algorytm wykonuje operacje R, to zwigkszamy licznik

o 1, gdy za$ wykonuje S (wlasciwie ciag operacji S),
dodajemy do licznika || = || (ulamek jest ujemny). Rzecz

L
m

jasna, zakresy danych wymuszaly implementacje wlasnej
arytmetyki umozliwiajacej wykonanie tych dziatan.

Przy wykorzystywaniu dowodu lematu 2 widaé, iz
podczas zaplatywania operacja S zwigksza liczbe krokow
algorytmu o co najwyzej 3. Liczba operacji S w ciagu
wejsciowym jest oczywiscie nie wieksza niz jego dlugosé.
Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi wiec O(n), gdzie n
jest dlugoscia ciagu podanego na wejsciu.

Zadanie to pokazuje, jak przywykli do myé$lenia
abstrakcyjnego (liczby sa wszak abstrakcyjne),

a nie przywykli do platania realnych weztow, lepiej
poruszamy sie w Swiecie abstrakcji, cho¢ przeciez
mogloby by¢ zupelnie odwrotnie: jakies plemie biegle
w tancach gordyjskich mogtoby tlumaczy¢ dzieciom
liczby wymierne w druga strone. Patrz synku! Liczba
% to tak, jakby$ zrobil SSRS ...

"

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 649. Zasada zachowania energii oraz pedu zabrania zamiany fotonu w pare
elektron — pozyton. Taka przemiana jest jednak mozliwa, jesli w reakcji

uczestniczy inna, ciezka czastka o masie M. Jaka minimalna energia fotonu jest
potrzebna, by reakcja zaszta? Mase elektronu m. traktowac jako dana.

F 650. Dwa identyczne kondensatory plaskie o powierzchni plytek A

i tadunku @ oraz odleglosci miedzy plytkami d polaczone sa jak na rysunku 1.

Zmniejszamy odleglo$¢ miedzy plytkami jednego z kondensatoréw. Jak zmienia
sie energia catkowita ukladu? Poréwnac z sytuacja pojedynczego natadowanego

kondensatora. Ile wynosi sita przyciagania oktadek kondensatora?

+Q +Q
Rozwiazanie na str. 22
dI A A Id
-Q -Q
Rys. 1
D Rozwiazanie na str. 22

Redaguje Waldemar POMPE
M 1105. Przekatne AC i BD czworokata wypuktego ABC' D przecinaja

sie w punkcie P. Punkty K i L sa odpowiednio srodkami przekatnych AC'
i BD (rys. 2). Punkt @ jest takim punktem, ze czworokat K PLQ jest
rownolegtobokiem. Udowodni¢, ze

Rys. 2

z punktéw B;.

Rys. 3
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Rozwiazanie na str. 24

[ABP] + [CDP] = 2[BCQ)],

gdzie [ XY Z] oznacza pole tréjkata XY Z.
Rozwiazanie na str. 18

M 1106. Danych jest dziesie¢ liczb naturalnych dwucyfrowych. Dowiesé, ze
spoérod tych liczb mozna wytoni¢ dwa takie rézne podzbiory, ze sumy liczb
w obu podzbiorach sa jednakowe.

Rozwiazanie na str. 22

M 1107. Punkt P lezy wewnatrz (2n)-kata wypuklego A; As ... A, i nie

nalezy do zadnej z jego przekatnych. Proste A1 P, As P, ..., As, P przecinaja
obwdd danego wielokata po raz drugi w punktach Bj, Bo, ..
dla n = 3). Wykazaé, ze na pewnym boku danego (2n)-kata nie lezy zaden

., Bay, (zob. rys. 3



Komputery kwantowe

Wszyscy wiemy, ze wiele probleméw nie daje sie
rozwiazaé za pomoca komputera tylko z powodu

ich zbyt duzej ,zlozonosci obliczeniowej”. Pod tym
powaznym stwierdzeniem kryje si¢ prosta i smutna
prawda. Nawet najszybsze komputery sa zbyt wolne,
aby uporaé sie z niejednym zadaniem. Wiemy tez,

ze nie da sie w nieskonczonosé zwiekszaé szybkosci
komputeréw. Rozmiary atoméw wyznaczaja mozliwa
do wyobrazenia skale miniaturyzacji. Jako ze zaden
sygnal nie moze rozchodzi¢ sie szybciej niz Swiatto

w prozni, czas potrzebny na przestanie informacji
miedzy fragmentami procesora tez jest ograniczony od
dotu. Czy komputer kwantowy moze staé¢ sie remedium
na powyzszy problem?

Pierwszy raz z nazwa ,komputer kwantowy” zetknalem
sie 9 lat temu, na pierwszym roku studiéw. Wydata mi
sie nieco podejrzana. Przeciez zasada nieoznaczonoéci
Heisenberga wyklucza dokladne pomiary obiektow
kwantowych, powinna wiec uniemozliwia¢ dzialanie
takiego urzadzenia. Tak naprawde to wymienione
ograniczenia sa, obok gwaltownie rosnacego zuzycia
energii, gtéwna przeszkoda przy tworzeniu coraz
mniejszych i szybszych komputerow ,klasycznych”.
Celowo uzytem cudzystowu, bowiem w obecnie
produkowanych procesorach prawa mechaniki kwantowej
odgrywaja juz znaczaca role — tak naprawde trudno
opisa¢ klasycznie dzialanie pojedynczego tranzystora. . .

Na czym wiec ma polega¢ owa kwantowos¢? Na zupelnie
odmiennym sposobie przetwarzania informacji.

We wspoélczesnych komputerach informacja jest
zapamietywana jako ciag bitow, czyli zer i jedynek.
Obliczenia zatem sprowadzaja sie do odpowiedniego
zamieniania jednych bitéw na inne.

W komputerze kwantowym bity sa zastapione przez
qubity (quantum bits). Kazdy qubit ¥ moze by¢
w tak zwanej superpozycji pomiedzy zerem i jedynka.
Zapisujemy to w ten sposob:

W) = al0) + B[1).
Jedli dokonamy pomiaru wartosci qubitu, to mozemy
otrzymac |0) lub |1) z prawdopodobienstwami réwnymi
odpowiednio: Py = |a|? oraz P; = |3|%. Przyktadem
tu moze by¢ elektron ze spinem skierowanym w goére
lub w dot.

Takie uogélnienie bitu mozna jednak osiagnaé
klasycznie. Wystarczy zbudowa¢ klasyczny komputer
analogowy. Kazdy bit bedzie przybierat wartosci

z przedziatu [0,1] i gotowe.

Nie chodzi jednak o operowanie wartosciami miedzy
011, lecz o wykorzystanie praw mechaniki kwantowej,
pozwalajacych na superpozycje stanoéw jednego lub
wiecej qubitow.

Zobaczmy, jak to wyglada na przykladzie dwoch
qubitow. Najprostsza baza ukladu dwéch qubitéw

Jakub ZIELINSKI

to oczywiscie: |0)]0), |0)[1), |1)|0) oraz |1)|1).
Przykladowy stan to pewna kombinacja liniowa
wektoréw bazy; np.

1
\/5(|0>|1> 1)[0)).
Pierwszy qubit moze by¢ zerem lub jedynka. Obie
mozliwoéci sa jednakowo prawdopodobne. Drugi tak
samo. Wiemy jednak, ze zawsze beda miaty przeciwne
wartosci. Zaczyna robi¢ sie ciekawie, ale po chwili
zastanowienia mozemy zaproponowaé klasyczny
odpowiednik tej sytuacji. Wezmy dwie kule: biata
i czarna. Wl6zmy je, nie patrzac, do dwoch kieszeni.
Nie wiemy jednak, gdzie znajduje sie ktoras z nich,
ale wiemy, ze kule w kieszeniach sg réozne.

|0) =

Aby pokazaé¢ réznice miedzy mechanika kwantows
a klasyczna statystyka, zamienie oznaczenia.
Zamiast |0) bede pisal | |), natomiast |1) zastapie
przez |1). Wprowadze rowniez dwa nowe stany, bedace
superpozycjami powyzszych: | <) = %ﬂ 1) +11)) oraz
|—) = %(| 1) —11)). Sa to stany spinu skierowanego
odpowiednio w lewo i prawo. Prosty rachunek
(zachecam!) pokazuje:
1 1

W) = 7§(| DI =1m1) = %(Iﬂl—ﬁ — =)D
Wynik jest dos¢ dziwny. Wyglada bowiem na to,
ze elektrony ,nie wiedza”, czy zostaly zlozone”
z elektronéw o spinach géra-dol, czy tez lewo-prawo.
Co gorsza, my tez tego nie wiemy! To tak, jakbysmy
po sprawdzeniu, ze kulka z lewej kieszeni jest
czerwona, wiedzieli, ze ta z prawej jest zielona.
Co wiecej, moglibyémy wybraé¢ dowolng pare kolorow
dopetiajacych. Jest tylko jedno ograniczenie: takiego
,magicznego” pomiaru mozemy dokonaé tylko
raz. Po pierwszym pomiarze owo polaczenie czy
tez ,splatanie” — jak mawiaja fizycy — pomiedzy
elektronami znika. Kazdy z nich ma juz okreslony stan.

Owa przedziwna wlasnosé stanéw splatanych jest
kluczowa — jest tym, co naprawde odréznia komputer
kwantowy od klasycznego. Aby ja lepiej zrozumieé,
musimy najpierw dowiedzie¢ si¢, na czym polega pomiar
w mechanice kwantowej.

Nie mozemy ,zapytac”, jak skierowany jest spin
elektronu. Mozemy spytac sie jedynie, czy jest
skierowany w gore czy w dét. Mozemy takze wybrac
inny pomiar: w lewo czy w prawo albo w przod czy
w tyl. Ale nie mozemy zadaé¢ tych pytan naraz. Tego
typu zakazy wynikaja z zasady nieoznaczono$ci.
Ograniczenie powyzsze nie wynika z niedoskonatosci
przyrzadéw pomiarowych. Popatrzmy na definicje
spinow skierowanych w bok. Widaé, ze elektron o spinie
skierowanym w prawo niejako sktada sie z elektronéw
o spinach skierowanych w gére i w dél. Zatem jesli
mamy przyrzad, ktéry rozréznia elektrony | 1) od | ),

to elektron |—) ,musi si¢ zdecydowaé” na jedna
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z tych mozliwo$ci. Nie mamy i mie¢ nie mozemy na to
wplywu. Kazde urzadzenie, ktére wykrywa wszystkie
elektrony | 1), musi wykryé co najmniej polowe
elektronéw | —). To, czy wykryje polowe czy wiecej,
zalezy tylko od tego, jak reaguje na elektrony ||).

Budujac algorytmy kwantowe, mamy do dyspozycji
dodatkowe stany. Wydawacé by sie moglo, ze z tatwoscia
powinno daé sie skonstruowaé¢ mnoéstwo algorytmow
znacznie efektywniejszych niz klasyczne. Problemem jest
jednak brak mozliwoéci rozrézniania dowolnych stanéw.
Co z tego, ze otrzymamy wspanialy rezultat, jesli nie
bedziemy go w stanie odczytaé. Dlatego obecnie znamy
tak naprawde tylko dwa algorytmy kwantowe.

Pierwszym jest algorytm Shora. Nie bede tutaj
ttumaczyt catego algorytmu, gdyz jego opis jest dtugi

i raczej zmudny. Pozwala on rozltozy¢ liczbe na czynniki
pierwsze. Jak wiadomo, jest to kluczowy element
tamania tak zwanych szyfréow z kluczem publicznym
RSA (uzywanych powszechnie do szyfrowania informacji
w Internecie, np. przez banki). Nie ma watpliwosci,

ze to jedna z wazniejszych przyczyn zainteresowania
informatyka kwantowa.

W algorytmie zaproponowanym przez Shora najpierw
sprowadza si¢ problem roztozenia liczby N na czynniki
pierwsze do problemu znalezienia okresu pewnej funkcji.
Jest ona zadana dla N wartosci. Procedura ta jest

w pelni klasyczna — pomijam ja tutaj. Po szczegdly
odsylam do oryginalnej pracy [1]. Standardowa

metoda znajdywania okresu funkcji jest obliczenie

jej transformaty Fouriera. W wyniku tej operacji
znajdujemy tak zwane widmo. Gdyby funkcja opisywala
fale dzwiekowa, to dzigki transformacji Fouriera
dostaliby$smy informacje, jakie tony zawiera dzwiek.
Podobnie, dla éwiatta, bylby to rozktad na fale

plaskie o okreslonych czestosciach (czyli barwach).
Transformacja Fouriera pozwala po prostu wyrazié
funkcje przez szereg sinuséw i kosinusow o réznych
okresach. W wyniku transformacji funkcji, okreslonej dla
N punktéw, dostajemy funkcje (réwniez N-punktowa),
ktorej kazdy punkt dostarcza informacji, ,ile jest danej
czestodei”.

I tak oto dostajemy wynik — rozktad liczby na czynniki
pierwsze. Zaniepokoié¢ powinny nas dwie rzeczy.

Po pierwsze, transformate Fouriera umiemy obliczaé
klasycznie — gdzie wiec jest mechanika kwantowa?

Po drugie, czas potrzebny na jej obliczenie jest
proporcjonalny do N log N. Wida¢ wiec, ze jest to
fatalny algorytm. Najprostszy pomys! na roztozenie N
to sprawdzaé¢ wszystkie liczby od 2 do v/N.

Rzecz w tym, ze transformate Fouriera mozna obliczy¢
bardzo szybko kwantowo. Realizuje to odpowiedni uktad
,bramek kwantowych”, czyli po prostu mozna wykonac
stosowne obliczenia za pomoca manipulacji na spinach
elektronéw. Jak kazde rachunki, mozna je przeprowadzi¢
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na rozne sposoby. Jednak niezaleznie od tego, jak
by$my sie starali, zawsze musimy uwzglednié¢ operacje
ssplatujace”, a wiec takie, ktore z dwoch
nieskorelowanych elektronéw zrobia splatang pare.
Stanowi to ogromna trudnosé eksperymentalna.

A jak duzy musi by¢ komputer kwantowy, aby poradzié¢
sobie z rozkladem liczby N? Przede wszystkim liczba
ta musi zmiescié¢ sie w jego ,,pamieci”’. Oznacza

to, ze N < 2", gdzie n jest wlasnie liczba qubitow.

To bardzo wazne, bowiem w wielu przypadkach
obowiazuje ,zasada zachowania trudnosci”: zwiekszenie
szybkosci algorytmu osiagane jest za cene wickszej
,bamieciozernosci”.

Rzeczywiscie, transformacje Fouriera mozemy
wykonaé bardzo latwo, kodujac funkcje za pomocs fali
elektromagnetycznej, a widmo uzyska¢ natychmiast,
przepuszczajac swiatlo przez pryzmat lub siatke
dyfrakcyjna. Problemem jest tu jednak ogromna liczba
czestodci, jakie musieliby$my rozrézniaé. Liczby pierwsze
stosowane w kryptografii maja czesto po kilkaset cyfr.
Nie ma najmniejszych szans na rozréznianie czestosci
Swiatta z tak ogromng precyzja. W algorytmach
klasycznych czas potrzebny na roztozenie liczby roénie
wykladniczo z liczba jej cyfr (jej logarytmem). Przy
zastosowaniu algorytmu Shora i optyki klasyczne;j
wykladniczo rosnie liczba potrzebnych czestosci
swiatta. W algorytmie kwantowym, dzieki splataniu,
czas obliczen i ilo§é qubitow rosng potegowo wraz

z logarytmem rozktadanej liczby.

Wida¢ wigc, ze algorytm Shora to w zasadzie szukanie
okresu funkcji. Nie jest to raczej problem fascynujacy
sam w sobie. Zawdziecza on swoja popularnosé temu, ze
Shor potrafil powiagzaé ten pozornie czysto akademicki
problem z kryptografia. To uczy, ze bardzo ryzykowne
jest ,spisywanie na straty” jakiego$ dziatu nauki,
moéwiac, ze ,to sie do niczego nie przyda”.

Na koniec jedna uwaga. Dlaczego upieram sie, ze
komputer kwantowy ma szukaé¢ okresu funkcji, a nie
po prostu obliczy¢ transformate Fouriera? Ten ostatni
problem jest wazny w niezliczonych zastosowaniach.
Od diagnostyki medycznej, poprzez analize zdje¢
satelitarnych, na symulacjach ukladéw chemicznych
konczac. Ot6z komputer kwantowy potrafi obliczy¢
transformate Fouriera zawsze, ale wynik mozemy
odczytaé tylko jesli funkcja jest okresowa. Powdd jest
prosty: tylko dla funkcji okresowej widmo zawiera
niewiele czestosci. Jedli bedziemy probowaé obliczac
transformate Fouriera z funkcji nieokresowej, to
otrzymamy widmo zlozone z niezliczonej iloéci dtugosci
fal. A podczas pomiaru mozemy dostaé tylko jedna
warto$¢ czestosci. . .

Drugim zaproponowanym algorytmem kwantowym [2]
jest sposob przeszukania zbioru N-elementowego
w poszukiwaniu jednego ,,dobrego” elementu. W wielu



przypadkach jest tak, ze latwo sprawdzié, czy
zaproponowane rozwiazanie jest dobre. Trudno je jednak
znalezé. Czesto pozostaje nam jedynie sprawdzanie po
kolei wszystkich mozliwych przypadkow. Klopot zaczyna
sie, gdy jest ich duzo.

Klasyczny éredni czas szukania jednego ,,dobrego”

elementu spoéréd N jest proporcjonalny do &. Czas

2
potrzebny dla komputera kwantowego to tylko v/ N.

Wszystkie N sprawdzanych odpowiedzi mozemy
ponumerowaé. Od tej pory bedziemy sprawdzaé, ktora
z N liczb jest ,dobra”. N liczb zakodujemy za pomoca
2™ qubitéw. Pokaze to na prostym przyktadzie N =4
(N; ={0,1,2,3}):

|0) = [00), [1) =101), [2) = [10), [3) = [11).
Kodowanie jest wiec takie, jak w komputerze
klasycznym. Nastepnie tworzymy stan bedacy
superpozycja wszystkich mozliwych odpowiedzi:

%) = £(100) + [01) + [10) + [11)).

Zwracam uwage, ze jest to stan bardzo silnie splatany.
Sprawdzanie, czy dana liczba jest dobra, mozna
zdefiniowaé jako obliczenie funkcji. Jesli liczba jest
dobra, to funkcja ma wartosé 1, a jedli zta, to —1.
Oczywiscie, mozemy przypisa¢ inne wartoéci obu
odpowiedziom — byleby tylko byly rézne.

Widaé wiec, ze wszystkie N — 1 zlych stanéw bedzie
zawsze traktowane tak samo, a inaczej jeden stan dobry.
Mozemy wiec ogélnie zapisac

W) = \/%(|0>+|1>+---+|N>) =
= \/%(mhlw + |dobry)).

Jak widaé, jesli zmierzymy, w ktérym stanie jest
uktad N qubitéw, to z prawdopodobienstwem %
dostaniemy ,zla” odpowiedz, a ,,dobra” jedynie
z prawdopodobienstwem % Jest to dos¢ oczywiste —
nic jeszcze nie zrobiliSmy i szansa wylosowania stanu

o szukanym numerze jest znikoma.

Zwréémy uwage, ze otrzymany stan jest nieco podobny
do pojedynczego spinu. Jesli przyjmiemy

_ N-1 8= i
o=/ N oraz 7“N’

to otrzymamy:

W[ = a|0) + B[1),

a wiec spin skierowany prawie idealnie do dotu. Spin
mozemy obréci¢ o 180 stopni i dostaniemy elektron

o spinie skierowanym niemal idealnie do gory. Obrotu
pojedynczego spinu mozna dokonadé, np. wlaczajac
jednorodne pole magnetyczne lub pole magnetyczne
polaczone z fala elektromagnetyczna. Jest to technika
powszechnie stosowana w obrazowaniu i spektroskopii,
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opartych na zjawisku rezonansu magnetycznego
(zazwyczaj spiny pochodza tam od jader, a nie od
elektronow — jest to dla nas bez znaczenia. Elektron
jest tylko przykladem czastki ze spinem. Do budowy
komputera mozna uzy¢ innych czastek).

Oczywiscie, w przypadku uktadu N spinéw nie jest tak
prosto. Co wiecej, problemem jest to, ze nie znamy
dokladnie stanu [¥). Po prostu nie wiemy, co oznacza
|dobry), gdyz to jest nasza niewiadoma. Ale znamy
nasz stan z bardzo dobrym przyblizeniem, dlatego tez
mozemy z niezlym przyblizeniem go ,,obréci¢”. Zajmuje
to v/N krokéw. Niestety, nie mozemy obrécié¢ uktadu

w jednym kroku. Musimy ,,drobi¢”, bo gdybysmy ,robili
zbyt duze kroki”, mogliby$my pdjé¢ nieco za daleko.

To cena, jaka ptacimy za niedokladna znajomosé stanu
poczatkowego.

Niestety, pomimo ogromnego wysitku, nie udato si¢
dotad zbudowaé dzialajacego komputera kwantowego
i nie wiadomo, czy bedzie to kiedykolwiek mozliwe.
Jak juz wspomnialem, nie musimy koniecznie uzywaé
elektronow. Prébowano rozmaitych schematow, w tym
jadrowego rezonansu magnetycznego.

W tej chwili najbardziej obiecujace wydaja sie

préby z jonami umieszczonymi w pulapce [3, 4].

Mozna juz w sposéb kontrolowany umiescié¢ jeden

za drugim kilka jonéw w prozni. Ich pozycja jest
kontrolowana za pomoca odpowiednio uformowanego
pola elektromagnetycznego. Co wiecej, mozliwe jest
dokonywanie manipulacji na wybranym jonie oraz

ich splatywanie! Niestety, problemem jest tak zwana
dekoherencja: po czasach rzedu milisekund w niezwykle
przeciez delikatny uklad wkrada sie jakie$ zaburzenie.
Powoduje to utrate informacji. Nie wiadomo, czy
kiedykolwiek uporamy sie praktycznie z tym problemem.
Wraz ze wzrostem komputera, problem bedzie

si¢ nasilal. Juz jednak zbudowanie uktadu kilku
qubitéw i precyzyjna nimi manipulacja pokazuje, jak
niesamowity rozwéj technik eksperymentalnych nastapit
w ostatnich latach.

7 pewnoscia komputer kwantowy nie bedzie kolejna
zabawka stojaca na biurku, lecz urzadzeniem stuzacym
do wykonywania najbardziej zaawansowanych obliczen,
umieszczonym w najlepszych swiatowych laboratoriach.
Trzeba jednak pamiegtaé, ze taka sama przysztosé
wieszczono klasycznym komputerom. . .

[1] Peter Shor, Proceedings 35th Annual Symposium on Foundations
of Computer Science, IEEE Comput. Soc. Press (1994), 124-134.

[2] Lov K. Grover, Proceedings of the 28th Annual ACM Symposium
on the Theory of Computing, (1996), 212-219.

[3] D. Kielpinski, C.R. Monroe and D.J. Wineland, Nature 417,
709-711 (2002).

[4] D. Leibfried et al., Nature 422, 412-415 (2003).



Maia delld

Ujarzmianie zlozonosci
Andrze; WALAT

Logo jest srodowiskiem, w ktérym mozna znakomicie uczyé sie, jak radzi¢

sobie ze zlozonoscia. W tym artykule omowie trzy rozwiazania zadania
o wadze szalkowej z finalu Mazowieckiego Konkursu Informatycznego

Andrzej Walat, Osrodek Edukacji

2000 (dla uczniéw dawnej szkoly podstawowej) i na tym przykladzie

Informatycznej i Zastosowan Komputeréw przedstawie techniki ujarzmiania ztozonosci.

w Warszawie

Zadanie o wadze szalkowej

Jedli mamy po jednym odwazniku o masie

1 kg, 3 kg, 9 kg itd. az do 3" kg, to mozemy

na wadze szalkowej odwazy¢ kazdy ciezar, ktorego
masa w kg jest liczba catkowita z zakresu od 0
do1+34...43"1itow dodatku tylko w jeden
sposob. Na przyktad, zeby zrownowazyé ciezar

11 kg, trzeba na jednej szali potozy¢ dany ciezar

i odwaznik 1kg, a na drugiej szali — odwazniki 9 kg
i3 kg.

Zdefiniuj funkcje ZRW :mc, ktéra dla danej masy
ciezaru, bedacej liczbg calkowita dodatnia,
wyznacza odwazniki, ktore trzeba polozy¢

na szalach wagi, zeby zréwnowazy¢ dany ciezar.
Wynikiem funkcji ma by¢ dwuelementowa lista.
Pierwszym jej elementem powinna by¢ lista mas
odwaznikow, ktore nalezy potozy¢ na jednej szali
z danym ciezarem, a drugim elementem — lista mas
odwaznikow, ktére nalezy potozy¢ na przeciwnej
szali. Obie te listy powinny by¢ uporzadkowane
malejaco.

Przyktady
Poprawnym wynikiem
wyrazenia; Jest:
ZRW 101 [[9 1][81 27 3]]

ZRW 282 [[][243 279 3]]

Rozwiagzanie 1

Uzywajac 3 odwaznikéw o masie 1, 3 oraz 9 kg,
mozna zréwnowazy¢ na wadze szalkowej kazdy
ciezar, ktérego masa mc w kg jest liczbg calkowita
z zakresu od 0 do 13 wlacznie. Na przyktad:

e ciezar 10 kg mozna zréwnowazy¢, ktadac
na przeciwnej szali odwazniki [9 1],

e ciezar 11 kg mozna zréwnowazy¢, kltadac na tej
samej szali odwaznik 1, a na przeciwnej [9 3.
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Najwigkszy ciezar, jaki mozna zréwnowazy¢

za pomocy czterech odwaznikéw 1, 3, 9, 27, to
14349427 =40. Ale czy kazdy cigzar o masie
mc od 0 do 40 da si¢ odwazy¢, jesli mamy tylko te
4 odwazniki?

e Kazdy od 0 do 13 kg tak, bo wtedy wystarcza 3
odwazniki: 1, 3 oraz 9.

e Kazdy od 14 do 27 kg tak, bo po potozeniu
na przeciwnej szali odwaznika 27 kg trzeba bedzie
zrownowazy¢ 27 —me < 13; a to mozna osiagnaé,
uzywajac odwaznikéw 1, 3 oraz 9.

e Kazdy od 28 do 40 kg tak, po polozeniu
na przeciwnej szali odwaznika 27 kg i wtedy
trzeba bedzie zrownowazy¢ mc — 27 < 13 kg;
a to mozna osiggnaé, uzywajac odwaznikéw 1,
3 oraz 9.

Podobnie mozna wykazaé, ze za pomoca 5
odwaznikow 1, 3, 9, 27, 81 mozna zréwnowazy¢
na wadze szalkowej kazdy ciezar, ktérego masa mc
w kg jest liczba caltkowita nie wigksza niz 121, itd.

Problem zréwnowazenia ciezaru o danej masie jest
prosty, jesli ta masa jest nieduza, np. nie wigksza
niz 13 albo jeszcze lepiej 4. Jednak jesli masa
ciezaru jest bardzo duza, problem staje sie ztozony.
Sposobem na ztozonos¢ jest redukcja ztozonoSci.
Problem zréwnowazenia ciezaru o duzej masie
mozna zredukowaé¢ do problemu zréwnowazenia
cigzaru o odpowiednio mniejszej masie. Trzeba

w tym celu znalez¢ najciezszy (maksymalny)
odwaznik mo, jakiego musimy uzy¢, by zréwnowazy¢
dany ciezar (to nie jest takie trudne) i polozy¢ go
na przeciwnej szali.

e Jesli mc = mo, to koniec, ciezar jest zrownowazony.

e Jesli mc > mo, to trzeba jeszcze zrownowazy¢
mniejszg mas¢ mc — mo.



e Jesli mo > mc, to trzeba zrownowazy¢ mniejsza
mase¢ mo — mc, nadmiar na przeciwnej szali.

Ten pomyst redukeji ztozonego przypadku

do prostszego zostal wykorzystany w rozwiazaniu,
na ktore sktadaja sie 4 procedury przedstawione
na ponizszym wydruku.

0TO ZRW :mc
WYNIK BALANS :mc MODW :mc
Juz

0TO BALANS :mc :mo
JESLI :mc = :mo [WYNIK LISTA [] ( LISTA :mo )]
JESLI :mc > :mo [WYNIK DOPW :mo ZRW :mc - :mo]
WYNIK DOPW :mo WSPAK ZRW :mo - :mc

Juz

0TO MODW :mc
NIECH "PTG3 1
NIECH "SPTG3 1
DOPOKI [:mc > :SPTG3] [PRZYP "PTG3 3 * :PTG3
PRZYP "SPTG3 :SPTG3 + :PTG3]
WYNIK :PTG3
Juz

0TO DOPW :EL :PARA
WYNIK LISTA PIERW :PARA NAP :EL OST :PARA
Juz

Pozioma kreska oddziela dwie podstawowe
procedury okreslajace ogdlny plan dziatan oraz
dwie pomocnicze procedury — srodki realizacji
planu.

Procedura BALANS okresla sposéb redukcji
zagadnienia zréwnowazenia cigzaru do prostszego
zagadnienia zréwnowazenia mniejszego ciezaru.
Musi ona mie¢ dwie dane: mc — mase ciezaru oraz
mo — mas¢ maksymalnego odwaznika, jakiego trzeba
uzy¢, by zrownowazy¢ dany ciezar.

Funkcja — ZRW znajduje wynik, wywolujac BALANS
z dwiema danymi: mc — masa cigzaru oraz MODW :mc
— masa maksymalnego odwaznika, jakiego trzeba
uzy¢, by zrownowazy¢ dany ciezar.

Trzeba jeszcze wyjasni¢, w jaki sposéb funkcja MODW
wyznacza swoja warto$¢ — mase maksymalnego
odwaznika, jakiego trzeba uzy¢, by zréwnowazy¢
dany cigzar. Wyjasnie to na przyktadzie. Zatézmy,
ze chcemy wyznaczy¢ mase maksymalnego
odwaznika, jakiego trzeba uzy¢, by zréwnowazy¢
ciezar o masie 101 kg. W tym celu bedziemy
obliczali kolejne potegi liczby 3 (wartosci PTG3) oraz
kolejne sumy poteg liczby 3 (wartosci SPTG3) tak
dhugo, dopdki dana masa 101 bedzie wigksza niz
wartos¢ SPTG3.
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PTG3 | SPTG3 Konficowa wartosé¢ PTG3 — w tym

1 1 przypadku 81 — to szukany
maksymalny odwaznik. W taki

3 4 sam sposOb funkcja MODW znajduje

9 13 wynik w dowolnym przypadku.

27 40 Trzeba dodaé, ze funkcje MODW,

81 121 jak prawie wszystko, mozna

zdefiniowaé na wiele sposobéw.
Mozna np. wykorzystaé¢ spostrzezenie, ze kolejna
wartos¢ SPTG3 — to zawsze potrojona poprzednia
wartos¢ plus 1.

0TO MODW :mc
NIECH "SPTG3 1
DOPOKI [:mc > :SPTG3] [ PRZYP "SPTG3 3 * :SPTG3
+ 1]
WYNIK :SPTG3 - (:SPTG3 -1 ) / 3
JUZ

Funkcje MODW mozemy zdefiniowaé jak tylko

nam sie spodoba (byle poprawnie), nie ma to
zadnego wplywu na nasz ogdlny plan — tresé
funkcji ZRW oraz BALANS. Tak samo, jak zmiana
elementu ztozonej konstrukcji, np. okien, nie
wplywa na ogélny plan budowli (pod warunkiem,
ze elementy zachowuja ustalone parametry, np.
rozmiary). Taka separowalnos¢ czesci rozwiazania
zadania jest cecha dobrego programowania.

Ostatnia z czterech funkcji sktadajacych sie

na rozwigzanie DOPW musi mie¢ dwie dane: jakis
nowy element EL oraz liste dwoch list PARA. Jej
wynikiem jest dana lista dwéch list z nowym
elementem dopisanym na poczatek drugiej listy.

Rozwigzanie 2

Prawie kazde zadanie mozna rozwiaza¢ na 1001
réznych sposobow. Mysl o tym jest pocieszajaca.
Jesli moze by¢ tak wiele réznych pomystéw
rozwiazania zadania, dlaczego przynajmniej jeden
z nich nie miatby wpaéé do mojej gtowy?

Skorzystamy z rady pochodzacej z ksiazeczki
George’a Polyi Jak to rozwigzac.

»Jesli nie mozesz rozwigzaé postawionego zadania,
sprobugj najpierw rozwigzac jakie$ zadanie pokrewne.
Czy nie mogtbys wymysli¢ bardziej dostepnego
zadania pokrewnego?”

Owszem, mogliby$my. Mogliby$my, na przyktad,
zalozy¢, ze dysponujemy nie po jednym tylko
odwazniku o masie 1, 3, 9, 27,... kg, ale mamy
po dwa odwazniki kazdego rodzaju. Nietrudno
zauwazy¢, ze w takim przypadku kazdy ciezar,
ktérego masa mc w kg jest nieujemna liczba
catkowita, mozna zréwnowazy¢, ktadac odwazniki
wylacznie na przeciwng szale niz ciezar. Zeby



je wyznaczy¢, wystarczy znalezé zapis liczby mc
w systemie trojkowym.

Na przyktad liczba 667 =2-243 +2-8140-27 +
+2-94+0-3+1-1 ma zapis trojkowy 220201.
Oznacza to, ze cigzar o masie 667 kg mozna
zrownowazy¢, ktadac na przeciwnej szali: 2
odwazniki 243 kg, 2 odwazniki 81 kg, dwa
odwazniki 9 kg oraz 1 odwaznik 1 kg. Ten przyktad
pokazuje, jak tatwo mozna rozwigza¢ wymyslone
przez nas pokrewne zadanie. No dobrze, ale czy
mozna to wykorzystaé¢ do rozwigzania naszego
oryginalnego zadania? Tak, i to bardzo prosto.
Popatrzmy na zapis zréwnowazenia ciezaru 667 kg
w postaci nastepujacego rysunku-tabelki:

2 2101(12|0]1
243 | 81 | 27
0 0(01j0(0]0

Gorny wiersz tabeli wskazuje, jakie odwazniki
leza na przeciwnej szali niz cigzar, a dolny — jakie
razem z cigzarem (aktualnie zadne). Jest to dobre
rozwigzanie pokrewnego zadania, ale nie zadania
oryginalnego, poniewaz nie dysponujemy dwoma
odwaznikami o masie 9 kg ani 81 kg. Mozemy za to
ktas¢ odwazniki takze na szalce razem z cigzarem.
Zamiast 2 odwaznikéw 9 kg, mozemy potozyé

na przeciwnej szalce niz cigzar 1 odwaznik 27 kg
oraz 1 odwaznik 9 kg na szalce razem z cigzarem.
W ten sposob otrzymamy nastepujaca sytuacje
réwnowagi:

2 2110|101
243 18112719131
0 0(01(1(0]0

Teraz trzeba co$ zrobi¢ z dwoma odwaznikami

81 kg na szalce przeciwnej niz ciezar. Podobnie jak
poprzednio, zdejmiemy je, a za to dotozymy na tej
samej szali 1 odwaznik o masie 243 kg oraz razem

z cigzarem 1 odwaznik o masie 81 kg:

3 0110|101
243 |81 1279
0 170 (1]0]0

W ten sposob milczaco zakladamy, ze pozyczylismy
skads trzeci odwaznik 243 kg, ale tylko na chwile,
zaraz go oddamy. Zdejmiemy z szalki trzy
odwazniki 243 kg i zamiast tego potozymy

1 odwaznik 729 kg:

1 0O j]0|1]0f0]1
729 1243 |81 (27|93 |1
0 0 170 (1]0]0

Teraz mamy sytuacje réwnowagi i kazdy odwaznik
od 1 do 729 zostal uzyty co najwyzej 1 raz.

Na jednej szalce mamy ciezar 667 kg i odwazniki
o tacznej masie 81 kg + 9 kg = 90 kg, razem

757 kg. Na drugiej szali: 729 kg + 27 kg + 1 kg.

Ten sposéb postepowania, zilustrowany
przyktadem, nietrudno zapisaé¢ w postaci
odpowiednich procedur w Logo znajdujacych
szukane zrownowazenie dowolnego ciezaru. Mozna
go takze na wiele sposobéw udoskonali¢. Tego
jednak tutaj nie bedziemy robili, pozostawiajac
to zadanie zainteresowanym Czytelnikom.
Czasem warto przeanalizowaé rézne mozliwe idee
rozwiazania problemu nie po to, zeby je do konca
wykorzystac, zrealizowa¢ w postaci procedur

w jakim$ jezyku programowania, ale po to, zeby
lepiej, wszechstronniej zrozumieé¢ problem i by¢
moze dzieki temu odkry¢ inne pomysty.

Rozwigzanie 3
W tym przypadku takze skorzystamy z rady
George’a Polyi.

wJesli nie mozesz rozwigzacé postawionego zadania,
to ... czy nie moglbys wymysli¢ jakiegos bardziej
ogdlnego zadania?”

Zdefiniujemy funkcje BALANS, ktéra musi mie¢ dwie
dane:

e dowolna potege p liczby 3 oraz

e mase ciezaru mc dang jako wielokrotnosé p,

a jej wynikiem jest zréwnowazenie cigzaru
okreslone w postaci listy dwéch list, tak jak tego
wymagamy od funkcji ZRW.

Funkcja BALANS jest uogdlnieniem ZRW, bo wynik
ZRW dla dowolnej catkowitej masy ciala mc mozna
otrzymac jako wynik BALANS z ustalona wartoscia
drugiego parametru 1:

0TO ZRW :mc
WYNIK BALANS :mc 1
JUzZ

Zalbézmy, ze mamy dang mase cigzaru bedaca
wielokrotnoscia mc potegi p liczby 3.

Jak w takim przypadku znalezé odpowiednie
zrownowazenie (balans)? Oczywiscie w szczegdlnie
prostym przypadku, gdy mc = 0, balans osiagamy,
nie ktadac na obu szalach nic; wynikiem powinna
by¢ lista dwéch pustych list: [[1[1].

W bardziej ztozonym przypadku, gdy mc nie
jest zerem, mozemy obliczy¢ reszte z dzielenia
mc przez 3 i zredukowaé¢ odpowiednio problem,
zaleznie od otrzymanej reszty.



Jedli reszta = 0, to zadanie redukuje si¢ do
znalezienia wyniku:
BALANS ILORAZC :MC 3 3 * :P.

Jesli reszta = 1, to trzeba znalezé

BALANS ILORAZC :MC 3 3 % :P — jest to lista dwdch
list — i do prawej z tych dwoch list dopisaé

na koniec :p.

Gdy reszta = 2, to trzeba potozy¢ odwaznik

0 masie p razem z ciezarem i znalezé
zrownowazenie odpowiednio wigkszego o p ciezaru.
Trzeba znalez¢ BALANS ( ILORAZC :MC 3 ) + 1 3 x :P
— jest to lista dwoch list i do lewej z tych dwoch
list dopisaé¢ na koniec :p.

Pelnym rozwiazaniem zadania jest zestaw czterech
procedur:

0TO ZRW :mc
WYNIK BALANS :mc 1
Juz

0TO BALANS :mc :P
JESLI :mc = 0 [WYNIK LISTA [1 [1]

WYNIK WYBIERZ RESZTA :mc 3 [0 [BALANS ILORAZC
:mc 3 3 x :P]

1 [DOPW :P BALANS ILORAZC
:mc 3 3 x :P]

2 [DOLW :P BALANS ( ILORAZC
:mc 3) +13x* :P]]
JUZ

O0TO DOPW :el :para
WYNIK LISTA PIERW :para NAK :el OST :para
JuzZ

0TO DOLW :el :para
WYNIK LISTA NAK :el PIERW :para OST :para
Juz

Podobnie, jak w rozwiazaniu 1, pierwsze dwie
wytyczaja ogblny plan postepowania, a dwie
procedury pod kreska to pomocnicze $rodki
realizacji.

W tym rozwiazaniu funkcja DOPW musi mie¢ dwie
dane: jaki$ nowy element EL oraz liste dwdch list
PARA. Jej wynikiem jest dana para list z nowym
elementem dopisanym na koniec drugiej listy.

Funkcja DOLW dopisuje nowy element na koniec
pierwszej listy w danej parze list.

O znaczeniu grubej kreski — abstrakcja
danych

O funkcjach DOPW oraz DOLW warto chwile pomysle¢
w oderwaniu od aktualnego zadania. Funkcje
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dopisujace nowy element do lewego lub prawego
elementu danej pary list moga by¢ uzyteczne

w roznych sytuacjach. Moglyby istnie¢ juz w Logo
jako funkcje pierwotne obok innych funkcji,
takich jak NAP oraz NAK. Jest wiele dialektéw
Logo, wiec moze istnieje taki, w ktérym DOPW
oraz DOLW sg funkcjami pierwotnymi i nie trzeba
ich definiowa¢. Wyobrazmy sobie, ze istnieje.

W takim Logo rozwiazanie naszego zadania
byloby jeszcze prostsze i sktadatoby sie tylko

z dwéch krotkich definicji funkceji ZRW oraz BALANS.
Za tym ,wyobrazmy sobie” kryje si¢ wazna
technika radzenia sobie ze zlozonoscia. Kiedy
mam do rozwiazania ztozony problem i wiem, ze
bede potrzebowal pewnych narzedzi, ktérych nie
ma w konkretnym Logo, jakim dysponuje, moge
sobie wyobrazi¢, ze je mam. Tworze wtedy swoje
rozwigzanie w wirtualnym Logo, w ktérym
mam wszystkie potrzebne narzedzia. To bardzo
upraszcza rozwiazanie problemu. Nastepnie, zeby
moc uruchomié moje rozwiazanie, poprawiam Logo,
dodajac nowe érodki ,,procedury pod kreska”. Ich
zdefiniowanie jest juz osobnym i zwykle prostym
zadaniem. Technika, ktora polega na tym, ze
najpierw uzywam $rodkéw, ktorymi faktycznie
nie dysponuje, jak bym je mial, i nie martwig sie,
jak je zdefiniuje, a nastepnie osobno definiuje
potrzebne $rodki — nie zaprzatajac sobie glowy,
do czego sa mi aktualnie potrzebne — nazywa

sic abstrakcjg danych. Wazne cechy abstrakcji
danych to:

1. Separowalnos¢ uzywania i definiowania. Uzywam
czegos, nie martwiac sie, jak to zdefiniuje.
Definiuje, nie zaprzatajac sobie gltowy, do czego
aktualnie chce tego uzywaé.

2. Tworzenie produktéow wielorakiego uzytku
(reusage). Analizujac rézne problemy,
wyodrebniamy srodki (funkcje, procedury, typy
struktur danych), ktére moga mieé zastosowanie
w réoznorodnych sytuacjach; zwykle nadajemy im
jakas sensowna nazwe i probujemy zdefiniowaé
jako abstrakcyjne obiekty do wielorakiego
uzytku — w oderwaniu od aktualnej potrzeby.

Ztozonos¢ ujarzmiona

Kazda epoka ma swoje wyzwania. Wielkim
wyzwaniem na miare XXI wieku jest ujarzmianie
ztozonosci. Opanowanie ztozonosci wymaga
czasem cierpliwego wielokrotnego podchodzenia

do problemu z réznych stron, jak do dzikiego
mustanga. Ale jej okielznanie moze daé¢ rownie
wielka satysfakcje. Problem, ktéry mogt sie
wydawaé ztozony i wymykal sie spod kontroli, daje
sie nagle zamknaé¢ w kilku prostych definicjach.

To jest wiasnie ztozonos¢ ujarzmiona.



Rozwigzanie zadania M 1105.

Przez punkt @ poprowadZzmy prosta
réwnolegly do prostej KL i przecinajaca
przekatne AC i BD odpowiednio

w punktach E i F.

B

Wéwecezas punkty K i L sa odpowiednio
$§rodkami odcinkéw PE i PF', skad
wniosek, ze AP = CE oraz DP = BF.

Odlegtosé punktu @ od prostej BC' jest
$rednig arytmetyczng odlegloéci punktow
E i F od prostej BC. Stad uzyskujemy

[BCQ] = +([BCE] + [BCF]) =

= L([ABP]+[CDP)).

Grzegorz Sitarski, Centrum Badan
Kosmicznych PAN

Komety, trygonometria i komputer
Grzegorz SITARSKI

Kiedy chodzitem do gimnazjum, na lekcjach matematyki uczylismy sie dowodzic¢
tzw. tozsamodci trygonometrycznych, np.

cos2a +sin2a + 1 = 2 cosa(cos a + sin ).

Wychodzac z lewej strony powyzszej réwnosci, nalezalo za pomoca przeksztalcen
algebraicznych doprowadzi¢ do postaci z prawej strony (albo odwrotnie). Trzeba
bylo, oczywiscie, zna¢ kilka tozsamosci podstawowych, w tym przypadku:
.2 2
sin

a+cos®a=1,

sin 2a = 2 sin «v cos

cos 2a = cos® o — sin? a.

Mnéstwo takich ¢wiczen mieliSmy zadawane do domu, a wiazalo sie to gtownie
z doprowadzaniem wyrazen matematycznych do tzw. postaci logarytmicznej,
o czym teraz moéowic¢ nie bedziemy.

Nie wiem, czy dzis$ tez ucza w szkole takich rzeczy, bo przeciez wystarczy wziaé
kalkulator z funkcjami trygonometrycznymi i pokazaé, ze dla dowolnego kata
lewa strona tozsamosci jest réwna prawej (albo nie jest). Sadzitem dawniej, ze
byl to tylko rodzaj gimnastyki umystowej w praktyce do niczego nieprzydatne;.
Okazuje sie jednak, ze w badaniach naukowych dotyczacych ruchu komet
zetknalem sie z problemem dowodzenia tozsamosci trygonometrycznych

i moja praktyka w tej dziedzinie, nabyta w szkole, bardzo mi sie w czasach
przedkomputerowych przydala.

Ruch komety opisywany jest na orbicie okolostonecznej, a obserwacje
wykonywane sa na Ziemi. Obliczenia ruchu komety prowadzone sa zatem
w innym ukladzie odniesienia niz obserwacje i dla poréwnania wynikow
obliczen z obserwacjami trzeba dokonaé przejscia z jednego ukladu do drugiego.
W ukladzie orbitalnym podstawowa plaszczyzna (z,y) jest plaszczyzna
heliocentrycznej orbity komety, a podstawowym kierunkiem (osi z) jest
kierunek na peryhelium orbity widziany ze Stonca. W uktadzie wykonywania
obserwacji podstawowa plaszczyzna jest plaszczyzna rownika ziemskiego,
a 0§ z jest skierowana do punktu réwnonocy wiosennej, tj. wzdluz prostej
przeciecia sie plaszezyzny réwnika z plaszezyzna ekliptyki. Aby przeliczyé
wspblrzedne jakiego$ wektora z uktadu orbitalnego do réwnikowego, trzeba
pomnozy¢ je przez tzw. kosinusy kierunkowe, czyli kosinusy katéw miedzy osiami
obydwu ukladow. W tym celu dokonujemy czterech obrotéw pierwszego uktadu
na przemian wokél osi z 1 x o katy w, i,  oraz €. Nie wnikajac w znaczenie
tych katéw, otrzymujemy ostatecznie wyrazenia trygonometryczne na kosinusy
kierunkowe. Dla przyktadu, kosinusy kierunkowe C7, Cs, C's miedzy osia z
nowego ukladu a osiami z, y, z starego uktadu maja postac:

Cy = coswcos ) — sinwsin cos i,
(1) Cy = cose(sinw cos 2 cosi + coswsin ) — sine sinwssin,

C3 = sine(sinw cos Q cosi + coswsin ) + cos e sinw sin i.
Wyrazenia (1) sa dos$é skomplikowane, a nie mam zadnej pewnosci, czy przy
ich wyprowadzaniu nie popelnitem btedu (bad?Z tez nie przepisalem ich blednie
7z podrecznika). Istnieje jednak mozliwo$é sprawdzenia poprawnosci tych
wyrazen, bowiem wiemy z trygonometrii, ze dla kosinuséw kierunkowych musi
zachodzi¢ réwnosé CF + C3 + C% = 1. Nie jest to juz tak prosta tozsamo$é,
jak zadawane do domu w szkole, ale nie bylo rady, trzeba byto podnies¢
do kwadratu prawe strony wyrazen (1) i tak dlugo je przeksztalcaé, az wynik
doprowadzi sie do jedno$ci. Jedli sie to nie udawalo, trzeba bylo szuka¢ bledu
albo we wzorach (1), albo w procesie sprawdzania.

Dzi$ juz nie trzeba sie tak meczy¢. Wystarczy napisaé¢ niewielki programik
komputerowy i sprawdzi¢, czy dla dowolnych wartoéci katéw e, w, ), ¢ zachodzi
C}+C3+C%=1.
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W miare rozwoju badan nad kometami znowu natknalem si¢ na podobny
problem trygonometryczny. Tym razem chodzito o sktadowe wektora sity
niegrawitacyjnej dzialajacej na lodowe jadro komety. Wyobrazmy sobie, ze
jadro komety jest kula z lodowo-pylowej mieszaniny, ktéra pod wpltywem
promieniowania stonecznego zaczyna sublimowaé, co powoduje ulatnianie

sie gazow i pylu, tworzacych glowe i warkocz komety. Materia opuszczajaca
powierzchnie jadra wywoluje efekt odrzutu i w rezultacie wystapienie wektora
sily niegrawitacyjnej prostopadlego do powierzchni jadra. Wartos¢ tej sity jest
najwieksza w punkcie podstonecznym, czyli w tym miejscu na powierzchni
jadra, gdzie na kometarnym niebie Stonce swieci w zenicie. Wezmy teraz

pod uwage ruchomy uktad orbitalny, taki ze kierunkiem podstawowym

w plaszczyznie orbity bedzie kierunek na Stonce. Jak kazde cialo niebieskie,
jadro komety wiruje, a plaszczyzna rownika jadra przecina plaszczyzne orbity
pod jakim$ katem. Kiedy kometa biegnie po orbicie, punkt podstoneczny
wedruje w ciggu kometarnego roku od zwrotnika do zwrotnika po powierzchni
jadra. Niezaleznie jednak od polozenia komety na orbicie wektor maksimum sity
niegrawitacyjnej powinien zawsze by¢ skierowany od Stonca, czyli w uktadzie
orbitalnym powinien mie¢ tylko jedna sktadowa, skladowsg radialna. I tak by
bylo, gdyby nie tzw. bezwladnosé cieplna, ktéra powoduje, ze na skutek ruchu
wirowego jadra kierunek maksymalnego wyrzutu materii odchyla si¢ nieco

od kierunku radialnego. Powstaje problem znalezienia sktadowych wektora
sity niegrawitacyjnej w ukladzie orbitalnym, czyli kosinuséw kierunkowych
miedzy wektorem a osiami ukladu. Jezeli n jest tzw. katem opdznienia,
mierzonym od kierunku na Stonce wzdluz rownika jadra komety, I katem miedzy
plaszczyznami réwnika i orbity, a A katem okreslajacym polozenie komety

na orbicie (mierzonym od linii przeciecia sie plaszczyzn réwnika i orbity), to
kosinusy kierunkowe wektora sity niegrawitacyjnej beda réwne:

Cy = cosn + (1 — cosn) sin” I sin? \,
(2) Cy = sinncos I + (1 — cosn) sin® I sin A cos A
C3 = [sinncos A — (1 — cosn) cos I sin A] sin 1.

Chociaz mamy tu do czynienia tylko z trzema katami, wyprowadzenie
wzoréw (2) wcale nie jest proste (pamigtam, ze rysowalem sobie odpowiednie
tuki na powierzchni jabtkal). A jak teraz sprawdzi¢ poprawnosé tych
wyrazen? Oczywiscie dla kosinuséow kierunkowych musi zachodzi¢ tozsamosé
C? + C3 4+ C2 = 1, ale sprawdzaé¢ w ten sposéb wyrazenia (2) za pomoca
przeksztalcen algebraicznych?! Nawet nie prébowaltem, bo co zrobi¢ potem

z sin® I i sin* \, ktére sie pojawiag? Sprawdzenie zrobil za mnie komputer

i potwierdzil poprawno$é¢ wyprowadzonych wzordw.

Ale na tym nie koniec. Problem ogromnie sie komplikuje, jesli jadro komety
jest splaszczone i opiszemy jego ksztalt elipsoida obrotowa, ktérej splaszczenie
oznaczymy przez s = 1 — b/a, gdzie b i a to odpowiednio biegunowy

i rownikowy promien jadra. Wektor sity niegrawitacyjnej jest nadal prostopadty
do powierzchni jadra, ale wprowadziwszy pomocnicza wielkosé S = s(2 — s),
otrzymamy teraz nastepujaca postaé¢ kosinuséw kierunkowych:

Cy = [cosn + (1 — S — cosn)sin® I'sin® \]/Z,
(3) Cy = [sinncos T + (1 — S — cosn)sin® I'sin Acos \]/Z,
C3 = [sinncos A — (1 =S —cos\)cosIsinA|sinl/Z,

gdzie Z = \/1 — 5(2 — S)sin® I'sin? \.

Nie zazdroszcze komus, kto chcialby wykazaé¢ na drodze przeksztalcen
algebraicznych, ze dla wyrazen (3) suma Cf + C3 + CF jest réwna 1. Radze
napisa¢ prosty program i komputer pokaze, ze dla zupelnie dowolnych wartosci
7, 1,218 (czy tez s), nawet jesli nie maja one znaczenia przyrodniczego, zawsze
otrzymamy C? + C3 + C% = 1.
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Samoistne powstawanie korkéw

Tle razy zastanawialiscie sie nad przyczyna korka

na trzypasmowej autostradzie, co mogto by¢ jego
przyczyna? Zwlaszcza ze sytuacja na drodze czesto
poprawiata sie bez zadnego sladu czegokolwiek, co
mogloby spowodowaé zatrzymanie ruchu. Czy aby
powstal korek, potrzebne sg $wiatla, utrudnienia ruchu
zwiazane z robotami na drodze, czy tez moze kolizja?
Na to pytanie postaramy sie odpowiedzie¢ w ponizszym
tekscie.

Historia badan nad ruchem samochodoéw siega lat
piecédziesiatych XX wieku, kiedy to proponowano
modele zaréwno kinematyczne, jak i oparte na dynamice
jednowymiarowego przeptywu lepkiej, lecz niescidliwej
cieczy. Modele takie mialy swoje zalety, ale nie

byly zbyt efektywne. Np. drugie podejscie nie tylko
wymagalo rozwiazania rownania Naviera—Stokesa
(ktére, jak wiadomo, jest Scidle rozwiazywalne tylko

w pewnych szczegélnych przypadkach), ale takze
wprowadzalo wiele wolnych parametréow. Przelom
nastapit na poczatku lat 90. za sprawa wzrastajacej
mocy obliczeniowej komputeréw. Zaproponowano wtedy
tzw. modele automatéw komoérkowych (ang. cellular
automata). Modele te byl nastepnie udoskonalane

i rozszerzane, przybierajac coraz bardziej zaawansowana
postac.

Taki wlasnie dyskretny model zaproponujemy

do naszych rozwazan. Jego dyskusje rozpoczniemy od
omdéwienia przypadku szczegdlnie prostego, mianowicie
modelu jednopasmowej drogi, na ktérej ruch odbywa sie
bez zadnych przeszkod. Nastepnie rozszerzymy nasze
rozwazania na droge dwupasmowa, aby zarysowad idee
wprowadzania dodatkowych paséw ruchu. W koncu
poréwnamy otrzymane rezultaty w ramach modelu
trzypasmowej autostrady z wynikami rzeczywistych
pomiaréw.

Zaktadamy, ze droga podzielona jest na komoérki
réwnej dhugosci, przy czym samochody poruszaja

sie w petli. Kazda komérka moze znajdowac sie

W Umax + 2 stanach, tzn. moze si¢ w niej znajdowac
samochod o dyskretnej szybkosci od zera do szybkosci
maksymalnej vyax albo komérka moze byé pusta.
Zaznaczmy jednak, ze vyax 0znacza maksymalna
szybkos$¢ dopuszcezalna na drodze, natomiast szybkosé
maksymalna indywidualnych samochodéw moze by¢
mniejsza. Zakladamy, iz samochody poruszaja sie
zgodnie z obowiazujacymi przepisami. Na dlugosé
komorki sklada sie dltugo$é samochodu oraz bezpieczny
dystans przed i za samochodem (pomijamy réznice

w dlugoéci samochoddéw). Przyjmujemy takze, iz

na drodze nie wystepuja przeszkody w postaci
uszkodzonych samochodéw, skrzyzowan, Swiatel itp.
Samochody nie moga réwniez zderzac sie.

Zajmijmy sie ruchem pojedynczego samochodu

w modelu jednopasmowym. Samochod w kazdym
kroku przesuwa sie o tyle komoérek do przodu, ile
wynosi jego predkosé. Jezeli liczba pustych komoérek

do znajdujacego sie przed nim samochodu jest mniejsza
od jego szybkosci, samochdd zwalnia do szybkosci

Robert ZAK

rownej liczbie komoérek dzielacych oba samochody.
Kierowca moze jednak zahamowaé zbyt silnie

i zmniejszy¢ szybkosé jeszcze bardziej. Takie zachowanie
kierowcy opisujemy w naszym modelu za pomoca
prawdopodobienstwa i mozemy traktowac je jako
pewna miare jego umiejetnosci. Samochéd przyspiesza,
jezeli ma wystarczajaco duzo miejsca przed soba i jego
predkosé jest mniejsza od jego predkosci maksymalnej.
Manewr przyspieszania opisujemy tym samym
rozktadem prawdopodobienstwa, co w przypadku
zwalniania.

Rozszerzenie na wiecej pasow jest do$é¢ naturalne.

W naszej symulacji zaproponowalidémy nastepujace
rozwiazanie. Samoch6d zmienia pas na lewy, jezeli
znajduje sie¢ przed nim samochéd poruszajacy

sie wolniej, a liczba wolnych komorek przed i za
samochodem na pasie docelowym jest co najmniej
réwna maksymalnej predkosci dopuszczonej w symulacji.
W przeciwnym razie pojazd jest zmuszony zmniejszy¢
predkosé. Samochody powracaja na prawy pas zawsze,
gdy tylko maja taka mozliwosc.

Przedyskutujemy teraz wyniki naszych symulacji

w przypadku dwupasmowym. Na rysunku 1 widzimy
zalezno$¢ sredniej szybkosci samochodow od gestosci

na drodze. 6
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Rys. 1. Predko$¢ érednia, mierzona liczbg komérek pokonywanych

w jednym kroku, odpowiadajgca gestosci, mierzonej liczbag
samochodéw przypadajacych na komorke.

Widzimy, co jest dos¢ oczywiste, ze ruch na lewym
pasie odbywa sie zawsze nieco szybciej niz na prawym.
Ponadto wzrost liczby samochodéw powoduje spadek
sredniej szybkosci ruchu. Ciekawa jest tez zaleznos¢
natezenia ruchu (liczby samochodéw przejezdzajacych
przez komorke) od gestosci (rys. 2).
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Rys. 2. Natezenie ruchu, mierzone stosunkiem liczby samochodéw
przejezdzajacych przez dang komérke do liczby krokéw, odpowiadajace
gestosci, mierzonej liczbg samochodéw przypadajacych na komorke.

Robert Zak, student, Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski
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Na poczatku natezenie wzrasta w przyblizeniu liniowo
ze wzrostem gestosci (coraz wiecej samochoddw
mogacych sie porusza¢ z predkosciami bliskimi
maksymalnej), a nastepnie zaczyna maleé (coraz wiecej
samochodéw uwiezionych w korkach). Zauwazmy
jeszcze, ze charakter obu wykreséw zmienia sie dla

tej samej wartodci gestosci, okoto 0,06 samochodu

na komorke. Na obu wykresach pokazano wyniki wielu
symulacji (rézne rozmieszczenie i szybkosci poczatkowe
samochod6w na drodze przy starcie programu).
Zajmiemy sie teraz szczegdlowa analiza tego, co dzieje
sie na drodze. Na rysunkach 3 i 4 przedstawione sa
diagramy czasoprzestrzenne dla gestosci samochoddw
0,151 0,25 samochodu na komorke.

polozenie

polozenie

o
N
N e
&

SeZO

v lewy pas y prawy pas v lewy pas

prawy pas

Rys. 3 Rys. 4

Kazda kropka obrazuje samochod. Czarne obszary
odpowiadaja samochodom stojacym jeden za drugim
w korku. Widzimy, ze kiedy samochody poruszaja sie
w prawo, korek porusza sie w lewo. Widzimy takze,
ze sytuacja na obu pasach jest dos¢ symetryczna,
tzn. powstaniu korka na prawym pasie towarzyszy
pojawienie si¢ zatoru na pasie lewym.

Sprobujemy wyjasni¢ mechanizm powstawania korka.
W tym celu powrécimy do modelu jednopasmowego,
aby uprosci¢ nieco rozwazania. Przyjrzyjmy sie
rysunkowi 5.
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Rys. 5. Mechanizm powstawania korka. Opis w tekscie.
Podzielilismy go na 6 czesci i teraz kolejno je omowimy.
Samochéd IT (v = 3) porusza sie z szybkoscia wieksza
od liczby wolnych komérek. W my$l naszych zasad

musi zwolnié. Przypu$émy jednak, ze kierowca hamuje
zbyt silnie i zwalnia o dwie jednostki szybkoéci.

W nastepnym kroku samochdd II nie moze przyspieszyc¢,
bo nie ma wystarczajaco duzo komoérek przed nim.

W kroku trzecim samochéd III gwaltownie hamuje

i w wyniku hamowania zatrzymuje sie w kroku
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predkosé srednia [km/h]

czwartym. Pojazd IV zmuszony jest takze si¢
zatrzymac¢. W tym samym czasie samochdd 11
przyspiesza. Nastepnie samochod V takze staje, podczas
gdy samochdd 11 dalej zwieksza swoja predkosé.
Mozemy sobie wyobrazi¢, ze kolejne samochody beda
zatrzymywac sie na koncu korka, z kolei samochody
znajdujace sie na poczatku beda przyspieszaé i odlaczaé
sie od korka w miare mozliwosci. Widzimy, ze korek nie
tylko moze powstaé samoistnie, ale takze rozumiemy
przyczyne ruchu zageszcezenia w kierunku przeciwnym
do kierunku ruchu samochodéw.

Warto na koniec odnies¢ si¢ do rzeczywistosci.
Poniewaz wykonanie badan wymaga odpowiedniej
aparatury i dostepu do autostrad, ktérych nie mamy
zbyt wiele, poprosiliémy

o pomoc Petera Wagnera
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z naszymi symulacjami.
Poréwnamy zaleznosé
$redniej szybkosci od
natezenia ruchu dla
trzypasmowej autostrady.
Przyjmujemy, ze komoérka
ma dlugosé 6 m, a jeden
krok odpowiada jednej
sekundzie, czyli np.
pokonywanie jednej
natezeniem ruchu a $rednig komérk,i .na krok OdeWiada
predkoscia dla rzeczywistych SZykaSCl 22 km/h

danych (u géry) i rozpatrywanego INa rysunku 6 przedstawiono
modelu (u dotu). oba, Wykresy.
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Rys. 6. Zwigzek miedzy

Prezentujemy wykresy dla lewego pasa (dla srodkowego
i prawego wykresy sa podobne, tyle ze ruch odbywa

sie wolniej). Widzimy pewne podobiefistwo miedzy
wykresami, chociaz w przypadku rzeczywistym rozrzut
predkosci jest duzo wigkszy. Gérna czesé wykresow
odpowiada sytuacji, kiedy nie ma korkéw, dolna
zalamaniu sie ruchu i powstaniu na drodze zageszczen.

Cho¢ nasz model jest bardzo uproszczony, to pozwala
dostrzec i opisa¢ pewne cechy ruchu pojazdéw

na autostradzie. Wyjasnia takze spontaniczne
pojawianie si¢ korkéw, co bylo zasadniczym jego
celem. Mozna go jednak rozwijaé¢, wprowadzajac np.
szersza skale szybkosci. Wymaga to jednak zwigkszenia
liczby komérek skladajacych sie na autostrade, tak
aby pozostala ona wystarczajaco dluga, a to z kolei
prowadzi do koniecznosci uzycia komputeréw o wigkszej
mocy obliczeniowej. Mamy nadzieje, ze tym artykulem
przyczynimy sie nie tyle do zmniejszenia ilosci korkow
na drogach, ile do poglebienia wiedzy na temat ich
natury.
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obliczen numerycznych.

Czotéwka ligi zadaniowe]
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
392 (WT = 2,13) i 393 (WT = 3,33)
z numeru 2/2005

Jerzy Witkowski — Radlin 33,16

Marian Lupiezowiec — Gliwice 26,54
Konrad Kapcia — Czestochowa 20,83
Mateusz Lacki — Krakéw 17,70

Tomasz Tkocz — Rybnik 10,58

Redagugje Jerzy B. BROJAN

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 4/2005
Przypominamy tres¢ zadan:

396. Cylinder, do ktérego stalym strumieniem wlewa si¢ woda, pelni funkcj¢ zegara wodnego —

na bocznej $ciance naklejono pionowo skale minutowa. Czy jakie$ inne przezroczyste naczynie

o ksztalcie bryly obrotowej z pionowg osig symetrii, po naklejeniu na nie tej samej skali, moze pelni¢
role zegara? Skala powinna by¢ umieszczona w jednej plaszczyznie z osig symetrii. Grubo$¢ Scianki
nalezy pominaé. Jesli jest to mozliwe, to narysowaé przekrdj naczynia, na podstawie odpowiednich

397. Rozwazmy dwuwymiarowy model ,atomu” skladajacego si¢ z n ,elektronéw” odpychajacych
sie wzajemnie silag Coulomba (F = 1/7‘2), na ktére dodatkowo dziala przyciagajaca sila centralna

ze strony nieruchomego ,jadra”; sila ta powinna umozliwia¢ utrzymanie ,elektronéw” w stanie
réwnowagi (np. niech ta sita bedzie postaci F = r?, gdzie B > 0). Zadanie polegalo na numerycznym
zbadaniu tych stanéw réwnowagi, w zaleznos$ci od liczby n (réwnej kilka-kilkanascie, maksymalnie
okolo 50) oraz parametréw opisujacych sile centralng (w powyzszym przykladzie 3).

Rozwiazanie zadania 397 zamiesciliémy na naszej stronie internetowej.

396. Objetos¢ bardzo cienkiej warstwy wody w naczyniu jest réwna

dV = mr?dh,

gdzie r jest promieniem przekroju poziomego naczynia na wysokosci h. Niech

04 przez warunek

—0.2 funkeji h(r)

dl bedzie odcinkiem podziatki odpowiadajacym wysokosci dh — w takim razie
dh = dl cos v (gdzie o — kat odchylenia tego odcinka od pionu), a poniewaz
zgodnie z trescia zadania dV/dl = const, wigc ksztalt naczynia jest okreslony

r? cosa = const = c.

Poniewaz dr/dh = tg «, wiec po prostych przeksztalceniach znajdujemy postaé

h(r):/r\/%.

Stala ¢ mozemy potozyé réwna 1, gdyz odpowiada to przeskalowaniu
funkcji h(r) (jednakowej zmianie skali obu wielkosci h i r). OtrzymalisSmy tzw.

calke eliptyczna. Wykres otrzymany na podstawie obliczenn numerycznych (dla
dolnej granicy réwnej 1) jest podany na rysunku.

Rozwigzanie zadania F 649.
W uktadzie srodka masy minimalna energia do zajscia reakcji to

E1 = 2m.c? + Mc? (wszystkie czastki po zajsciu reakcji spoczywaja).

Niezmiennik czteropedu
2
u2c? = E7 7
=5 — P
c2
wynosi wigc

2 2 Elz
poct = —

2 2 2 2 2
== = M~c” +4m_c” +4Mmec”,

ale z drugiej strony
(M +EB;) B2

;o 2 2
—6—271\/[ ¢ +2E;M,

/42('2 —
c2

E,
gdzie E; to energia fotonu, a TL to jego ped. Wobec tego
— 2 Mme p 2
Ef =2mec” + 2 v mec”.

Jest to wlasnie minimalna energia fotonu dopuszczajaca zajscie
procesu.

Rozwigzanie zadania M 1106.

Wszystkich niepustych podzbioréw danego zbioru
dziesigcioelementowego jest 210 _ 1 =1023. Kazdy z tych podzbioréw
zawiera co najwyzej 10 liczb, z ktérych zadna nie przekracza

100. A zatem suma liczb w kazdym podzbiorze nie przekracza

10 - 100 = 1000. Stad, na mocy zasady szufladkowej Dirichleta,
uzyskujemy teze.
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Rozwigzanie zadania F 650.
Zasada zachowania ladunku ma postaé Q1 + Q2 = 2Q, a réwnosé
napi¢é¢ na kondensatorach

Qid  Q2do
Ao Aeo ]
+@1
+Q2
dI A A ds
—Q1 —Q2
zatem po rozwigzaniu
2do 2d
Qlid-&-de’ Q27d+d2Q‘

Energia catkowita uktadu to
Q2d N Q3dx  Q%ds 4
2Aeo 2Aeo - 2Aeo 1+ dz/d ’

Zauwazmy, ze energia zgromadzona na pojedynczym kondensatorze

E =

natadowanym do tadunku @ to

 Q%ds

T 24 €0

Rozwinawszy E w szereg Taylora wokél d = ds i pozostawiwszy tylko
wyrazy liniowe w d2/d, widzimy, ze sita przyciggania oktadek jest
cztery razy wigksza niz w przypadku pojedynczego kondensatora.

E
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Redaguje Marcin E. KUCZMA

® Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 4/2005
Przypominamy tres¢ zadan:
' - 499. Dla ustalonej liczby naturalnej n rozwazamy ciagi (ag, a1, ..., an) spelniajace warunki
ag =0 oraz |ag| = |1+ ap—1| dla k =1,...,n. Wyznaczy¢ najmniejsza mozliwa warto§é¢ sumy
. ay +...+an.

500. Znalezé taka liczbe naturalnag n, ze w kazdym zbiorze n punktéw kratowych na plaszczyznie
istnieje pig¢ punktow, ktérych srodek cigzkosci jest punktem kratowym. Im mniejsza liczba n, tym

lepszy wynik i wyzsza ocena.

499. Oznaczmy sume aj + ... + a, przez s,. Zalezno$é¢ miedzy ay oraz ax_1

mozna zapisaé tak:

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
491 (WT = 1,14) i 492 (WT = 3,59)
z numeru 12/2004

aZ =n+2s, 1, czyli

ai =1+42ap_1+ ai_l.

Dodajac stronami te rownosci dla k = 1, ..., n oraz redukujac sktadniki, ktore
sie pojawia po obu stronach, dochodzimy do zaleznosci

(an +1)2 =n+1+ 2s,.

Stad
Joézef Siwy — Laziska Gérne 44,68 9
Zbigniew _ (an + 1) - (n + 1) > n+ 1
Sewartowski — Wieliczka 42,66 Sn = 2 z = 2 :
Barttomiej Dyda — Wroctaw 41,53 L, .. . .. ..
Tomasz Rawlik — Braunschweig 39.35 Zatem warto$¢ sumy s, (bedacej liczba catkowita) nie jest mniejsza od — (%n]
Zbigniew Galias - Krakéw 38,09 Jest to szukane minimum, osiggane dla ciagéw (ag, a1, ..., a,) o wyrazach
Piotr Kumor — Olsztyn 37,78 _ 1/(_1\k _
Tomasz Ak = 2(( 1) 1)
Warszawski — Krakéw 36,24
Marcin Kasperski — Warszawa 34,88  500. Kazdemu punktowi kratowemu przyporzadkujmy pare reszt z dzielenia

Pan Jozef Siwy uczestniczy z diugimi

jego obu wspdlrzednych przez 5. Jest 25 mozliwych par. Majac 101 punktéw

przerwami, jego nazwisko jest wicc rzadko kratowych, mozna sposrod nich wybraé 5 punktow wyznaczajacych te sama pare

widoczne w oglaszanej czoléwce. Ale
oto zamknal drugg runde (ciekawostka:

reszt. Suma pierwszych wspolrzednych tej piatki punktéw oraz suma ich drugich

pierwsza, ukoficzyl praeszlo 20 lat temu!). WSPOIrzednych sg liczbami podzielnymi przez 5, czyli ich srodek cigzkosci jest
Gratulujemy! i rozpoczynamy czekanie na  punktem kratowym. Zatem liczba n = 101 ma zadana wlasnosé.

trzecia.

Aby znalezé mniejsza ,dobra” liczbe n, skorzystamy ze znanego twierdzenia
(tréjki autoréw Erdés—Ginzburg—Ziv): W kazdym (2n—1)-elementowym zbiorze
liczb calkowitych istnieje n liczb, ktorych suma dzieli sie przez n.

Bedzie nam ono potrzebne tylko w wersji dla n = 5; redukuje si¢ ono wowczas
do kilkuset przypadkow, ktére oczywiscie da sie przebadaé¢ bezposrednio.
Ale mozna tez uzyskaé jego teze dla n = 5 w sposéb nastepujacy:

Jezeli «, B, v,  sa liczbami niepodzielnymi przez 5,
to wykreslajac z sumy « + 3+ v+ 0 pewne skladniki
(by¢ moze wszystkie, byé moze zadnego), jestesSmy

w stanie uzyskac¢ kazda z wartosci 0, 1, 2, 3, 4 jako
reszte z dzielenia sumy pozostalych liczb przez 5;
nietrudne uzasadnienie tej uwagi pozostawiamy jako
¢éwiczenie.

Mamy wykazaé, ze wsrod dziewieciu liczb
calkowitych istnieje pie¢ o sumie podzielnej

przez 5. Rozwazamy reszty z dzielenia tych liczb
przez 5: 0 < a1 < ... < ag < 4. Jezeli istnieje pieé
jednakowych wartosci a;, teza jest oczywista.

W pozostalym przypadku nastepujace réznice sa
dodatnie: ag — a2 = «a, ay —ag = (3, ag — a4 = 7,

ag — as = 0. W mys$l poprzedniej uwagi, mozemy
usunadé ze sumy « +  + v + § pewne skladniki

tak, by suma pozostalych przystawala (mod 5) do
—(a1 + az + as + a4 + as). Dodajemy te pozostale
sktadniki do sumy a; + a2 + as + a4 + a5 1 wykonujac
oczywiste redukcje, otrzymujemy pieé liczb, ktérych
suma dzieli sie przez 5.
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Latwo teraz wywnioskowaé, ze rozwazana w zadaniu
wlasnosé ma liczba n = 41: sposréd danych 41
punktéw kratowych wybieramy dziewie¢ o jednakowej
(mod 5) pierwszej wspolrzednej; wéréd nich — na mocy
wykazanego twierdzenia — znajduje sie pie¢ punktow,
ktérych drugie wspélrzedne daja w sumie liczbe
podzielna przez 5; ich $rodek cigzkosci jest punktem
kratowym.

Potrafimy jeszcze nieco zmniejszy¢ n metodami
obliczeniowymi (na przyklad n = 33 jest ,dobre”).
Niewymyslne algorytmy prowadza jednak do ogromnej
liczby przypadkow. JesteSmy przekonani, ze zgrabne
algorytmy i znaczaco mniejsze ,,dobre” wartosci n
poznamy od uczestnikéw konkursu. Innych Czytelnikow
takze zachecamy do obliczeniowego zaatakowania
problemu.

Jedno jest pewne: nie mozna zejs¢ ponizej n = 17,
bowiem wérdéd 16 punktow, ktorych kazda wspdlrzedna
jest rowna 0, 1, 5 lub 6, nie ma pieciu punktéw, ktorych
srodek ciezkosci bytby punktem kratowym.



Rozwigzanie zadania M 1107.
Rozpatrzmy przekatng Ay A, 41

i przyjmijmy, bez straty ogdlnodci,
ze punkt P lezy wewnatrz wielokata
A1Az ... Apq (na rysunku n = 3).

Wéwezas kazda sposréd n+1 prostych
Apt1P,ApyoP, ..., A2y P, A1 P

przecina jeden sposréd n bokéw

A1As, AsAs, ..., A,,‘A”+1. Stad wynika,
na mocy zasady szufladkowej Dirichleta,
ze ktérys z tych bokéw zawiera co
najmniej dwa punkty B;, B;. Zatem
ktérys z pozostatych n bokéw danego
(2n)-kata nie zawiera zadnego z punktéw

Bap,.

Aj

Patrz w niebo

Zapadajacy sie obtok materii miedzygwiazdowej, gdy stanie si¢ dostatecznie
nieprzezroczysty, zaczyna sie ogrzewac. Jest to skutek przemiany jego energii
grawitacyjnej w energie kinetyczna tworzacych go czastek. Warunek, ze

oblok musi by¢ nieprzezroczysty, jest tu istotny, gdyz we wczedniejszej fazie
zapadania gestniejacy oblok nie ogrzewa si¢, poniewaz powstajace przy tym
promieniowanie (na razie dlugofalowe) moze go natychmiast opusci¢. W kazdym
razie dalszy kolaps obtoku powoduje dalsze jego ogrzewanie sie, zwlaszcza

w centrum, gdzie — jezeli temperatura osiggnie wartos¢ okoto 10 mln K — atomy
wodoru zaczynaja wchodzi¢ w reakcje termojadrowe. Obiekt taki staje si¢
yurzedowo” gwiazda.

Jak widaé, jezeli zapadalby sie oblok o zbyt malej masie, to gwiazda nigdy

by nie zostal, gdyz nie bylby w stanie uruchomié reakcji termojadrowych.
Moéglby osiagnaé stadium protogwiazdy i nawet przez pewien czas $wiecitby
jak gwiazda, ale tylko kosztem energii grawitacyjnej. Catkiem sensowne jest
wiec pytanie, jaka najmniejszg mase moze mie¢ gwiazda. Teoria budowy gwiazd
podaje tu wartos¢ 0,08 masy Stonca. Otéz niedawno wykryto w gwiazdozbiorze
Pompy w odleglosci okolo 4 pc jedna z najstabszych znanych gwiazd, ktorej
mase oceniono wiasnie na 0,08. Zostata wykryta w programie Deep Near
Infrared Survey (DENIS), ma katalogowa nazwe DENIS 1048-39, temperature
powierzchniowa 2200 K i widoma jasnos¢ 16 mag. Jej typ widmowy to M9,

a na tym wladnie symbolu konczy sie klasyfikacja widmowa gwiazd ciagu
glownego. Z racji malej odleglosci gwiazda bardzo szybko porusza sie po niebie
(1”75 na rok), aczkolwiek pod tym wzgledem jeszcze jej daleko do Gwiazdy
Barnarda (ponad 10” na rok). Szczerze méwiac, nalezaloby sie upewnié, ze
obiekt DENIS 1048-39 swieci rzeczywiscie dzieki reakcjom termojadrowym, ale
do tego potrzebne sa dalsze badania.

Tomasz KWAST
Sierpien
Wieczorem w sierpniu najokazalej prezentuje si¢ obszar Drogi Mlecznej,
w ktérym znajduje sie centrum naszej Galaktyki, zwlaszcza ze dzieki wakacjom
mamy na ogél mozliwoé¢ ogladania nieba z miejsc o czystym powietrzu. Nisko
na poludniu widaé wiec Strzelca i Skorpiona, a nad nimi Tarcze (dawniej Tarcze
Sobieskiego), gwiazdozbiér niezwiazany z mitologia, a otoczony przez same
,mitologiczne”. Gwiazdozbiér ten, maly i nie zawierajacy jasnych gwiazd,
wprowadzil na niebo Heweliusz na czed¢ kréla Jana Sobieskiego. Przez lornetke
wida¢ tam wielkie chmury gwiazdowe tworzace Droge Mleczna, a na ich tle
piekna gromade otwarta M 11 (NGC 6705). Gromada ma jasnos$é¢ 6,3 mag,
$rednice katowa 12’ i zawiera 400 gwiazd. Jest to gromada o do$¢ silnej
koncentracji gwiazd ku $rodkowi (jak na gromade otwarta), gdyz w jej centrum
gestosé gwiazd jest 10 000 razy wieksza od gestosci gwiazd w poblizu Stonca.
Lezy w odlegtosci 1700 pc.

Merkury znajdzie sie 23 VIII najdalej katowo od Stonca, mozna go wiec
probowac odnalezé na niebie przed wschodem. Wenus i Jowisz sa w Pannie

i planety te wida¢ po zachodzie Stonca na zachodnim niebie. Mars jest

w Baranie i wida¢ go w drugiej potowie nocy. W Raku, a wiec niedaleko,

jest tez Saturn, ktéry wschodzi pozniej od Marsa, wida¢ go wiec kréocej. Now
Ksiezyca wypada 5 VIII, a petnia 19 VIII. Ksiezyc zakryje Wenus 8 VIII,
bedzie to jednak widoczne tylko w Kanadzie i na Alasce. Nastepnie 10 VIII
zakryje Jowisza, ale to z kolei bedzie mozna zaobserwowaé z Oceanu Indyjskiego.
Wreszcie 14 VIII Ksiezyc zakryje Antaresa, co zobacza mieszkancy Polwyspu
Arabskiego, potudniowej Azji i Indonezji. My zobaczymy tylko zblizenia
Ksiezyca do tych obiektéw. W pierwszej potowie sierpnia spodziewamy

sie wiekszej liczby meteoréow z roju Perseidéw. Maksimum roju przypada

na 12 VIII, a oczekiwane natezenie — niemal jeden btysk na minute. Nie
zdziwmy sie jednak, jezeli wypadnie to zupelnie inaczej.
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Ewolucja geometryczna, czyli
jak powstato oko

W jaki sposob moglo wyewoluowaé oko? Przypadki
réznych systemdéw biologicznych, ktérych
funkcjonowanie jest mozliwe tylko wtedy, gdy wszystkie
ich sktadowe idealnie wspélgraja, wydaja sie niemozliwe
do powstania droga stopniowych ulepszen. Bo jaki moze
by¢ pozytek z posiadania 5% oka?

Zacznijmy od najprostszego narzadu wzroku, jakim
jest pojedyncza swiattoczuta komoérka, umieszczona
gdzies w ciele organizmu. Czy taki narzad moze

sie na co$ przyda¢? Naturalnie, ze tak: juz samo
rozréznienie, czy jest jasno, czy ciemno, pozwala
wodnym skorupiakom ukrywac si¢ przed wrogami.
W nocy skorupiaki zeruja przy powierzchni wody
zjadajac plankton, w dzien natomiast opadaja

w glebiny, gdzie nie moga ich dostrzec ryby. Jesli
cialo wlasciciela takiego jednokomérkowego oka jest
nieprzezroczyste, pozwala takze wykry¢ kierunek,

z ktorego plynie Swiatto. Organizm moze sie obracac,
notujac zmiany w o$wietleniu swojego oka i ustawiac
w pozadanym kierunku. Robia tak, na przyklad,
czerwie, by odpelznaé¢ z o$wietlonej przestrzeni.

Zwigkszenie liczby reagujacych na swiatto komoérek
umozliwia dostrzezenie slabszego Swiatla, ale tez
stwarza nowe mozliwosci. Tym razem mozna juz
wykryé kierunek, z ktérego nadchodzi swiatto, bez
koniecznosci poruszania cialem, gdyz swiatloczule
komérki, umieszczone w réznych punktach krzywizny
ciala, sg ostoniete przed $wiattem padajacym z réznych
kierunkéw. Skupienie grupy swiatloczutych komérek
w tarczke moze poczatkowo po prostu zwiekszyc
skuteczno$é¢ wykrywania swiatta. Jednak juz niewielka
zmiana krzywizny tej tarczki daje nowe mozliwosci.
Co ciekawe, bez wzgledu na to, czy tarczka zacznie sie
robi¢ wypukla, czy wklesta, powstanie zwarty organ

zdolny do wykrywania kierunku, z ktorego pada swiatlo.

Taki jest poczatek ewolucji dwoch gtoéwnych typodw
oczu: uwypuklanie si¢ $wiatltoczulej plaszczyzny dato
poczatek powstaniu oczu zlozonych, jakie maja np.
owady, wglebianie sie — oczu, jakie mamy cho¢by my
sami.

Oczy réznych typow ewoluowaly niezaleznie
przynajmniej 40 razy, tworzac wiele réznych struktur
pelniagcych te sama funkcje. Dalej zajmiemy sie tylko
jednym z nich — modelem ,wklestej tarczki”.

Pozwala ona na rozpoznanie kierunku, z ktoérego pada
$wiatlo, lecz nadal nie umozliwia rozpoznawania

ksztaltow o$wietlonych obiektéw. Dzieje sie tak dlatego,
ze kazdy punkt widzianego obrazu odbija promienie

we wszystkich kierunkach i promienie te padaja

na kazda z komorek wklestej tarczki. Jednak im bardziej
wklesta bedzie tarczka, tym mniej wpadnie do niej
przypadkowych promieni, az wreszcie, w skrajnym
przypadku, gdy promienie beda wpadaly tylko przez
maly otworek, powstaje camera obscura, ktéra tworzy
calkiem wyraZzny obraz na dnie oka. Jednak tylko

do pewnego stopnia — im mniejszy otwor, tym obraz
wyrazniejszy, lecz takze ciemniejszy. Oczy tego typu ma
wiele organizméw, na przyklad glony, todziki, niektére
slimaki czy malze.

Dalsze usprawnienie powstajacego mechanizmu
polega na jego ochronie mechanicznej. U todzika
cenne $wiatltoczule komorki pozostaja wystawione na
bezposrednie dzialanie srodowiska. Oslony musza by¢
oczywiscie przezroczyste. W istocie oczy szczelinowe
malzy czy slimakéw sa w mniejszym lub wiegkszym
stopniu wypelnione przezroczysta substancja. Jesli
dojdzie do catkowitego wypelnienia gatki ocznej taka
substancja, otwiera si¢ mozliwo$¢ powstania kolejnego
usprawnienia. Problem ostrosci obrazu mozna rozwiazaé
za pomoca soczewki, czyli np. brylki przezroczystej
substancji o tak zaokraglonych brzegach, iz wszystkie
promienie pochodzace z danego punktu przestrzeni
skupiaja sie w jednym punkcie obrazu.

Uzywane w aparatach fotograficznych soczewki maja
bardzo precyzyjnie dobrany ksztalt, aby zdjecie byto
mozliwie ostre i pozbawione innych wad. Jednak juz
zastosowanie tak prymitywnej soczewki, jaka jest
torebka foliowa wypelniona woda, pozwala na uzyskanie
catkiem czytelnego zdjecia.

Formowanie si¢ soczewki ocznej zaczeto sie zapewne
od powstania zgestnienia substancji wypelniajacej
wnetrze oka, ktore w kolejnych etapach przyjmowalo
coraz doskonalszy ksztalt, pozwalajacy widzie¢ coraz
wyrazniej.

Dodatkowa wskazowka trafnosci przedstawionego
rozumowania okazala si¢ opublikowana w 1989 roku
symulacja komputerowa ewolucji oka. Uwzgledniata ona
prawa optyki, a rezultat — niemal dokladne powtérzenie
opisanego wyzej scenariusza — przedstawia rysunek.

VDISIOIIIIL)

Ewolucja oka — wybrane etapy opisanych w tekscie ciagltych
zmian (na podstawie: Richard Dawkins ,,Wspinaczka na szczyt
nieprawdopodobiefistwa”).
Pawel POREBA
Wspolpraca: Anna LORENC, Jarek BRYK
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