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Andrzej Dabrowski, Instytut
Matematyczny, Uniwersytet Wroctawski

Kolorowe czapeczki Andrzej DABROWSKI

Krélewna Sniezka wezwata siedmiu krasnoludkéw i oswiadczyla, ze w zwiazku
z wielkim $wietem w najblizsza niedziele postanowila nagrodzi¢ ich pracowitosc.

— Przygotowalam dla was biale i kolorowe czapeczki. Nie powiem wam ani

ile biatych, ani ile kolorowych czapeczek przygotowalam. Kazdemu z was

naloze jedna z czapeczek na gltowe, ale by byto bardziej uroczyscie, przedtem
zgasze Swiatlo. Po zapaleniu $wiatla, zobaczycie czapeczki u swoich kolegéw,
ale swojej nie bedziecie mogli zobaczy¢. Kazdy z was dostanie 2 kartki ze swoim
imieniem i napisem: Mam biala czapeczke albo Mam kolorowa czapeczke.
Jedli ktorys z was zechce, powinien wybraé jedna z nich i wrzuci¢ do koszyka

na $rodku sali. Ale pamietajcie! Nie wolno wam si¢ porozumiewac¢! Wspaniata
nagroda — tu Krélewna u$miechnela si¢ tajemniczo — bedzie wam wreczona, jesli
okaze sie, ze nikt si¢ nie pomylil, a przynajmniej jedna osoba zgadla, jaka ma
czapeczke na glowie.

Krasnoludki udaly sie na narade. Gapcio zauwazyl, ze jesli nie bedzie mozna sie
porozumiewac, to nikt nie zgadnie koloru swojej czapeczki, bo kréolewna bywa
bardzo ztosliwa.

— Tak — potwierdzil Gburek — nawet gdyby wszyscy dookola mnie mieli takie
same czapeczki, to i tak nie bede wiedzial, co mam na glowie.

Niesmiatek zauwazyl skromnie, ze przeciez nawet gdy nie mozemy mieé
pewnodci, to moze chociaz zwigkszymy szanse na wygrana. Wesolek wtedy
zaproponowatl:

— Niesmiatek wrzuci kartke Mlam bialta czapeczke do koszyka, a reszta niech
nic nie wrzuca.

— Dobry pomyst — pochwalil Medrek — przynajmniej mamy szanse pot na poét
na zdobycie nagrody. Ale mamy jeszcze troche czasu, moze uda nam sie
powiekszy¢ szanse?

Nastepnego dnia do Medrka przyszli Spioszek, Apsik i Gapcio. Powiedzieli, ze
maja bardzo dobry pomyst. Podstawowa zasada ich dzialania miala by¢ taka,
ze tylko jeden z nich bedzie mégt wrzuci¢ kartke, a reszta krasnoludkéw musi
wstrzymac si¢ od wrzucania. Apsik wytlumaczyl Medrkowi na przyktadzie, co
mial na my$li.

— Patrze na czapeczki Spioszka i Gapcia i jesli sa tego samego koloru, to
wrzucam kartke z innym kolorem. Tu, na przyklad (rys. 1), wrzucilbym kartke
Mam kolorowa czapeczke. Gdy moi dwaj koledzy beda mieli rézne czapeczki
(rys. 2), zrezygnuje z wrzucania kartki. Tak samo postapia moi koledzy.

Tutaj Medrek musial mocno wytezy¢ sie i narysowal wszystkie mozliwe sytuacje
z trzema czapeczkami, gdy metoda, wymyslona przez kolegéow jest skuteczna
(rys. 3) i wszystkie sytuacje, kiedy skuteczna nie jest (rys. 4).

— No tak — ucieszyl sie Spioszek — na osiem mozliwych sytuacji az w szeciu
udaje nam sie zgadnadé! Szansa wygranej jest teraz 3/4. To o wiele lepiej, niz
gdybysmy poshuchali Wesolka.

Gdy koledzy wyszli, Medrek zasepil sie. Teraz on musi pokazaé, ze nie na prézno
nazywaja go Medrkiem. Wyjat kartke i narysowal.

dAAAAAd

— Co powinienem zrobi¢, gdybym stal na przedostatnim miejscu?

Rys. 5

Nie tylko Medrek mial trudnosci z ulepszeniem pomystu trzech krasnali.
Zagadka o czapeczkach stala si¢ popularna wéréd matematykéw w roku 1998.
Autorem jej jest Amerykanin, Todd Ebert, ktéry postawil ten problem w swojej
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! Mozna przeczytaé¢ méj artykul Kody

na co dzieri (Delta 9/2004).
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pracy doktorskiej, jako zagadke siedmiu wiezniéw. Byla ona tematem
dyskusji przede wszystkim w srodowisku informatykéw, az dotarta w czasie
konferencji w Nowym Orleanie do profesora Elwyna Berlekampa, profesora
matematyki na Uniwersytecie Kalifornijskim w Berkeley. Berlekamp od razu
zauwazyl rozwiazanie dla trzech czapeczek, rozwiazanie dla siedmiu objawito
mu sie zaraz po przebudzeniu nastepnego dnia rano. Rozwiazanie, ktére podal,
byto tak sensacyjne, ze trafilo nawet na czoléwki gazet. Oto tytul artykulu

z The New York Times z 10 kwietnia 2001.

-~ > -,

Ehe New Jork Times
Why Mathematicians Now Care About Their Hat Color
By SARA ROBINSON

Pomyst rozwiazania zagadki podany przez Berlekampa opieratl si¢ na tym, by
kazdemu uktadowi czapeczek przypisa¢ pewien ciag zer i jedynek, a nastepnie
skorzystac z teorii kodowania, ktora takimi zero-jedynkowymi ,slowami”
zajmuje si¢ od dawna. Jesli mamy bowiem do czynienia z zadaniem zwigkszenia
prawdopodobienstwa, tatwiej zapewne operowac na liczbach niz na kolorach.
Zeby jednak zrozumieé, na czym w istocie polegato rozwiazanie Berlekampa,
musimy glebiej wniknaé¢ w teorie kodow.

Kody

Z kodami spotykamy sie na co dzieh’. Pismo jest kodem, pozwalajacym
utrwali¢ dzwieki lub nawet, jak w przypadku pisma chinskiego, cale pojecia.
Na opakowaniach spotykamy kod kreskowy, wreszcie w komputerach — kod
dwdjkowy, gdzie informacje zapisywane sg jako uklady zer i jedynek. Uktad
czapeczek mozna zapisa¢ w postaci dwéjkowej, jesli uméwimy sie, ze biate
czapeczki beda kodowane jako 17, a kolorowe jako ,,0”. Na przyktad, uktad

ddddddd

mozna zakodowac¢ jako 0111000.

Rys. 6

Wspblczesne kody shuza nie tylko do zapisywania informacji. Maja wbudowana
funkcje samoobronng — sygnalizuja, ze w slowie kodowym pojawil sie blad,
czasami wskazuja, gdzie ten blad sie pojawil, a nawet, bez naszej wiedzy, ten
btad poprawiaja. Dla kodéw dwdjkowych wskazanie miejsca jest rownowazne
mozliwoéci korekty btedu. Bez mozliwosci wykrycia lub korekty bledéw nasz
komputer co chwile odmawialby postuszenstwa, a plyty kompaktowe prawie
nigdy nie moglyby byé¢ odczytane.

Kodem K nazywaé bedziemy zbiér stow kodowych, czyli ciagdéw o ustalonej
dhugosci n. Ponizej ograniczymy sie do kodow dwoéjkowych, czyli takich,

w ktorych wystepuja tylko zera i jedynki. Pojawienie si¢ btedu w stowie
kodowym polega w tym przypadku na zamianie znaku ,,0” na ,1” lub ;17

na ,,0”. Na przyktad, popelniajac jeden blad w stowie 1010, otrzymamy
jedno z czterech stow: 0010, 1110, 1000, 1011. Zauwazmy, ze stowo 0010
mozemy otrzymaé réwniez, popelniajac jeden btad w stowie 0011 (rys. 7).

A zatem w kodzie, w ktorym wystepuja stowa 1010 i 0011, nie mozna wykry¢
pojedynczego bledu, gdyz stowo 0010 moze pochodzi¢ zaréwno od stowa 1010,
jak i od stowa 0011.

Liczbe bledéw w stowie k, gdy odczytamy je jako stowo [, mozna tatwo okreslic,
odpowiednio ,dodajac” stowa k oraz [. Na przyktad wezmy k& = 1110010 oraz

[ = 1010110, gdzie [ jest blednie zapisanym stowem k. Widzimy, ze bledy
wystapily na pozycji 21 5. W [ popelniono wigc 2 bledy. Bledy w stowie [ sa
na pozycjach, w ktorych wystepuja cyfry 1 w nastepujacej sumie k @ [ stéw
kil (rys. 8). Dodawanie cyfr jest zdefiniowane tu jako: 00 =161 =0,
0®1=1®0=1. Liczbe bledéw okresla waga stowa w(k @ ) réwna liczbie
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" Richard Wesley Hamming (1915-1988),
amerykanski matematyk, cztonek zespolu
Manhattan Project, ktéry skonstruowat
bombe atomowsg. Od 1946 roku pracowatl
w laboratoriach Bella. Jest twércy teorii
kodéw wykrywajacych i korygujacych
btedy. Byt wybitnym specjalista w teorii
metod numerycznych, teorii informacji

i statystycznej obrébki sygnatéw. Jego
prace wykonywane w 1956 na komputerze
IBM 650 doprowadzily do powstania
jezykéw programowania wysokiego rzedu.

Rozwigzanie zadania M 1104.

Niech ABC bedzie tréjkatem

o najwigkszym polu spoéréod wszystkich
trojkatéw majgcych wierzchotki

w wierzchotkach danego wielokata.

Przez punkty A, B, C prowadzimy
proste rownolegte odpowiednio do bokéw
BC, CA, AB, uzyskujac tréjkat DEF'.
Woéwecezas pole tréjkata DEF nie
przekracza 4. Wykazemy, ze tréjkat DEF
zawiera dany wielokat.

<

Przypusémy, ze pewien wierzchotek X
danego wielokata lezy poza tréjkatem
DEF oraz przyjmijmy bez straty
ogdélnoéci, ze punkt X lezy po przeciwnej
stronie prostej DE niz punkt F.
Woéwecezas tréojkat X AB ma wierzchotki
w wierzchotkach danego wielokata i jego
pole jest wigksze od pola tréjkata ABC.
Uzyskali$émy sprzecznosc.

Ui j zalezy od liczby symboli, ktére
chcemy zakodowac. Jesli chcemy
zakodowaé s symboli, to 7 musi spelniaé
nieréwnosé 27 > s.

Y Przeksztalcajac réwnanie, otrzymamy
n+4+1=2""7.

v Stéw kodowych jest 27, wszystkich
ciggéw o dlugosci n jest 2™. Proporcja
stéw kodowych wéréd wszystkich ciggdw
jest wiec réwna 27 /2™ = 1/(n + 1).

jedynek w stowie k @ . Liczba d(k,l) = w(k & 1) zwana jest odlegloscig
Hamminga® stéw k i [, gdyz spelnia wszystkie warunki, jakie odlegloéé
powinna spelniac:

d(k,1) =0 tylko wtedy, gdy k=1,

d(k,1) =d(l, k),

d(k,1) < d(k,m) + d(m,1).
Wszystkie stowa, ktore sa w odleglosci d od danego stowa k, a wiec lezace
na sferze Hamminga o promieniu d i $rodku k, powstaja z k przez popelnienie
doktadnie d bledow. Na przyklad rozwazane wczeéniej stowa 0010, 1110, 1000,
1011 leza na sferze Hamminga o promieniu 1 i §rodku 1010. Z kolei stowa 1011,
0111, 0001 oraz 0010 leza na sferze o promieniu 1 i érodku w 0011. Obie te sfery
stykaja sie w ,punkcie” 1011.

Interesowaé si¢ bedziemy kodami liniowymi K, ktore charakteryzuja sie tym, ze
wraz ze stowami k i [, nalezacymi do K, ich suma k @ [ tez nalezy do K.

Kodem liniowym jest, na przyktad, zbiér stéw Ko={01011,10101,11110,00000}.
Do kodu K o 4 elementach nalezy stowo, sktadajace sie z samych cyfr ,0”,
nazywane stowem zerowym i oznaczone jako 0. Podobnie, dla dowolnego kodu

liniowego
e () c K,

e K ma 27 elementéw.

Kody liniowe o slowach majacych dlugoéé n i 27 elementéw oznacza sie
symbolem (n, j).

Kod liniowy mozna scharakteryzowac przez rozdzielczo$¢ d kodu, okreslona
jako minimalna odleglto$é stéw kodu od 0: d = min{w(k) : k € K, k # 0}.
Rozdzielczosé d w kodzie (n, j) spelnia nieréwnosé: d <n —j + 1.

Rozdzielczos¢ kodu $wiadczy o jego zdolnosci do wykrywania bleddw.
Zachodzi bowiem

Twierdzenie. Kod K lokalizuje s bledow wtedy i tylko wtedy, gdy d > 2s.

Wynik ten jest intuicyjnie oczywisty: jezeli w stowie kodu popelniono s bledéw,
to w jego otoczeniu o promieniu 2s nie powinno byé¢ wiecej niz jedno stowo kodu.
A zatem odlegltos¢ dowolnych dwoch stow kodu musi byé wieksza niz 2s.

Zbioér stow Ky = {01011,10101,11110,00000} jest kodem (5,2) o rozdzielczosci
d = 3, wiec mozna w nim wykry¢ jeden blad, ale dwa i wigcej juz nie.

Poréwnujac nieréwnosci d > 2s oraz d < n— j + 1, widzimy, ze w kodzie (n, j) nie
mozna wykry¢ (n — 7 + 1)/2 i wiecej bledéw. W dowolnym kodzie (5,2) mozna
wykryé co najwyzej 1 btad. Kodujac 27 symboli tak, aby méc wykryé s bledéw,
trzeba uzy¢ stéw liniowego kodu dwdjkowego o dlugosci wiekszej niz j + 2s — 1.
Tylko jak to zrobi¢?

Kody wykrywajace jeden blad

Zajmiemy sie teraz liniowymi kodami dwéjkowymi (n, j), ktére wykrywaja jeden
btad. Dla takich kodéw zachodzi nieréwnoséé, udowodniona przez Hamminga:

; on
27 < P
Zainteresowani jestesmy konstrukcja kodéw jak najbardziej oszczednych,
to znaczy takich, ze przy danym ;' réznica miedzy prawa i lewa strona
nieréwnosci Hamminga jest jak najmniejsza.
Kodami optymalnymi (n,j) nazywamy takie, ktére spelniaja réwnosé
27 = n2—+'1, a wiec'"" n =2P — 1, j = n — p dla naturalnego p. W kodach
optymalnych slowa kodowe stanowia 1/(n + 1), czyli 1/2P wszystkich stéw".

v

Kody optymalne zawsze istniejg i odgrywaja wazna role w teorii kodowania.
W takich kodach wszystkie ciagi, skladajace sie z n zer i jedynek, sa
w odlegltosci 1 od sléw kodowych lub same sg stowami kodowymi.

Optymalne sa kody (3,1), (7,4), (15,11), (31,26). Slowa kodowe stanowia
odpowiednio 1/4, 1/8, 1/16, 1/32 wszystkich ciagéw o dlugosci 3,7, 15, 31.
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v" Kod musi zawieraé¢ stowo zerowe
i stowo odlegte od niego o co najmniej 3
(warunek wykrycia jednego btedu), czyli

stowo 111.
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Kod (3,1) sklada si¢ ze stéw {000, 111}V, Zauwazmy, ze gdy ,,1” koduje biate,
a ,,0” kolorowe czapeczki, to kod ten jest zapisem dwdch ukladéw (rys. 9),

w ktérych Spioszek, Apsik i Gapcio popelniaja blad. Pozostalych 6 uktadéw,
spoza kodu (3, 1), jest przez nich bezblednie rozszyfrowanych.

To ten pomyst, ktory przyszedt do glowy Berlekampowi. Aby rozszyfrowywaé
uktady 7 czapeczek, trzeba nauczy¢ sie odrozniaé uklady niestanowiace stéw
kodu (7,4), czyli uklady rézniace sie od nich na jednym miejscu. Wtedy
prawdopodobienstwo pomylki bedzie réwne 1/8, a prawdopodobiefistwo
sukcesu 7/8.

Wykrywanie bledéw w kodzie (7,4)

Wszystkie stowa zerojedynkowe o dlugosci 7 dzielg sie na dwie grupy:

e 24 =16 stéw kodu (7,4),

e 27 — 16 = 112 sléw spoza kodu (7,4), ktére beda podstawa naszej strategii
zgadywania.

Jak je rozréznic?

Zdefiniujemy tablice zerojedynkowa, pelniaca role dekodera (rys. 10). Dekoder
ma 3 kolumny i 7 wierszy, w kolejnych wierszach dekodera sa liczby naturalne
1,2,...,7, zapisane w systemie dwojkowym: w pierwszym wierszu liczba 001,
w drugim 010, ..., w ostatnim 111.

Aby sprawdzié, czy stowo o dlugosci 7 nalezy do kodu (czyli aby dekodowad),
wystarczy to stowo pomnozy¢ przez dekoder.

Wynik mnozenia stowa 0100101 to stowo o dtugosci 3, otrzymane w sposéb
przedstawiony na rysunku 11.

Wynik tego mnozenia jest w kolejnym wierszu:
e slowem zerowym, gdy litera w dekodowanym stowie jest 0,
e slowem dekodera, gdy litera w dekodowanym stowie jest 1.

Otrzymane stowa dodaje sie wedlug wczesniej wprowadzonej reguly .

Pomnézmy przez dekoder stowo 0110101 powstale z poprzedniego stowa przez
zamiane znaku na trzecim miejscu od lewej (rys. 12). Pierwsze z tych stéw
nalezy do kodu (7,4), drugie — nie nalezy do kodu, a wynik dekodowania

011, bedacy liczba 3, zapisang w systemie dwdjkowym, wskazuje na miejsce
wystapienia bledu. Prawdziwe jest ogélne

Twierdzenie. Stowa kodu (7,4) pomnozone przez dekoder daja w wyniku stowo
zerowe. Stowa nienalezace do kodu (7,4) pomnozone przez dekoder daja stowo,
ktére odczytane jako liczba dwdjkowa wskazuje na miejsce wystapienia bledu.

Rozwigzanie zagadki

Zgodnie z umowa, krasnoludek ma prawo wrzuci¢ kartke, jedli uklad czapeczek
nie nalezy do kodu (7,4), a blad wystapil w miejscu, w ktérym stoi ten
krasnoludek. Wtedy tylko jeden krasnoludek wrzuci kartke. Tak postepowaly
krasnoludki, gdy decydowaly trzy czapeczki. Krasnoludek stojacy na piatym
miejscu, widzac, co maja na gtowach jego koledzy,

o ESESEAENE B

wrzuci kartke Mlam kolorowsa czapeczke, gdyz wynik dekodowania wynosi
wtedy”” 101, co jest numerem jego miejsca (rys. 14).

Rys. 13

Uktad, nad ktérym zastanawial sie Medrek,

dAAAAAd

Rys. 15



vt Metoda, ktéra przedstawiliSmy
dla ¢ = 2, jest optymalna, bo wtedy
p=1/(n+ 1), a wigc zachodzi réwnos¢.

Rys. 1

Rys. 2

nie upowaznia go do wrzucenia kartki. Gdyby bowiem mial na gltowie kolorowa
czapeczke, to wynikiem dekodowania byloby stowo 101, co nie jest numerem
miejsca, na ktorym on stoi. Gdyby mial na glowie czapeczke biala, to wynikiem
dekodowania bytoby stowo 011, co tez nie jest jego miejscem. Kartke wrzuci
krasnoludek stojacy na trzecim badz na piatym miejscu, w zaleznosci od tego,
czy Medrek bedzie mial czapeczke biala czy kolorowa. Biedny Medrek, znéw nie
bedzie moégl sie wykazaé. . .

A co bedzie, jesli Sniezka wymysli wiecej rodzajéw czapeczek? Co ma zrobié
teraz Medrek, gdy krélewna przygotowata biate, kolorowe i pasiaste czapeczki,
a jego koledzy zostali ubrani w nastepujacy sposéb.

dddEAA

Mozna udowodnié, i nie jest to trudne, ze jezeli jest ¢ réznego rodzaju czapeczek
na glowach n o0sob, to prawdopodobienstwo p popelnienia btedu przy dowolnej
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W pracy N. Alon, Problems and Results in Extremal Combinatorics — 11,

dostepnej w Internecie, udowodniono, ze istnieje metoda, ktéra gwarantuje, ze
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Rys. 16

>

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 647. Kolejka gondolowa, gdy nie jedzie, czesto husta sie razem z ling (rys. 1),
pod wplywem wiatru badz z powodu gwaltownego zatrzymania. Kiedy jednak
porusza sie, chociazby z niewielka predkoscia, hustanie niemal nie wystepuje.
Wyjasnic to zjawisko.

Rozwiazanie na str. 12

F 648. W stoneczny dzien w odleglosci d od obserwatora lezy plat $niegu
o powierzchni A. Obserwator dostrzega na $niegu k odbtyskéw Swiatta
stonecznego. Ocenié¢ gestos¢ rozmieszczenia drobinek $niegu na powierzchni
ptata. Jako rozmiar katowy Stonca przyjaé a.

Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Waldemar POMPE

M 1102. W trojkacie ABC dwusieczna kata AC'B przecina bok AB

w punkcie D (rys. 2). Okregi opisane na tréjkatach BC'D i AC'D przecinaja boki
AC i BC odpowiednio w punktach E i F. Wykazaé, ze AE = BF.

Rozwiazanie na str. 13

M 1103. Ciag p1,po, ... jest okreslony nastepujaco: p1 = 2, a dlan > 1 liczba
Pn+1 jest najwiekszym dzielnikiem pierwszym liczby pips ... p, + 1. Udowodnié,
ze W ciggu tym nie wystepuje liczba 5.

Rozwiazanie na str. 12

M 1104. Dany jest wielokat wypukly o polu 1. Wykazaé, ze wielokat ten mozna
nakry¢ tréjkatem o polu 4.
Rozwiazanie na str. 3
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Muchy na kloszu

Rozwazmy nastepujace zadanie. Trzy muchy usiadly, oczywiscie losowo,

na szklanym kulistym kloszu. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze wszystkie
znajduja sie na tej samej potkuli klosza? Oczywiscie wynosi ono 1, gdyz 3
punkty na sferze zawsze znajduja sie na jednej polsferze, co jest tatwym
zadaniem z geometrii. Zadanie staje sie trudniejsze, gdy muchy sa cztery.
Rozwazmy zatem nastepujacy problem.

Zadanie. Na sferze losowo rozmieszczono n punktow
(n=1,2...). Ile jest réwne prawdopodobienstwo tego,
ze wszystkie punkty leza na jednej polsferze?

Oto rozwiazanie. Losowy wyboér n punktéw na sferze
jest rownowazny nastepujacej operacji. Najpierw
losowo wybieramy n kot wielkich na sferze, po czym

dla kazdego z tych kol wielkich losujemy jedna z dwéch
polsfer przez nie wyznaczonych. Bieguny tych poétsfer to
n losowo wybranych punktow na sferze. Zamiast wiec
losowaé punkty losowaliSmy pétsfery. To, ze punkty
leza na jednej polsferze, jest rownowazne temu, ze
wszystkie wylosowane punkty sa wyznaczone przez
polsfery o niepustym przecieciu. Przy ustalonych

n kotach wielkich liczba mozliwych wyboréw pétsfer
przez nie wyznaczonych to 2", kazdemu kotu wielkiemu
odpowiadaja 2 polsfery. Pytanie jest nastepujace: ile
sposrod tych 2" wyboréw sfer ma niepuste przeciecie?
Rownowaznie mozemy zapytaé o to, ile jest réznych
zbioréw na sferze bedacych przecieciami n polsfer

o ustalonych kolach wielkich. Ot6z tyle, na ile kawaltkow
owe kola wielkie dziela sfere. Pozostaje zatem jedynie

zliczy¢ te kawalki. Zauwazamy, ze sa to Sciany
wielodcianu krzywoliniowego (w razie potrzeby

latwo zastepowalnego zwyczajnym wielo$cianem)

na sferze. Wystarczy wiec wyznaczy¢ liczbe krawedzi
i wierzchotkéw tego wielo$cianu i zastosowaé wzor
Eulera. Kazde koto wielkie przecina pozostate n — 1
kot wielkich w 2(n — 1) punktach, a kazdy wierzcholek
wielo$cianu jest przecieciem doktadnie dwoch kot
wielkich, zatem wielo$cian ma w =n(n—1)
wierzcholtkéw. Z kolei owe 2(n — 1) punktéw
przeciecia kota wielkiego z pozostatymi dzieli

to koto wielkie na 2(n — 1) tukéw. Wszystkich

hukéow w ten sposéb otrzymanych dla wszystkich

kot wielkich jest wiec 2n(n — 1). Szukana liczba

Scian S moze by¢ zatem wyznaczona z réwnania
S—2n(n—1)+n(n—1) =2, cayli ze wzoru

Eulera. Otrzymujemy stad S = n? — n + 2. Szukane
prawdopodobienstwo wynosi zatem % Rownie
interesujacy jest problem dla sfer wyzej wymiarowych,
co pozostawiamy Czytelnikowi do kontemplacji.

Krzysztof PAWLOWICZ

Zliczanie kropek

i galaktyk

Bernoulliego

Po poznaniu natury galaktyk wylonit sie problem, jak sa one rozmieszczone

w przestrzeni. Z samego ogladu zdje¢ nieba wynikalo, ze bardzo nieréwnomiernie
— obecno$é¢ gromad galaktyk rzucala sie w oczy. Warto jednak byloby mieé jakas
obiektywna miare tej nieréwnomiernosci rozktadu galaktyk. Nietrudno zgadnaé,
jak taka miare skonstruowac.

Podzielmy symboliczne zdjecie nieba na k jednakowych kratek i rzuémy na taki
obszar losowo N galaktyk, czyli kropek. Prawdopodobienstwo tego, ze dana
kropka znajdzie sie w wybranej kratce, wynosi p = 1/k, a ze wpadnie tam
n wybranych kropek — oczywiscie p™. Z kolei prawdopodobienstwo tego, ze
pozostale N — n kropek znajdzie sie w pozostalych kratkach wynosi (1 — p)
Taki rozklad mozna zrealizowaé na tyle sposobéw, na ile sposobéw sposréd
N obiektéw mozna wybraé n, ostatecznie wiec prawdopodobiefistwo P(n)
tego, ze w wybranej kratce znajdzie si¢ dowolne n galaktyk, opisuje rozktad

N—n

P(n) = (]Z)p”(l —p)N

Statystyka podaje, ze rozrzut liczby kropek w kratce, przy ich losowym rzucaniu

na zdjecie, wynosi o = 1/ Np(1 — p). Stwierdzenie wiec, czy galaktyki grupuja
sie, czy — przeciwnie — ich rozklad jest bardziej wygtadzony od rozktadu

przypadkowego, sprowadza sie do obliczenia rozrzutu ich liczby w kratce

Nawiasy () oznaczaja $rednia.

na podstawie obserwacji: oops =

(n?) — (n)? i poréwnaniu z o.

Obserwowany rozklad galaktyk wykazuje rzeczywiscie rozrzut wigkszy niz
przewidywany przy rozkladzie losowym, zatem galaktyki grupuja sie. Nie jest

to jedyna metoda badania rozktadu galaktyk, za to najprostsza. Dostrzegamy
zapewne, ze nasuwaja si¢ problemy w rodzaju: jak wynik obserwacji zalezy od
rozmiaru kratek, jakie znaczenie ma ograniczonos¢ zdjecia nieba, jak przelozyé
rozklad galaktyk na zdjeciu na informacje o ich rozktadzie w trzech wymiarach
itd. Do uzyskania odpowiedzi na te pytania potrzebne sg jednak metody bardziej
wyrafinowane, a wigc trudniejsze rachunkowo.

Tomasz KWAST



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Mendel Hubble’a

W chwili, gdy pisze ten tekst, jest (przynajmniej jeszcze
w Stanach Zjednoczonych) 25 kwietnia 2005 roku.
Doktadnie 15 lat temu prom kosmiczny Discovery
wyniost na orbite wokodlziemska teleskop Hubble’a.

Od tamtej pory do dzi$ instrument ten dostarcza
zdjec, ktore zna caly $wiat. Trafialy one na niezliczona
liczbe okladek, wkladek, plakatéw nie tylko pism
specjalistycznych czy popularnonaukowych, ale rowniez
wielkonakladowej prasy. HST (Hubble Space Telescope)
jest chyba najbardziej rozpoznawalnym skrétem
naukowym. Taka naukowa ,,Coca-Cola”.

7 okazji pietnastolecia misji przygotowano

i opublikowano [1] dwa zdjecia zmontowane z bardzo
wielu ekspozycji: galaktyke M51 (NGC 5194)
Whirlpool (Wir) i detal mglawicy Orzel M16. Pierwsze
z tych zdjeé prezentujemy na oktadce. W jeszcze
bardziej imponujacej rozdzielczosci, pozwalajacej

na przygotowanie plakatéw o powierzchni rzedu

10 stop kwadratowych i jakosci rozktadéwek,

beda one prezentowane w ponad 100 osrodkach
popularnonaukowych w Stanach Zjednoczonych

na poczatku maja br.

Majestatyczne ramiona M51 rzeczywiscie sprawiaja
wrazenie wciggajacego w gltab wiru. Prawdopodobnie
ta piekna struktura zostala utworzona poprzez

fale ptywowe wywotane przejéciem malej galaktyki
NGC 5195 za dominujaca towarzyszka. To
najwyrazniejsze, jak dotad, zdjecie uktadu pokazuje, ze
NGC 5195 nie znajduje si¢, wbhrew temu co mogloby sie
wydawaé, na przedluzeniu jednego z ramion NGC 5194,
tylko za nim. Wyraznie widoczne ,rubiny” to miejsca
intensywnego tworzenia si¢ gwiazd. Najmasywniejsze

z nich koncza jako supernowe, a z ich popioléw rodza
sie niebieskie, gorace ,diamenty”. Galaktyka ta znajduje
sie w Psach Goniczych (Canes Venatici) w odleglodci

31 milionéw lat $wietlnych od Ziemi. Jej piekny,
frontalny widok pozwala astronomom na badanie
klasycznej struktury galaktyki spiralnej i zgtebianie
proceséw gwiazdotworezych.

Detal mgtawicy Orzel wyglada jak impresjonistyczna
rzezba albo uwolniony z lampy Dzin. Struktura ta

ma rozmiary okolo 100 bilionéw kilometréw (prawie

10 lat $wietlnych). To prawie dwukrotnosé odlegtosci
do najblizszej Sloncu gwiazdy. Gwiazdy w tej mgltawicy
rodza si¢ w chmurach zimnego wodoru, ktére sa
rzezbione przez swiatto mlodych gwiazd. Struktura

ta moze by¢ gigantycznym inkubatorem gwiazd.
Dominujace kolory sa zwigzane ze §wieceniem gazu
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wywolanym poteznym $wiatltem ultrafioletowym skupisk
gwiazd. Niebieski kolor pochodzi od tlenu, a czerwony
od wodoru.

Gléwnym celem misji Hubble’a jest dostarczanie jak
najwyrazniejszych zdje¢. Nie chodzi jednak o material
na oktadki, choé¢ astronomia jest o tyle wyjatkowa,

ze bardzo czesto zdjecie jest jednoczesnie tylez
wartosciowe, co po prostu pigkne. Ponad 700 tysiecy
ekspozycji dokonanych przez 15 lat dziatania Hubble’a
przyczynilo sie, miedzy innymi, do (i) okrelenia
wieku Wszech$wiata na 13,7 miliarda lat, pomogto
potwierdzi¢ istnienie tzw. (ii) ciemnej energii, pozwolilo
na wykrycie (iii) malych proto-galaktyk $wiecacych
we Wszechswiecie okolo 15 razy mlodszym niz
obecnie, udowodnito istnienie (iv) super-masywnych
czarnych dziur, udokumentowalo (v) zderzenie komety
z Jowiszem, przekonalo o powszechnodci (vi) proceséw
planetotwoérczych w naszej Galaktyce.

Niestety, misja Hubble’a powoli dociera do kresu.
Gléwnym powodem jest przygotowywany nastepca

w postaci James Webb Space Telescope (JWST),
ktéry, wyposazony w lustro o szeSciokrotnie wiekszej
powierzchni niz HST, ma by¢ wystrzelony na

orbite pozaksiezycowa w 2011 roku. Zaawansowany
projekt JWST zmniejsza motywacje kosztownego
podtrzymywania dziatania HST. W lutym br. Bialy
Dom wydatl preliminarz budzetowy na rok 2006.

Nie ma w nim $rodkéw na planowana czwarta misje
naprawczg HST. Najprawdopodobniej HST nie bedzie
juz serwisowany. Podzespotami krytycznymi dla jego
dzialania sa zyroskopy, umozliwiajace zorientowanie
Hubble’a w przestrzeni i utrzymywanie go w stabilnej
pozycji, oraz baterie, bez ktoérych nie jest w stanie
dziala¢. Z szesciu zyroskopdw nie dzialaja juz dwa.
Do normalnej pracy wystarcza trzy, wiec jeden jest
jeszcze w zapasie. Przewiduje si¢ jednak, ze obecne
tempo psucia sie zyroskopow to. .. jeden na rok. Juz
opracowano technike wykorzystania Fine Guidance
Sensors (czujnikéw dokladnego celowania) do pracy
normalnie wykonywanej przez jeden zyroskop. W miare
umierania kolejnych zyroskopéw prawdopodobnie
zostang podjete proby opracowania procedur radzenia
sobie bez nich.

W kazdym razie nasz pietnastolatek nadal dziata
i dostarczy jeszcze wielu fascynujacych zdjec.

Piotr ZALEWSKI

[1] http://hubblesite.org/newscenter /newsdesk/archive/releases/
2005/12/text/
http://www.nasa.gov/vision/universe/watchtheskies/hst15.html



Maia delld

Dlaczego machamy rekoma?

Wielu zdolnosci ruchowych uczymy sie przez nasladownictwo. W takim
razie sposéb poruszania si¢ powinien by¢ uwarunkowany kulturowo.
Jednak wszyscy ludzie chodza, biegaja i skacza w taki sam sposéb. Jest
to oczywiscie uwarunkowane genetycznie. Ale czy tylko?

Zacznijmy od rzeczy najprostszych. Dzieci ucza si¢ chodzi¢ w wieku od
siedmiu do kilkunastu miesiecy. Na czym ta umiejetnosé polega? I czy to
w ogdle jest umiejetnos¢? Przeciez chodzi¢ umie kazdy, kto chodzi¢ moze.

Chodzenie jest mozliwe dzigki umiejetnosci utrzymywania réwnowagi, ale
to jest konieczne nawet do stania. Do chodzenia potrzebne jest cos wiecej.
Zeby ruszy¢ z miejsca, musimy zaczac. .. upadac¢. Pierwszy krok cze$ciowo
powstrzymuje upadek, ale upadamy dalej, co wymusza nastepny krok

i tak dalej. W kazdym kroku, zeby nie zejé¢ do parteru, musimy troche
podnies¢ nasz srodek cigzkosci. W rezultacie srodek cigzkosci w kazdym
kroku opada i wznosi sig, co jest glownym powodem zmeczenia przy
chodzeniu.

Nie ma jednak innego sposobu chodzenia na dwoch nogach. Podczas
chodzenia robimy jednak co$ jeszcze. Machamy rekoma. To juz wcale
nie jest konieczne. Mozna np. i$¢ z rekami w kieszeniach. Dlaczego,
zwlaszcza wtedy, gdy idziemy szybko, tak nie robimy? Moze to kwestia
wychowania?

Okazuje sie¢ jednak, ze nie. Machanie regkoma zmniejsza nasze zmeczenie.
Objawia sie to tym, ze tak i$¢ jest nam wygodniej. Energiczne chodzenie
sprowadza si¢ do energicznego wymachiwania nogami. Jezeli chcemy
sprawdzi¢ uboczne skutki machania nogami, to najprosciej zawisnaé

na gimnastycznych koétkach i zacza¢ majta¢ nogami. Okaze sig, ze
powoduje to skrecanie sie gornej czedci ciatla w przeciwna strone

(gdy prawa noga wysuwa sie do przodu, to cialo skreca sie w prawo).
Wymachiwanie rekami zmniejsza koniecznosé skrecania catego ciata.
Gdyby nie bylo to oszczedniejsze, nie byloby nawykiem (prawie)
wszystkich ludzi.

Jezeli bardzo nam sig¢ spieszy, to w pewnym momencie zaczynamy

biec. Tym, ktérzy chca dowiedzieé sie, dlaczego bieganie przy pewnej
predkosci wymaga mniej wysitku niz chodzenie, z czego wynika gérna
granica predkosci chodu, i dlaczego chodziarze chodza w tak specyficzny
sposoOb, polecam pierwszy rozdzial Fizyk: sportu Krzysztofa Ernsta.

My skoncentrujemy sie tylko na jednym aspekcie biegania — pracy rak.

Gdy zaczynamy biec albo nawet tylko bardzo szybko is¢, to
automatycznie zginamy rece w tokciach. Czy zastanawialiscie sie kiedys,
dlaczego? Przeciez gdy stoimy, to ciezko nam w ten sposob utrzymywacé
rece. Do czego w czasie biegu potrzebny jest nam ten dodatkowy wysitek?
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Oczywiscie do tego, zeby sie mniej meczy¢. To tylko pozorna sprzecznosé.
W czasie biegu zmieniamy nogi energiczniej niz w czasie chodu. Ruchy
rak musza stac si¢ réwnie energiczne. No to teraz sprébujcie bardzo
energicznie pomachaé¢ wyprostowanymi rekoma, a nastepnie, nie
przestajac machaé, zegnijcie rece w lokciach. Prawda, ze tak jest tatwiej?
Dodatkowy wydatek energetyczny, potrzebny do utrzymywania zgietych
rak, jest z naddatkiem kompensowany mniejszym wysitkiem zwigzanym
z machaniem rekoma.

Doszliémy do miejsca, w ktéorym wylacznie jakosciowe rozwazania
moglyby zaprowadzi¢ na manowce. UstaliliSmy, ze machanie rekoma
pomaga, nastepnie doszliémy do wniosku, ze szybkie machanie
wyprostowanymi koniczynami gérnymi jest meczace, wiec konczyny te
zgieliémy w lokciach. Ale skoro zgietymi tatwiej jest machaé, to moze
gorzej wypelniajg te funkcje, dla ktérej nimi wymachujemy? To moze
lepiej po prostu przesta¢ machaé w ogole?

7
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Dowodem na to, ze jednak machanie si¢ optaca, jest to, ze tak robimy,
wecale sie nad tym nie zastanawiajac. Sprobujmy zrozumieé, dlaczego tak
jest, nie wychodzac poza jakoSciowe rozwazania.

Zarowno ruch rak, jak i nég w czasie biegu wywoltuje momenty
skrecajace wzgledem dwdch osi: osi mniej wigcej pionowej rownoleglej

do kregostupa i osi poziomej lezacej w plaszczyznie zawierajacej Srednie
(w uktadzie spoczywajacego srodka masy naszego ciata) polozenie
stawéw biodrowych i barkowych. Zauwazmy, ze nieskompensowany
moment skrecajacy, osobno dla ndg i osobno dla rak, pojawia sie tylko

w pierwszym przypadku. W drugim kompensuja si¢ zaréwno same nogi,
jak i same rece. W takim razie w machaniu rekoma chodzi o kompensacje
momentéw skrecajacych wzgledem osi kregostupa. Naprzemienna praca
nég powoduje powstawanie tych momentéw dlatego, ze stawy biodrowe
znajduja sie w pewnej odlegtosci od kregostupa. Ich kompensacja za
pomocy pracy rak jest z kolei mozliwa dzigki temu, ze rece tez nie
wyrastaja bezposrednio z kregostupa. Zauwazmy jednak, ze moment
skrecajacy wzgledem kregostupa, wywotany praca rak, nie zalezy od tego,
czy rece mamy zgiete, czy nie, gdyz w obu przypadkach odlegtos¢ rak od
kregostupa jest taka sama.

Teraz mozemy podsumowac nasze krotkie rozwazania. W czasie biegu
nie mozna unikngé¢ powstawania momentéw skrecajacych wzgledem osi
kregostupa wywolywanych praca nég. Najwygodniej jest je kompensowaé
za pomoca pracy rak. Najefektywniej stuza temu rece zgiete w tokciach.

Pracujac w ten sposob rekoma, minimalizujemy momenty skrecajace
wzgledem osi poziomej. A czy ndg nie datoby sie prowadzié¢ w taki
sposoOb, zeby rowniez minimalizowaé powstawanie ,niepotrzebnych”
momentow skrecajacych wzgledem osi poziomej? Oczywiscie mozna.
Najlepiej robig to $redniodystansowi biegacze. Ich sposéb biegania to
wysokie prowadzenie kolana z przywiedzionym podudziem nogi przedniej
i ocieranie o poéladek piety nogi tylnej w érodkowej fazie lotu. Taki
sposOb biegania nie dla kazdego jest jednak naturalny. Pomoc moze
¢wiczenie skippingu A (bieg z wysokim unoszeniem kolan) i B (bieg

z uderzaniem pietami o posladki).

A moze by tak praktycznie przeéwiczyé¢ omawiany temat? Zachecam.

Piotr ZALEWSKI



Losowanie liczby naturalnej
Michat ADAMASZEK

Rozpatrzmy takie, calkiem naturalne i czesto pojawiajace sie¢ pytanie: dla
ustalonego k jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana liczba
naturalna dzieli sie przez k? Zanim rado$nie stwierdzimy, ze odpowiedzia jest %
(to przeciez jasne, co k-ta liczba ma te wlasno$é. . .), przyjrzyjmy sie sprawie

doktadniej.

Zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych € w naszym zadaniu jest zbior N
(na potrzeby tego tekstu niech N = {1,2,...}). W schemacie klasycznym
kazdemu zdarzeniu losowemu A C €2 przypisujemy prawdopodobienstwo

Michal Adamaszek, student, Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Tym razem jest to oczywiscie niemozliwe! Musimy
zastanowi¢ sie nad tym, jakie zbiory zdarzen chcemy
bra¢ pod uwage, i jak okresli¢ ich prawdopodobienstwo
— a mozna to zrobi¢ na wiele sposobdéw. Przyjmijmy
na przyktad

1
neA
dla A C N. Jest to poprawna definicja, tymczasem
1 1 1 1
P({2,4 10,..)=-+—=+—=+...==.
({ ) ,678, 07 }) 4+ 16+64+ 3

Dla innych definicji P wyniki moga by¢ inne. Jest

to sytuacja typowa dla rozwazan o losowosci — od
tego, jaka miare prawdopodobienstwa wybierzemy,
zalezy, jakie wyniki otrzymamy. Musimy wiec zaczaé
od znalezienia, wéréd wielu mozliwych definicji
prawdopodobienstwa w naszej przestrzeni, takiego,
ktore wydaje si¢ najodpowiedniejsze dla rozwazanego
problemu.

Oto nasze minimalne wymagania: prawdopodobienstwo

P powinno by¢ okreslone dla kazdego zbioru postaci
EN={kn:n e N},

opisujacego wlasnos$¢ bycia podzielnym przez k.

Co wiecej, aby uczyni¢ zados¢ naszym poczatkowym

intuicjom, chcemy, aby P(kN) = % Pozostate

warunki wynikaja wprost z przeliczalnej addytywnosci

prawdopodobienstwa. Skoro zbiory kN maja mie¢

okreslone prawdopodobienstwo (powiemy, ze sa

mierzalne), to mierzalne musza tez byé¢ wszystkie

zbiory powstate z nich przez przeliczalne sumy i branie

dopelnienia do N (czyli zbiory tworzace tzw. o-ciafo

generowane przez zbiory k N).

Jestesmy gotowi, aby porzadnie sformalizowaé¢ nasz
problem.

Pytanie. Czy istnieje funkcja P (prawdopodobienistwo)
okresdlona na o-ciele F generowanym przez zbiory
postaci kN, o wartoéciach w [0, 1], taka ze

dla Al,AQ, ..

v r(Ua)-Sra

. € F parami roztacznych
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gdzie przez #X oznaczamy liczbe elementéw zbioru X.

#A
% )
(2) PN)=1iP@®) =0,
(3) P(kN) = % dla kazdego k € N.

Odpowiedz. Nie. Zainteresowanych dowodem odsylam
do podrecznikow rachunku prawdopodobienstwa, pod
hasto ,lemat Borela—Cantellego”.

Skoro odpowiedz jest negatywna, to najwyrazniej nasze
wymagania sg zbyt wygérowane. Mozemy wiec zapytaé
o stabsze wersje problemu. Na przyktad ostabienie
warunku (3) daje nastepujace

Zadanie. Znalez¢ prawdopodobienstwo okreslone

na 2" (czyli dla wszystkich podzbioréw zbioru liczb
naturalnych), ktére spelnia warunek (3) dla & bedacych
liczbami pierwszymi.

My jednak skierujemy si¢ w inna strone. Bedziemy
walczy¢ o ostatniag wlasnosé, rezygnujac w zamian
z przeliczalnej addytywnosci. Innymi stowy, pytamy
o istnienie prawdopodobienstwa takiego, jakie rozwaza
sie w ,,szkolnym” rachunku prawdopodobienstwa,
to znaczy skonczenie addytywnego. Zmieniamy
wiec definicje F — teraz bedzie to cialo zbioréw,
czyli rodzina zamknieta na branie skoriczonych sum
i dopelnienia do N generowana przez zbiory postaci kN
— 1 zastepujemy warunek (1) zadaniem, aby
(4) P(AUuB)=P(A)+ P(B)
dla roztacznych A, B € F.

Zanim zaczniemy zglebiaé¢ strukture ciata F i w gaszczu
nalezacych do niego zbioréw sprawdzac, czy szukana
funkcja daje sie okresli¢ bez zadnych konfliktéw (co

jest nietrudne i wykonalne, ale troche pracochlonne),
sprobujmy spojrzeé na cale zagadnienie z szerszej
perspektywy. Dlaczego w zasadzie nasze intuicyjne
wyobrazenia podpowiadaja, ze prawdopodobienstwo
podzielnosci przez k powinno byé réwne %?

Zapewne dlatego, ze sklonni jestedmy mierzy¢
prawdopodobienstwo zbioru A C N jego gestoscig, ktéra
jest zdefiniowana tak:

44 = tim. #(AN {1;12, .n})

(o ile ta granica istnieje). Faktycznie d(kN) = +.



To podejscie wydaje sie dobre, bo gesto$¢ wyraza
nasza intuicje: patrzymy, jaka czes¢ poczatkowego
odcinka liczb naturalnych wypekia badany zbior,
i przechodzimy do granicy z dlugoscig tego odcinka.

Zauwazamy szybko, ze gesto$¢ zachowuje sie jak
prawdopodobienstwo takze pod innymi wzgledami:

d(®) =0, d(N) =1, 0 < d(A) < 1. Ponadto, jesli

AN B ={izbiory A, B maja gestos¢ (odpowiednie
granice istnieja), to takze zbiér C = A U B ma gestosé,
1d(C) =d(A) + d(B). Ta réwnosé¢ zachodzi, bo
#((AUuB)N{l,2,...,n}) =

=#(AN{1,2,....n})+#(BN{L,2,...,n})
dla AN B = . Teraz wystarczy podzieli¢ przez n
i skorzystaé z rozdzielnosci granicy wzgledem
dodawania.

Czyzby wiec o to chodzilo? Nie, jest bowiem pewien
problem, ktory byt juz delikatnie zasugerowany:

ze wzgledu na operacje brania granicy nie dla
wszystkich zbioréw gestos$é jest dobrze okreslona.
Przyktadem zbioru, dla ktérego definicja gestosci nie

dziala, jest zbiér:
o0

22+ 1,22 1)

n=1
Dla tego zbioru ciag z definicji gestosci ma granice
dolna i gbérna réwne odpowiednio % i %, wiec nie jest
zbiezny. Nie jest to zatem dobra miara kazdego zbioru.
Co wiecej, nawet jesli ograniczymy sie do zbioréw, ktére
maja dobrze okreslona gestosé, to ich rodzina nie jest
zamknieta ze wzgledu na sume zbiordw.

Zadanie. Poda¢ dwa zbiory majace gestosé, ktorych
suma nie ma gestosci (w Swietle jednej z ostatnich uwag
takie zbiory nie moga by¢ rozlaczne).

Wyklucza to sensowne okreslenie prawdopodobienstwa
jako gestosci na tych zbiorach, dla ktérych jest ona
okreslona, bo nie tworza one ciata zbiorow.

Céz, préby uogolnienia wydaja sie prowadzi¢ donikad.
Moze uda si¢ chociaz sprawdzi¢, jak gestosé¢ zachowuje
sie w naszym pierwotnym problemie i czy przynajmniej
na ciele zbioréw generowanym przez zbiory postaci kN
jest ona dobra funkcja skonczenie addytywna. Chyba ze
co$ jeszcze wymyS$limy. . ..

Ostateczne rozwiazanie nadchodzi z zupelnie innej
strony. Jedyne, co jest potrzebne, to... jeszcze wieksze
uogolnienie! Paradoks? Skorzystamy z pewnego pigknego
i zaskakujacego twierdzenia, ktére w pierwszej chwili
wydaje si¢ calkowicie nieprawdopodobne.

Twierdzenie (granica Banacha). Kazdemu ciagowi
ograniczonemu (a,)ney mozna przypisaé liczbe
rzeczywista, ktéra oznaczymy (nie bez powodu)
Lim(a,) w taki sposéb, ze:

Lim(aay, + Bb,) = aLim(a,) + BLim(by,),

liminf a,, < Lim(a,) < limsup a,,
o

n— n—oo

Lim(ay) = Lim(an+1).
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W szczegoélnosci z drugiego warunku wynika, ze jesli
ciag jest zbiezny, to Lim(a,) = lim, . a,. Pierwszy
warunek oznacza, ze Lim jest (jak zwykla granica)
rozdzielne z dodawaniem ciagéw i mnozeniem ich przez
liczbe. Zatem (uwagal) Lim jest rozszerzeniem pojecia
granicy na wszystkie ciagi ograniczone (niekoniecznie
zbiezne) i to w sensowny spos6b — uogdlniona granica
miesci sie tam, gdzie sie jej spodziewamy: pomiedzy
granica dolng i gérna ciagu. Na dodatek granica
uogdlniona nie zmienia sie przy przesuwaniu ciagu
(warunek ostatni).

Pytanie kontrolne. Wzgledem jakiego dziatania
na ciagach nie zostala zachowana rozdzielno$¢ granicy?

Dowéd twierdzenia o granicy Banacha wymaga metod
analizy funkcjonalnej — korzysta si¢ z twierdzenia

o przedhuzaniu funkcjonatu, ktore z kolei opiera

sie na lemacie Kuratowskiego—Zorna, co niejako
yegwarantuje” niekonstruktywnosé calego dowodu.

Zadanie. Mimo owej niekonstruktywnosci granice
uogdlnione pewnych ciagdéw daja sie obliczy¢. Ile jest
réwne Lim(1,-1,1,—1,1,—-1,...)?

Cho¢ ciagle w szoku nad niezwyktoscia tego faktu,

mozemy juz tatwo zastosowaé go do naszego zadania.

Zdefiniujemy mianowicie uogélniona gesto$¢ wzorem
#(AN{1,2,...,n})

o(A) = Lim - .

Jest ona okreslona tym razem juz dla wszystkich
podzbioréw N i zachowuje wszystkie wczesniejsze
wlasnosci gestosci. Z wlasnosci Lim wynika, ze

o(A) = d(A) dla zbioréw majacych gestosé¢ d

i0< o(A) <1 dla dowolnego A C N (to z drugiej
wlasnosci Lim). Addytywnosci ¢ dla zbioréw
roztacznych dowodzi sie identycznie jak dla d, bo Lim
jest addytywne.

Uzyskalismy zatem duzo wiecej niz trzeba! Sformutujmy
ten wynik w postaci twierdzenia

Twierdzenie. Istnieje skonczenie addytywne
prawdopodobienstwo P, okreslone na wszystkich
podzbiorach N (czyli funkcja spelniajaca warunki
P(AUB) = P(A)+ P(B) dla dowolnych A, B C N
rozlacznych, 0 = P()) < P(A) < P(N) = 1) ktére

jest rozszerzeniem gestosei, tzn. P(A) = d(A) dla
zbioréw A majacych gesto$é. Jest ono okreslone wzorem

P(A) = o(A).

Jak wida¢, cale zagadnienie okazalo sie, dzieki
odpowiedniemu uogélnieniu, duzo prostsze. Mozna
teraz zdradzi¢, ze wczedniej postulowana konstrukcja
dla szczegdlnego przypadku — zdefiniowanie miary
tylko na mniejszym ciele zbioréw (generowanym przez
zbiory postaci kN, a nawet kN + r) jako ich gestosci —
udaje sie¢, cho¢ po ciezszej pracy. Cale to zagadnienie
to kolejny przyklad na to, jak odpowiednie uogdlnienie
czy tez spojrzenie na problem w $wietle innych
dziedzin matematyki niz te, w ktorych jezyku zostat
sformulowany, moze przyspieszy¢ jego rozwigzanie.



Gestos¢ ciggow liczbowych

Rozwigzanie zadania F 647.
Lina kolejki podparta jest w regularnych
odstepach na stupach.

Jesli lina nie porusza si¢, mozliwe jest
wzbudzenie w niej drgan o dtugoéci
réwnej 27—]["
Zamocowania liny (wezly drgan) znajduja
si¢ w takim przypadku na stupach.

Jesli jednak porusza si¢, pojawia sig
dodatkowe tlumienie, wynikajace

z tego, ze miejsce styku liny zmienia si¢

i wszelkie wzbudzone drgania szybciej
zanikaja.

gdzie n to liczba naturalna.

-]

Rozwigzanie zadania M 1103.
Przypudmy, ze p,4+1 = 5 dla pewnego n.
Oznacza to, ze istnieja takie liczby
catkowite nieujemne a, b, ¢, ze
Pip2 .. .Pn + 1 =2%.3%.5°
Stad oraz z réwnosci p1 = 2, ps = 3
wynika, ze a = 0, b = 0. Wtedy liczba
pip2 - ..pn = 5° — 1 jest podzielna
przez 4. OtrzymaliSsmy sprzecznosé, gdyz
p1 = 2, a pozostale wyrazy ciagu (pn) sa
liczbami nieparzystymi.

Jarostaw Goérnicki, Katedra Matematyki,
Politechnika Rzeszowska

Jarostaw GORNICKI

Poréwnywanie obiektéw moze by¢ trudne. Czesto wynik zalezy od wybranej
metody. Zjawisko to zilustrujemy, poréwnujac wielkosci zbioréow, ktérych
elementami sa liczby naturalne.

Liczby parzyste sa podzbiorem wtasciwym zbioru liczb naturalnych. Z tego
punktu widzenia (relacji zawierania) zbiér liczb parzystych jest mniejszy
od zbioru liczb naturalnych. Mozliwosé stosowania tej relacji jest jednak
bardzo ograniczona. Na przyklad zbiory U = {12,22 32 42 ...} oraz

V = {13,23,3%,4% ...} nie sa w tym sensie poréwnywalne.

Mozna jednak na zbiory U i V spojrzeé¢ inaczej. Gdyby przynajmniej jeden

z nich mial skoniczona ilos¢ elementéw, to za wiekszy zbiér mozna by uznaé

ten, ktéry ma wiecej elementéw. Nietrudno jednak zauwazyé, ze zbiory U i V/
sg réwnoliczne ze zbiorem liczb naturalnych, maja wiec tyle samo elementéw

i mozna je uznaé za rowne. Takie podejécie nie pozwala wiec rozrézniaé zbiorow
przeliczalnych.

Opiszemy wiec inne sposoby poréwnywania wielkosci zbioréw (ciagéw) zlozonych
z liczb naturalnych. Zaznaczajac na osi liczbowej elementy zbioru U oraz zbioru
liczb parzystych, zauwazamy, ze elementy zbioru U (w przeciwienstwie do liczb
parzystych) pojawiaja sie coraz rzadziej. Przyjmijmy zatem, ze ten cigg bedzie
wiekszy, ktorego elementy bedq gesciej rozmieszczone w zbiorze liczb naturalnych.
Problemem jest podanie zasad okreslania gestosci rozmieszczenia elementow
danego zbioru w zbiorze liczb naturalnych i jej liczbowej charakteryzacji.

Propozycja jest nastepujaca. Okre$lmy tzw. funkcje gestosci d : 2" — [0, 1]
poprzez nastepujace cztery wlasnodci:

1) gesto$é zbioru liczb naturalnych jest réwna 1;

2) gestosé dwoch roztacznych zbioréw jest réwna sumie gestosci tych zbioréw;

3) przesunigcie dowolnego zbioru nie zmienia jego gestosci: d(A) = d(A + 1),
gdzie A+ 1={y:y=a+1,2 € A};

4) rozrzedzenie dowolnego zbioru zmniejsza jego gestosé: d(sA) = 1d(A), gdzie
sA={y:y=sz,x € A} dlas e N

Korzystajac z wlasnoéci 1-4, nietrudno wykazaé, ze gesto$é¢ zbioréw skonczonych
jest réwna zeru. Wynika stad juz tatwo, ze funkcja gestosci nie jest miarg

na zbiorze liczb naturalnych (zbiér wszystkich liczb naturalnych ma gestosé 1,

a jest suma przeliczalnej rodziny roztacznych zbioréw jednopunktowych

o gestoscei 0).

W oparciu o metody matematyki wyzszej tatwo wskazaé przyktad funkcji
gestosci. Mianowicie funkcja dana wzorem

gdzie symbol Lim oznacza uogdlniong granice Banacha, symbol #X za$ oznacza
liczbe elementéw zbioru X, jest funkcja gestosci.

#(AN (L n])

O zwigzku funkcji gestosci z miarg, czyli prawdopodobiefistwem, oraz o uogélnionej granicy Banacha,
jest mowa w artykule Michala Adamaszka w tym numerze Delty na str. 10-11.

Na szczescie mozliwe jest efektywne stosowanie wzoru (). Z okreslenia
uogdlnionej granicy Banacha wynika, ze jest ona réwna zwyklej granicy, o ile
ta ostatnia istnieje. Korzystajac z tego, mozna wykazaé, ze zbior

B ={1,2,3,5,6,7,10,11,13,14,15,17,19,21, .. .}
wszystkich liczb bezkwadratowych (tj. liczb naturalnych niepodzielnych przez
kwadrat liczby wigkszej od 1) ma gestosé d(B) = 6/72.

Inny sposéb wykorzystania wzoru (x) opiera sie na nastepujacej obserwacji.
Lemat. Jezeli ciag rosnacy liczb naturalnych A = {a; < as < az < ...} spelnia

warunek khjl(;lo % =gq, to d(A) = q.
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Rozwigzanie zadania M 1102.
Poniewaz prosta C'D jest dwusieczng kata
ACB, wiec DA = DF.

C

RN
A

Analogicznie mamy DE = DB. Ponadto
A BDF = S ECF = < EDA. Uzyskane
réwnosci dowodza, ze tréjkaty ADE

i FDB sa przystajace, skad AE = BF.

Dowéd. Jesli k = #(AN[1,n]), to ap < n < agq1. Z ostatniej nieréwnosci
wynika, ze
k k
D D
ap4+1 — 1 n o oag

Poniewaz klin;o = klin;o a1 — 4 wiee (A) =q.

Korzystajac z tego lematu, obliczamy gesto$¢ zbioréw U oraz V: d(U)=d(V)=0.
Prostymi przykladami zbioréw o niezerowej gestosci sa ciagi arytmetyczne
A={ay=ak+r:k=0,1,2,3,...} CN

Poniewaz lim £ = lim —£E— =1 wiec d(4) = 1/a.

k—o0 k—oo

Wyznaczymy teraz gestosé zbioru wszystkich liczb pierwszych

P ={p1 <p2<ps<...}, ktérego rozmieszczenie w zbiorze liczb naturalnych
odznacza si¢ duza chaotycznoécia i wciaz jest dla nas malo znane. Z twierdzenia
o liczbach pierwszych J. Hadamarda — C. de la Vallée Poussina (z 1896 roku)
wiadomo, ze m(n) ~ nlnn, gdzie 7(n) to liczba liczb pierwszych niewiekszych
od n. Wobec tego

Niech z, oznacza liczbe przedstawien n jako sumy liczb naturalnych ustawionych
w porzadku niemalejacym. Utwérzmy zbidr
Z ={z,:neN} ={1,2,3,5,7,11,15,22,30,42, 56, .. .}.

Cho¢ nie znamy prostego i $cistego wzoru na z,, to istnieje zadziwiajacy
wzér na przyblizenie tej liczby, podany w 1918 roku przez G.H. Hardy’ego
i S.S. Ramanujana:

1 s
——e¢ 3
4n\/§

Korzystajac z tego przyblizenia, obliczamy lim 7 = 0, wiec d(Z) = 0.

Zn =

Podobnie rzecz ma sie z ciagiem Fibonacciego (opisanym w 1228 roku)

F=A{f,:neN}={1,1,2,3,58,13,21,.. .},
ktérego kolejne wyrazy dane sa formula rekurencyjna: fi = fo =1,
frna2 = fu + fny1. Korzystajac ze wzoru Bineta

145\ (1= _
fn—ﬁ 5 - 5 ~

gdzie o = Y5 obliczamy lim 2 = lim ’;—‘/5 = 0. Zatem d(F) = 0.

n
2 n— oo In n—oo

™

Na zakoniczenie wspomnijmy jeszcze o innym wprowadzeniu gestoéci podanym
przez L.G. Schnirelmana w 1930 roku. Gestoscia Schnirelmana zbioru
A C NU {0} nazywamy liczbe

D(4) = g FANON])
n>0 n

Pojecie to wykorzystywane byto w badaniu tzw. sumy kompleksowej
zbioréw A i B tzn. zbioru A+ B ={a+b:a € A,bec B}. Wyznaczenie
sumy kompleksowej nawet prostych zbioréw jest zazwyczaj do$¢ trudne.
Schnirelman wykazal, ze D(P + P) > 0. Poniewaz z wlasno$ci uogélnionej
granicy Banacha wynika, ze d(A) > D(A), wiec zbiér P + P (czyli zbi6r liczb
parzystych, ktére mozna przedstawi¢ w postaci sumy dwoch liczb pierwszych)
ma dodatnia gestosé, tj. d(P + P) > 0. Rezultat ten gwarantuje, Ze stynna
hipoteza Goldbacha z 1742 roku (HG: kazda parzysta liczbe naturalna wieksza
od 2 mozna przedstawi¢ jako sume dwdch liczb pierwszych) sprawdza sie
w nieskoniczenie wielu przypadkach (nawet zachodzi ,z dodatnia czestodcia”).
Ale czy we wszystkich? — tego nie wiemy do dzis.

Badania nad gestoscia ciagéw sa pomocne przy analizie pewnych zagadnien
matematycznych. Jest to dobrze widoczne w teorii liczb czy analizie
funkcjonalnej. Oméwienie tej problematyki (pokazujacej, co moze maly zbidr)
wykracza jednak poza ramy tej prezentacji.
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Klub 44

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
489 (WT = 1,75) i 490 (WT = 2,61)
z numeru 11/2004

Jerzy Witkowski — Radlin 44,49
Barttomiej Dyda — Wroctaw 40,39
Tomasz Rawlik — Brunszwik 38,21
Zbigniew Galias — Krakéw 36,95
Tomasz Warszawski — Krakéw 35,10

Marcin Kasperski ~ — Warszawa 34,88

To juz czwarta czterdziestka-czwoérka
w wykonaniu Jerzego Witkowskiego.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 3/2005
Przypominamy tres¢ zadan:

497. Dane sa liczby rzeczywiste a, b. Rozwiazaé¢ w liczbach rzeczywistych x, y, z uklad réwnan

z+y+z =0
{;L'2+y2+Z2 = 6ab

wS_"_yS_‘rZS — 3((1%-"-1)3)

498. Niech n bedzie ustalong liczba catkowitg dodatnia. Wyznaczy¢ wszystkie n-wyrazowe ciaggi
(a1,...,an), spelniajace warunki:

e liczby a; sa calkowite, a1 > ... 2 ay, > 1;
eaj +...+a, =2n;
e dla kazdego uktadu wskaznikéw 1 <41 < ... < ix <n (dla dowolnego k) suma a;; + ...+ a;, jest

rézna od n.

497. Niech tréjka (z,y, z) bedzie rozwiazaniem. Podnoszac pierwsze réwnanie
uktadu do potegi drugiej i trzeciej, dostajemy zwiazki

2 +y? + 2%+ 2wy +yz + 2x) =0,

23 3+ 22 4 3wy (aty) + yz(y+z) + za(2+x)] + 6zyz = 0;
a zastepujac (z+y) przez —z (itd.), mamy stad
23412 + 2% — 3zyz = 0.
Badany uklad rownan przybiera postac
r+y+z =0
Yy +yz + zx = —3ab
TYZ = a® 4+ b
To znaczy, ze (x,y, z) jest clagiem wszystkich pierwiastkéw (z uwzglednieniem
krotnosci) wielomianu
P(t) = t* — 3abt — (a® + b°).
Od razu widaé, ze P(a + b) = 0, co pociaga rozklad na czynniki
P(t) = (t —a —b)[t* + (a + b)t + (a® — ab+ b?)].
Jedna z liczb z, y, z jest wiec réwna a + b, pozostale dwie za$ sa pierwiastkami
tréjmianu w nawiasie kwadratowym. Jego wyrdznik
A = —3(a—b)%
stad a = b oraz
P(t) = (t — 2a)(t + a)?.
Dostajemy odpowiedz: jezeli a # b, wyjsciowy uklad réwnan nie ma rozwigzania
rzeczywistego; a jezeli a = b, to rozwiazaniami sa tréjki (2a, —a, —a),
(—a,2a,—a), (—a, —a,2a).

498. Wezmy dowolny ciag (a1, ..., a,) spelniajacy podane warunki. Jezeli

ay > n, to (a1,...,a,) = (n+1,1,1,...,1) — 1 jest to dobry ciag. Jezeli a,, > 1,
to (a1,...,an) =(2,2,...,2) — 1 jest to takze dobry ciag, pod warunkiem, ze n
jest liczba nieparzysta. Dalej zaktadamy, ze a1 < n, a, = 1.
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Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
390 (WT = 2,20) i 391 (WT = 3,18)
z numeru 1/2005

Jerzy Witkowski — Radlin 31,25
Marian Lupiezowiec — Gliwice 26,54
Konrad Kapcia — Czestochowa 17,65
Mateusz Lacki — Krakéw 17,27

Klub 44

H
<
h
rl'—
Rys. 2
T T 3
ZP
P R P
R
a B
T T
Rys. 3 Rys. 4

Oznaczmy s; = a1 + ...+ ay i niech m bedzie najwickszym numerem, dla
ktérego s,, < n. Liczba n jest (z zalozenia) rézna od sumy dowolnie wybranych
wyrazéw a;, Wiec n # S, oraz n # Sy, + an = Sy + 1; zatem s, < n — 2. Skoro
za8 Sp41 > N, 10 Ay > 2.

Przyjmijmy, ze ciag (a1, ...,a,) ma na koncu = jedynek, a przed nimi y dwdjek
(x >0, bo a, = 1). Tak wiec
2n=2ai >x+2y+3n—2x—y),
skad 2z + y > n. Mamy tez nieréwnosé
N —58m < Sm+l — Sm = Om+1 < Am < Sm,
z ktérej wynika, ze s, > %n, wiec
n _2r+vy

nTemS e ST
Wezesniej stwierdziliSmy, ze a,4+1 > 2. To znaczy, ze wsrdd skladnikdéw sumy
Sm = a1 + ...+ a; nie ma wyrazéw a; < 2. Mamy w takim razie do dyspozycji
wszystkie x jedynek i y dwdjek, z ktérych mozna zbudowaé kazda liczbe
mniejsza od x + 2y. W szczegdlnodci liczba n — s, daje sie przedstawi¢ jako
suma pewnej ilosci jedynek i dwéjek, bedacych wyrazami ciagu (a;). Tym
samym liczba n okazuje sie by¢ réwna sumie pewnych wyrazow a;, whrew
postawionemu warunkowi.

<+ 2y.

Wniosek: jedynymi dobrymi ciagami (aq,...,a,) sa te wspomniane na poczatku
rozwiazania.

Redagugje Jerzy B. BROJAN

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 3/2005
Przypominamy tres¢ zadan:

394. Z siedmiu kart do gry zbudowano ,domek” (zob. rys. 1). Jesli
wspdélezynnik tarcia kart o stél i o siebie nawzajem jest réwny p = 0,25, to
jaka jest minimalna wartos$é kata o miedzy gérnymi kartami a poziomem? B

Jaka jest minimalna warto$¢ kata 8 miedzy dolnymi kartami a poziomem? 7
Zakladamy, ze kat « jest jednakowy dla obu gérnych kart, a kat 3 —
jednakowy dla czterech dolnych.

Rys. 1

395. Automatyczna spluczka zawiera zbiornik, ktérego Scianka boczna moze si¢ obracaé¢ bez oporu
wokoé!l ustalonej osi (rys. 2). Jesli wysoko$é §cianki ponizej osi obrotu jest réwna h, to do jakiej
wysokoéci H powyzej osi musi si¢ nala¢ woda, aby Scianka si¢ obrécita i zbiornik ulegl opréznieniu?

394. Na gérna karte dzialaja cztery sily (rys. 3) — sila ciezkosci P zaczepiona

w jej srodku, sita reakcji R = P, sita tarcia 7" i réwnowazaca ja sila ze strony
drugiej gérnej karty, ktora dla uproszczenia oznaczymy takze T. Rozpatrujac
momenty sil wzgledem punktu podparcia, stwierdzamy, ze warunkiem réwnowagi
jest

P 1

2T  2u’

Na kazda z dolnych kart dziala dodatkowo czwarta czes¢ ciezaru trzech lezacych

Pcosa =2Tsina, czyli tga =

na nich kart (rys. 4), a stad wyliczamy tg 3 = T Wartosci liczbowe wynosza
i

o = 63,4°, 3 = 70,7°.

395. Scianka sie obroci, gdy calkowity moment dziatajacej na nia sily parcia
wzgledem osi stanie sie rowny zeru, tzn.
H
/ ph/dh’ = 0.
—h
Zmienna h’ jest wysoko$cig mierzona od osi w gére, a ci$nienie p jest
proporcjonalne do gleboko$ci H — h'. Zatem

H
/ (H — W)Rdh = 0.
—h

Scalkowanie daje nam réwnanie H® = 3Hh? 4 2h3, czyli H = 2h.
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Rozwigzanie zadania F 648.
Przyjmijmy, ze krysztalki $niegu to
ptaskie, odbijajace powierzchnie.
Obserwator widzi odblysk tylko wtedy,
gdy zajdzie sytuacja z rysunku.

Zakladajac, ze platki roztozone

sg przypadkowo, stwierdzamy, ze
prawdopodobienstwo tego, iz dany
krysztalek bedzie dawal odbtysk

w kierunku obserwatora, wynosi
A
p= in’
gdzie A to miara kata brylowego
tworzonego przez stozek o kacie
rozwarcia 2a. Z trygonometrii sferycznej

A =27(1 — cos ),
a zatem
1 —cosa
2
Zakladajac, ze powierzchniowa gestosé

p=

rozmieszczenia krysztatkéw jest réwna o,

dostajemy
k = Apo,
a wiec
2k
o= m

Patrz w niebo

0Od dawna wiadomo bylo, ze warkocze komet sa zawsze skierowane od Stonca.
W XIX wieku zauwazono, ze plamy stoneczne powoduja burze magnetyczne

na Ziemi, przy czym burza taka nastepowata w przyblizeniu w dobe po przejsciu
grupy plam przez centralny poludnik tarczy stonecznej. Te i inne obserwacje
doprowadzily do powstania hipotezy (E.N. Parker), ze korona sloneczna nie

jest obiektem niezmiennym i musi nieustannie rozpraszaé sie¢ w przestrzeni
okotostonecznej. Jej grzanie si¢ do temperatury rzedu miliona stopni powoduja
fale magnetohydrodynamiczne powstajace na powierzchni Stonca, ktére
rozchodzac sie w gére w osrodku coraz rzadszym, dopiero w koronie wyladowuja
swoja energie. Istnienie tego tzw. wiatru stonecznego potwierdzily radzieckie
sondy Funa 2 i Luna 3 okolo roku 1960, a pierwszych pomiaréw parametréw
wiatru dokonal amerykanski Mariner 2 w 1962 r. Odtad wiatr stoneczny stat sie
powszechnie uznanym skladnikiem Ukladu Stonecznego.

Pojawil si¢, oczywiscie, problem, czy inne gwiazdy rowniez ,wieja” podobnie jak
Stonce, w szczegdlnoscei — czy zachowuja sie tak gwiazdy typu Stonca. Bo wiatry
u gwiazd znacznie masywniejszych i goretszych od Stonca znane sa od dosé
dawna. Kilka lat temu grupa amerykanskich astronoméw dokonala pierwszych
pomiardéw parametréw wiatru alfy Centaura. Ten uklad podwéjny (a z Proxima
Centauri — wlasdciwie potrdjny) jest najblizszym sasiadem Stonca w Galaktyce.
Dominujacy blaskiem sktadnik A jest typu widmowego dokladnie takiego

jak Stonice (G2 V), skladnik stabszy B jest duzo chlodniejszy. Amerykanscy
astronomowie za pomoca Teleskopu Hubble’a przebadali absorpcyjne linie
wodorowe w nadfioletowym zakresie widma gwiazdy. Okazalo sie, ze oprdcz
linii pochodzacych od miedzygwiazdowego wodoru istnieja w tym widmie

linie zar6wno ,,poniebieszczone”, czyli powstajace w osrodku poruszajacym

sie ku obserwatorowi, a wiec od gwiazdy, jak i ,poczerwienione”. Te pierwsze
zinterpretowano jako linie powstajace w wietrze alfy Centauri, te drugie

— w wietrze stonecznym docierajacym do granicy heliosfery w odleglosci
100-200 j.a. od Stonca. Tak wiec, dwie sasiednie, bardzo podobne gwiazdy sa
jeszcze bardziej podobne, niz si¢ dotad zdawalo.

Tomasz KWAST

Lipiec

W lipcowe wieczory wysoko na niebie, lekko na potudniowy zachéd, widaé
gwiazdozbiér Weza, jedyny gwiazdozbiér dwuczesciowy. Dzieli go Wezownik,
niezaliczany do zodiaku, mimo ze przechodzi przezen duzy tuk ekliptyki.

Na podstawie starych ilustracji zodiaku mozna by pomysleé¢, ze mamy tu

do czynienia z czlowiekiem walczacym z zagrazajacym mu wezem. Tymczasem
Wezownik uosabia stynnego mitycznego lekarza Asklepiosa, a waz wcale go nie
atakuje, tylko dostal si¢ na niebo, poniewaz pomagal Asklepiosowi wyszukiwaé
lecznicze rosliny. W Wezowniku mozna — mimo blisko$ci Drogi Mlecznej —
zobaczy¢ przez amatorski teleskop przynajmniej 7 gromad kulistych, lezacych
w odleglosciach od 4 do 10 kpc — niektore wigc dalej niz centrum Galaktyki.

Merkurego mozna prébowaé szukaé¢ wieczorami okoto 9 VII — znajdzie sie wtedy
najdalej na wschod od Stonca. Wenus jest w Lwie i widaé¢ ja po zachodzie
Stonca. Mars jest w Rybach i wida¢ go w drugiej polowie nocy. Jowisz jest

w Pannie i koto polnocy zachodzi, a Saturna nie wida¢ z powodu bliskosci
Stonica (23 VII nastapi jego zlaczenie ze Stonicem). Now Ksiezyca wypada

6 VII, a pelnia 21 VII. Ksiezyc zakryje Jowisza 13 VII, lecz zjawisko to bedzie
wida¢ w Ameryce Poludniowej, a 18 VII zakryje Antaresa, ale zobacza to
podrézujacy po Pacyfiku i mieszkanicy Ameryki Srodkowej. Pod koniec lipca
mozna spodziewaé si¢ stabego roju meteoréw wybiegajacych z gwiazdozbioru
Ryb.

T. K.
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Pokarm dla mézgu

Student przed egzaminem, uczen przed klasowka

siedzi nad ksiazkami, zakuwa, zasypiajac przy kolejnej
kawie. . . czy mozna pracowa¢ wydajniej? ,,Glukoza,
pokarm dla mézgu” tak reklamuja slodycze w telewizji.
Kiedys co prawda cukier krzepil, ale juz cale lata
obwiniany byt o tyle zta. .. czyzby co$ sie zmienito?

Co wlasciwie jedza komorki naszego organizmu?
Glukoze, wolne kwasy tluszczowe, ciala ketonowe. . .

za chwile mozemy zgubié¢ sie w gaszczu przemian
opisywanych w kazdym podreczniku biochemii. Rézne
komérki maja rézny gust. Komoérki migsniowe zaleznie
od rodzaju wysitku moga zadowoli¢ si¢ bardzo réznymi
substancjami. Miesien sercowy preferuje ciala ketonowe.
Wszystkie komérki organizmu potrafia korzystaé

z glukozy. A moézg? Komérki nerwowe? Ot6z, faktycznie,
w normalnych warunkach komoérki nerwowe zywia, sie
wylacznie glukoza! Specjalne receptory umieszczone

na ich powierzchni wychwytuja czasteczki tego cukru
znacznie sprawniej niz receptory innych komérek, dzieki
czemu mézg moze funkcjonowaé nawet wtedy, gdy
poziom glukozy we krwi zaczyna spadac¢. Jednak nie
pracuje wtedy dobrze i pierwszy zaczyna szwankowag.
Czlowiek najpierw nie potrafi sie skupi¢, moze by¢
zdenerwowany, rozkojarzony. W skrajnych przypadkach
moze nawet straci¢ przytomno$cé.

Czyzby okazalo sie tym razem, ze reklama nie klamie?
Nie ma tu zadnej putapki?

Jednak glukoza, podstawowy pokarm naszych komorek,
jak wszystko w nadmiarze, jest trucizna. Osoby,

ktore z powodu choroby maja przez dtugi czas za
wysoki poziom tego cukru we krwi, choruja na szereg
przypadlodci zwiazanych z uszkodzeniem ukladu
krwionosnego, nerwéw i gléwnych narzadéw, traca
kondycje, $lepna, wreszcie umieraja. A przeciez

jednak nie umiera sie od zjedzenia cukierka! Tak, gdyz
u zdrowego czlowieka, gdy tylko poziom glukozy zaczyna
rosng¢, uruchamiane sg mechanizmy usuwajace cukier
z krwi, doprowadzajace go do wtasciwego poziomu.

Przedledzmy, co sie dzieje, gdy jemy. Pokarm stopniowo
ulega trawieniu, w wyniku ktérego uwalniane sg

proste zwiazki organiczne, takie jak glukoza wladnie.
Glukoza jest wchlaniana do krwi. Jej stezenie rosnie.
Jednak nadmiar glukozy we krwi powoduje, ze trzustka
zaczyna wydziela¢ insuling, hormon, ktéry powoduje
wchtanianie cukru i jego przetwarzanie w substancje
zapasowe — glikogen w mieéniach i watrobie oraz thuszcz
w komorkach ttuszczowych. Wszystko precyzyjnie
ewoluowalo tak, aby czlowiek nigdy nie mial ani za
duzo, ani za malto glukozy we krwi.

Jednak w naturze bardzo rzadko mozna spotkaé stezona,
oczyszczona, maksymalnie latwo przyswajalna glukoze,

taka, jaka jest w niektorych cukierkach — po ich
zjedzeniu stezenie cukru we krwi ro$nie bardzo szybko,
w zwigzku z tym trzustka szybko zaczyna wydzielaé
duza iloé¢ insuliny. Glukoza jest usuwana z krwi ponad
potrzebe, gdyz wzrost jej stezenia wywotany zjedzeniem
cukierka byt tylez wysoki, co krotki.

W efekcie, niedlugo po zjedzeniu czego$ stodkiego,
paradoksalnie, poziom glukozy we krwi spada ponad
miare, cztowiek czuje sie znuzony, senny ... i glodny!
Co wiec robi? Siega po kolejny cukierek, potem kolejny,
wprowadzajac organizm w hustawke glikemiczna.
Zamiast skupi¢ sie na nauce, mysli o glodzie, o jedzeniu,
rozprasza sie, momenty, w ktérych moze pracowac
wydajnie, przerywane sa chwilami rozkojarzenia.

No i gromadzi niepotrzebne zapasy na gtod, ktory
nigdy nie nastapi. Dzieje si¢ tak dlatego, ze w historii
ewolucji ludzi duzo czesciej problemem byl gtéd

niz nadmiar pozywienia. Ewolucja wyposazyta nas

w potezne mechanizmy obrony przed glodem. Dopiero
niedawno doszlo do sytuacji, w ktérej cztowiek moze
przezy¢ cale zycie, majac w zasiegu reki nadmiar
pozywienia. I dopiero od niedawna ten nadmiar zaczat
nam przeszkadzac.

Céz wiec poradzi¢ komus $leczacemu nad ksiazkami?
7 jednej strony cukier jest potrzebny, z drugiej strony
nadmiar szkodzi. Czyzby nie bylo wyjscia?

Jest. Kluczem jest jedzenie pokarmu, ktory trawi

sie dluzej, stopniowo i przez dlugi czas zapewniajac
stabilna dostawe glukozy do krwi.

Warto tu przypomnieé, ze zroédlem glukozy sa nie
tylko stodycze. Np. maka sklada sie ze skrobi, bedacej
polimerem zlozonym z czasteczek glukozy, ktore moga
by¢ doé¢ szybko z niej uwolnione. Jak szybko, zalezy
to od stopnia jej oczyszczenia i zmielenia. Stad tez
dobrym zZrédlem ,pokarmu dla mézgu” bedzie gruba
kasza, chleb z grubo mielonej, ciemnej maki, brazowy
ryz, a nie stodki napéj, cukierek albo banan!

Tak wiec reklama podaje kawatek prawdziwej
informacji, ukrywa jednak to, co dla nas najbardziej
istotne. Glukoza istotnie jest pokarmem dla mézgu,
jednak od zjedzenia cukierka nie staniemy sie bystrzejsi,
moze by¢ wrecz przeciwnie.

2,5
= pokarm: ------ cukier prosty
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Pawel POREBA
Wspétpraca: Anna LORENC

Korespondencje¢ do Kacika Biologicznego prosimy przysytaé¢ do Jarka Bryka pod adresem: bryko@poczta.onet.pl
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