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Wiosng 2004 roku na Wydziale Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego

odbyt sie cykl imprez pod wspdlnym tytutem Konfrontacje Matematyczne. Byty to cztery
pary wyktadoéw. Kazda para wyktadéw miata wspdlny temat, przy czym jeden z wyktadajacych
byt matematykiem, a drugi — przedstawicielem catkowicie odmiennej dyscypliny. Numer

jest sprawozdaniem z tych konfrontacji archeologa, prawnika, historyka sztuki i filologa

z matematykami.

Kroétkie rozmowy miedzy sumerologiem a matematykiem

Marek STEPIEN,
Jerzy TYSZKIEWICZ

ALY
AL Y K1

(Awers)
1. 59 gu2 mangaga

2. ki ur-{d}li9-si4-na

3. ensi2 umma{ki}

4. u-bar-um

5. szu ba-an-ti

6. sza3 i-szim-{d}szul-gi{ki}-ra
(Rewers — niewidoczny na zdjeciu)
1. ugula nu-i-da

2. giri3 ur-{d}nin-gubalag sukkal
(pusta linia)

3. iti ezem me-ki-gal2-la

4. mu en {d}nanna ba-hun

Marek Stepien, Instytut Historyczny
Uniwersytetu Warszawskiego

Jerzy Tyszkiewicz, Instytut Informatyki,
Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego

W roli sumerologa Marek Stepien, w roli matematyka Jerzy Tyszkiewicz.

AKT PIERWSZY

Sumerolog: Zobacz, co ze soba przyniostem. To gliniana tabliczka zapisana
znakami klinowymi w jezyku sumeryjskim przed 4 tysiacami lat.

Matematyk: Slicznal A co na niej jest napisane?

S: To pokwitowanie na 59 talentéw (gu2) liSci palmowych (mangaga), ktére
Ur-Lisi, gubernator (ensi2) miasta Umma, przekazal czlowiekowi o imieniu
Ubarum. Zapewne ensi sam tym towarem si¢ nie zajmowal, a tylko formalnie
jest wymieniony na tabliczce jako gléwny zarzadca majatku panstwowego

na tym terenie. Byl on réwniez odpowiedzialny za wystanie poza prowincje lidci
zebranych z gajow panstwowych. Ur-Ningubalag, poslaniec (sukkal), mial je
przetransportowa¢ do miejscowosci Iszim-Szulgi, gdzie gléwnym zwierzchnikiem
pracownikéw (ugula) byl Nuida. Transliteracje tekstu masz obok, a tlumaczenie
wlasnie poznales.

To wszystko dziato sie w panstwie III Dynastii z Ur, ktora rzadzita
Mezopotamia w XXI wieku przed nasza era. Dokladnie, bylo to w XI miesiacu
9. roku panowania kréla Amar-Suena (data to ostatnie dwie linijki).

Nipptr
" ¢ Drehem

Isin * Adab

.Girsu

-
Lagasz

L
Umma

Uruk

* o Larsa Zatoka

Perska

M: I co sie potem stalo z ta masa lisci? Kiedy$ mi
moéwites, ze talent to okoto 30 kilograméw, wigc ten
transport to byto ponad 1,7 tony.

S: Nie wiadomo. Nie znaleziono dotad zadnej
tabliczki, na ktérej mozna by o tym przeczytac.
Zapewne wykorzystano ten material przy jakichs
budowach.

M: A zdarza sie, ze mozna przesledzi¢ losy jakiegos
towaru lub cztowieka na kilku tabliczkach?

S: Tak, znanych jest wiele takich przykladow. Popatrz

na te pare dokumentéw:

(Awers)
1) 47 geme2 usz-bar 47 tkaczek 1) 47 geme2 usz-bar
2) en-du8-du-ta z Endudu 2) gi zi ga6-ga2
3) e2-masz-sze3 do Emasz 3) en-du8-du-ta

4) gi-zi ga6
5) gurum2 ak u4 8-kam

1) ugula i3-kal-la
giri3 ad-da

2) iti ezem {d}szul-gi
8) mu {d}i-bi2-{d}suen
lugal

trzcing nosito

kontrola 8. dnia

(Rewers)
nadzorca Ikalla
posrednik Adda
miesigc X
rok Ibi-Suen

krélem

4) e2-masz-sze3
5) ugula i3-kal-la

1) IGI-NIG2 ak u4 22-kam
2) giri3 ad-da

3) iti ezem {d}szul-gi
4) mu {d}i-bi2-{d}suen
lugal

W prawym tekscie pojawia sie 22. dzien zamiast 8.,
a kolejnosé informacji jest lekko zmieniona.



Rozwigzanie zadania M 1096.
Z réwnosci A DAB = L ABC wynika,
ze LAMD = S BMC, a wigc réwniez
LAMC = X DMB.

C

A M B

Ponadto AM = DM oraz BM = CM.
Stad wynika, ze tréjkaty AMC i DM B
sg przystajace, a zatem AC = BD.

Rozwigzanie zadania F 643.

‘W momencie, gdy klocek znajduje

si¢ w najnizszej pozycji, catkowita
energia uktadu sklada si¢ tylko

z energii kinetycznej ruchu obrotowego
i postepowego rurki:

Mvs  MR?* o} I
T2 2 Rz o
a w polozeniu najwyzszym dochodzi
energia kinetyczna i potencjalna klocka
(rysunek).

E

2’U1

m(2v1)?

FE = J\/[vf —+ + 2mgR =

= J\/[vf + 2m'uf + 2mgR.

Warunek, aby uklad toczyl sie,
a nie ,bujal”, to 'Lf > 0, a warunek
nieoderwania si¢ klocka w najwyzszym
potozeniu to
2
mv—l >mg,
R
czyli ’Uf > gR. Drugi warunek jest
silniejszy od pierwszego, wigc zajmiemy
si¢ tylko nim. Z zasady zachowania
energii otrzymujemy
5 J\/[v?] —2mgR
e M + 2m
a po podstawieniu do warunku

N r(1+ dm
v 3 — .
0 g M

v

W rzeczywistosci podobnych tabliczek jest 8, tkaczek raz jest o kilka wiecej,
a raz o kilka mniej. Wyglada, ze nosily te trzcine z Endudu do Emasz codziennie
przez prawie caly X miesiac owego roku.

M: Fantastyczne. Czy warto byloby szukaé¢ dalszych takich grup tekstéw?

S: Oczywiscie, ale ostrzegam, ze to strasznie pracochlonne zajecie.

AKT DRUGI

M: Czesé, Marku! Mowiles, ze warto szukaé¢ par powiazanych ze sobg
dokumentéw. Zabralem sie za to i mam chyba pewne efekty. Czy chcialbys
rzuci¢ na nie okiem, zeby mi powiedzie¢, co naprawde znalaztem i jaka to ma
wartosé?

S: Pokaz, co tam masz! Rzeczywiscie! To dokumenty wyptat dla tkaczek
pracujacych w zakladzie tekstylnym. Placa byta ,w naturze”, tutaj jest mowa
o przydziatach zboza — jednostka jest sila3, taki sumeryjski litr.

1) 18 geme2 50 sze lugal-ta
2) 134 geme2 30-ta
3) 5 geme2 a2 1/2 30-ta

18 pracownic po 50 sila 1) 18 geme2 50 sze lugal
134 pracownice po 30 sila 2) 134 geme2 30-ta lugal
5 pracownic na pot etatu po 30 sila  3) 5 geme2 a2 1/2 30-ta

4) 4 geme2 szu-gi4 20-ta 4 stare pracownice po 20 sila 4) 4 geme2 szu-gi4 20-ta
5) 19 dumu 20-ta 19 dzieci po 20 sila 5) 19 dumu 20-ta

6) 25 dumu 15 sila3-ta 25 dzieci po 15 sila 6) 25 dumu 15 sila3-ta
7) 41 dumu 10-ta réznical po lewej 41, po 7) 43 dumu 10-ta

prawej 43 dzieci po 10 sila

=

8) 1 gurusz szu-gi4 50
9) sze-bi 6365 sila3 gur

1 stary pracownik po 50 sila 8) 1 gurusz szu-gi4 i3-du8 50
podsumowania sze-bi réznia sie 9) sze-bi 6385 sila3 gur

o wyplate dla 2 dzieci po 10 sila

Wprowadzono podsumowanie

10) iti 1-kam iti 3-sze3 znakiem szu+nigin2 po lewej, bo

11) szu+nigin2 19095
sila3 gur

12) sze-ba geme2 usz-bar
13) ugula ur-{d}da-mu
14) iti ezem {d}ba-u2-ta
15) iti amar-a-a-si-sze3
16) mu sza-asz-ru-um{ki}
ba-hul

ten dokument obejmuje miesigce

od VIII do X roku, w ktérym 10) sze-ba geme2 usz-bar
11) ugula ur-{d}da-mu
12) iti sze-KIN-kub

13) mu sza-asz-ru-um{ki}
ba-hul

Szaszrum zostalo zniszczone,
a prawy tylko jeden, XI miesiac
tego roku, wigc dodatkowego

podsumowania nie ma. Nadzorca

tej pracy to Ur-Damu, ten sam

w obu dokumentach.

Wyglada, ze w dokumentach zachowal si¢ slad po narodzinach dwojga dzieci.
To, ze sa wymienione na liscie plac, nie znaczy, ze same naprawde tkaly,

a raczej, ze ich matki dostawaly na nie zasitek socjalny (4 tysiace lat temu!)
wyplacany przez pracodawce. Podobnie bylo zapewne ze starymi pracownikami
wspomnianymi w tekscie. To byli w rzeczywistosci emeryci.

M: A czy to wazne odkrycie?

S: W kazdym razie — ciekawe. Na pewno trzeba bedzie zmieni¢ poglad

na datowanie obu tabliczek. Spdjrz na ich sygnatury: lewa to BM 17970=Z2T
2017=ASJ (AS6/m08), a prawa BM 20461=SAT 1:276 (S42/m11). Czyli
pierwsza jest datowana na 6. rok panowania Amar-Suena (AS6), a druga na 42.
rok panowania jego ojca Szulgiego (S42). Obydwaj w tych latach niszczyli
miasto Szaszrum i umiescili ten czyn w datach rocznych tabliczek (ostatnie linie
obu tekstow). Widaé z poréwnania tabliczek, ze jeden z tlumaczy mial racje,

a drugi sie mylit co do wyboru roku.

Zestawienie tych tabliczek potwierdza regularno$¢ comiesiecznych wyplat
dla pracownic tkalni panstwowych oraz dla oséb objetych opieka spoleczna.
To istotne ustalenia.

Ale jak wpadles$ na to, zeby je poréwnaé¢? Dla mnie jedynym lacznikiem jest
imi¢ Ur-Damu, popularne w owych czasach. Nosilo je wielu ludzi, z ktérych
zreszta zaden nie zrobil jakiej$ oszatamiajacej kariery.

M: Spéjrz na sekwencje liczb na tabliczkach. To one je zdradzily. Sa prawie
identyczne (jedyna réznica to 41 / 43) az do miejsca, gdzie zaczynaja sie
podsumowania. Moi studenci napisali program, ktory z tekstéw tabliczek
zebranych w bazie danych (sam zreszta uczestniczyles w jej tworzeniu) wydobyl

2



Rozwigzanie zadania F 644.

W sytuacji, gdy pierécienie sa

w réwnowadze, sita od$rodkowa

(w ukladzie nieinercjalnym zwigzanym
z pretem) musi réwnowazy¢ site
sprezystodci:

k- Al

m

W1+ Al) =
gdzie Al to wydluzenie pojedyncze]j
sprezyny, a stad

mw?l

Al =

k—mw?’
Widzimy, ze polozenie réwnowagi bedzie
istnie¢ tylko wtedy, gdy k > mw?,
w przeciwnym przypadku po rozpedzeniu
uktadu pierscienie beda oddala¢ sie, az
zalezno$¢ sity od wydluzenia sprezyn
przestanie by¢ liniowa badZ sprezyny
zZerwy sie.
Moment bezwladnosci wynosi
2mk?1?
a energia kinetyczna to
o E _ mw?k21?
2 (k — mw?)2
i jest wigksza niz energia kinetyczna
w przypadku, gdy pierscienie sg sztywno

2m(l 4+ Al)? =

zamocowane.

S: A po co te spacje, skoro sa z nimi klopoty?

M: Uzytbym ich, gdyby np. kilka liczb z jednego
tekstu bylo uszkodzonych i przez to nieczytelnych,

albo w wickszym tekécie gdzie$s w trakcie wyliczenia
pojawito sie podsumowanie czastkowe, a w tym drugim,

podobnym, nie byloby go.

S: Czy z tego wynika, ze zeby sie twoja metoda
postuzy¢, bede musial powtérzyé logarytmy ze szkoty?

tylko sekwencje liczb, a nastepnie specjalnie zaadaptowany algorytm,
zaczerpniety z dziedziny biologii obliczeniowej, porownywat te ciagi z réznych
tabliczek, oceniajac ich podobienstwo na podstawie dlugosci dopasowanych
fragmentow i czestosci wystepowania dopasowanych liczb. Te dwie okazaly sie
bardzo podobne pod tym wzgledem. Mam setki albo i tysiace innych par, ktére
rowniez zasluguja na sprawdzenie.

S: Czy mozesz to dokladniej wyjadnic¢?
M: Hmmm, bede musial méwic¢ jezykiem do$¢ matematycznym, ale sprobujmy.

W moim eksperymencie miara podobienstwa dwoch dokumentow jest suma
nagrdd i kar za nastepujace operacje: wymiany, usuniecia i wstawienia,
niezbedne do zamiany ciaggu liczb z jednego dokumentu w ciag liczb z tego
drugiego. Nagrody i kary ustalamy na podstawie tego, jak czesto poszczegdlne
liczby wystepuja wsrod wszystkich znanych nam tekstéw. Im liczba jest rzadsza,
tym wigksza nagroda za to, ze, méwiac obrazowo, pasuje do siebie w obu
dokumentach.

Bardziej formalnie, w celu poréwnania dwie sekwencje liczb moga by¢ ze soba
uliniowione, co polega na wstawieniu do nich spacji (czyli wolnych miejsc,
oznaczanych ponizej kreskami), by osiagnely identyczna dlugosé, napisaniu
ich pod soba i policzeniu kar i nagrod. Najlepiej rozwazy¢ to na przykladzie
poprzednich dokumentéw. W uliniowieniu

18 50
18 50

134 5 4
134 5 4

19 25
19 25

15 41 1
15 43 1

50 6365 19095

50 6385 —

mamy 9 nagrod za zgodnosc liczb, jedna kare wewnatrz ciagu za niezgodnosé 41
i 43, oraz jedna niezgodnos¢ i jedna spacje na koncach sekwencji. Tych ostatnich
nigdy sie nie liczy, wiec wychodzi w sumie 9 nagréd i 1 kara. Nagrody sa rézne:
za zgodno$¢ dwoch liczb 134 jest wieksza niz za zgodnos¢ dwoch jedynek,

bo te drugie sa nieporéwnanie czestsze i mniej z ich dopasowania wynika.

7 pewnych przyczyn matematycznych kara za dopasowanie liczb to — wybacz mi
stowa, ktére tu padna — minus logarytm przy podstawie 2 z wzglednej czestosci
wystepowania konkretnej liczby w calym zbiorze dostepnych dokumentéw. Kara
za niezgodno$é tez jest wyliczana stosowna formuta matematyczna, ale nie
zalezy od tego, jakie konkretnie liczby do siebie nie pasuja. Niestety, nie ma
jeszcze teorii matematycznej, ktéra pozwalalaby wyprowadzi¢ wzér na kare za
spacje, wiec jest ona dobierana przez nas eksperymentalnie i tez nie zalezy od
tego, jaka liczba stoi naprzeciwko. Wartosé uliniowienia to suma kar i nagréd
dla wszystkich miejsc.

genetykow molekularnych do poréwnywania
chemicznych sekwencji bialek w réznych organizmach.
[Byl oméwiony w Delcie 10/2002.] M6j program po
prostu odpowiada na pytanie, jak podobne sa dwa
dokumenty i juz. A potem kazalem mu sprawdzaé
dokumenty z naszej bazy danych kazdy z kazdym

i wypisywac te pary, ktore uznal za wystarczajaco
podobne. Obliczenia trwaly troche ponad tydzien ciaglej
pracy procesora. Teraz przyniostem ci pierwsze 1800 par
do przejrzenia. Oczywiscie, bede mial ich wiecej.

M: Nie, cho¢ nie wiem, co ci sie w logarytmach nie

podoba. Prawda jest taka, ze napisalem program
komputerowy, ktéry wyszukuje najlepsze uliniowienia,
czyli te, ktére maja najwieksza wartos¢ — zauwaz,

ze mogac wstawiaé spacje, te same dwa ciagi liczb
mozna uliniowi¢ ze soba na ogromna liczbe sposobéw

i wcale nietatwo jest odszuka¢ ten najlepszy. W moim
przyktadzie uliniowienie jest optymalne, co nietrudno
zauwazy¢. Do jego znalezienia wykorzystatem

algorytm Smitha—Watermana, ktéry jest uzywany przez

S: Jesli jest tak, jak mowisz, bede mial co robié.

M: Ja tez, bo mojej metodzie daleko do doskonatosci.
Zauwaz, ze nie spos6b nia wychwyci¢ podobienstwa
dokumentéw o tkaczkach noszacych trzcineg, bo liczb
na nich za malo, a w dodatku moéwiltes, ze nie sa

one zawsze identyczne. 7 kolei ta ogromna ilo$¢ lisci
palmowych na dalszych dokumentach pojawiala si¢
zapewne juz podzielona na mniejsze porcje. Tematéw
do przyszltych rozmoéw na pewno nam nie zabraknie.

KURTYNA



Paradoksy
dedukcji

Wiktor BARTOL

Czytelnika zainteresowanego tematem
cigglosci goraco zachgcam do siggnigcia
po ksiagzke pt. Cigglosé. Szkice z historit
matematyki Jerzego Mioduszewskiego,
WSiP 1996.

Jesli U € U, to U spelnia warunek
przynaleznosci do U, wiec U € U.
Jedli U € U, to U nie spelnia warunku
przynaleznosci do U, a wiec U ¢ U.

Wiktor Bartol, Instytut Matematyki,
Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego

Paradoks — twierdzenie niezgodne z powszechnie przyjetym mniemaniem,
rozumowanie, ktorego elementy sq pozornie oczywiste, ale wskutek zawartego
w nim bledu logicznego lub nieostrosci wyrazen prowadzgce do wnioskow
sprzecznych ze sobq lub z uprzednio przyjetymi zalozZeniami.

Encyklopedia Multimedialna PWN

Definicja paradoksu obejmuje rézne sytuacje, powody i postacie paradoksow.
Wobec tej réznorodnosci form sprobujmy dokonaé klasyfikacji.

Paradoks w sensie potocznym — twierdzenie niezgodne z powszechnie przyjetym
mniemaniem. Matematyka zna wiele twierdzen, nazywanych paradoksami
dlatego, ze cho¢ uzyskane lege artis, stoja w sprzeczno$ci z potoczna intuicja.
To, na przyklad, twierdzenie Banacha—Tarskiego orzekajace o mozliwosci
rozkladu kuli na skonczenie wiele czesci, z ktérych mozna zlozy¢ dwie
przystajace do niej kule, lub paradoks Skolema-Lowenheima o istnieniu
przeliczalnego modelu teorii mnogosci, teorii, ktéra swoja sile zawdziecza temu,
ze dopuszcza istnienie zbioréw nieprzeliczalnych.

Ten przypadek paradoksu nie jest dla nas interesujacy, gdyz $wiadczy
o intuicjach raczej niz o samej matematyce. Zajmiemy sie natomiast innymi
postaciami paradoksow, o ktérych nizej.

Aporia — trudnosé myslowa, wynikajaca z nieumiejetnosci rozstrzygniecia
wartosci argumentéw za i przeciw pewnej tezie. Najbardziej znane aporie
pochodza sprzed okolo 2500 lat, z okresu, gdy m.in. w srodowisku eleatéw
rozwijaly sie poczatki rozumowania dedukcyjnego. Paradoksy Zenona z Elei,
stuzace do uzasadnienia tezy o niezmiennoéci i niepodzielnosci bytu, sa
powszechnie znane, przyjrzyjmy sie wiec podobnemu rozumowaniu Demokryta
(przetom V i IV wieku p.n.e). Wyobrazmy sobie stozek, ktéry przecinamy
plaszczyznami réwnoleglymi do podstawy. Czy pola przekrojow sa jednakowe
dla kazdej plaszczyzny, czy rézne dla réznych plaszcezyzn? Jesli jednakowe, to
stozek jest w istocie walcem. Jedli rozne, to stozek musi by¢ bryla podobna
do pietrowego tortu (rysunek). Nie ma zatem dobrej odpowiedzi.

Paradoks Demokryta jest bardzo bliski znanemu paradoksowi strzaly Zenona

z Elei. Chodzi tu o strukture przestrzeni: jesli odcinek (wysokos$é stozka) sktada
sie z pojedynczych punktéw, otrzymaé musimy tort; jedli jest nierozktadalng
calodcia, otrzymujemy walec. Rozwiazanie przynosi dopiero nowozytne pojecie
przestrzeni, taczace oba te aspekty. Odcinek jest istotnie zbiorem punktow,
jednak tzw. naturalny porzadek tworzy z niego pewna calosé, strukture ciagla
bez luk i skokow, co tlumaczy ciagla, a nie skokowa zmiane pola przekroju
stozka. Takie wyjasnienie nie bylo jednak dostepne w czasach Demokryta

i Zenona. Trudno$¢ wynikla z niedostatku dostepnego aparatu pojeciowego.

Przeskoczmy okoto 2400 lat, ladujac na przetomie XIX i XX wieku. Teoria
mnogoéci przekracza wlasnie wiek niemowlecy i wchodzi w dziecinstwo,
legitymujac sie nastepujaca definicja zbioru, wprowadzona przez jej tworce,
niemieckiego matematyka Georga Cantora: ,,Zbiér to dowolna, traktowana
jako cato$¢ mnogo$¢ M roznych dobrze okreslonych obiektow naszej intuicji lub
umystu, zwanych elementami M”.

Rozwazmy zatem za Bertrandem Russellem, angielskim filozofem i logikiem,
zbiér U okredlony nastepujaco: U = {X : X &€ X}. Czy U € U? Przedstawione
na marginesie rozumowanie wykazuje, ze U € U wtedy i tylko wtedy, gdy U € U.

Paradoks Russella wynika z nader ogdlnej definicji zbioru, dopuszczajacej
tworzenie zbioru takiego jak U (ktéry bez trudu ogarniamy umystem jako
calo$¢). Wsréd réznych odpowiedzi na ten niepozadany w matematyce paradoks
przewazyla koncepcja oparcia teorii zbioréw na mocnych fundamentach
aksjomatycznych, stanowigcych posrednio precyzyjna definicje zbioru,

m.in. wykluczajacych mozliwo$¢ tworzenia zbioru ,,wszystkich elementow”
spelniajacych dany warunek. Taki zbiér mozna zbudowaé tylko z elementow
zbioru juz istniejacego. Zrédlem paradoksu okazala sie nieostro$¢ definicji.

Antynomia — sprzeczno$¢, wynikajaca z rozumowania uznanego za poprawne
i przestanek uznanych za prawdziwe. Poszukujac antynomii, cofnijmy sie
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Jesli zdanie Z jest prawdziwe, to prawda
jest to, co orzeka, a wigc Z jest falszywe.
Jesli natomiast Z jest falszywe, to nie
jest prawda to, co glosi, a zatem nie jest
falszywe — jest wigc prawdziwe.

Jedli zdanie Z; jest prawdziwe, to prawda
jest, ze nie jest prawdziwe — a wiec nie

jest prawdziwe. Jes$li natomiast zdanie Z;
nie jest prawdziwe, to orzeka prawde, jest
zatem prawdziwe.

Zo:

: Zdanie Zs jest falszywe.

Zdanie Zy jest prawdziwe.

: Dla kazdego k > 1, Zj, jest falszywe.

: Dla kazdego k > 2, Zj, jest falszywe.

: Dla kazdego k > n, Zj jest falszywe.

ponownie do czaséw greckich. Eubulidesowi (IV wiek p.n.e.) przypisuje sie
wygloszenie nastepujacego zdania: ,To, co teraz mowie, jest ktamstwem.”
To paradoks ktamcy, ktéry w dzisiejszym jezyku mogliSmy zapisa¢ jako
zdanie Z: Zdanie Z jest falszywe. Zdanie Z jest oczywiscie prawdziwe wtedy
i tylko wtedy, gdy jest falszywe.

Rozumowanie przedstawione na marginesie wydaje sie sugerowac, ze problem
bierze sie ze zbyt malej liczby wartosci logicznych: zdanie niefalszywe uznajemy
od razu za prawdziwe. Pomy$lmy zatem o logice, w ktérej prawda i falsz

nie sg jedynymi warto$ciami logicznymi i zastanéwmy sie nad zdaniem Z;

o tredci nastepujacej: Zdanie Zy nie jest prawdziwe. Ponownie otrzymujemy
paradoksalng sprzeczno$é: zdanie 7 jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy
nie jest prawdziwe.

Mamy sytuacje bardzo niepokojaca: poprawne rozumowanie prowadzi
do paradoksalnego wniosku, mimo wprowadzenia nowych wartosci logicznych.

Paradoks ktamcy bywa niekiedy przypisywany temu, ze mamy do czynienia
ze zdaniem, ktére orzeka samo o sobie. Obok widaé¢ jednak dwa zdania,

z ktérych zadne nie méwi samo o sobie, ale razem tworza cato$¢ réwnie
paradoksalng jak paradoks klamcy. Czytelnik moze sprawdzi¢, ze mozna
utworzy¢ zestaw trzech, czterech lub wigkszej liczby zdan, ktore razem dadza
podobny efekt. Nalezaloby wiec odrzuci¢ mozliwos¢ powracania do pierwszego
zdania, nawet jesli po drodze przechodzimy przez kilka innych?

Popatrzmy na nastepny przyktad. Dla kazdego n € N niech zdanie Z,, stwierdza
co nastepuje: Dla kazdego k > n, zdanie Zy, jest falszywe. Jesli zdanie Z,, jest
prawdziwe (dla pewnego n), to wszystkie zdania Zi, gdy k > n, sa falszywe,

w szczegblnodei zdanie Z,,41. Jednocze$nie zdanie Z,, 11 jest tez prawdziwe,

bo wszystkie zdania Zy, gdy k > n + 1, sa falszywe — sprzecznosé. Wniosek:
wszystkie zdania Zj muszg by¢ falszywe. Ale wtedy kazde z nich jest prawdziwe
i w rezultacie jednoczesnie prawdziwe i falszywe!

Budowanie zdan — jedli nie ma prowadzi¢ do paradokséw — musi zatem by¢
poddane pewnym rygorom, podobnie jak budowanie zbiorow. Przede wszystkim,
nalezy jasno rozrézniaé poziomy jezyka. Jesli zdanie Z nalezy do jakiego$
jezyka (np. jezyka opisu pewnej rzeczywistosci), to zdanie méwiace o zdaniu Z
powinno by¢ na poziomie wyzszym niz poziom samego zdania Z. Przy takim
wymogu zdanie méwiace samo o sobie zostatoby wykluczone jako niezgodne

z regulami. Co wiecej, hierarchia pozioméw nie moze dopuszczaé¢ cyklicznoscei,
to znaczy jesli poziom k jest nizszy niz poziom [, to poziom [ nie moze by¢
nizszy niz k. W ten sposéb eliminujemy cykle zdan, takie jak zdania Z; i Z»
na marginesie. Wreszcie, hierarchia pozioméw musi by¢ dobrze ugruntowana:
schodzac na coraz nizszy poziom, po skonczonej liczbie krokéw musimy trafi¢
na poziom, z ktérego juz nizej nie ma dokad pdjs¢. Pozbywamy sie wtedy
sytuacji takich, jak w nieskonczonym ciggu zdan powyzej.

Jak widaé¢, aporie i antynomie niekiedy sktanialy do istotnych zmian

w konstrukeji teorii, niekiedy inspirowaly wazne wyniki (dowdd twierdzenia
Godla o niezupelnosci arytmetyki jest rozwinieta trawestacja paradoksu
ktamcy). Tak jak goraczka wskazuje na potrzebe interwencji lekarskiej, tak
paradoksy wskazuja na luki w konstrukeji teorii i na potrzebe interwencji jej
tworcow.

Pozostawiliémy na boku jeszcze jeden rodzaj paradokséw: to te, ktére powstaja
w wyniku bledu logicznego. Ciekawe sa zwlaszcza te zamierzone.

Sofizmat — rozumowanie czesto $wiadomie bledne, majace na celu oszukanie
stuchacza lub czytelnika. Przyktad? Udowodnimy, ze dla kazdej liczby
naturalnej n prawdziwe jest zdanie: (Vm € N)(m < n = m =n).

Dowdd indukeyjny: Gdy n =11im < n, to m =1 =n, gdyz 1 jest najmniejsza
liczba naturalna. Zalézmy, ze dla pewnej liczby naturalnej n zdanie jest
prawdziwe i niech m < n+ 1. Wtedy m — 1 < n i z zalozenia indukcyjnego

m — 1 =n. Stad juz mamy réwnosé¢ m = n + 1.

Czytelnik tatwo sam wywnioskuje z tego twierdzenia, iz e = 7.
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Osobliwos$ci rozumowan prawniczych

Mowa tu bedzie nie tyle o rozumowaniach, jakie
charakterystyczne sa dla badan nad prawem, jego
historia, tworzeniem i recepcja w ludzkiej Swiadomosci
oraz nad spotecznym funkcjonowaniem uregulowan
normatywnych, ile o tych, ktére towarzysza aktom

ich stosowania. W tym celu nalezy przede wszystkim
wyjasni¢ znaczenie terminu ,stosowanie prawa”. By to
uczynié, niezbedne jest wprzody ustalenie, w jakim

z mozliwych rozumien pojawia si¢ tu stowo ,,prawo”.

Dla wspoétczesnego, nastawionego praktycznie prawnika
jest raczej oczywiste, ze przez prawo rozumieé¢ nalezy
zespol regul postepowania odnoszacych sie do tzw.
zachowan zewnetrznych czlowieka i innych podmiotow
(np. twordw organizacyjnych), o ktérych sie sadzi, ze
moga korzystaé z jakichs uprawnien lub posiadaé¢ jakie$
obowiazki. Zachowania zewnetrzne za$ to takie, po
ktorych pozostaje slad w rzeczywistosci podlegajacej
obserwacji przez kogos, kto nie jest podmiotem tych
zachowan. Stany emocjonalne, wiedza lub jej brak,
dobre lub zte zamiary itp. czlowieka lub innego
podmiotu prawa moga by¢ brane pod uwage, jesli

sa okolicznosciami, ktére pozostaja w przyczynowo—
skutkowym zwiazku z zachowaniami zewnetrznymi.

Tak, na przyktad, zty zamiar wobec danej osoby moze
by¢ okolicznoscia brana pod uwage jako przestanka
prawna oceny czynu zakazanego, gdy czyn ten

zostal dokonany lub, choc¢by, doszto do podjecia
przygotowan do jego dokonania albo, mimo usilowania
jego dokonania, nie mial on miejsca. Zachowaniem
zewnetrznym jest wowczas przygotowanie lub usitowanie
jego popelnienia. Gdyby nastepstwem zlych zamiarow
nie bylo przygotowanie, usitowanie lub dokonanie
czynu, innymi za$ stowy, gdyby zle zamiary pozostaly
jedynie zamiarami i nie zmaterializowaly sie w istotnych
prawnie zachowaniach zewnetrznych, nie moglyby by¢
oceniane w kategoriach prawnych.

Inny przyktad. Okolicznos¢ zwana przez prawo cywilne
,dobra wiara”, co da si¢ w uproszczeniu przelozy¢

na ,uczciwy zamiar”, od ktorej zalezy skutecznos$é
wielu czynno$ci w obrocie prawnym (np. zawarcie
umowy), ma znaczenie, jesli do czynnosci tej ostatecznie
dochodzi lub przynajmniej podejmowana jest proba jej
dokonania.

Tak wiec, w oczach prawnika, inaczej niz etyka

czy teologa, licza sie przede wszystkim zachowania
zewnetrzne podmiotéw prawa i tylko one moga by¢
przedmiotem regulacji normatywnej. Zachowania
wewnetrzne (emocje, zamiary, uczucia) maja znaczenie,
ale jedynie jako przestanki towarzyszace zachowaniom
zewnetrznym.

Jakkolwiek nadal szeroko rozpowszechniony jest poglad,
ze poza regulacjami stanowionymi przez podmioty
wladzy publicznej (parlamenty, sady, administracje
rzadowa i samorzadowa, naréd w referendum, panstwa
w formie uméw miedzynarodowych, wlasciwe instytucje
organizacji miedzynarodowych np. Unii Europejskiej),

Piotr WINCZOREK

prawem sa lub moga by¢ takze normy zwyczajowe oraz
— co w tym przypadku wazne — normy tworzace tzw.
porzadek naturalny, to wspoélczesny prawnik—praktyk
ma do czynienia przede wszystkim z uregulowaniami,
w ten czy inny sposéb, stanowionymi. Jest przedmiotem
siegajacego glebokiej starozytnosci sporu to, do jakiego
stopnia normy porzadku naturalnego (prawa
naturalnego, prawa natury), niezaleznie od zrédel ich
pochodzenia, wiaza podmioty prawa, a zwlaszcza, czy
w razie sprzecznosci z normami prawa stanowionego
(zwanego niekiedy prawem pozytywnym) maja przed
nimi pierwszenstwo. Przestawnym archetypem tego
sporu byl konflikt miedzy prawem Antygony a prawem
Kreona, przedstawiony w tragedii Sofoklesa.

Co jakis czas, ostatnio, na przyklad, po II wojnie
Swiatowej i po upadku systemoéw komunistycznych

w Europie, odnawia si¢ dyskusja na temat istnienia
prawa naturalnego i jego prymatu w porzadku
normatywnym cywilizowanych spoleczenstw.

Bylismy $wiadkami takiej dyskusji w czasie prac

nad obowiazujaca obecnie konstytucja RP z 1997 r.
Przypomina si¢ w zwiazku z tym my$l Gustawa
Radbrucha (prawnika niemieckiego z pierwszej polowy
XX w.), iz ustawowe bezprawie ustepowaé¢ winno przed
ponadustawowym prawem. Nie zapominajac o tym,
wiekszo$¢ wspolczesnych prawnikow za zasadniczy,

o ile nie jedyny i ostateczny punkt wyjscia dla swoich
rozumowan, przyjmuje jednak prawo pozytywne. Jak
niegdys trafnie zauwazono, postawa prawnikow jest
spontanicznie pozytywistyczna, nawet jesli uznaja mysl
Radbrucha za trafng.

Wyodrebnienie stosowania prawa na tle innych aktéw

o istotnym prawnie znaczeniu jest dosy¢ trudne. Przede
wszystkim chodzi o to, na ile stosowanie prawa jest

lub moze byé¢ czyms$ gatunkowo odmiennym od jego
stanowienia. Sa systemy prawa, w ktorych znaczna
cze$¢ norm zostata wprowadzona do katalogu norm
obowiazujacych w panstwie nie tyle odrebnym od
stosowania aktem stanowienia, ile decyzja, ktéra nosi
zaréwno cechy stanowienia, jak i stosowania prawa.
Nalezy do nich anglosaski judge-made-law (prawo
sedziowskie lub prawo precedenséw — case law). Stanowi
ono element wickszej calosci, to jest common law (prawa
powszechnego), w sklad ktérego wchodzi roéwniez prawo
zwyczajowe. Nie wyklucza to rownoleglego stanowienia
prawa aktami np. parlamentu (tzw. statutory law —
prawo ustawowe). W przypadku judge-made-law sedzia,
majac do czynienia z jednostkowym, precedensowym
przypadkiem, rozstrzyga na podstawie reguly, ktéra
sam dla tego przypadku stworzyl. Jedli regula ta (tzw.
ratio decidendi) znajdzie trwale uznanie innych sedziow,
staje sie elementem prawa obowiazujacego w panstwie.
Mamy tu zatem do czynienia z dwiema czynno$ciami
jednoczesnie — rozstrzyganiem w konkretnym
przypadku i tworzeniem reguly stanowiacej podstawe
tego rozstrzygniecia. Kultura prawa sedziowskiego

Piotr Winczorek, Wydziat Prawa i Administracji Uniwersytetu Warszawskiego
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rozpowszechnia sie ostatnio w Swiecie, czego dowodem
jest jej asymilacja w postepowaniach prawotwérczych
Unii Europejskiej. Jest kwestia dyskusyjna, do jakiego
stopnia wspoélczesna Polska zna, i wobec obowiazujacych
rozstrzygnie¢ konstytucyjnych uznawaé moze za
akceptowalne, prawo tego rodzaju. Jest to jednak
historia zastugujaca na oddzielna opowiesc.

W typowych systemach prawa stanowionego (np.
francuskim, niemieckim, polskim) oddziela sie

zatem akty stanowienia prawa (genetycznie i zwykle
historycznie pierwotne) i akty stosowania prawa
(wtérne). W wyniku stanowienia prawa wprowadza sie
do systemu normy prawne jako struktury znaczeniowe
ujete, od strony redakcyjnej, w przepisach prawa
bedacych najmniejszymi jednostkami tekstowymi
(poszczegdlnymi zdaniami) aktéw normatywnych

(np. konstytucji, ustaw, rozporzadzen, uméw
miedzynarodowych itp.). Normy prawne nie istnieja
jako zjawiska lezace ,na powierzchni” tekstu, lecz musza
by¢ z niego wyprowadzone, wywiedzione, odtworzone,
dekodowane — gléwnie przez tych, ktoérzy prawo
stosuja. Norma prawna jest struktura o charakterze
abstrakcyjnym, to znaczy, odnosi si¢ do pewnego
rodzaju (typu) zachowan zakazanych, nakazanych,

lub dozwolonych, a nie do zachowan konkretnych,
jednostkowych, niepowtarzalnych. Jest takze struktura
kierowana do generalnego odbiorcy (adresata), a wiec
nie do jednostki (osoby fizycznej czy prawnej, organu
wladzy publicznej) wskazanej co do swej tozsamosci
lub z nazwy wlasnej, ale do pewnego rodzaju (typu)
odbiorcy.

Wedle rozpowszechnionego w prawoznawstwie pogladu
(cho¢ nie jest to poglad jedyny), norma prawna, jako
struktura wywiedziona z przepiséw w drodze, miedzy
innymi, rozumowan interpretacyjnych (por. zalozenie
— nie ma prawa przed interpretacja), zbudowana jest

z trzech czesci: hipotezy, dyspozycji i sankcji. Mowiac
w duzym skrocie: hipoteza wskazuje adresata normy

i okresla warunki jej aktualizacji, dyspozycja reguluje
zachowania (zewnetrzne) jako nakazane, zakazane badz
dozwolone, sankcja okresla konsekwencje (dolegliwosci),
jakie spotkaé¢ powinny adresata, gdy w warunkach
ujetych w hipotezie naruszy on dyspozycje, to jest nie
dopelni nakazu, ztamie zakaz albo przekroczy granice
dozwolenia.

Gdy przyjaé, ze stanowienie i stosowanie prawa to
dwa rézne akty, stosowanie polega na podejmowaniu
przez upowazniony organ wladzy publicznej decyzji
indywidualnych i konkretnych na podstawie norm
abstrakcyjnych i generalnych. Tak, na przyktad, sad
skazujac pana K. (decyzja indywidualna) na rok
pozbawienia wolnosci za kradziez samochodu (decyzja
konkretna), stosuje norme wywiedziona z art. 278

§1 1 z szeregu innych przepisow — kodeksu karnego,
kodeksu postepowania karnego, ustawy o sadach
powszechnych i konstytucji RP. Inaczej méwiac,
stosowanie prawa polega na podejmowaniu decyzji
indywidualnych i konkretnych na podstawie norm
(uwaga — nie przepiséw) abstrakcyjnych i generalnych.
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Osobliwoscia rozumowan prawniczych, ktére prowadzi¢
maja do aktow stosowania prawa, jest przyjecie
apriorycznego zalozenia o racjonalnosci ustawodawcy
(prawodawcy). Organ majacy, na mocy postanowien
konstytucji lub ustaw, przywilej i obowiazek stosowania
prawa nie moze sie od niego w legalny sposéb uchylié¢.
Nie moze, na przyktad, uznaé, ze przepisy sa na tyle
niejasne, iz nie da sie z nich wywie$¢ norm prawnych,
lub ze efekty stosowania norm bylyby w danych
okolicznosciach catkowicie absurdalne itp. Niegdys
Kodeks Napoleona glosil, ze sedzia nie moze odmowié
wymierzenia sprawiedliwosci, zastaniajac sie tym, iz
prawo jest metne lub milczy w danej sprawie. Podmiot
stosujacy normy musi da¢ sobie rade i z takim prawem.

Zalozenie o racjonalnosci ustawodawcy nawigzuje

do znanej naukom humanistycznym i spotecznym
metody tzw. interpretacji humanistycznej. W wielkim,
upraszczajacym skrécie, powiedzie¢ mozna, ze
sprowadza si¢ ona do tego, iz zaklada mozliwos¢
rozumienia przez jeden podmiot znaczenia dziet
kulturowych bedacych wytworem innego podmiotu.
Rozumienie to jest mozliwe, poniewaz przyjmuje sie,
ze oba podmioty naleza do tego samego gatunku
(ludzkiego), przez co nie jest wykluczone pojmowanie
przez jeden z nich tego, co wytworzyl drugi. Zaklada
sie ponadto, ze podmioty te kieruja sie tymi samymi,

a przynajmniej zblizonymi zalozeniami, sterujacymi
postepowaniem gatunku i jego przedstawicieli — czego$
chca, do czegos daza, czego$ pragna i dla realizacji
swoich zamiaréw podejmuja srodki, ktére, przynajmniej
w ich oczach, wydaja sie adekwatne itp. I da sie

to ex post odtworzyé. Zatozeniom tym towarzyszy
domniemanie pewnej wiedzy o rzeczywistosci po stronie
podmiotu bedacego tworca danego dzieta kulturowego.
Zalozenie o racjonalnym ustawodawcy opiera si¢ zatem
na nastepujacych hipotezach:

(a) stanowiac norme N i zawierajac ja w przepisach
P, Py, Ps ... P, ustawodawca jaki§ stan rzeczy
chcial dzigki niej osiagnaé, poniewaz, kierujac sie
swym wyobrazeniem o wartosciach, ktore moga by¢
chronione lub urzeczywistniane za pomoca regulacji
prawnej, ten stan rzeczy uwazal za cenniejszy od
innych;

(b) ustawodawca dysponowal wiedza o rzeczywistosci,
ktoéra ex post da si¢ odtworzyd¢;

(c) dla realizacji wybranego stanu rzeczy zastosowal
adekwatne (instrumentalnie niezbedne) srodki
prawne.

Tak, na przyklad, ustawodawca uznaje (wie), iz
wlasnos$é ma by¢ (jest spolecznie) wartoscia wysoko
ceniona. Dla jej ochrony ustanawia zatem, miedzy
innymi, przepis art. 278 ust. 1 kk i szereg innych,
sadzac (np. na podstawie zgromadzonej wiedzy
kryminologicznej), ze prawny zakaz kradziezy,
wsparty sankcja pozbawienia wolnosci od 3 miesiecy
do 5 lat, bedzie skutecznym $rodkiem prowadzacym
do zabezpieczenia wlasnosci.



Zalozenie o racjonalnosci ustawodawcy ma bez
watpienia charakter kontrfaktyczny. W istocie

bowiem (czego szczegdlnie udowadniaé, jak mniemam,
nie trzeba), rzeczywisty ustawodawca (np. polski
parlament) bardzo czesto nie jest w swych zachowaniach
prawotworczych racjonalny. Ma slabe rozeznanie

w kwestii spolecznie akceptowanych wartosci, ma
rozchwiane preferencje aksjologiczne, wykazuje braki

w wiedzy o rzeczywistosci, ustanawia cele niemozliwe

w ogole do realizacji albo tez niemozliwe do realizacji za
pomoca regulacji prawnej, tworzy srodki (instrumenty)
prawne nieadekwatne do osiagniecia wybranego celu itp.

Co w takim przypadku ma czynié¢ prawnik (np.
sedzia)? Nie moze odméwi¢ stosowania prawa, bo
stosowanie prawa to jego konstytucyjny i ustawowy
obowiazek. Nie moze odmoéwié stosowania prawa,
poniewaz, niejednokrotnie, uderzatoby to dotkliwie

w usprawiedliwione interesy podmiotéw prawa,

a w szczegolnosci interesy o0séb fizycznych, ktére
stusznie oczekuja na podjecie przez organy wltadzy
publicznej decyzji w zywotnych dla siebie sprawach.
Prawnik musi zatem dokona¢ wyktadni prawa
wkorygujacej” nieracjonalno$¢ ustawodawcy, musi nadac
temu co nieracjonalne, racjonalne ksztalty. Ma ustalié,
ze ustawodawca powinien (jako podmiot racjonalnie
dzialajacy) chcie¢ ,tego i tego”, i ze ,to i to” modgl

i chcial osiagnac za pomoca ,takiego oto, i jedynie
takiego” uregulowania itd.

Racjonalizujac ez post nieracjonalne decyzje
ustawodawcy, prawnicy stosujacy prawo musza wiec

dokonywa¢é rozmaitych operacji na tekstach aktéw
normatywnych i na wyprowadzanych z nich normach.
Stuza temu, wypracowane przez setki lat praktyki
prawniczej, reguly usuwania sprzeczno$ci w prawie,
dokonywania wykladni przepiséw i wyprowadzania
jednych norm z drugich.

Na postronnym obserwatorze nie robi to na ogdt
dobrego wrazenia. Sadzi on (czasami shusznie), ze
dochodzi w takich przypadkach do kuglowania prawem.
Jednakze bez takich operacji, w obliczu nieracjonalnosci
ustawodawcy, stosujacy prawo musialby zrezygnowaé

z podejmowania decyzji, co z kolei mogloby by¢, jak
wspomniatem, bardzo niekorzystne z punktu widzenia
interesow spotecznych i jednostkowych. Moglby tez,
ulegajac tej nieracjonalnoéci, podejmowaé jednak

jakie$ decyzje odzwierciedlajace zamet panujacy po
stronie stanowiacego prawo. Lecz chaos przez niego
powodowany takim dzialaniem bylby chyba wigkszy, niz
watpliwodci, jakie moga wywolywaé proby ,nadawania
racjonalnosci” nieracjonalnym decyzjom urzedowego
prawotworcy.

Sa jednak jakies granice racjonalizacji tworow
nieudolnego ustawodawcy. Trudno je in abstracto
definiowac. Lecz, in concreto, sa one dla wiekszosci
do$wiadczonych prawnikow stosunkowo latwo
uchwytne. Bytbym zdania, ze w tych ekstremalnych
przypadkach lepiej odstapi¢ od stosowania prawa

i wszczaé¢ wobec prawodawcy akcje protestacyjna, niz
poglebiaé zamieszanie powodowane fatalnym stanem
legislacji.

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 643. Wewnatrz cienkosciennej rurki o promieniu R

i masie M lezy klocek o masie m (rys. 1). Jaka predkosé M, 1
minimalng vy nalezy nadaé uktadowi, by sie potoczyt,
a podczas toczenia klocek nie oderwal si¢ od powierzchni
o . / rurki? Zakladamy, ze tarcie miedzy klockiem a rurka
jest na tyle duze, ze klocek nie moze przesuwaé sie po 7

powierzchni rurki.

Rys. 2 . .
i Rozwiazanie na str. 2

Rozwigzanie na str. 3

Rozwiazanie na str. 2

Rozwiazanie na str. 19

Rozwigzanie na str. 24
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Rys. 1

F 644. Dwa pierscienie o masach m kazdy nanizane sg na sztywny pret i polaczone

ze $rodkiem preta sprezynami o stalej sprezystosci k i dtugosci swobodnej . Uktad
wprowadzamy w ruch obrotowy w plaszczyZnie poziomej z predkoscia katowa w (rys. 2)
i czekamy, az pierscienie na sprezynach osiagna stan réwnowagi. Obliczy¢é moment
bezwladnosci i energie kinetyczng uktadu, pomijajac mase sprezyn i preta.

Redaguje Waldemar POMPE

M 1096. Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym <« DAB = 4 ABC (rys. 3).
Symetralne odcinkéw AD i BC przecinaja si¢ w punkcie M lezacym na odcinku AB.
Udowodnié, ze AC = BD.

M 1097. Dane sg takie liczby catkowite dodatnie a, b, ze liczba a? + b2 + a jest
podzielna przez ab. Wykazaé, ze liczba a jest kwadratem liczby catkowitej.

M 1098. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Okrag I' o srednicy AB przecina odcinki
BC i AC odpowiednio w punktach D i E (rys. 4). Styczne do okregu I' w punktach
D i E przecinaja si¢ w punkcie P. Dowiesé, ze proste C'P i AB sa prostopadte.



O jakze pelng slodyczy nauka jest perspektywa!
Marcin ZGLINSKI

Oh che dolce cosa & questa prospettiva! Tak — wedlug relacji Giorgio Vasariego
— odpowiadaé¢ mial swej zonie Paolo Ucello, florencki malarz wczesnego
renesansu, gdy ta wolala go, by szedl spa¢, a on w swej pracowni studiowal
prawa perspektywy. Dla Ucella i innych artystéw florenckich doby Quattrocenta
nauka o perspektywie stala si¢ symbolem postepu i nowosci, i to nie tylko

w sztuce, ale nieomal we wszystkich sprawach dotyczacych $wiata i natury,
stajac sie niekiedy rodzajem wiedzy niemal tajemnej, a inicjacja w tej materii
dla niektérych miata posmak mistycznej iluminacji. Jeszcze w 1506 r. Albrecht
Diirer, przybysz z Transalpinum, pézniejszy wielki teoretyk sztuki, pisat

Marcin Zglinski, Instytut Sztuki Polskiej
Akademii Nauk

W istocie, wraz z zaraniem Odrodzenia, na pierwszy
plan nieomal wszelkich dociekan i rozwazan
teoretycznych dotyczacych sztuki wysuwaja sie
dziedziny oparte na wiedzy matematycznej, o ktérych
sadzono, iz moga i powinny by¢ rozwazane naukowo

— proporcje i perspektywa. Oczywiscie, nie byla to
wiedza zupelnie na nowo odkryta — perspektywa i jej
prawami, a takze optyka zajmowali si¢ juz wielcy
filozofowie i uczeni starozytnej Grecji: Demokryt,
Anaksagoras, Euklides, Heliodor z Laryssy, Ptolomeusz,
a takze Platon, ktéry postrzegal ja jako zjawisko
negatywne, przejaw niedoskonatosci ludzkiego oka,
deformujacego rzeczy. Pdzniej takze uczeni arabscy
(Alhazen) oraz $redniowieczni (John Peckham, Slazak
Witelon) zajmowali si¢ perspektywa, choé jedynie jako
zagadnieniem fizykalnym, bardziej interesujac sie nia
od strony optyki. Dopiero jednak u progu Odrodzenia
perspektywa stala sie jednym z czolowych zagadnien
malarstwa, a na badaniach nad nig koncentrowali

sie prawie wszyscy najwybitniejsi tego czasu, m.in.
Brunelleschi, Alberti, Ucello, Donatello, Ghiberti,
Piero della Francesca, Leonardo, Diirer czy Bramante.
Oczywiscie, zainteresowania te nie tylko wynikaly

z checi tworzenia w praktyce dziel jak najlepiej
oddajacych zludzenie rzeczywistosci. Po pierwsze,

jak pisat Wiadystaw Tatarkiewicz, ,potaczenie sztuki
z matematyka bylo naturalne w epoce, ktéra podjeta
tradycje platonska, a wraz z nia — pitagorejska”.

Inna sprawa, ze choé¢ praktyka artystyczna ,wracata
do estetycznego intelektualizmu starozytnych”, to
jednakze réwnanie ,sztuka = nauka Scista” byto nawet
wobec starozytnosci czym$ nowym. Oto bowiem sztuce
stawiac zaczeto cele, jakie dotad stawiano przed nauka.
Jak wyrazil to wowczas wybitny matematyk, ale tez
teoretyk sztuki Luca Paccioli, w sztuce mniemaniom
(opiniom) przeciwstawna kategoria jest pewnosé —
certezza. A jak napisal w swym Traktacie o malarstwie
Leonardo da Vinci: ,zadne dociekanie ludzkie nie
moze zwaé si¢ prawdziwg wiedza, o ile nie przeszlo
préby dowodu matematycznego”. Jednak nie mniej
istotny byt takze aspekt spoteczny — do tej pory artysta
traktowany byl jak rzemieslnik, a stowo ars sprowadzato
sie do wyuczonej, mechanicznej umiejetnosci, teraz zas
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w jednym z listéw: ,pojade do Bolonii po wiedze o tajemnej perspektywie,
ktorej chce mnie kto$ tam nauczyé”.

artyéci podnosili swa pozycje, podnoszac si¢ ze stanu
rzemieslniczego i stajac sie rownymi przedstawicielom
nauk wyzwolonych.

W praktyce umiejetnos¢ kreowania iluzji przestrzeni

w malarstwie istniala na dtugo przed renesansem,
jednak dziatania te oparte byly na drodze wrazeniowej

i intuicji, robione ,na oko”, bez zastosowania
matematycznych, geometrycznych regul. Skroty
perspektywiczne stosowali Grecy, malarze hellenistyczni,
a ostateczny rozkwit reguta ta osiagneta we freskowym
malarstwie rzymskim w 2. potowie I wieku p.n.e.,

gdy tworzono perspektywiczne obrazy ukazujace
fantastyczna, nierealng architekture, z przeswitami
ukazujacymi dalsze i blizsze budowle. Starozytni
postugiwali si¢ metoda robocza, gdzie nie znano punktu
zbiegu, lecz pionowa o$, na ktorej zbiegaly sie linie
prostopadle do plaszczyzny malowidla. Ale nawet te
umiejetnosci zostang w dobie Sredniowiecza zapomniane,
a w dobie protorenesansu (tzw. Trecenta) wielcy
malarze, jak Giotto czy Duccio, beda kreowaé przestrzen
intuicyjnie, dos¢ tudzaco, jednak nie bez dostrzegalnych
na pierwszy rzut oka znieksztalcen.

Za odkrywce perspektywy naukowej, uzyskanej na
drodze pojeciowej (intelektualnej) uchodzi pierwszy
architekt doby renesansu, Filippo Brunelleschi
(1377-1446), ktory, jak pisal Vasari, ,studiowal

z zapalem perspektywe, o czym wowczas nie miano
wielkiego pojecia i popelniano wiele bledow. Po$wiecit
na to duzo czasu, az znalazl sposob, aby perspektywa
byta trafna i wierna, a mianowicie jej prowadzenie

od rzutu az do profilu lub przekroju”. Okoto roku

1413 zademonstrowal we Florencji swoj stynny tzw.
fotoplastykon — rodzaj pltytki perspektywicznej

z namalowanym widokiem baptysterium $w. Jana przy
katedrze florenckiej, opartym na pomiarach wykonanych
z punktu umiejscowionego w portalu katedry. W miejscu
stanowiacym punkt zbiegu linii perspektywy wywiercil
niewielki otwér, a nastepnie widz spogladat przez

ten otwér od niepomalowanej strony, jednoczednie

w drugiej rece trzymajac lustro, tak by widzie¢ w nim
odbicie obrazu. Ztudzenie przestrzennosci bylto dla
wspblczesnych porazajace, tym bardziej, iz stojac



Rysunek z traktatu Piero della Francesca
De prospectiva pingendsi.

Masaccio, Fresk Tréjca Sw. z koSciota
Sta. Maria Novella we Florencji, ok. 1427

Cralo Crivelli, Zwiastowanie, 1486

s vt 3
amamhth 74 Gdmnal 69

Leonardo da Vinci, rysunek, ok. 1510

w drzwiach katedry, w punkcie, skad namalowano obraz, mogli skonfrontowac
rzeczywisto$¢ z wykreowana iluzja. Ten nieco kuglarski sposéb demonstracji
wielkiego odkrycia, ktore zdeterminowalo na dlugo charakter sztuk
przedstawiajacych, nie zmienia faktu, iz Brunelleschi musial by¢ w pelni
swiadomy matematycznej zasady stanowiacej jego podstawe. Jednak dopiero
jakie$ dwie dekady pozniej, w 1435 r. perspektywa doczekala sie teoretycznej
kodyfikacji w Della pictura Giovanniego Battisty Albertiego, dedykowanym
Brunelleschiemu, pierwszym nowozytnym, humanistycznym traktacie o sztuce.
Czytamy tam: ,jesli owym starozytnym, ktorzy mogli wiele si¢ uczy¢ i mieli
kogo nasladowaé, tatwiej byto dojs¢ do doskonatosci owych wzniostych sztuk,
dzi$ dla nas tak trudnych, przeto tym bardziej imie nasze winno by¢ slawniejsze,
skoro bez nauczycieli, bez jakiegokolwiek wzoru, wynajdujemy nauki i sztuki
nigdy nie widziane i nie styszane”. Alberti stwierdza tam: ,matematycy [...]
mierza wyglad i ksztalty rzeczy samym tylko rozumem, odrzucaja caty ich
materie, my za$ oméwimy wszystko grubsza jakby Minerwa [mniej subtelnie],
poniewaz chcemy, aby temat byl wyraznie przedstawiony. [...] Staram si¢ wiec,
by moje dzielo wyjadnialo wszystko tak, jak gdyby pisal je nie matematyk, lecz
malarz”. Teoria Albertiego opiera sie na euklidesowej teorii widzenia, ktorej
podstawg sa dwa pewniki: ze proces widzenia odbywa sie za pomocg prostych
promieni taczacych ogladany obiekt z okiem i ze wzajemne ustosunkowanie
tych promieni wyznacza potozenie odpowiadajacych im punktéw w obrazie
optycznym. Dlatego tez — w prosty i malarsko obrazowy czy wrecz niekiedy
metaforyczny sposob — daje definicje punktu, linii, ptaszczyzny, by przejéé
wreszcie do definicji perspektywy. Obraz malarski jest to intersegazione

della piramide visiva, przekrdj przez piramide wzrokowa, a wiec przez proste
promienie taczace oko z przedmiotami, zas powierzchnia obrazu stanowi
plaszczyzne przecieta przez te promienie. Alberti wyznacza tzw. promien
centryczny oraz promienie zewnetrzne i wewnetrzne. Obraz nieco metaforycznie
okresla jako una finestra aperta donde io miri quello que quivi sara dipinto,
yotwartym oknem, przez ktére ogladam to, co jest tam namalowane”. Owa
prostokatna powierzchnia obrazu jest u Albertiego oparta na braccio — jednostce
miary (60 cm), a punkt zbiegu jest w miejscu odpowiadajacym mniej wiecej
idealnemu wzrostowi cztowieka (180 c¢m), gdzie znajdowaé sie miala tez linia
horyzontu. Najistotniejsza sprawa bylo ustalenie tzw. construzzione legitima,
czyli ustalenie za pomoca dwoch dodatkowych bocznych rzutéw piramidy
widzenia prawidlowych odstepéw, jakie na plaszczyznie obrazu powinny dzieli¢
linie réwnolegle do jego plaszczyzny. Mowiac inaczej — jak naukowo zmniejszaé
skale coraz bardziej oddalonych przedmiotdw.

Jeszcze przed powstaniem traktatu Albertiego wielki malarz florenckiego
Quattrocento — Masaccio w pelni zastosowal zasady naukowej perspektywy,
przede wszystkim w stynnym fresku Trdjca Sw. z okolo 1425 r. I choé nastepne
generacje renesansowych tworcow bardzo szybko opanowaly postugiwanie

sie owa nowa metoda budowania na plaszczyznie zludzenia przestrzeni,
traktujac ja jako niemal rutynowy i mechaniczny srodek, dla niektorych
artystow problematyka ta nadal byla zywa i zajmujaca. Piero della Francesca
(1412-1492) przez wspélezesnych bardziej chyba byt ceniony za uczonos$é niz
za niezwykla jako$¢ swojej sztuki, a i dzis niektorzy widza w nim najwiekszego
matematyka owej generacji. Vasari pisal o jego dokonaniach na tym polu:
ygorowal on w tych naukach nad wszystkimi sobie wspolczesnymi, a zapewne

i wszystkimi dawniejszymi mistrzami”. Wiekszos¢ zycia spedzil na badaniu
geometrycznych bryt i mistycznych wlasciwosci liczb, a przez ostatnie 20 lat
zycia przestal zajmowac sie sztuka, poswiecajac sie matematyce, piszac
woéwczas traktat De prospectiva pingendi. Z kolei inni malarze, jak np.

Andrea Mantegna, w wiekszym stopniu koncentrowali sie na wykorzystaniu
wplywu perspektywy na widza, tworzac podwaliny nowozytnego malarstwa
iluzjonistycznego. Dla wigkszosci artystow Odrodzenia perspektywa centralna
stanowila jednos$¢ widzenia i postrzegania Swiata. Jednak, jak w stynnym

eseju z 1925 r. Die Perspektive als symbolische Form stwierdzil Erwin Panofsky,
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Albrecht Diirer, Ryciny z Unterweysung
der Messung, 1525

Albrecht Diirer, Litery na $cianie, rycina
z Unterweysung der Messung, 1525

William Hogarth, Falszywa perspektywa,
rycina, 1754

Jean-Francgois Nicéron, thaumaturgus
opticus, 1638 — anamorfoza.

we wczesnorenesansowej sztuce perspektywa, pozwalajaca uzyskaé¢ jednorodna,
nieskonczona, izotropiczna koncepcje przestrzeni, byta w istocie jedynie
konwencja stylistyczna i symboliczng zarazem, swoistym schematem i abstrakcja.
Nie byla efektem naturalnego patrzenia, lecz konstruktem, za ktérego pomoca
narzucano przestrzeni tad i porzadek. Byta to jednak przestrzen matematyczna,
przedstawiajaca monookularny obraz widzenia, nieuwzgledniajacy kolistosci
horyzontu ani sferycznoéci siatkéwki, a co za tym idzie — obrazu i w ogdle
nieodpowiadajaca widzialnej i namacalnej przestrzeni fizjologicznej. Pomija
kwestie fizjologii, ruchéw oczu: czyli tego, co nazywane bylo perspectiva
naturalis. Dlatego — zdaniem Panofskiego — perspektywa matematyczna,
perspectiva artificialis w sztuce renesansowej byla w istocie ,fundamentalna
abstrakcja’, przenoszaca przestrzen psychofizyczng do przestrzeni
matematycznej, innymi slowami: ,obiektywizujaca to, co subiektywne”. Te
watpliwosci staly sie udzialem najwiekszych artystéw teoretykéw dojrzalego
Renesansu. Leonardo w traktacie o malarstwie stawia pytanie: dlaczego rzeczy
malowane najscislej wedtug natury nie wygladaja tak plastycznie, jak te same
w naturze? I odpowiada: niemozliwe jest, aby malowidlo nasladujgce z najwyzszq
nawet doktadnos$ciq linii, cieni, swiatet v kolorow przedmiot naturalny wydawato
sie plastyczne jak ow przedmaiot; chyba Ze jest on ogledany z duzej odlegtosci

1 tylko jednym okiem. W istocie bowiem nie patrzymy jednym okiem, z ktorego
biegnie pojedynczy promien centryczny, ale binokularnie. Dostrzega, iz ludzkie
pole widzenia jest w istocie zakrzywione, i wreszcie zauwaza, ze w malarstwie
wieksza role powinna odgrywaé perspektywa powietrzna. Réwniez Albrecht
Diirer w swym traktacie Underwysung der Mesung (Pouczenie o mierzeniu,
1525) zajmuje sie drobiazgowo kwestia perspektywy, jednak gléwny nacisk
ktadzie na umiejetnosé praktycznego mierzenia, ilustrowanego stosownymi
pogladowymi drzeworytami. Myslenie Diirera nie ma wiele wspélnego

z perspektywa linearna, a odwotuje si¢ do optyki, i to optyki Euklidesa, bedacej
podstawsa perspectiva naturalis. Jak napisal w znakomitej ksiazce Pragnienie
obecnosci Andrzej Markowski, ,,Diirer nie zbudowalby swych urzadzen, gdyby
wierzyl, ze podstawa obrazu jest geometria, a nie praktyka reprezentacji
opartej na widzeniu”. Dlatego tez Direr, w swej melancholii rozdarty pomiedzy
opozycje wiedzy i teorii oraz praktyki i doswiadczenia, porzucil cechujacy
wezesnorenesansowych humanistow optymizm i zaufanie do matematycznych
narzedzi, stwierdzajac: ,czym jest piekno, tego nie wiem, tego nie wie nikt procz
Boga”. W XVI w., w dobie manieryzmu, sztuki aklasycznej i anaturalistycznej,
nastapil odwrét renesansowego idealizmmu i racjonalizmu. Giorgio Vasari, nie
tylko znany historiograf sztuki, ale tez malarz i architekt, reprezentujacy
estetyke manierystyczna, w ten sposéb komentowal wspomniane juz studia
Ucella nad perspektywa: ,,Obdarzony umysltem krytycznym i wytwornym,

nie mial innego zamilowania, jak bada¢ prawa perspektywy, trudne, lub
wrecz niemozliwe do poznania. Cho¢ byly to interesujace i pelne fantazji
zagadnienia, tak mu przeszkadzaly w oddawaniu postaci ludzkich, ze im robit
sie starszy, tym gorzej malowal. Nie ulega watpliwosci, ze ci, co studiuja nature
ze zbytnia gorliwoscia, to chociaz wyostrza swoj umyslt, jednak wszystko, co
zrobia, nie bedzie mialo lekkosci i wdzieku. [...] Jedynie jezeli obok rozumu
obudzil si¢ talent, przychodzi natchnienie. Wtedy powstaja dziela znakomite,
jakby Boze, i pomysty cudowne”. Jeszcze Diirer, jak Leonardo czy Galileusz,
wierzyl, ze matematyka daje pewnos¢, choé¢ dodawal z namyslem, iz istnieje
wiele rzeczy wychodzacych poza jej zakres. W drugiej potowie XVI wieku,
dylemat ten przerodzil si¢ w otwarty konflikt: teoretycy sztuki, tacy jak Raffaele
Borghini, Gregorio Comanini czy Federico Zuccari, zaatakowali matematyke
jako niewole ducha, w sztuce zas na piedestal postawiono oryginalnosé¢, kaprys,
boskie szalenstwo (furor divinus), pasje etc. Giordano Bruno stwierdzal: | Tyle
jest regul, ilu prawdziwych poetow”. Jesli zas perspektywa zajmowano sie, to nie
po to, by wzbudzaé¢ zaufanie widza do racjonalnej konstrukeji przedstawianego
Swiata, lecz przeciwnie — by widza zwodzi¢. W malarstwie pojawiaja sie tzw.
przyspieszone perspektywy, efekty ,skokow przestrzeni” oraz znieksztalcajaca
przedmioty poprzez optyczny absurd anamorfoza.
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I co widzimy?
Marek KORDOS

Rys. 1

Rys. 4

Marek Kordos, Instytut Matematyki,
Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego

Bedzie to opowiastka z moratem, ktory mozna zdradzié¢ juz na poczatku:
ulepszanie codziennosci moze prowadzi¢ do zdumiewajgco absurdalnych,
egzotycznych Swiatow.

Pierwsze bodaj odnotowanie paradoksu zwigzanego z widzeniem zawiera
euklidesowe (pono¢) dzielo Optyka. Oto on: gdy zblizamy sie do kuli, wydage
sie nam ona coraz wieksza, cho¢ widzimy coraz mmniejszy jej fragment — istotnie,
wystarczy spojrzeé¢ na rysunek obok.

Fakt, ze przedmioty oddalone widzimy pod mniejszym katem niz ich znajdujace
sie blizej nas egzemplarze, prowadzi nas do wniosku, ze réwnoleglte brzegi

drogi — gdyby tylko mozna byto je oglada¢ dowolnie daleko — spotkalyby sie

w koncu”. Ow koniec nazywa sie tradycyjnie nieskonczono$cia. Matematycy,
ludzie zawodowo konkretni, znalezli dla tego kornica prostej nazwe: jest to
kierunek, bo przeciez to wspdlny kierunek maja réwnolegte proste. Stowo sie
rzeklo i pojawila sie pierwsza absurdalna wlasnos$¢ prostej: przeciez prosta ma
ten sam kierunek, niezaleznie z ktérej jej strony bedziemy go szukaé: dolaczenie
kierunkéw w sposéb konieczny czyni z prostych linie zamkniete jak okrag.

Ale przeciez to samo dolaczenie kierunkéw pozwala wprowadzi¢ perspektywe
zbiezna, czego poczatek znalez¢ mozna w Malej Delcie na stronie 15.

Tu sprébujmy zobaczy¢, jakie jeszcze wlasnosci ma plaszcezyzna, na ktérej proste
zostaly uzupelnione kierunkami. Jezeli umowié sie jeszcze, ze linia zlozona

z samych kierunkéw to tez prosta (a jakze, takze zamknieta, jak wszystkie), to
otrzymany obiekt nazywa sie plaszczyzng rzutowq.

Matematyk, ogladajac jakis obiekt, stara sie zobaczyé¢ go z wielu stron. W tym
celu poszukuje obiektéw z nim izomorficznych, czyli tak samo zbudowanych.
Postapmy w ten sposéb.

Nad ptlaszczyzna rzutowa wybierzmy jaki$ punkt, nazwijmy go $rodkiem. Za jego
pomocy zbudujemy obiekt izomorficzny z plaszczyzna rzutowa, ktory nazywa

sie jej modelem srodkowym. Bedzie on skladal sie z nowych ,,punktéw” i nowych
sprostych”. Nowy punkt powstaje ze starego tak: jest to prosta (w przestrzeni)
przechodzaca przez stary punkt i Srodek. Nietrudno zauwazy¢, ze w ten sposéb
otrzymujemy wszystkie proste przechodzace przez srodek: proste rownolegle

do wyjsciowej plaszczyzny przechodza przez kierunki jej prostych (rys. 3). Nowe
proste to plaszczyzny przechodzace przez stare proste i Srodek. I znéw sa to
wszystkie plaszczyzny, bo ta réwnolegta do wyjsciowej przechodzi przez prosta
zlozong z kierunkéw. Nowy punkt lezy na nowej prostej wtedy i tylko wtedy,
gdy odpowiadajacy mu stary lezy na odpowiadajacej mu prostej. Co tu widaé¢?
Widaé, ze na plaszczyZznie rzutowej wszystkie ,punkty” (i wszystkie ,proste”) sa
rownouprawnione — nie sposéb poznaé, ktéry byl poprzednio kierunkiem.

Z modelu $rodkowego zrobimy teraz model analityczny. Jesli w przestrzeni
wprowadzimy uklad wspoélrzednych o poczatku w srodku, to kazda przestrzenna
prosta bedzie zlozona z punktow, ktérych wspolrzedne beda proporcjonalne:
{(at, bt, ct)}, gdzie a, b, ¢ sa dowolnie ustalonymi liczbami (byle nie same

zera), a t jest dowolnie zmieniajacym sie parametrem. Widaé wiec, ze kazdy
»punkt” modelu $rodkowego jest opisany przez tréjke liczb [a, b, ¢| dana

z dokladnoscia do proporcjonalnosci. Podobnie ,proste”: kazda z nich jest
opisana réwnaniem pxi + qre + rxs = 0, przy czym dla proporcjonalnych tréojek
D, q, r otrzymuje sie te sama ,prosta’. Zatem i one dane sa przez tréjki [p, g, r].
A | punkt” lezy na ,prostej”’, gdy ap + bg + c¢r = 0. Widaé wiec, ze gdyby ktos
pozamienial wszystkie ,,punkty” na ,proste” i odwrotnie, to nie datoby sie tego
odkry¢. To spostrzezenie mozna wyrazi¢ tak: jezeli w dowolnym twierdzeniu

o plaszczyzinie rzutowej zamienimy punkty na proste ¢ odwrotnie, to pozostanie
ono prawdziwe — nazywa si¢ to dualnoscig. To juz jest egzotyczne, ale jeszcze nie
przeraza.

Nastepny model, na sferze, bedzie tylko pomocniczy. Mianowicie przetnijmy
model $rodkowy ze sfera o srodku w $rodku (gdziezby indziej). Teraz ,punkty”
stang si¢ parami punktéw antypodycznych (czyli lezacych na konicach jednej
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X grednicy), a ,,proste” — okregami wielkimi tej sfery (czyli majacymi $rodek
R w $rodku sfery).

Jedli jednak odpowiednio do rozstawu zrenic dobierzemy promien sfery, to moze
sie zdarzy¢, ze zobaczymy dokladnie jej potowe. To, co bedzie widaé, nazywa
sie modelem na polsferze. Nowe punkty sa tu punktami, z wyjatkiem tych,

Q ktére leza na brzegu pélsfery — te maja na nim antypodycznego brata-blizniaka
R (rys. 5). Nowe proste to p6lokregi wielkie majace jednak utozsamione konce:
X przeciez sg one antypodyczne, a wiec reprezentuja ten sam punkt.
Rys. 5 Zauwazmy tu bardzo juz egzotyczna osobliwo$¢: prosta nie rozcina plaszczyzny

K — cala lezy po jednej jej stronie, co oznacza, ze od dowolnego punktu
do dowolnego innego mozna doj$é, nie przecinajac prostej (rys. 6).
Model na polsferze ma wielka zalete — jest ruchomy, co pozwala ogladac
narysowane w nim figury z réznych stron. Mozemy mianowicie przez pare
lezacych na jego ,brzegu” (nie jest to, oczywiscie, zaden brzeg — prawda?)
K

antypodycznych punktéw poprowadzié (w przestrzeni) o$ i obracaé sfere

Rys. 6 wzgledem tej osi. Pewne punkty beda przy tym obrocie ginely z oczu,
ale rownoczedénie beda sie pojawiali ich blizniaczy bracia, stowem — stale bedzie
wszystko widaé, cho¢ coraz to inaczej. Na rysunku 7 widzimy ilustracje korzysci,
jakie z takiego obracania mozna wyniesé: np. jak pokazaé, ze dowolne trzy
nieprzecinajace sie w jednym punkcie proste dziela ptaszczyzne na cztery
trojkaty.

A CRCRC

Rys. 7. Wida¢, ze tak obszar szary, jak kolorowy jest tréjkatem; wtykajac gdzie indziej o$, mozna to pokazac

dla pozostatych obszaréw.
A teraz zobaczmy, co zostanie z plaszczyzny rzutowej, gdy wytniemy w niej
okragta dziure.

I tu najwieksze zaskoczenie: jesli bowiem skleimy pozostalych jeszcze
antypodycznych braci-blizniakéw (rys. 9), okaze sig, ze jest to wstega Mobiusal
Plaszczyzna rzutowa jest to wstega Mdbiusa, do ktorej brzegu przyklejono koto
o takim samym obwodzie. Zatem plaszczyzna rzutowa dziedziczy egzotyczne
cechy wstegi Mdébiusa: jest jednostronna i nieorientowalna! A o wstedze

mozna poczyta¢ w Kalejdoskopie Matematycznym Hugona Steinhausa, albo

i w Delcie 9/2002 (s. 11).

c C Czy tak powinna wygladaé¢ plaszczyzna, jaka postuguja sie malarze stosujacy
perspektywe zbiezna? Z cala pewnoscig nikt sie tego nie spodziewal, ze
Q v dokonujac pozornie btahego kroku — wyposazajac prosta w dodatkowy punkt,
A A mianowicie jej kierunek, otrzymamy az tak bardzo egzotyczny, zagadkowy
Rys. 9 obiekt.

Przestrzenie rzutowe, w tym plaszczyzna, majg oczywiScie szereg zalet (patrz np. Delta z 2003 r.:
nr 3 (s.8), nr 8 (s.v), nr 12 (s.vii)), tak ze obecnie sg gléwnym rodzajem geometrii uprawianej przez
zawodowych matematykow, ale to juz zupeinie inna historia.
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Maia deld

Paradoksalna gra

Wigkszoéé¢ znanych gier ma te mita wlasnoéé, ze konczy sie po skonczonej
liczbie ruchéow. Gdyby jednak gra polegala na tym, ze gracze na przemian
wskazuja liczby naturalne, a wygrana na tym, ze przeciwnik nie moze juz
wskazaé liczby wickszej, to taka gra musiataby trwaé¢ nieskonczenie dtugo
(jesli na chwile zapomnimy o prawach biologii. . .).

Nazwijmy te pierwsze gry — konczace si¢ zawsze po skonczonej liczbie
ruchéw — grami normalnymi i zajmijmy si¢ gra, ktorej odpowiednia
nazwa bedzie ,gra uniwersalna”.

Oto reguty:
(1) Pierwszy gracz wybiera gre normalna.

(2) Drugi gracz wykonuje pierwszy ruch wybranej gry.

(3 —) Gracze wykonuja na przemian ruchy wybranej gry zgodnie 7 jej
regutami i zgodnie z jej regutami wyznaczaja zwyciezce.

Widaé juz, dlaczego gra jest ,uniwersalna’. A czy gra uniwersalna jest
normalna?

Zbadajmy wszystkie mozliwosci. Jesli gra uniwersalna jest normalna,

to mozna ja wybra¢ w pierwszym jej ruchu. Oto, jak mogtaby wtedy

wygladaé rozgrywka:

(1) Pierwszy gracz wybiera gre uniwersalna.

(2) Drugi gracz wykonuje jej pierwszy ruch, ktory polega na wyborze
gry normalnej. Wybiera gre uniwersalna.

(3) Pierwszy gracz wykonuje kolejny ruch w grze uniwersalnej, czyli
wybiera gre normalna. Wybiera gre uniwersalna.

(4 — c0) Gracze na przemian wybieraja gre uniwersalna.

Okazalo sig, ze zalozenie, iz gra uniwersalna jest normalna, prowadzi
do nieskonczonej rozgrywki. Tak wigc gra ta nie jest normalna.

Ale jesli nie jest normalna, to nie wolno jej wybra¢ w pierwszym jej
ruchu. Trzeba wybraé gre naprawde normalna, a wtedy rozgrywka
zakonczy sie w skonczonej liczbie ruchéw. Tyle tylko, ze jesli gra
uniwersalna konczy sie zawsze po skonczonej liczbie ruchow, to... jest
normalna. Wyszlo na to, ze gra uniwersalna jest normalna wtedy i tylko
wtedy, gdy nie jest normalna. Paradoks!

Takie lub podobne paradoksy pojawialy sie nieraz w matematyce i logice.
Niekiedy wynikaly z nie dos¢ precyzyjnego okreslania pojeé¢, niekiedy

z nadmiaru swobody w budowaniu zdan. Jak ocenié¢ stynne zdanie
ktamcy, ktory powiada: , To, co teraz mowie, jest ktamstwem”? Prawde
moéwi, czy ktamie? Cecha istotng tego zdania jest to, ze méwi samo

o sobie. Tak jak gra uniwersalna, ktéra ,gra w sama siebie”. W tym kryje
sie niebezpieczenstwo.

Dlatego matematycy najczesciej wykluczaja podobne konstrukcje
z arsenalu dopuszczalnych srodkéw. Troche szkoda, ale przeciez
matematyka na paradoksach rosnaé¢ nie moze!

Wiktor BARTOL
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Narysuj i pomysl

Chcemy narysowac siatke kwadratéw lezacych na poziomej plaszezyznie.
W tym celu rysujemy pozioma prosta — horyzont plaszczyzny — a na
niej obieramy dwa punkty P i @): beda to kierunki bokéw kwadratéw.
Niech jeszcze R (narysujmy go jako $rodek PQ)) bedzie kierunkiem jednej
z przekatnych kwadratéw. Obierzmy dodatkowo punkt A — wierzchotek
jednego z kwadratéw siatki — i na prostej AP punkt B — sasiedni
wierzcholek. To pozwala juz jednoznacznie nakresli¢ siatke — nalezy

po prostu przez kolejne punkty rysowaé kolejne proste o wlasciwych
kierunkach. Na rysunku ponizej prosta BQ (bok) przecina prosta AR
(przekatna) w punkcie C' — jest to trzeci wierzcholek kwadratu.

Prosta PC' pozwala znalezé D — czwarty wierzchotek. Przeciecie BQ

z DR daje E. Prosta EP daje kolejny kwadrat siatki. I teraz widzimy,
ze czy przetniemy BR z C'P, czy tez z F'Q, otrzymamy ten sam punkt.

o
P Czemu? R 0

Jesli nawet nie umiemy odpowiedzie¢ na to pytanie, mozemy
kontynuowaé rysowanie, otrzymujac coraz to wiecej kwadratéw siatki.

P R Q
B %
A
Teraz coraz wiecej prostych bedzie przechodzié¢ przez liczne, otrzymane
w rozmaity sposéb punkty i wypada pomyéle¢, czemu sie tak dzieje?
Mozna tez sprébowaé co$ pomierzy¢: okazuje sie, ze
|BC|-|EQ| = |BQ)|-|EC|, podobnie |AC| |FR|=|AR|-|FC],

choé¢ niczego nie odmierzaliémy — czemu?
Wszystkie ,,drugie” przekatne kwadratéw siatki okazuja sie rownolegte
do PQ — dlaczego?
A gdy narysujemy R w innym miejscu odcinka PQ i powtérzymy
rysunek, to wszystkie ,drugie” przekatne przetna sie w jednym punkcie S

lezacym na prostej PQ i speliajacym warunek
[PR|-|QS] = |PS]-|QR.

Czemu tak sie dzieje?

Odpowiedz brzmi: to sa twierdzenia geometrii rzutowej. Disce puer
geometriae! (oczywiscie puella tez nie powinna sie¢ wzbraniaé).

Marek KORDOS
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Literatura jako matematyka

Agnieszka SZUREK

Wiele zadan matematycznych — o ile mnie pamigé nie myli, bo miatam z nimi
kontakt do$¢ dawno — zaczynalo sie od stéw: ,uméwmy sie, ze...”. Jesli
patrzymy na zwiazki miedzy matematyka i literatura i chcemy widzie¢ je nieco
glebiej niz tylko jako wzajemne zapozyczenia motywow czy metafor, wydaje mi

$wiecie matematyki.

sie, ze powinnidmy spojrze¢ na te wlasnie stowa. Kategoria umownosci, fikcji,
jest waznym punktem wspélnym obu dziedzin. W koncu utwory literackie tez
sg poprzedzone takim domys$lnym ,,uméwmy sie” — umowmy sie, ze istnial ktos
taki jak Hamlet albo Sherlock Holmes, ze to Skrzetuski przeniést wiadomosé

z oblezonego Zbaraza, ze jedna z ras mieszkajacych w Srédziemiu sa hobbici.
Niektérzy literaturoznawcy okreslali to jako ,nadzdanie” i nadawali mu rézna
forme (np. ,Zapraszam was, zebyscie wyobrazili sobie $wiat, w ktérym...”).

Przypis M. Szurka. Teksty matematyczne pisze si¢ na ogél w pierwszej osobie liczby mnogiej. Nie
chodzi tu o pluralis maiestatis, tylko o zaproszenie Czytelnika przez autora do wspélnej wycieczki po

Swiat przedstawiony w dziele fikeji literackiej jest fikcyjny w calosci — a zatem

Jagietto w , Krzyzakach” jest fikcyjny dokladnie tak samo jak Zbyszko
z Bogdanca, a Warszawa z ,,Lalki” nie jest bardziej prawdziwa niz ogrod
Krélowej Kier z ,,Alicji w Krainie Czarow”. Jezeli w szkole proszono nas

Agnieszka Szurek, dr filologii polskiej

Definiujac pojecie fikcji, literaturoznawcy za jej

gléwne cechy uznaja czasami nieasertorycznosé

i nieprawdziwos¢. To, w jakim stopniu dane dzieto
odpowiada rzeczywistosci, nie decyduje o jego fikcyjnym
badZ niefikcyjnym charakterze. Nawet najbardziej
zafalszowana ksiazka historyczna pozostaje ksiazka
historyczna; nawet Scisle oparta na autentycznych
faktach powie$é¢ pozostaje powiescia. Mozna oczywiscie
patrze¢ na Swiat dziela literackiego jako na pewna
hipoteze lub mozliwos$¢; mozna wreszcie widzie¢ w nim
twoér czysto jezykowy. Wiele spoérod teorii fikeji za jej
istote uwaza specyficzne zastosowanie jezyka. Jezyk

w dziele fikcji literackiej pasozytuje na wypowiedziach
wserio” | a fikcja jest bardzo czesto porownywana

z lustrem, obrazem, odwzorowaniem — wiernym lub
znieksztalcajacym rzeczywistosé. Jest zatem, jak czesto
sie przyjmuje, nasladowaniem, imitacja — imitacja
$wiata albo tez (Ingarden) imitacja normalnego jezyka.

W dziele literackim, jak wszyscy zdajemy sobie sprawe,
moga wystepowaé ,bardziej” i ,mniej” fikcyjne
fragmenty. Czasami autor umyslnie ,ostabia” iluzyjnosé
dzieta, przypomina czytelnikowi, ze oto ma przed soba
utwor literacki; lamie zasade umownosci. Tego rodzaju
chwyty zacierajace granice miedzy prawda a fikcja sa
bardzo popularne we wspélczesnej literaturze i kulturze,
stosowano je jednak od dawna. Nieco podobnym
chwytem jest ,teatr w teatrze”. Klasycznym przyktadem
jest tutaj scena ze ,,Snu nocy letniej” Szekspira.

Jacek Bolewski ujmuje to tak:

Mistrzostwo Szekspira wyraza sie w tym, iz obnaZajgc
stabosé” odgrywanego na scenie widowiska, dagje
zarazem odczuc autentyczng moc teatru. Przez
ukazywanie fikcji jako fikcji widowisko przybliza

sie do prawdy nie mniej skutecznie, niz imitujgc
rzeczywistosé tak, aby fikcyjne wydarzenia jawily sie jako
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o wypisanie w dwbdch oddzielnych kolumnach fikcyjnych i historycznych postaci
z ,,Potopu”, bylo to zZle sformutowane polecenie.

prawdziwe. Rozpoznanie teatru w teatrze sprawia,

ze na tle fikcji demaskowanej zapomina sie o fikcyi
demaskujqcej: jakze prawdziwi wydajg sie zaréwno
rzemieslnicy, jak i mityczni bohaterowie, gdy wlgczajg
sie w gre, ktorej przedmiotem sq losy Pirama i Tyzbe.
Dopiero po skonczeniu tego teatru w teatrze moze sie
dokonac ostateczne przejscie — do rzeczywistosci poza
teatrem.

J. Bolewski, Sen nocy letniej: teatralne przebudzenie, w:
Objawienie Szekspira, Warszawa 2002, s. 171.

Jako nastepny przyktad rozwazmy dramat Cypriana
Kamila Norwida Aktor. Dramat ten jest rozwazaniem
samej istoty umownosci, gry, fikcji. Warto krotko
przypomniec¢ tres¢. Hrabia Jerzy stracil caly majatek;
zmuszony byl zastawi¢ zamek i przenie$é sie, z matka

i siostra, do skromnego mieszkania w miescie. Przed
nimi zatait jednak calta sytuacje, przedstawiajac wyjazd
jako wakacje. Hrabina ma stabe zdrowie i nie przezytaby
takiego wstrzasu, zas siostra, Eliza, ma wlasnie wyjsé
za maz za mtodego ,biznesmena”, Erazma. Jerzego
poznajemy, gdy czeka na efekt swoich desperackich
posunieé¢ finansowych — ostatnie pieniadze zainwestowal
w znana miedzynarodowa spotke. Poczatek dramatu
ukazuje go w chwili, gdy dowiaduje sie o bankructwie
tej spétki. Mimo to jednak Jerzy nadal podtrzymuje
fikcje wobec matki i siostry. Czyni to tak skutecznie,

ze kiedy Erazm mdéwi wprost o ruinie i przepadku
majatku, zadna z kobiet mu nie wierzy. Jerzy znajduje
zreszta nieoceniona pomoc w osobie dawnego szkolnego
kolegi, stynnego aktora. Kiedy Jerzemu braknie sil, by
podtrzymywac fikcje, przyjaciel przejmuje jego role.
Elizie i jej matce przedstawia sie jako ,finansista”

i, owszem, powiadamia je o bankructwie spéiki, lecz
wplata te wiadomosé w romantyczno-rycerska historie
o dwdéch konkurentach do reki pewnej ksiezniczki.



Biedniejszy, lecz i oczywiscie szlachetniejszy z nich, miatl
postuzy¢ sie fortelem, rozpuszczajac falszywa plotke

o tym, ze wraz z bankructwem spélek przepadl posag
ksiezniczki.

Wydaje sig, ze w tym przypadku bardzo tatwo jest
widzie¢ fikcje jako klamstwo, ucieczke od nieprzyjemnej
rzeczywistodci. A jednak to te postacie dramatu,

ktére najbardziej trzezwo, bez zludzen, patrza

na rzeczywisto$¢, sg postaciami negatywnymi i wlasnie
one sg pelne falszu, jak pokazuje to chociazby
zachowanie Erazma.

Jaki wplyw ma natomiast zycie w fikcji, tworzenie coraz
to nowych zmy$len, na zycie gtéwnych bohateréw?
Eliza, dos¢ naiwnie zachwycajac sie romantyczng
historia, stawia sie w potozeniu ksiezniczki — i dzieki
temu dostrzega interesowno$¢ swojego narzeczonego.

Czym jest, w mysl przytoczonych na poczatku definicji
fikcji, opowies¢ aktora? Bardzo zdeformowanym
odwzorowaniem rzeczywistosci? Po czesci tak, ale chyba
nie o to w niej chodzi. Jest stworzeniem nowego
porzadku, ktéry wykorzystywal pewne elementy
rzeczywistodci, lecz umieszczal je w catkowicie nowych
uktadach. Hrabina, w miare uptywu czasu, coraz
wyraznie] bierze fikcje za rzeczywisto$¢ — do tego
stopnia, ze kiedy wreszcie wszystkie meble i obrazy

z domu zostaja sprzedane, ten fakt nie dociera w ogdle
do jej Swiadomosci. Widzi je nadal tak samo wyrazZnie,
jak gdyby wciaz byly na swoich miejscach. Nie jest to
ani schizofrenia, ani zycie w wygodnym klamstwie —
Hrabina jest postacia, ktérej w dramacie towarzyszy
aura niemal $wietosci.

Sam gléwny bohater wreszcie z ,aktora” w zyciu
codziennym staje si¢ aktorem na scenie: przygotowuje
sie do wystepu w rozreklamowanym (i to réwniez

z pomocy pewnej fikcjil) przedstawieniu ,,Hamleta”.
Przedsiewziecie okazuje si¢ wielkim finansowym
sukcesem; ostatnie stowa Jerzego informuja, ze zaczal
on splacaé¢ swoje dlugi. Rzecz charakterystyczna, nawet
po zejéciu ze sceny, Jerzy nadal gra Hamleta i odzywa
sie jego stowami (, Reszta — jest tylko ciszal...”).

Wszystkie te gry, udawania i zmys$lenia wchodza

w obreb dramatu Norwida; struktura fikcji jest

wiec w tym utworze wielowarstwowa. Czemu stuzy
odkrywanie kolejnych warstw? Nie jest to rozwiewanie
kolejnych ztudzen. Kazda kolejna fikcja lepiej odstania
rzeczywisto$¢; wszystkie wziete razem majg odstonié¢ cos
przed widzem czy czytelnikiem.

Pora wrécié¢ do bardziej matematycznych rozwazan.
Istota fikcji w dramacie Norwida nie polegata

na odwzorowywaniu, na tworzeniu imitacji czegokolwiek
— $wiata zewnetrznego czy zdan ,normalnego”

jezyka. Stuszniej byloby zatem powiedzieé, ze Swiaty
fikcyjne nie sa odbiciem jaki§ wybranych elementow
rzeczywistosci, ale pewna kompletna struktura. Jesli

w obrebie tej struktury zostanie ustanowione jakie$
prawo, dziala ono caly czas, niezaleznie od tworcy.
Kiedy dzieci bawia sig, ze podloga to morze, a dywaniki
to tratwy, to nawet jesli nie zauwazg jakiego$ dywanika,
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on tez liczy si¢” jako tratwa. Ta sama zasada
obowiazuje w przypadku dziel literackich. Autor nie
musi o wszystkim méwié; wystarczy, ze ustanowi prawa,
a ten Swiat dziala dalej ,bez niego” i kazdy przedmiot,
kazdy szczegdl raz wprowadzony do takiego fikcyjnego
Swiata generuje dalsze ,prawdy w fikcji”.

Sceny z dramatu Norwida ilustruja tez kolejne
fundamentalne dla fikcji zagadnienie. Fikcja nie istnieje
bez uczuciowego zaangazowania odbiorcéw. Na tym
polega istota przezycia estetycznego. Powies¢, w ktoéra
odbiorca sie nie zaangazuje, cho¢by w minimalnym
stopniu, ,nie zdarzyla sie¢”, nie zaistniata jako

fakt estetyczny, byla niefortunnym aktem mowy.
Kwestia emocjonalnego zaangazowania odbiorcéw jest
zatem fundamentalna dla zrozumienia dziet sztuki —
ale zarazem najbardziej klopotliwa w opisie. Widac
to w przypadku wprowadzanego przez niektorych
soperatora fikcyjnosci” F. Mamy zatem oczywiscie

Hamlet umart = Hamlet umart w ,Hamlecie” =

= F(Hamlet umart).

Ten operator nie sprawdza si¢, gdy chcemy opisaé
emocje, jakie budzi dzieto sztuki. Dzieje sie tak dlatego,
ze emocje, ktore wywoluja dziela fikcji literackiej, nie
sg imitacja prawdziwych emocji, nie sa ich obrazem

za pomocyg operatora F. To te same uczucia, tylko
inaczej przezywane. Jesli w utworze sa zastosowane
chwyty ,,demaskujace”, nie niwecza one emocji.

Wrecz przeciwnie, wzmacniaja je, ,destyluja” poprzez
swiadomo$é¢ fikcyjnosci. Mamy na przyktad:

Hamlet postapil stusznie # F(Hamlet postapil stusznie)
i
Hamlet postapil stusznie #

# (Hamlet postapil) F'(stusznie).

Przypomnijmy raz jeszcze scene z dramatu Norwida,
kiedy Hrabina widzi nieistniejace obrazy. Fakt ich
nieistnienia w niczym nie zmienia jej uczué. Fikcja

nie powstaje zatem jako co§ wtérnego, nasladowanie,
nie na zasadzie zastosowania wobec istniejacej
rzeczywistosci jakiegokolwiek rodzaju przeksztalcen.
Jest naturalnym sposobem ogladania i poznawania
Swiata. Fikcja nie przystania rzeczywistosci. Wrecz
przeciwnie: nie dostrzegalibySmy rzeczywistosci, gdyby
nie fikcje (a dramat Norwida zdaje sie pokazywad, ze
im bardziej beda one odlegle od ,realiéw zycia”, tym
lepiej). W fikeji ,nic” przeciez nie ma, a jednak to ,nic”
odczuwamy jako istniejace. I na to wlasnie zwracal
uwage Szekspir w ,Snie nocy letniej”. Ksiaze Tezeusz
mowi tam:

Domyst nieznanych rzeczy (. ..)
W ksztalt je obleka i zwiewne nicosci
Przyszpila nazwqg do miejsca w przestrzeni.

Natura fikcji jest wiec to, ze ,z niczego, moca
wyobrazni” powoluje do zycia ksztalty zajmujace
przestrzen. I to wtasnie, mam nadzieje, jest matematyka
literatury.



Matematyka
jako literatura

Moze si¢ wydawad, ze w tytule artykulu jest pomylka. Co moze mie¢ wspdlnego
matematyka z literatura? Czy sztywna, zimna matematyka, w ktérej nie
ma miejsca na réznice zdan na temat prawdziwosci dawno udowodnionych

twierdzen, nie jest pod kazdym wzgledem przeciwienstwem humanistyki,

Michat SZUREK

w ktérej nic nie jest do konca precyzyjnie zdefiniowane i rozwdj polega w duzej

mierze na $cieraniu si¢ pogladéw? Czy fikcja literacka nie jest przeciwienstwem

prawdy matematycznej?

Stosuje niekiedy w swoich wykladach pewien trick. Zaczynam mianowicie
zdanie: ,Matematyka, jako nauka humanistyczna...”, zawieszam glos i czekam
na reakcje. Wezesniej czy pozniej ktos zawsze zaprotestuje: przeciez matematyka
jest nauka $cista! | Tak jest”, odpowiadam, ,,jest to jedyna humanistyczna nauka
Scista”. O tej dualnoéci matematyki my, matematycy, wiemy bardzo dobrze.

Michal Szurek, Instytut Matematyki,
Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego

1. Matematyka dostarcza watkéw literackich.
Jest to temat na najzupelniej powazna prace; choé
raczej nie prace naukowa. Omowie to w sms-owym
skrécie (telegraméw poczta juz nie przyjmuje).
W jezyku potocznym uzywamy na co dzien kilku
czy kilkunastu zwrotéw matematycznych. Jesli co$
wiemy na pewno, mozemy to podkresli¢, méwiac, ze
jest to pewne jak dwa a dwa cztery. Rzecz niemozliwa
do wykonania, osiagniecia, urzeczywistnienia to
kwadratura kota, a bardzo przyblizone rachunki to pi
razy oko. Jezeli nasz maly synek chce zobaczyé, co
jego zabawka ma w $rodku, to rozloZy jg na czynniki
pierwsze. Czlowiek prostolinijny z pewnoscia utozy
sobie z kazdym stosunki na plaszczyinie porozumienia.
Niekiedy mozemy za pomoca matematyki wyrazi¢ to, co
bez niej przekazaé jest bardzo trudno:

Dlaczego sobie Pani ze mnie kpi?

Cierpieniom moim niech nadejdzie kres,

Sila mojej mitosci réwna sie ™
2(P+Q)(12+a?)+Gy?

59(2(P+Q)a+Gs)
(Julian Tuwim)

Ale uzywajac alegorii matematycznych, mozna niekiedy
wyrazi¢ glebsza mysl. Odgrodzenie si¢ od §wiata za
pomoca matematyki — cho¢ wyeksploatowane niemal
jak rym Tatry-wiatry — moze przybieraé¢ groteskowe
formy (jak u Kornela Makuszynskiego, Szatan z siddmej
klasy, gdzie Iwo Gasowski probuje rozwiaza¢ réwnanie
Fermata).

Pomnozone przez \/

Bardzo udatnie wykorzystat liczby zespolone
Robert Musil — posiadajacy przeciez wyksztalcenie

Warto, zeby wiedzieli o tym i wszyscy inni. Warto, zeby przedstawiciele nauk
uznawanych tradycyjnie za humanistyczne uczyli sie czego$ od nas... i na
odwrét; my od nich. Zacznijmy od narzucajacych sie, dos¢ plytkich analogii.

matematyczne — do opisu roli intuicji i wiary (nie méwie
o sensie religijnym) w procesie twérczym. W powiesci
,Niepokoje wychowanka Toérlessa” nauczyciel tak
charakteryzuje swego ucznia:

e .. Lorless odszukal mnie kiedys, by prosié¢

o wyjasnienie pewnych zasadniczych pojecé
matematycznych, w tym rowniez liczb urojonych, ktore
niewyszkolonemu umystowi istotnie mogq sprawiac
trudnosci. Musze nawet przyznac, ze wykazywal przy
tym niezaprzeczalng bystrosé umystu, jednak z istng
maniqg wyszukiwal tylko takie rzeczy, ktore w pewnej
mierze zdajg sie oznaczaé luke w przyczynowosci naszego
myslenia — przynajmniej dla niego. (...) Powiedzialem,
ze w tych wypadkach wydaje mi sie, iz samym mysleniem
nie mozemy przejs¢ na drugq strone, lecz potrzebujemy
jakiejs innej, wewnetrznej pewnosci, ktora nas na tamtq
strone przeniesie.

(cyt. wedlug przekladu Wandy Kragen, Wydawnictwo Literackie,
Krakéw 1993).

Sam Torless méwi do kolegi:

,Pomysl sobie: w takim rachunku wystepujq z poczatku
calkiem solidne liczby, ktore mogaq przedstawiac¢ metry,
ciezary lub co$ innego, réownie realnego, i przynajmniej
sq prawdziwymi liczbami. Przy koncu rachunku tez sq
takie liczby. Ale te liczby lgczy cos, czego nie ma. Czy to
nie jest jak most, w ktorym jest tylko pierwsze i ostatnie
przesto, a przez ktory przechodzi sie mimo to tak pewnie,
jak gdyby stal caly? Dla mnie w takim rachunku jest
cos, co powoduje zawrot gltowy, jak gdyby kawalek drogi
prowadzil Bog wie dokgd”.

2. Metafizyczna sila przyciggajaca matematyki.

W eseju Matematyk i mistyk (w tomie Mini wyklady o mazi sprawach, wyd.
Znak 1997-1999) Leszek Kolakowski przyznaje najpierw, ze nie wie, co to jest
calka ani nie pamieta juz, co to sinus, potem daje jednak dowdd, ze doskonale
rozumie, o co chodzi w matematyce.

Na posmiewisko latwo moZze sie wystawic¢ ten, kto matematykiem ani mistykiem
nie bedgc, zabiera sie do rozwazan na temat stosunku miedzy matematykq

a mistykq. [...]. Z drugiej strony jest w matematyce rodzaj metafizycznej sily
przyciggajgcej, ktora z naukqg, a tym bardziej z umiejetnosciq rozwigzywania

rownan, nic wspolnego nie ma, a ktora — rzecz podziwienia godna — pokrewna jest
tej sile, jaka promieniuje ze znanych nam przekazow doSwiadczenia mistycznego.
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A jako ilustracja tej ,metafizycznej sity przyciagajacej” niech poshuzy wyimek
z powiesci Igora Neverly’ego Zostalo z uczty bogow:

— Matematyka? — spytatem. — Ty lubisz matematyke?!

— Ogromnie. W szkole pomagalam kolezankom nawet ze starszych klas, a teraz
tak sobie czytam dla przyjemnosci, rozwigzuje. To piekne.

- Co, mianowicie?
— A chociazby binom Newtona.

— Alez to koniec algebry, zadanie maturalne! Na tym piekielnym binomie,
styszatem, najczesciej obcinajq, ja jeszcze do tego mie doszedlem, a ty tak sama?
Bylas w gimnazjum? W ktorej klasie?

— W pigtey, trzy lata temu. . .

Podczas kolacji i potem, gdy robita sobie postanie na podlodze pod oknem,
zdotatem powypytywaé 1 wydobyé sporo innych szczegolow z jej Zycia, nie
podwazaly jednak w niczym zdumienia — Nadia i binom! — nie pomniejszaly
kontrastu — hoza, czarnobrewa, z wiejska wyglgdajgca dziewczyna i ta jej
matematyka, ze wszystkich nauk najbardziej dla mnie antypatyczna, kojarzaca sie
zawsze z Antypodq. Czytuje stroniczki algebry dla przyjemnosci, cos podobnego!
A powiesci, spytatem, a poezje? Owszem, odrzekla, ale to przeciez same slowa. —
Ty wolisz znaki? — Naturalnie, tu sie czuje rzeczy prawdziwe i wieczne. . .

3. Figury stylistyczne w matematyce. nie jest metafora, lecz dzigki odkryciom Kartezjusza
Nie nalezy tez catkiem powaznie traktowaé nastepnych — wladnie metonimig. Dla samych matematykow
dwdéch przejawdéw obecnosci teorii literatury zaskoczeniem bedzie za$ to, ze nadzwyczaj czesto
w matematyce. Jezykoznawcy sktaniajag sie do pogladu, uzywaja synekdochy. Ot6z dowiadujemy sie w szkole,
ze sam jezyk jest ze swej natury metaforyczny, ze to, ze tréjkat to czesé plaszezyzny ograniczona trzema
co uwazamy w nim za naturalne, jest tylko figura odcinkami, przecinajacymi sie w trzech punktach.
retoryczna, przenosnia, ktérej figuratywnosé dawno juz Wiec zwrot trdjket ABC” to klasyczna synekdocha,
poszta w zapomnienie. Poniewaz w matematyce nic nie pars pro toto, cze$é¢ zamiast calosci. Czesto sama
moze by¢ oparte na niedopowiedzianych przestankach, mozliwo$¢ uzycia takiej figury retorycznej musi byé
metafora musi sta¢ sie natychmiast metonimia. Czesto poprzedzona dowodem poprawnosci: ptaszczyzna jest
spotykany w podrecznikach matematyki zwrot wyznaczona przez trzy punkty, majac trzy wysokosci,
linia prosta ax +by +c=0 mozna skonstruowac trojkat i tak dalej.

L]

Rozwigzanie zadania M 1097.
Oznaczmy d = NWD(a, b). Wykazemy, ze
a = d?.

Poniewaz liczba d? jest dzielnikiem liczby
ab, wiec d? jest réwniez dzielnikiem liczby
a® + b% + a. Ponadto d? | a’ + b2, skad
uzyskujemy podzielnosé d? |a.

Z drugiej strony, liczba a® + b2 + a jest
podzielna przez a, skad wynika, ze a | b2.
Zatem liczba a jest wspolnym dzielnikiem
liczb a? i b2, skad wniosek, ze a jest
dzielnikiem liczby NWD (a2, b?), czyli
a|d?. W efekcie a = d?.

4. Matematyka jako hermeneutyka.

W literaturoznawstwie sa dwie zasadniczo odmienne metody: poetyka

i hermeneutyka. Mozna w badaniach matematycznych dopatrywac sie jednej

i drugiej. Poetyka to badanie, dlaczego dany tekst wplywa na czytelnika

tak, a nie inaczej. Co powoduje, ze tekst jest ,lekki”,  dramatyczny”,
yironiczny” 7 Hermeneutyka zaglada pod podszewke tekstu — prébujemy znalezé
ukryte interpretacje i na nowo odczytaé¢ zawarte w tekscie mysli. Jedli zatem
zastanawiam sie¢, dlaczego twierdzenie Pitagorasa jest wazne, to zblizam sie

do poetyki. Wchodzimy w obszar hermeneutyki wtedy, gdy formule Pitagorasa
uogdlniamy na przyklad na tréjkaty sferyczne lub na trojkaty w przestrzeniach
funkcyjnych, albo gdy badamy sama forme algebraiczng a® + b* = c2.

5. Wszystko jest w Ksiedze.

Nieco powazniej mozna potraktowac alegorie ,matematyka jako obraz Ksiggi”.
Od pewnego bowiem czasu wéréd matematykoéw robi kariere powiedzenie Péla
Erdésa:

Pan Bog ma pozaskoriczong Ksiege, w ktorej zapisane sq wszystkie dowody i gdy
jest dla nas szczegolnie taskawy, pokazuje nam jej maly fragment. Mysle, Ze
nawet nie trzeba wierzyé w istnienie Boga, a tylko w istnienie tej Ksiegr.

Pojawiaja sie wiec ksiazki o dowodach z Ksiegi, o liczbach z Ksiegi.
O algorytmach z Ksiegi jeszcze nie styszalem, choé¢ niewatpliwie algorytm

Euklidesa na wyznaczanie najwickszego wspolnego dzielnika dwu liczb
naturalnych na pewno by wszedl do takiego spisu.
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6. Fikcja i zawieszenie niewiary.
Najwazniejsza i zasadnicza analogia to jednak
podobienstwo fikcji literackiej do fikcji matematyczne;j.
Twory matematyczne powstaja w naszych, ludzkich
umystach i — przynajmniej wedtug kierunku
filozoficznego zwanego nominalizmmem — nie maja innej
racji bytu.
. my, panie,

o idealnym mowilismy kole,

Bez wzgledu, jakie ma zastosowanie:

Czy kto zen pierscien Slubny lub niewole

Czy kto triumfu ark, koSciola banie

Lub do zegarka tancuch zen utworzy.

Cyprian Kamil Norwid (,,Promethidion”)

Thomas Kuhn w latach szes¢dziesiatych XX wieku
wprowadzil pojecie paradygmatu. Mozna powiedzieé,
ze jest to zbidr idei lub procedur, ktore implicite méwia
naukowcom, w co wierzy¢ i jak pracowac. Dajac dowod
niezrozumienia, o co chodzi w matematyce, Kuhn
wypowiada poglad, ze nie niesie ona znaczenia, ze
sktada sie z regul syntaktycznych bez zadnej tresci
semantycznej. Podobne zdania wypowiadaja niekiedy
réwniez sami matematycy i trudno uwierzyé, ze. . .
sami w to wierza. Jezeli matematyk twierdzi z cala
powaga, ze Krélowa Nauk to tylko przeksztalcanie
napiséw na kartce papieru/tablicy/ekranie komputera
— i jednoczes$nie zajmuje sie tym z pasja — to moze
powinien zastanowi¢ sie, czy nie jest. .. zmeczony
psychicznie?

Najsilniejszym filozoficznym aspektem laczacym
bardzo $cisle matematyke i literature stanowi koncepcja
yzawieszenia niewiary”. Nawiazuje ona do fikeji —

stanowiacej przeciez fundament konstrukcji tekstu
literackiego i teorii matematycznych.

Omawiatem kiedys z profesorem polonistyki szczegdly
dotyczace mojego wystapienia na konferencji retorycznej
na UW. Chodzilo o pojecie fikcji. Rozmowa miala
miejsce w bufecie. Akurat wszedl méj bardzo dobry
student (obecnie juz doktor matematyki). ,,Zrébmy
eksperyment”, powiedzialem do polonisty i bez
wyjasniania, o co chodzi, zapytatem studenta, co to

jest fikcja, jak rozumie on to pojecie. Odpowiedzial bez
wahania: to to samo, co nieprawda. Ale juz na ostatniej
glosce wypowiedzi zawahal sie i jednym tchem uzupelnit
definicje: to raczej to, co jest wytworem ludzkiego
umystu.

W zdaniu ,,Natenczas Wojski chwycil na tasmie
przypiety swoj rog bawoli ...” pierwsze ze stéw

nie oznacza chwili, w ktérej czytam nasza epopeje
narodowa, ani czasu jej powstania. Oznacza chwile

na osi (fizyk by powiedzial: strzalce) wlasnego czasu
utworu. Czas ten jest niezalezny od zewnetrznego

i plynie w specyficzny sposéb, charakterystyczny dla
danego utworu literackiego. Tekst literacki ma swoja
wlasna czasoprzestrzen, wytwarza swoj wlasny $wiat,

w ktéry mozna wierzy¢ lub nie. Gdy czytajac powiesé,
,hie mozemy si¢ od niej oderwacé”, wiemy, ze takiego
Swiata nie ma. .. a jednak na czas czytania te niewiare
zawieszamy. Co nam to daje? Jaki jest sens na przyklad
umieszczania na Krakowskim Przedmie$ciu w Warszawie
(w poblizu Uniwersytetu) tablic informujacych, ze tu
mieszkal Wokulski, a tam Rzecki? Jaki jest cel istnienia
tablicy w celi w Wilnie, ze tu zmarl Gustaw, a narodzil
sie Konrad?

Moze zrozumiemy to, przesledziwszy sposob, w jaki do matematyki zostaly
wprowadzone liczby urojone. Mozna powiedzieé, ze liczba urojona jest

Zawieszenie niewiary a réwnania
kwadratowe

Jak rozwigzac¢ réwnanie TZECZwaStyCh.

2% + 10z + 21 = 0,

czyli
z2 + 10z = —21.

Zacieniowana figura (,,gnomon”) ma
pole... —21. Polem ,duzego” kwadratu
jest wigc .. .tak, —21 + 25 = 4. A wiegc
(z+5)2=4,tj. z+5=21lubz+5=—2,
skad x = =3 lub =z = —7.

z+5

5 5T 25

Rysunek jest zupelnie niedobry, ale
wynik koncowy w porzadku! Na tym
polegaly wtadnie niepokoje wychowanka
Torlessa: most taczacy dwa brzegi wisi
w powietrzu, a jednak mozna po nim
pewnie chodzié, jesli si¢ wierzy!
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pierwiastkiem kwadratowym z liczby ujemnej. ,/ Takie liczby nie istnieja”
odpowie chyba kazdy. Nieprawda. Prawda jest tylko, ze nie ma takich liczb

7. R6éwnania kwadratowe i zawieszenie niewiary.

Zawieszenie niewiary przynosi dobre rezultaty przy rozwiazywaniu réwnan
kwadratowych. Chcac rozwiazaé réwnanie kwadratowe 22 + 10z 4 21 = 0,
przepisuje je w postaci 22 + 10z = —21. Robie rysunek, na ktérym ,widze”, ze
pole pewnej figury jest réwne minus 21. Nie ma to sensu? Tak, ale zawieszamy
niewiare. Przyjmijmy, ze jednak sens to ma. Wykonamy obliczenia ... i wyjdzie
nam co$ interesujacego: dobre, prawdziwe pierwiastki naszego réwnania
kwadratowego. Skoro zatem ,to dziala”, to moze nie jest bez sensu? I na tym

— zdaniem autora tego artykutu — polega Scista analogia miedzy matematyka

a literatura. Gdy czytamy o Sherlocku Holmesie, wiemy, ze nigdy nie istnial. ..

i chetnie zawieszamy nasza niewiare. Pierwiastka kwadratowego z liczby ujemnej
wyciagnaé sie nie da ..., ale jezeli zawiesimy niewiare, to otrzymamy prawdziwe,
porzadne pierwiastki. Dla réwnan stopnia trzeciego zawieszenie niewiary

(tj. wprowadzenie liczb urojonych) jest jedynym sposobem wyprowadzenia
wzoréw na pierwiastki.

8. Niebo gwiazdziste nade mna, prawo moralne we mnie.

Niewiele jest przesady w powiedzeniu, ze koncepcja zawieszenia niewiary
przenika cala nasza egzystencje. Tak, czy owak, wszystko zaczyna sie i konczy
matematyka. Ale to juz naprawde zupelnie inna historia.



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Koncert kwantowy

Muzyk swéj kunszt moze wykazaé dopiero, gdy ma

do dyspozycji odpowiedni instrument. Marzeniem kazdego
skrzypka sa legendarne stradivariusy (przynajmniej
przekonani sg o tym ci, ktérzy na skrzypcach nie graja).
Wykonanie instrumentu o wyjatkowym brzmieniu wymaga
nieprzecigtnych umiejetnosci, graniczacych z magia.
Zdobywane przez dlugie lata doswiadczenie czesto pozostaje
tajemnica firmy. Jest przekazywane ,z ojca na syna”.
Prawie dla kazdego rodzaju instrumentu mozna podaé

te ,najlepsza’ firme, czesto sygnowang nazwiskiem jej
zalozyciela. Czy styszeliscie jednak o firmie Mohanty?
Pewnie nie styszelicie, a szkoda. Skonstruowano w niej
jedyny w swoim rodzaju instrument. Nigdy nic, co ,reka
ludzka uczynione”, nie grato w taki sposéb.

Zadziwiajacym instrumentem [1], ktéremu poswiecone sa
biezace aktualnosci, jest pokazany na zdjeciu. .. grzebien.
Moze powiecie, ze nie styszelidcie jeszcze o wirtuozach
grzebienia? Przyznam sig¢, ze do niedawna ja réwniez nie
styszatem. Sprawa troche si¢ wyjasni, gdy doktadniej
opiszemy to cos, co pokazane jest na zdjeciu. Konstruktorzy
nazywajg swoj instrument antena, a nie grzebieniem. Ale czy
ktos kiedy$ styszal, zeby gra¢ na antenie?

Widoczne na zdjeciu (mikrografii zrobionej za pomoca
mikroskopu elektronowego) co$ moze budzi¢ wiecej
skojarzen. Najczesciej wydaje si¢ przypominaé szkielet ,lub
co$ w tym rodzaju” jakiego$ zywego organizmu [2]. Gdyby
to jednak mial byé kregowiec, to musiatby byé wyjatkowo
maly. Pokazany szkielet ma dtugos¢ okoto 10 pm, szerokosc¢
400 nm, nie liczac zeber, ktére maja dtugos¢ 500 nm.
Poréwnywalnej wielkosci sa roztocza.

Grzebien jest wykonany z monokrysztatu krzemu za pomoca
litografii elektronowej i ,nanomachinacji” (angielski termin
nanomachining zostal uzyty przez autoréw pracy [1], ale bez
zadnego wyjasnienia, na czym innym niz litografia ta
machinacja polegala). Z jednej strony zostal przygotowany
kontakt elektryczny ze ztota (stabo widoczna jasniejsza
warstwa na blizszej plytce koriczacej grzebien).

Skoro instrument mamy juz przygotowany (opisany), to
nalezaloby na nim zagraé. Autorzy zaangazowali w tym
celu znanego wirtuoza — Lorentza. Wystarczyta im jego
sita, osoba nie byla potrzebna. Instrument umiescili

w jednorodnym polu magnetycznym o indukcji 16 T
skierowanej prostopadle do osi grzebienia. Jako smyczka
uzyto pradu o okreslonej czestosci podawanego poprzez
zlota elektrode. Sita Lorentza wymusza w takim przypadku
drgania instrumentu.

Jak silny moze by¢ tak wzbudzany dzwiek? Wczesniej

w podobnych urzadzeniach udawalo sie uzyska¢ amplitudy
rzedu femtometréw. To nie pomytka. Chodzi o amplitudy
rzedu rozmiaréw jader atomowych! Czyli tysiace razy
mniejsze od rozmiaréw atomu. Skoro te ruchy sa tak
nieznaczne (stowo ,mikroskopijne” czy nawet ,nanoskopijne”
jest zupelnie nieadekwatne), to mozemy powoli przestaé sig
dziwi¢ stowu  kwantowy” w tytule. Rzeczywiscie, autorzy
biora udziat w konkursie na pierwszy kwantowy koncert
wykonany makroskopowym instrumentem. W dodatku
twierdza, ze go wygrali.

Jezeli im sie udato (kryguja sie, ze nie sa jeszcze w stanie
tego bezapelacyjnie udowodnié), to zawdzieczaja to nowemu
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podejsciu. Dotad wysitki nanomuzykdéw koncentrowaly sie
na detekcji tak malych amplitud. Zwyciezcy natomiast
postanowili tego typu drgania wzmocni¢. I do tego wtasnie
potrzebowali tej grzebieniopodobnej struktury. Nawet
jezeli amplituda drgan pojedynczych zebéw jest rzedu
femtometrow, to potrafia one rozbujaé¢ caly grzebien

do amplitudy kilkudziesigciu pikometréw (czyli rzedu
rozmiaréw atomu: 100 pm = 14).

Kiedy jednak efekty kwantowe moga pojawié¢ si¢ w ruchu
obiektu makroskopowego i jak moga sie one przejawiaé?
Charakterystyczng wielkoscia jest termiczna liczba obsadzen
Ny, = kT /hf. Specjalici spodziewali sie, ze jezeli

uda sie skonstruowaé obiekt, ktéry mozna doprowadzié

do warunkow, w ktérych Ny, — 1, to taki obiekt powinien
zaczaé wykazywaé np. skwantowane poziomy energetyczne.
7 powyzszego wzoru wynika, ze aby liczbe obsadzen
zmniejszy¢, nalezy obnizaé¢ temperature 1" i zwigkszaé
czestosé drgan f. Zwiekszanie czestosci drgan rezonansowych
wiaze sie jednak ze zmniejszaniem rozmiaréw, a z tym

z kolei wiaze si¢ zwickszanie odpowiednika statej sprezyny,
a w konsekwencji dalsze zmniejszanie amplitudy. Specjalny
ksztalt grzebienia miat temu niepozadanemu zjawisku
przeciwdziala¢. Udato sie¢ uzyskaé drgania o czestosci
rezonansowej 1,49 GHz i wystarczajaco duzej amplitudzie.
Amplituda ta byla mierzona poprzez pomiar napiecia pradu
indukowanego w grzebieniu.

Mozna sprawdzié, ze w opisanej sytuacji temperaturze

T = 110 mK odpowiada liczba N;; ~ 1. Najpierw
przeprowadzono jednak pomiary dla temperatury wyzszej
o rzad wielkosci. Sprawdzono, ze zgodnie z przewidywaniami
amplituda drgan jest proporcjonalna do kwadratu

indukcji magnetycznej, czyli stwierdzono klasyczne
zachowanie grzebienia. Nastepnie zbadano uktad oziebiony
do temperatury 7' = 110 mK i wykryto skokowa zaleznos¢
amplitudy od indukcji pola. Prawie na pewno $wiadczy to
o przechodzeniu ze stanu o najnizszej energii do pierwszego
stanu wzbudzonego, czyli o oczekiwanym zachowaniu
kwantowym.

Mysle, ze w najblizszym czasie mozemy spodziewaé si¢ wielu
podobnych koncertow kwantowych.

Piotr ZALEWSKI

[1] A. Gaidarzhy i inni, Evidence for Quantized Displacement in
Macroscopic Nanomechanical Oscillators,
Phys. Rev. Lett. 94,030402(2005)

[2] sondaz przeprowadzony przez autora na niezbyt licznej prébce
fizykéw
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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 2005

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 398, 399 3%

398. Po jeziorze biegna liczne drobne fale,

ktorych kierunki zmieniaja sie dowolnie, 10°
a maksymalne nachylenie powierzchni

wody wynosi v = 2°. Obserwujemy odbicie

w wodzie Stonca, ktore jest na wysokosci

¢ = 10° nad horyzontem. Ocenié¢ rozmycie

katowe odbitego obrazu Stonca, wzdtuz

osi ,w poprzek” (kat o na rysunku 1)

i wzdtuz” (kat ). B

399. Amperomierz przeznaczony

do pomiaru natezenia pradu zmiennego
moze dziata¢ na nastepujacych zasadach:
1) mierzy¢ srednig warto$é kwadratu natezenia pradu
(poprzez np. pomiar sity wzajemnego oddziatywania
dwoch cewek),

2) mie¢ wbudowany prostownik dwupoléwkowy pradu

Rys. 1

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 1/2005

390. Z réwni pochytej o kacie nachylenia a
stacza si¢ kula o masie M zawierajaca
wspélérodkowe kuliste wydrazenie, przy
czym stosunek wewnetrznego promienia do
zewnetrznego (wynoszacego R) jest réwny k,
a poza wydrazeniem rozklad masy jest jednorodny.

Wewnatrz kuli toczy si¢ podobnie wydrazona kulka
o masie m, zewnetrznym promieniu r i tej samej wartosci k.

390. Oznaczmy predkosé srodkéw obu kul przez v. Predkosé
katowa duzej kuli (2) jest powiazana z v wzorem Q = v/R,
a predkosé liniowa punktu styku kul wzgledem uktadu
zwigzanego z ich §rodkami wynosi kQR. Przyréownujac

to wyrazenie do wr (gdzie w — predkosé katowa malej

kuli), znajdujemy w = kv/r. Te same zwiazki obowiazuja
dla przyspieszenia liniowego a, przyspieszenia katowego
duzej kuli €1 oraz matej kuli 2, tzn. e1 = a/R, €2 = ka/r.
Oznaczmy przez X sktadowg pozioma sity wzajemnego
oddzialywania kul, a przez Y — sktadowa pionowsa. Zgodnie
z 11 zasada dynamiki ruchem postepowym malej kuli rzadza
réwnania X = macosa, mg — Y = masin «, a ruchem
obrotowym — réwnanie Yr sin o — X7 cosa = Ize2. Centralny
moment bezwladnoéci wydrazonej kuli wyraza sie wzorem
Iy = 2mr? =52 podobnie I} = 2 MR*1=E; Dla duzej kuli
najwygodniej jest rozpatrywaé ruch obrotowy wzgledem
chwilowej osi obrotu, przechodzacej przez punkt stycznosci
z podlozem. Ramionami sit X 1Y (ktére — zgodnie z 111
zasadg dynamiki — nalezy tu uwzgledni¢ z przeciwnym
zwrotem) sg sktadowe odcinka taczacego punkty stycznosci,
ktérego dlugosé wynosi R(1 — k). Réwnanie ruchu
obrotowego ma posta¢ MgRsina + Y R(1 — k)sina —
—XR(1 —k)cosa = (I1 + MR?)e;.

22

Redaguje Jerzy B. BROJAN

i mierzy¢ amplitude natezenia pradu wyprostowanego,
3) mie¢ wbudowany prostownik dwupotéwkowy i mierzy¢

$rednia wartos¢ natezenia 7

pradu wyprostowanego.

Mamy trzy amperomierze A, As /\ /\

i As dzialajace wedlug powyzszych 1
zasad, przy czym skala wszystkich
amperomierzy jest tak dobrana,
ze w przypadku pradu o przebiegu I
sinusoidalnym wskazuja one warto$é
skuteczng natezenia. Jakie beda
wskazania amperomierzy As i As,
jesli amperomierz A; wskazuje 1 A,
a prad jest a) staly, b) o przebiegu
jednopoléwkowym (tzn. potowa
sinusoidy, rys. 2), ¢) o przebiegu pitoksztaltnym (rys. 3)?

Rys. 2

Rys. 3

Przypominamy tres¢ zadan:

Jaki warunek musza spelnia¢ wymienione parametry, aby $rodki kul

i punkt zetkniecia wigkszej z réwnig lezaly stale na tej samej prostej
(rys.)?

391. Jak dlugo mogloby $wieci¢ Stonce z niezmieniona moca, gdyby
czerpalo wypromieniowana energie: a) ze spalania wegla (zalézmy, ze
Stonce sklada sie z wegla i tlenu), b) z grawitacyjnego zapadania sie
(zalézmy, ze Stonice zmniejszylo swéj promienn o 10%)? Niezbedne dane
nalezy wzig¢ z tablic. Wystarczy przyblizona ocena wyniku.

Po wyeliminowaniu sit i przyspieszen dochodzimy

do prostego wyniku M = km. Z warunkiem wspotliniowosci
srodkow kul i punktu zetkniecia z podtozem zgodny jest tez
przypadek graniczny, odpowiadajacy przejsciu k — 1 (kule
staja si¢ bardzo cienkimi tupinami) — inne parametry sa
wtedy nieistotne.

391. a) Masa Stofica wynosi 2 - 10%° kg, z czego poczatkowo
mogtoby byé¢ 27% wegla, tzn. okoto 5 - 10%° kg. Przyjmujac
cieplo spalania réwne 40 MJ/kg, obliczamy catkowita energie
réwna 2 - 1037 J. Aby wyznaczyé moc wypromieniowana,
pomnézmy stala stoneczna (tzn. moc promieniowania

na jednostke powierzchni prostopadtej), ktéra w okolicy
Ziemi wynosi 1,35 kW /m?, przez 4w R?, gdzie R jest
promieniem orbity ziemskiej (1,5 - 10*! m). Stad moc

P~ 4-10* W, czyli energii zawartej w weglu wystarczyltoby
na 5- 10" s ~ 1500 lat.

b) Promien Stofica wynosi 7-10% m, a stad przyspieszenie
grawitacyjne na jego powierzchni — 270 m/s?. Do celéw
orientacyjnej oceny uzyskanej energii przyjmijmy, ze 1/5
masy Stonca ,spada” w polu o powyzszym natezeniu

z wysokosci réwnej 1/10 promienia. Wyliczona warto$é
mgh okazuje sie réwna 8 - 103 J, co wystarczyloby

na 2- 10" s & 600 tysiecy lat.
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Zadania z matematyki nr 501, 502
Redaguje Marcin E. KUCZMA

501. Dane sa dwa wspdlérodkowe okregi o promieniach R, r (R > r). Wypukly
czworokat ABC'D jest wpisany w mniejszy okrag, a polproste AB~, BC ™,
CD™, DA™ przecinajg wickszy okrag odpowiednio w punktach Cy, D1, Ay, By;

® przy tym stosunek obwodéw czworokatéw A; B1C1 D1 1 ABCD wynosi R/r.

Obliczy¢ te obwody.

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VII 2005

naturalnych.

502. Wykazaé, ze dla prawie wszystkich liczb naturalnych n istnieje
przedstawienie liczby 1 w postaci sumy odwrotnoéci szescianéw n liczb

Zadanie 502 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
485 (WT = 2,56) i 486 (WT = 1,24)
z numeru 9/2004

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 1/2005
Przypominamy tres¢ zadan:

493. Kazda krawedz wielo$cianu wypuktego (o wszystkich katach dwusdciennych mniejszych

od 180°) zostala pomalowana jednym z dwéch koloréw. Udowodnié, ze istnieje wierzcholek A oraz
plaszczyzna, przechodzaca przez A i niezawierajaca innych wierzcholkéw wieloscianu, o tej wlasnosci,
ze po kazdej jej stronie wszystkie krawedzie wychodzace z wierzchotka A maja jednakowy kolor.

V13 —1 <3+\/ﬁ>"
613 2 i

Witold Bednarek — Lédz 43,23

Barttomiej Dyda — Wrocltaw 40,39

Jerzy Witkowski — Radlin 39,38

Tomasz 494. Ciag (a,) jest okreslony wzorem a, =
Rawlik — Braunschweig 35,75

Tomasz Obliczy¢ granice lim (a, — [an]).

n— oo

Warszawski — Krakow 33,13

QA
k41 Af+1
A Bo B

673

a1

493. Szkielet wielodcianu mozna traktowac jako graf

na plaszczyznie (przez rzutowanie z punktu potozonego

na zewnatrz wieloscianu, blisko dowolnie wybranej $ciany,
na plaszczyzne rownolegla do tej Sciany — ,zagladanie

do wnetrza wielodcianu przez przezroczysta $ciang”). Na ten
graf przenosimy zadane pokolorowanie krawedzi. Wierzchotek
grafu nazwiemy matopstrokatym, jesli obchodzac wszystkie
wybiegajace z niego krawedzie (w ustalonym kierunku
obiegu — na przyklad zgodnie z ruchem wskazéwek zegara)
napotkamy co najwyzej dwie zmiany koloru. Takiemu
wierzchotkowi grafu odpowiada wierzchotek wielo$cianu

o wymaganej w zadaniu wtasnosci; wynika to z zatozenia, ze
zadne dwie $ciany nie leza w jednej ptaszczyznie. Wystarczy
wiec dowiesé, ze kazdy graf ptaski o 2-pokolorowanych
krawedziach ma wierzchotek matopstrokaty.

Wykazemy to przez indukcje wzgledem liczby krawedzi.
Gdy graf ma tylko jedna krawedz, nie ma czego dowodzi¢.
Zalbézmy, ze teza jest prawdziwa dla kazdego grafu ptaskiego
majacego q krawedzi i wezmy pod uwage graf ptaski G
majacy q+1 krawedzi, pomalowanych dwoma kolorami.
Wybierzmy dowolng krawedZz AB. Numerujemy krawedzie
wychodzace z wierzchotka A oraz krawedzie wychodzace

z B kolejno (w ustalonym kierunku obiegu) ao, a1, ..., am
oraz (o, (1, - - ., Bn, 0zZnaczajac przez ap oraz [Bo te sama
krawedz AB.

Usuwamy krawedz AB i taczymy wierzchotki A, B w jeden
wierzchotek Z; w powstalym g-krawedziowym grafie istnieje
wierzchotek matopstrokaty (zalozenie indukcyjne). Jedli jest
to wierzchotek rézny od Z, to jest on takze wierzchotkiem

malopstrokatym w grafie G i mamy teze indukcyjna. Mamy
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ja takze wtedy, gdy wszystkie krawedzie «; lub wszystkie
krawedzie 3; sa jednego koloru, gdyz wéwczas (odpowiednio)
A lub B jest wierzchotkiem malopstrokatym grafu G.

Pozostaje do rozpatrzenia sytuacja, gdy w ciagu krawedzi
(a1y...,am,B1,...,Bn) otaczajacych malopstrokaty
wierzchotek Z mamy dwie zmiany koloru, usytuowane
wewnatrz blokéw («;) oraz ((3;). Niech na przyktad
krawedzie a1, ..., Qm,B1,. .., ¢ beda czarne, a krawedzie
Bet1y -y Bryai, ..., ap — kolorowe (0 < k <m, 0<{<mn).
Niezaleznie od koloru krawedzi AB (= aog = (o), zar6wno A,
jak i B, jest wierzcholtkiem matopstrokatym w grafie G. To
koniczy indukcyjne uzasadnienie dowodzonej tezy.

494. Przyjmijmy

a=3YB g 3VB  (yiecca+f=3, af=-1),

sn=A-a"+B-[" (WiQCS():%, 31:%).

7 przeksztalcenia
an _ —,BOén+1 _ (a _ 3)an+1 _ an+2 _ 3an+1

mamy "% = 3a"*! + o"; podobnie 8712 = 34" 4 g,
i w konsekwencji sp42 = 3sp+1 + Sn. Stad przez tatwa
indukcje wynika, ze s, — é jest dla kazdego n liczbg
calkowita. Poniewaz zas |3] < 1 oraz

an=A-a" =s, —B-g" = (snf%)Jr(%fBﬁ?"),
to (dla duzych n) |an] = sn —

% , wWiec ostatecznie



Patrz w niebo

Nasza Galaktyka z racji swojej wielkosci, symetrii i okreslonej budowy moze

-]

Rozwigzanie zadania M 1098.
Oznaczmy przez H punkt przecigcia
odcinkéw AD i BE.

C

robi¢ wrazenie obiektu w pelni uformowanego. Tymczasem pojawiaja sie
ostatnio glosy, ze majaca kilkanadcie miliardow lat Galaktyka jeszcze nie jest
swykonczona”. Argumenty za tym sa zdobywane z trudem, co wynika z kilku
powodéw. Po pierwsze, zalegajaca w Drodze Mlecznej materia miedzygwiazdowa
do$¢ skutecznie przestania wszystko, co znajduje sie w jej plaszczyznie zaréwno
w Galaktyce, jak i poza jej granicami, po drugie — otoczka Galaktyki, czyli halo
galaktyczne, jest obiektem bardzo rozproszonym i dopiero teraz staje si¢ ledwo
dostepnym wspotczesnym technikom obserwacyjnym. Wreszcie generalnie duzo
trudniej jest badaé strukture Galaktyki, mieszkajac w jej wnetrzu, niz gdyby
mozna byto ja obejrze¢ z daleka.

E I tak, na przyklad, calkiem niedawno okazato sie, ze halo bynajmniej nie

!

jest rownomiernie wypelnione gwiazdami. W 1994 roku odkryto w Strzelcu
kartowata galaktyke, ktora spada na nasza, a ponadto sity pltywowe naszej
Galaktyki wyrwaly z niej pasma gwiazd rozciagajace si¢ na niebie na ponad 90°.
Warto tu przypomnieé, ze w Strzelcu znajduje sie centralne zgeszczenie naszej
Galaktyki, zatem odkryta tam galaktyka lezy niemal dokladnie po przeciwnej
jego stronie niz Uklad Stoneczny. Wydaje sie, ze galaktyczne halo zawiera wiele

tego rodzaju pasm sktadajacych sie z gwiazd. Inna grupa badaczy twierdzi,
ze Omega Centauri, najwieksza i najjadniejsza gromada kulista gwiazd, nie
Punkt H jest wéwczas punktem przeciccia jest w istocie gromada, lecz jadrem kartowatej galaktyki, ktora przypadkowo

wysokoéci w trojkacie ABC. Niech Q
bedzie $rodkiem odcinka C' H. Punkt @
jest wowczas $rodkiem okregu opisanego
na czworokacie DCEH, a zatem

QE = QH = QD. Wykazemy, ze Q = P,
skad bezpoérednio wynika, ze CP 1 AB.

zblizyla sie do naszej i juz dawno zostala odarta ze swoich zewnetrznych gwiazd.
Pojawiaja sie glosy, ze odkrywane od niedawna zgeszczenia gwiazd w halo to
wladnie resztki kartowatych galaktyk wchlonietych przez nasza. Zreszta zjawisko
tzw. kanibalizmu wsrod galaktyk nie jest niczym wyjatkowym. W odniesieniu

do naszego najblizszego otoczenia przewiduje si¢ nawet — w kazdym razie

Niech I' bedzie punktem przecigcia
prostych CH i AB. Poniewaz punkty
A, F, H, E leza na jednym okregu, wigec

sa badacze, ktorzy przewiduja — polaczenie sie naszej Galaktyki z sasiadka,
czyli z M 31, Wielkg Mglawicag w Andromedzie. Trudno tu orzec, ktora ktéra

IBAE = <CHE = < BEQ. Stad wynika, wchlonie, gdyz ich rozmiary i masy sa zblizone, w dodatku miatoby to nastapi¢

ze prosta QFE jest styczna do okregu I'
w punkcie E. Analogicznie dowodzimy,
ze prosta QD jest styczna do okregu I'
w punkcie D. Zatem Q = P.

Maj

W majowe wieczory niemal caltkiem nie widaé

Drogi Mlecznej. Jej polowa ciagnie sie wprawdzie
wzdluz polnocnego horyzontu, ale na tyle nisko, ze
watpliwe, zeby mozna ja bylo dostrzec przez zazwyczaj
zanieczyszczona atmosfere. W kazdym razie z geometrii
wynika, ze blisko zenitu powinnismy wtedy widzieé¢
okolice péInocnego bieguna Galaktyki, ktory znajduje
sie w gwiazdozbiorze Warkocza Bereniki. Jest to mato
wyrazny gwiazdozbidr lezacy (wraz z Psami Goficzymi)
miedzy Wielka NiedZzwiedzica na pélnocy a Panng

na potudniu. Najjadniejsza gwiazda Warkocza, alfa —
Diadem, o jasnosci 4,5 mag, jest gwiazda podwdjna,

co mozna by dostrzec przez amatorski teleskop, ale przy
duzym powiekszeniu. Skladniki tego ukladu dzieli
bowiem odleglos¢ 12 j.a., a caly uklad znajduje sie od
nas w odlegtosci 17 pc. Przez taki teleskop, ale przy
malym powigkszeniu, mozna w Warkoczu zobaczy¢
gromade kulista M 53 (odlegla o 16 kpc), a moze nawet
galaktyke M 85 (odlegla o 14 Mpc).
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w przyblizeniu za 3 mld lat. Nie sposéb tez przewidzieé, czym takie zderzenie
moze si¢ skonczyé¢ — brzmi groznie, ale nie zapominajmy, ze miedzy gwiazdami
jest zazwyczaj ogromnie wiele miejsca. Tak czy inaczej — to nie nasz problem.

Tomasz KWAST

Wenus jest w Byku i zachodzi wkrétce po zachodzie
Stonca. Mars jest w Wodniku i widaé¢ go duzo po
polnocy. Jowisz znajduje sie w Pannie, wschodzi wiec
jeszcze za dnia, a zachodzi przed wschodem Stonca.
Saturn jest w Bliznietach, przez co wida¢ go tylko

w pierwszej polowie nocy. Now Ksiezyca wypada

8 V, a pelnia 23 V. W maju Ksiezyc zakryje Jowisza,
Antaresa i Marsa. Jednak zadne z tych zjawisk nie
bedzie widoczne w Polsce: pierwsze bedzie wida¢ od
Karaibow po Potudniows Afryke, drugie — na Pacyfiku
i w Ameryce Srodkowej, trzecie — na Antarktydzie,

w Ameryce Poludniowej i w Zachodniej Afryce.

W okolicach 5 V mozna oczekiwaé roju meteordéw
eta-akwarydéw (od Aquarius — Wodnik), pochodzacego
od komety Halleya. Wodnik, jak wspomnielismy,
wschodzi dopiero po péinocy, a sam rdj jest skromny:
mozna spodziewaé si¢ jednego blysku na kilka minut.

T. K.



E# KACIK

BoLociczny 5/05 (12)

O zaletach wspoélpracy

Nietrudno zauwazy¢, ze praca w zespole pozwala osiaggnaé
wiecej niz dzialanie pojedynczych os6b. Nawet osiggniecia
naukowe wybitnych jednostek nie bytyby mozliwe, gdyby nie
praca wielu ludzi: przygotowujacych przyrzady pomiarowe,
robigcych doswiadczenia i opracowujacych wyniki. Zazwyczaj
trudno poczatkowo rozpoznaé, czy sie nie idzie falszywym
tropem. Wsréd wielu, ktérzy pobtadza, co jakis czas
znajdzie si¢ ktos, kto rozwinie nasza wiedze¢ o Swiecie. W ten
sposéb zbiorowosé ludzka jako calo$é jest w stanie znacznie
efektywniej przetwarzaé¢ informacje o $wiecie zewnetrznym

i wykorzystywac ja w praktycznych zadaniach, niz byliby

w stanie to zrobi¢ pojedynczy ludzie zostawieni samym
sobie. To truizmy. Chyba nikt nie ma watpliwosci, ze nawet
najbardziej genialny czlowiek rzucony bez zaplecza w czasy
paleolitu nie skonstruowalby komputera, samochodu czy
choéby noza ze stali nierdzewnej. . .

Czy podobnie dzieje si¢ u innych organizméw zywych?

Czy one tez odnoszg korzysci z zespotowego przetwarzania
informacji o $wiecie zewnetrznym?

Mogtoby sie wydawacé, ze zespotowe przetwarzanie informacji
wymaga wspolpracy i komunikacji pomiedzy osobnikami.
Niekoniecznie! Jaskotki rdzawoszyje wylatuja z gniazd

w poszukiwaniu owadéw dla pisklat. Jesli ptak wraca

do gniazda, znalazlszy obfite zrédto pokarmu, to z reguty
nastepnym razem leci w to samo miejsce. Jesli jednak mu sie
wyprawa nie powiedzie, to zazwyczaj $ledzi innego cztonka
kolonii. Najczesciej ktoregos ze swoich sasiadéw. Pokarm,
ktorego szukaja jaskotki, wystepuje w rzadkich, ale obfitych
platach. Stosowana przez nie strategia pozwala powigkszy¢
obszar poszukiwan, z ktérego korzysta osobnik, o obszary
przeszukane przez jego sasiadéw. W rezultacie kazdy cztonek
kolonii przynosi wigcej pokarmu, niz gdyby musial dziataé
sam. To wszystko si¢ dzieje bez wymiany jakichkolwiek
zamierzonych sygnaléw!

Golebie zerujace na ziemi musza dzieli¢ czas pomiedzy
wyszukiwanie pokarmu i sledzenie nieba, na ktérym moze
pojawi¢ si¢ jastrzab. Oczywiscie, pojedynczy golab zauwazy
jastrzebia dopiero w momencie uniesienia gtowy, tak wiec
drapieznik ma sporo czasu, aby zblizy¢ sie do zerujacej
ofiary. Golebie zyjace w stadzie poswigcaja nawet mniej
czasu na czaty niz samotnicy. W losowych momentach
unoszg glowy do géry, aby skontrolowaé sytuacje. Ale jesli
spojrzymy na stado jako calos$é, to poswieca ono na to
znacznie wiecej czasu, niz mégtby pojedynczy osobnik.
Wszak wystarczy, ze jeden gotab zauwazy nadlatujacego
jastrzebia i poderwie si¢ do ucieczki, aby reszta podazyta
za nim.

W pewnym eksperymencie nauczono szczury, ze w labiryncie
pokarm o okreslonym zapachu zawsze byl wyktadany

w okreslonym korytarzu. Podczas testu pierwszy szczur
wypuszczony z klatki przeszukiwat caly labirynt, az znalazt
pokarm. Nastepne jednak potrafity skorzystaé z jego
doswiadczenia. Po prostu obwachiwaly go i potem szty od
razu we wlasciwe miejsce: tam, gdzie zazwyczaj lezal pokarm
o tym zapachu.

To sa wszystko przyktady, w ktorych zwierzeta wcale nie
daza do tego, aby wspolpracowaé ze soba, przeciwnie,
staraja si¢ wylacznie wykorzystaé¢ inne osobniki. Jednak
ten wykorzystywany niewiele traci, a wykorzystujacy sporo

Fot. T. Wojszcz

zyskuje. Kazdy mniej wiecej tak samo czesto wystepuje
w obu rolach, wiec na dtuzszg mete wszystkim sie ten system
oplaca.

Koczkodany potrafig sie aktywnie i precyzyjnie ostrzegaé
o roznych zagrozeniach. Gdy ktérys z cztonkéw stada wyda
okrzyk, ktéry mozna by przettumaczy¢ na polski jako
Luwaga waz”, wszystkie malpy staja na palcach i wpatruja
sie w ziemie. Gdy ktérys$ ostrzeze o jastrzebiu, cale stado
zaczyna wpatrywac si¢ w niebo. W razie zauwazenia
lamparta ostrzezenie powoduje, iz maltpy uciekaja i wspinaja
sie na najblizsze drzewo. Tak wiec malpy w odrdznieniu od
jaskotek czy golebi celowo wydaja sygnaly ostrzegawcze,

a wiec wspolpracuja ze soba.

Najliczniejsze spotecznosci w swiecie zwierzat tworza,
oczywiscie owady. Roje pszczét sktadaja sie z dziesigtek
tysiecy osobnikéw wspdélnie pracujacych dla rodziny.
Pojedyncze pszczoty przeszukuja okolice w poszukiwaniu
kwiatéw. Gdy znajda pozytek, sygnalizuja swoim
towarzyszkom w ulu, gdzie nalezy szuka¢ pokarmu. Jesli
pokarm znajduje sie blizej niz kilkadziesiagt metréw od ula,
drepca po okregach, co nie niesie informacji o kierunku,
ale wystarcza, by towarzyszki szybko odnalazty blisko
znajdujace si¢ kwiaty. W innych przypadkach pszczoty
chodza po bardziej skomplikowanej figurze, czym$ w rodzaju
6semki: biegna po prostej, wywijajac odwlokiem, potem
zawracaja, robigc tuk w jedna strone, znowu biegna po
prostej, zataczaja tuk w druga strone. .. i tak powtarzaja
kilka razy.

Kierunek tego biegu po prostej niesie informacje o kacie

w stosunku do stonca, jaki trzeba utrzymaé, aby dotrzeé
do celu. Liczba wywinie¢ odwloka i tempo biegu —

o odleglosci. Pozostale pszczoly czutkami obserwujg ruchy
zwiadowcy, dzieki czemu informacje odbiera wiele robotnic,
ktore nastepnie leca prosto we wtasciwe miejsce odlegte
nawet o 8 km od ula.

Dzigki takiemu wspoétdziataniu réj pszczét znacznie podnosi
efektywno$é przeszukiwania przestrzeni wokoto ula, a wiec
i ilosé zbieranego pytku czy nektaru.

Jak widaé, zespotowe przetwarzanie informacji zwieksza
efektywnos¢ i przynosi korzysci wspélpracujagcym
jednostkom. Pamigtajcie jednak, ze na sprawdzianach jest

zakazane!
Pawel POREBA

Wspélpraca: Anna LORENC

Korespondencje do Kacika Biologicznego prosimy przysyla¢ do Jarka Bryka pod adresem: bryko@poczta.onet.pl
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