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Elektroencefalogram
Wiestaw W. JEDRZEJCZAK

Moézg czlowieka sklada sie z 101! komoérek, ktére porozumiewaja sie za pomoca
impulséw elektrycznych. Przy zastosowaniu odpowiednio czulej aparatury
zmiany potencjalu elektrycznego mozna zmierzy¢ na powierzchni glowy. Zapis
takich zmian w czasie nosi nazwe elektroencefalogramu (w skrécie EEG).

Kroétka historia EEG

Aktywnos¢ elektryczna mézgu zostala odkryta przez angielskiego lekarza
Richarda Catona w latach siedemdziesiatych dziewigtnastego wieku. Dokonywat
on pomiaréw na odkrytym moézgu zwierzat. W swoich eksperymentach uzywat
galwanometru i mierzyl potencjal pomiedzy elektroda lezaca na powierzchni
kory mézgowej (zewnetrznej warstwie potkul mézgowych) a elektroda
umieszczong na czaszce.

Duzy wklad w poznanie EEG wniesli rowniez polscy naukowcy. W 1890 roku
Adolf Beck opublikowal wyniki swoich badan, w ktérych wykryl zanik
rytmicznej czynnoéci w korze mézgowej pod wpltywem bodzca $wietlnego.
Nauczyciel Becka z Uniwersytetu Jagiellonskiego w Krakowie, Napoleon
Cybulski, wykonatl jeden z pierwszych elektroencefalogramow, uzywajac
przystawki fotograficznej, podlaczonej do galwanometru. Pokazal na nim
zmiany, jakie pojawialy sie w EEG psa w trakcie napadu padaczki wywolanego
elektryczna stymulacja.

Pierwszy pomiar EEG u czlowieka zostal wykonany przez Hansa Bergera na
poczatku dwudziestego wieku. Poczatkowo Berger dokonywal pomiaréow na
pacjentach majacych ubytki w kosci czaszki na skutek ran wojennych (ofiarach
pierwszej wojny $wiatowej). Rozglos przyniosto mu opublikowanie w 1929 roku
wynikéw piecioletnich badan prowadzonych w $cistej tajemnicy. W pracy tej
zostal po raz pierwszy opisany pomiar EEG czlowieka poprzez nienaruszona
czaszke. W swoich dalszych badaniach Berger scharakteryzowal rytmy alfa i beta
w EEG, opisal zmiany w EEG pod wplywem chordb, np. Alzheimera. To takze
on pierwszy uzyl terminu elektroencefalogram.

W kolejnych latach pomiary EEG zaczeto przeprowadzaé, wykorzystujac
wieksza liczbe elektrod, czyli zapis czynnosci elektrycznej z roznych obszaréw
jednoczesnie. Ulepszono takze urzadzenia pomiarowe, wyposazajac je

w rejestracje przebiegu badania na papierze.

Budowa i dziatlanie komoérek nerwowych

Aby zrozumieé, dzieki czemu mozliwe jest wykonywanie EEG, przesledzimy
oddziatywania elektryczne od poziomu pojedynczej komoérki nerwowej, az
do tacznej aktywnosci komorek sktadajacych sie na kore mézgowa.

Podstawowa jednostka ukladu nerwowego jest komérka nerwowa — neuron
(rys. 1), ktéra zdolna jest do wytwarzania i przewodzenia impulséw

elektrycznych.

synapsy

ciato
komorki

dendryty

Rys. 1. Schemat budowy komoérki nerwowej — neuronu.

Neuron sktada si¢ z ciata komoérki oraz charakterystycznych wypustek: aksonu
i dendrytéw. Akson jest z reguly dtuzszy i przewodzi impulsy z ciata komorki
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do zakoniczen nerwowych. Dendryty sa duzo krotsze,

a impulsy biegna w nich w kierunku ciata komérki.
Impulsy przekazywane sa pomiedzy neuronami za
pomocy synaps, na drodze elektrycznej lub chemiczne;j.
Whnetrze komérki nerwowej w stanie spoczynku

jest naladowane ujemnie wzgledem Srodowiska
zewnatrzkomorkowego, na skutek aktywnego transportu
jonéw (rys. 2a). Skutkiem tego w poprzek blony
komorkowej wystepuje réznica potencjalow — okoto

80 mV. W stanie pobudzenia natomiast fragment
blony komoérkowej ulega tzw. depolaryzacji — wnetrze
komorki jest wtedy natadowane dodatnio wzgledem
$rodowiska zewnatrzkomérkowego. W przypadku gdy
synapsa dendrytu odbiera pobudzenie z innej komorki,
generowany jest tzw. potencjal postsynaptyczny
(rys. 2b) o amplitudzie okolo 10 mV i trwajacy

okolo 15 ms. Ze wzgledu na dos¢ dlugi czas trwania
potencjaly postsynaptyczne, zaréwno te nastepujace

po sobie, jak i pochodzace od réznych komoérek, moga
sie sumowac. Rozrozniane sa dwa rodzaje potencjatu
postsynaptycznego: pobudzajacy i hamujacy. Ma to
duze znaczenie ze wzgledu na fakt, ze reakcja neuronu
na dochodzace pobudzenie jest reakcja progowa. Dopiero
sumaryczne pobudzenie postsynaptyczne, przekraczajace
pewna graniczng wartos¢, powoduje wygenerowanie
tzw. potencjalu czynnosciowego. Ma on amplitude
rzedu kilkudziesigciu mV i czas trwania okoto 1 ms.
Potencjal czynnosciowy jest przemieszczajaca sie
wzdluz aksonu strefa, w ktorej blona neuronu ulega
chwilowej depolaryzacji (rys. 2¢). Po dojéciu potencjatu
do synapsy (chemicznej), bedacej zakonczeniem
aksonu, dochodzi do wydzielenia substancji chemicznej
do szczeliny synaptycznej (rys. 2b). Substancja ta,
dzialajac nastepnie na blone dendrytu kolejnej komorki
nerwowej, moze spowodowaé powstanie potencjatu
postsynaptycznego.

T T e

Rys. 2. Pobudzenie neuronu.

a) Polaryzacja neuronu w stanie spoczynku.

b) Substancja chemiczna wydzielana przez synaps¢ jednego neuronu
pobudza synapse dendrytu kolejnej komérki nerwowej. Jony dodatnie
naplywaja do wnetrza neuronu — neuron ulega depolaryzacji.

c) Pobudzenie rozchodzi si¢ wzdtuz neuronu. Aktywny transport jonéw
przywraca potencjal komérki do stanu wyjsciowego.

2

Potencjal mierzony na zewnatrz pojedynczej

komérki nerwowej jest bardzo maly (okolo kilku pV)
i zanika bardzo szybko, proporcjonalnie do kwadratu
odleglosci. Dlatego tez nie mozna zmierzy¢ potencjatu
pojedynczego neuronu z powierzchni gtowy.

W rzeczywistosci to, co mierzy sie na powierzchni
glowy, to sumaryczna aktywnosé duzych grup
neurondéw.

Przez wiele lat uwazano, ze za aktywnos$¢ mierzona

na powierzchni glowy odpowiedzialne sg potencjaly

o najwiekszej amplitudzie, czyli potencjaly
czynnosciowe. Okazalo sie jednakze, ze ich czas trwania
jest zbyt krotki, aby potencjaly sasiednich komérek
mogly sie sumowacé. Warunek ten spelniaja potencjaly
synaptyczne, poniewaz mimo mniejszej amplitudy maja
znacznie dluzszy czas trwania.

Kora mézgowa w duzej mierze zbudowana jest

z neuronéw piramidowych (nazwa pochodzi od ksztaltu
ciala komérki), ktére sa ulozone prostopadle do jej
powierzchni i réwnolegle wzgledem siebie. W stanie
pobudzenia pojedynczy neuron mozemy w przyblizeniu
traktowaé jako dipol elektryczny (rys. 3a). Zatem
warstwe réwnolegle utozonych neuronéw piramidowych
mozemy sobie wyobrazi¢ jako warstwe dipolowa,

a generowany potencjal jako potencjal pochodzacy

od warstwy dipolowej (rys. 3b). Pozostate komérki

nie sa utozone w zaden specyficzny sposéb, a prady
przez nie generowane znosza si¢, dlatego ich wkitad

do EEG jest niewielki. A zatem potencjaly mierzone
na powierzchni glowy to rezultat pradéw
plynacych w srodowisku zewnatrzkomoérkowym
pod wplywem sumarycznej aktywnosci
postsynaptycznej neuronéw piramidowych.

b

Rys. 3.
a) Pobudzony neuron mozna w przyblizeniu traktowaé jako dipol.

b) Warstwe réwnolegle utozonych neuronéw piramidowych mozemy
sobie wyobrazi¢ jako warstwe dipolowa, a generowany potencjal jako
potencjal pochodzacy od warstwy dipolowej.

Pofaldowanie kory mézgowej utrudnia pomiar. Badanie
z powierzchni glowy obszaréw kory znajdujacych sie
w bruzdach jest bardzo utrudnione.

Nie mozna takze zapomnie¢ o tym, ze pomiedzy kora
a elektroda sa jeszcze tkanki, takie jak ptyn moézgowy,
czaszka i skora. Powoduja one ostabienie i rozproszenie
sygnalu w stosunku do tego, co mozna by zmierzy¢
bezpoérednio na powierzchni kory.



Rozwigzanie zadania M 1094.

Niech f(0) = a. Wstawiajac x = 0

do danego réwnania, otrzymujemy

f(a) = a. Wstawiajac z kolei = = a,
dostajemy f(%a) = %(L. Wstawiajac
wreszcie © = %(L do wyjsciowego
réwnania, uzyskujemy 2a = a + %a, skad
a=0.

Przypus$émy teraz, ze f(b) = 0.
Wstawiajac ¢ = b do danego réwnania,
mamy 4f(0) = b, a skoro f(0) = 0, wiec
b=0.

-]

Rozwigzanie zadania M 1095.

Niech @ bedzie takim punktem lezacym
na boku AC, ze tréjkat CDQ jest
réwnoboczny.

A

Woéwecezas czworokat BDQUE jest
réwnoleglobokiem. Zatem

1 1
BM = =BQ = ~AD,
2 2

czego nalezato dowiesé.

Elektroencefalogram

Nazwa elektroencefalogram zawiera greckie stowo enkephalo — mézg.

Do pomiaru EEG (zdj. 4) wykorzystuje sie wyspecjalizowane urzadzenia

w postaci wielokanalowych mikrowoltomierzy. Przez wiele lat EEG bylo
zapisywane na papierze. Od czasu rozpowszechnienia komputeréw dane
przetwarzane sa z postaci analogowej na cyfrowa, a nastepnie zapisywane

na dyskach komputerowych i przegladane na ekranie monitora. Zapis cyfrowy
umozliwil takze rozwdj réznych metod analizy korzystajacych z algorytméw
numerycznych.

Rys. 4. Pomiar EEG. Pacjent ma zalozony specjalny czepek zapewniajacy stabilne umocowanie
elektrod. Przestrzen pomiedzy elektrodami i glowa jest dodatkowo wypelniona przewodzaca pasta.
Elektrody sa podlaczone do wielokanalowego mikrowoltomierza. Mierzone sygnaly sa obrazowane
i zapisywane za pomoca komputera.

Pomiar

Potencjal generowany przez prady powstajace w wyniku dzialalnosci kory
jest zbyt niski, aby mozliwe byto zmierzenie potencjatu w wybranym miejscu
na glowie. Pomiar zostalby zdominowany przez znacznie silniejszy sygnal
elektryczny pochodzacy od serca. Dlatego dokonuje sie pomiaréw réznicy
potencjatu pomiedzy elektrodami umieszczonymi na glowie.

Wyréznia sie dwa standardowe sposoby pomiaru: pomiedzy dwiema elektrodami
umieszczonymi nad kora mézgowa (w obszarze zainteresowania), tzw.
odniesienia bipolarne, lub pomiedzy elektroda umieszczona nad kora a elektroda
odniesienia umieszczona w miejscu bliskim, pozbawionym wplywu potencjatow
generowanych przez migsnie i mézg, np. na koniuszku ucha (monopolarne).

W ten sposéb wplyw czynnoéci elektrycznej serca na obie elektrody jest
zblizony, a poniewaz mierzymy réznice potencjaléw, to wszystko, co zmierzytyby
naraz obie elektrody, zostanie zniwelowane.

Najpopularniejszym sposobem umieszczenia elektrod jest obecnie tzw. standard
10-20, w ktorym 20 elektrod jest rozmieszczonych w miare rownomiernie

(w odstepach okolo 5 ¢cm) nad kora mézgowa. Dodatkowe informacje zapewniaja
elektrody umieszczone w okolicy miesni szyi (mierzac elektromiogram — czynnosé
elektryczna miesni), w poblizu serca (czyli pomiar elektrokardiogramu — EKG),
oraz w poblizu gatek ocznych, ktére maja nierownomiernie rozmieszczony
tadunek elektryczny i ich ruch powoduje zmiany potencjatu (elektrookulogram).

Aby wyeliminowaé¢ zewnetrzne zaklécenia, pomiary EEG czesto wykonuje sie
w pomieszczeniach ekranowanych (tzw. klatkach Faradaya).

Jak wyglada pomiar EEG, Czytelnik moze zobaczy¢ w krétkim filmie
umieszczonym w Internecie pod adresem: http://wigner.fuw.edu.pl/~wjedrz/peeg.html.

Najwazniejsze rytmy

Sygnal EEG jest z reguly bardzo zlozony i sktada sie z wielu fal o réznej
czestodci. Podczas badan EEG sklasyfikowano kilka gtownych rytméw, ktore
w zaleznosci od stanu kory mézgowej zwigkszaja badz zmniejszaja swoja
amplitude (tabela na nastepnej stronie).
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Rozwigzanie zadania F 642.

Podczas kondensacji i krystalizacji

woda oddaje cieplo utajone przemiany.
Nalezy wigc oczekiwaé, ze powietrze po
przekroczeniu wysokosci kondensacji
bedzie cieplejsze niz w poprzednim
zadaniu, a wiec po utracie calej wilgoci
bedzie miato na danej wysokosci mniejsza
gestosé niz powietrze suche od poczatku.
To za$ oznacza, ze wysokosé, na ktéra sie
wzniesie, bedzie wigksza.
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6 | 0,5-4 Hz — gleboki sen

6 | 4-8 Hz — u dzieci, w stanach omdlenia, u zwierzat (gryzoni)

a | 813 Hz — w stanie relaksu przy zamknietych oczach

B | 13-35 Hz — koncentracja uwagi

~ | okoto 45 Hz — analiza informacji (stabo widoczne w EEG

z powierzchni glowy)

Podstawowe rytmy wystepujace w EEG to: «, 3, v, 6 1 6.

Co mozna wyczyta¢ z EEG? Najbardziej znany efekt zwiazany z EEG to
odkryte przez Bergera tzw. blokowanie alfa. Gdy czlowiek przebywa w stanie
relaksu i ma zamkniete oczy, rytm EEG, w obszarze kory wzrokowej, zmienia
sie z bardzo chaotycznego w wyrazne fale o czestosci 8-13 Hz — tzw. fale alfa
(rys. 5). Efekt ten zwiazany jest z tym, ze kora mézgowa przestaje analizowaé
informacje zwiazane z postrzeganiem. Neurony sa wprowadzane w rodzaj
jalowego biegu i dzialaja synchronicznie. W efekcie znacznie zwigksza sie¢
amplituda fal alfa.
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Rys. 5

Jedli na skutek dysfunkcji neurony zaczna spontanicznie generowaé impulsy
elektryczne, ktére poprzez synapsy pobudza pozostale neurony kory, moze
nastapi¢ napad padaczki. Nastepuje wtedy tak duza synchronizacja wysylania
impulsow, ze moze doj$¢ do calkowitego zaniku innych rodzajéw aktywnosci

i EEG zmienia sie bardzo wyraznie (rys. 5).

Zastosowania

Wéréd metod obrazowania budowy i czynnoéci moézgu pomiar EEG wyrdéznia
sie tym, ze jest to metoda nieinwazyjna i nieobciazajaca pacjenta zadnym
promieniowaniem. Oferuje takze najwieksza dostepna rozdzielczos¢ czasowa
przy badaniach mézgu. Pomiary EEG wykorzystywane sa do badania uszkodzen
mechanicznych mézgu (guzéw i krwiakéw), choréb psychicznych, epilepsji,
chor6b metabolicznych i niektérych wirusowych (np. Creutzfeldta—Jakoba). Jesli
za$ chodzi o czytanie my$li za pomoca EEG, to na razie mozliwe jest jedynie
badanie wrazen zwiazanych z prostymi czynno$ciami motorycznymi. Niektérym
naukowcom udaje sie za pomoca EEG stwierdzié¢, czy pacjent dopiero wyobraza
sobie, czy juz naprawde grozi palcem badajacemu.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Ciagi arytmetyczne liczb pierwszych

W 2004 roku rozwiazany zostal bardzo znany problem
dotyczacy liczb pierwszych, wydaje sie¢ wiec, ze jest to
wystarczajacy powdd, aby tytul Aktualno$ci wziaé serio
i poswiecié je teorii liczb, nie za$ fizyce. Otdz, B. Green
i T. Tao [1] udowodnili nastepujacy wynik.

Twierdzenie. Dla kazdej liczby naturalnej k > 3
istnieje nieskonczenie wiele k-wyrazowych ciggow
arytmetycznych, ztoZonych z samych liczb pierwszych.

Dla k = 5 przykladem jest m.in. ciag 5, 11, 17, 23, 29,
a dla k = 22 — znaleziony przez Morana, Pritcharda

i Thyssena cigg 11410337850553 + 46090986942007,
gdzie j = 0,1,...,21. Przypadek k = 3 w powyzszym
twierdzeniu udowodnil van der Corput juz w 1933 roku.

Z dowodu wynika, ze pewien ciag arytmetyczny ztozony

z k liczb pierwszych ma wszystkie wyrazy mniejsze od
100k
22222

(1) 22 ;

ale zapewne jest to oszacowanie wysoce nieoptymalne.

Wynik Greena i Tao jest szczegdlnym przypadkiem
nastepujacej klasycznej hipotezy.

Hipoteza (Erdés, Turan 1936). Jesli rosngcy cigg
A = (ay,) liczb naturalnych ma te wlasnosé, ze

=1
Z—Z-i-oo,
n:lan

to A zawiera dowolnie dlugie ciqgi arytmetyczne.

Ciag liczb pierwszych spelnia zalozenia tej hipotezy,
gdyz szereg odwrotnosci wszystkich liczb pierwszych
jest rozbiezny. (Wiecej na ten temat — w artykule
Sumowanie odwrotnosci w Delcie 9/1999.)

Hipoteze zwiazang z ciagami arytmetycznymi

liczb pierwszych sformutowali w 1923 roku Hardy

i Littlewood. Sprébujmy ja wystowi¢ choéby

w przyblizeniu. Dla ustalonego k niech L(k,n) oznacza
liczbe wszystkich takich ciagéw arytmetycznych, ktére
maja dlugosé k, sa zlozone z samych liczb pierwszych
i sa zawarte w zbiorze {1,2,...,n}. Ot6z, Hardy

i Littlewood wysuneli przypuszczenie, ze

@) lim _EEan)
gdzie C}, jest konkretna stata, dana wzorem na tyle
strasznym, ze nie bedziemy go tu przytaczac, lecz

na tyle wygodnym, ze mozna C} wyznaczy¢ z dowolng
doktadnoscia. Wspomnimy tylko dla przyktadu, ze

032H< (p_%)g) =1,53...

P25
Innymi stowy, jesli k jest ustalone, to dla duzych n
liczba ciagbéw arytmetycznych dlugosci k, zlozonych
z samych liczb pierwszych nie wiekszych od n, jest,
z doktadno$cia do konkretnego stalego czynnika, rowna
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z grubsza n?/(logn)*. Powinno wiec by¢ takich ciagéw
duzo, bo n?/(logn)*¥ — oo dla n — cc.

Green i Tao nie potrafiag udowodnié¢ petnej hipotezy
Hardy’ego i Littlewooda. Z ich dowodu wynika jednak,
ze liczba L(n, k) ros$nie przy ustalonym k nie wolniej,

.. 2 k . . . o
niz cpn?/(logn)”, gdzie ¢ jest pewna stala dodatnia
niestety — duzo mniejsza od Cj.

Dowdéd twierdzenia Greena i Tao wykorzystuje rézne
techniki analizy matematycznej, teorii uktadéw
dynamicznych i rachunku prawdopodobienstwa. Sa
w nim trzy zasadnicze skladniki. Pierwszy z nich to
stynny wynik Szemerédiego z 1975 roku.

Twierdzenie. Niech A bedzie takim rosngceym ciggiem
liczb naturalnych, zZe dla pewnej liczby dodatniej € jest

AN, N

N
Wtedy A zawiera dowolnie dlugie ciggi arytmetyczne.

> ¢ dla nieskoriczenie wielu N.

To bardzo trudne twierdzenie; jego istotnie nowy dowdd
byl jednym z powodéw, dla ktérych W.T. Gowers
otrzymal w 1998 roku medal Fieldsa.

Drugi skladnik, a zarazem zasadniczy pomyst Greena
i Tao, to uogdlnienie twierdzenia Szemerédiego

ze zbioru liczb naturalnych na dowolne jego
pseudolosowe podzbiory. Mniejsza tu o $cista definicje
pseudolosowosci; chodzi o to, ze jesli w nieskonczonym
pseudolosowym zbiorze liczb naturalnych Z mamy
mniejszy, dowolny, byle ,,w miare gesty” podzbiér P —
tzn. podzbiér P, zawierajacy w dobrze zdefiniowanym
sensie ustalony dodatni procent elementéw zbioru Z

— to wowczas P zawiera dowolnie dlugie ciagi
arytmetyczne.

Trzeci sktadnik to konstrukcja odpowiedniego zbioru
pseudolosowego 7, zawierajacego m.in. wszystkie

liczby pierwsze. Zasadnicza czes¢ zbioru Z stanowia te
liczby n, ktérych wszystkie dzielniki pierwsze sa wieksze
od ®/n, gdzie m jest stala zalezna od k. Z uwagi na
techniczny wymoég pseudolosowosci trzeba dorzucié
jeszcze odrobine innych liczb. W takim zbiorze Z zbiér
wszystkich liczb pierwszych P jest ,,w miare gesty”
(wéréd N poczatkowych elementéw zbioru Z jest co
najmniej e N liczb pierwszych, gdzie ¢ = ¢(k) > 0).

I to juz, w telegraficznym skrocie, wszystko. Wystarczy
do takiego zbioru Z i jego ,w miare gestego”

podzbioru P zastosowaé uogoélnione twierdzenie
Szemerédiego.

Pawel STRZELECKI

Literatura

[1] Green, T. Tao. The primes contain arbitrarily long arithmetic
progressions. (Preprint, 50 str.)

[2] Tao. Arithmetic progressions and the primes — El Escorial
lectures. (Preprint, 38 str.)
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Uwierzytelnianie cyfrowe za pomoca graféw

— dowody z wiedza zerowag

Artykul ten jest czescig referatu
wygloszonego na I Kongresie Mlodych
Matematykéw Polskich, ktéry odbyt sig
w Warszawie w dniach 17-19 wrzeénia

2004 roku.

Dowody z wiedzg zerowg — w wielkim
uproszczeniu jest to sposéb przekonania
kogo$ o naszej znajomosci pewnego faktu
bez ujawniania mu tego faktu.

1 2 3 4 5 6 7 8
3 3 1 3 1 4 1 2
5 7 2 6 6 5 2 4
7 8 4 8 8 7 6 5

Rys. 2. Cykl w grafie G. Reprezentacja

cyklu w grafie G: 1 56 7.

Rys. 3. Cykl Hamiltona w grafie G.
Reprezentacja cyklu Hamiltona
w grafie G: 13465827.

Cykl Eulera to taki, w ktérym kazda
z krawedzi wystepuje doktadnie jeden raz.

Krzysztof KULEWSKI

Powszechnie znane sa mozliwosci stosowania, na przyktad, duzych liczb

pierwszych w uwierzytelnianiu cyfrowym — tak miedzy innymi dziata algorytm
RSA. Ale wymyslono takze inne metody realizacji tego zagadnienia — niekiedy
bardzo zaskakujace i nieoczekiwane. Jedna z nich sa dowody z wiedza zerowa.

Ale zacznijmy od poczatku. Algorytm, o ktérym bedziemy mowili, wykorzystuje
do swojego dzialania grafy (,wierzcholki polaczone krawedziami”). Graf to zbiér
wierzchotkéw V' oraz zbiér krawedzi E — potaczen pomiedzy wierzchotkami.

Na rysunku 1. znajduje sie przykladowy graf G. Zawiera on 8 wierzchotkow i 12
krawedzi.

Grafy mozemy reprezentowaé np. przez macierz — czyli po prostu tabelke.
Pierwszy wiersz to etykiety kolejnych wierzchotkow. Jezeli pod kreska

w kolumnie ¢ znajduje sie liczba j, oznacza to, ze wierzcholki ¢ oraz j
polaczone sa krawedzia. Dobrze jest, aby zaréwno w pierwszym wierszu, jak
i w kolumnach, obowiazywal porzadek rosnacy.

Cyklem w grafie nazywamy taki ciag jego krawedzi, ktory przeprowadza nas
przez kilka wierzcholkéw i wraca do punktu wyjscia. Jesli w naszym grafie G
pojdziemy $ciezka, zaczynajac od wierzchotka 1, potem 5, 6, 7 i na koncu znéw
wracajac do wierzchotka 1, to bedzie to cykl, tak jak na rysunku 2.

Cyklem Hamiltona w grafie nazywamy cykl, ktéry przechodzi przez kazdy
wierzcholek doktadnie jeden raz. Na rysunku 3. znajduje sie cykl Hamiltona

w naszym grafie G. Dla wygody, cykl Hamiltona rozpoczynamy od wierzchotka
oznaczonego etykieta 1.

Ostatnim pojeciem, ktérego bedziemy potrzebowali, jest izomorficznosé.
Moéwimy, ze dwa grafy sa izomorficzne, gdy jeden powstaje z drugiego przez
pozamienianie etykiet wierzchotkéw. Na rysunku 4. znajduje si¢ nasz graf G oraz
izomorficzny z nim graf H.

IZOMORFICZNE

Rys. 4. Izomorficzne grafy G i H.

W grafie H mamy wigc cykl Hamiltona: 34 6 152 7 8, co po uporzadkowaniu
daje15278346.

Pojawiaja sie dwa problemy. Jak znalezé cykl Hamiltona w dowolnym grafie
oraz jak stwierdzi¢, czy dwa grafy sa izomorficzne?

W informatyce wyrézniono kilka klas probleméw obliczeniowych. Do klasy P
(ang. polynomial — wielomianowy) zaliczono problemy obliczeniowo tatwe — czyli
takie, dla ktérych znane jest rozwiagzanie dzialajace w czasie wielomianowym.
Przykladem moze by¢ zagadnienie znajdowania najkrotszej $ciezki w grafie
bad7 tez znajdowanie cyklu Eulera. Problemy NP (ang. nondeterministic
polynomial — niedeterministycznie wielomianowy) to takie, ktérych rozwiazania
sa weryfikowalne w czasie wielomianowym, rozwiazywalne za$ algorytmem
niedeterministycznym w czasie wielomianowym (np. na niedeterministycznej
maszynie Turinga).

W szczegoblnoscei tatwo zauwazy¢, ze problemy klasy P sa NP, poniewaz ich
rozwiazania mozna sprawdzi¢ w czasie wielomianowym.

Istnieje do$¢ liczna grupa probleméw, dla ktérych pokazano, ze naleza
do klasy NP, a nie udalo si¢ pokazaé, ze naleza do klasy P. W problemach NP
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Jezeli wezmiemy permutacje
wierzchotkéw, przeprowadzajacay graf G

na graf H:
1 2 3 5 6 7 8
3 7 4 5 1 8 2

to graf H bedzie postaci:

3 7 4 6 5 1 8 2
4 2 3 41 6 7 5
8 8 6 1 2 5 3 7
5 4 7 2 3 8 1 6
czyli po uporzadkowaniu:
1 2 3 4 5 6 7 8
5 5 4 3 1 1 2 1
6 6 5 6 2 2 4 3
8§ 7 8 7 3 4 8 7

W grafie H mamy wigc cykl Hamiltona:
34615278, copo uporzadkowaniu
daje: 15278346.

Jak wygenerowaé graf wraz z cyklem
Hamiltona? Bardzo prosto. Najpierw
taczymy kolejne wierzchotki tak, zeby
mie¢ cykl Hamiltona, a nast¢pnie losowo
dodajemy duza liczbe krawedzi. Na koniec
permutujemy graf. Schemat ten jest
pokazany na rysunku 5.

Rys. 5. Schemat tworzenia grafu
do uwierzytelniania.

Liczba rund | Szansa oszustwa
10 9,76562 - 10~ 4
30 9,31323 .10
100 7,88861 - 1031

Jesdli oszust bylby w stanie wykonywacé
takie sto rund w czasie 1079 sekundy
kazda, to udatoby mu sie podszy¢ pod
klienta $rednio po 2 - 102 lat.

Literatura:

[1] Douglas Robert Stinson Cryptography.
Theory and Practice, CRC Press LLC,
Washington DC. 1995,

[2] Thomas H. Cormen, Charles

E. Leiserson, Ronald L. Rivest
Wprowadzenie do algorytmdw,
Wydawnictwa Naukowo-Techniczne,
Warszawa 1998.

Autor jest studentem pierwszego roku
Wydzialu Matematyki, Informatyki
i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego.

wyroézniono réwniez specjalna podgrupe, tak zwane problemy NP-zupelne, ktore
mozna scharakteryzowaé jako najtrudniejsze problemy w NP. Problem jest
problemem NP-zupelnym, jezeli jest problemem NP oraz dodatkowo kazdy inny
problem NP jest do niego redukowalny. A zatem, gdyby pokazano, ze ktéry$
problem NP-zupelny jest problemem nalezacym do klasy P, oznaczaloby to, ze
wszystkie problemy NP nalezg réwniez do klasy P.

Pierwszym problemem, dla ktérego pokazano NP-zupelno$é, byt problem
spelialnosci formut logicznych (SAT).

Najprawdopodobniej w NP istnieja takze problemy posrednie, to znaczy takie,
ktére nie naleza ani do P, ani do NP-zupelnych.

Zarowno problemy NP-zupelne, jak i problemy uwazane za posrednie,
traktowane sg obecnie jako problemy obliczeniowo trudne, to znaczy takie,
ktérych rozwiazanie w jakims$ sensownym czasie jest najprawdopodobniej
niemozliwe. Czesto najlepszym znanym rozwiazaniem jest sprawdzenie po prostu
wszystkich mozliwych kombinacji.

Problem znajdowania cyklu Hamiltona jest problemem NP-zupelnym, a problem
izomorficznosci dwoch graféw jest uwazany za problem posredni. Oznacza to, ze
dla obydwu tych probleméw nie sa znane algorytmy rozwiazujace je w krétkim
czasie (ani nawet w ciagu lat czy wiekéw), jezeli tylko mamy dostatecznie

duzo wierzchotkéw i krawedzi. Ten wtasnie problem matematyczny mozna
wykorzysta¢ do uwierzytelniania.

A teraz wladciwa idea naszego uwierzytelniania. Przypu$émy, ze strona, ktéra
chce udowodnié¢ swoja tozsamoéé, jest klient banku. Poczatkowo obydwie strony
ustalajg graf G w taki sposob, aby klient znatl cykl Hamiltona w tym grafie.

W ten sposéb przygotowany graf G oraz cykl Hamiltona
w nim sa ,kluczem” potwierdzajacym tozsamos¢ klienta.
Jednak schemat uwierzytelniania wyglada nieco zaskakujaco:

1. Klient wysyla do banku graf H bedacy losows permutacja
grafu G;

2. Bank losowo odsyta klientowi liczbe 0 lub 1;

3. Klient, jezeli otrzymal 0, udowadnia bankowi, ze graf H
jest permutacja grafu G, jezeli zas otrzymal 1, pokazuje cykl
Hamiltona w grafie H;

4. Cala procedura jest powtarzana dowolng liczbe razy.

Dowdd faktu, ze G jest permutacja H, moze by¢ zrealizowany przez wyslanie
permutacji przeprowadzajacej graf H na G. Zauwazmy, ze samo sprawdzenie,
czy dwa grafy sa izomorficzne, gdy dysponujemy taka permutacja, jest bardzo
proste i szybkie. Klient zna cykl Hamiltona w grafie G — zna go wiec réwniez

w grafie H — bo to on permutowal graf. On tez jest w stanie pokazaé, ze graf H
jest permutacja grafu G.

Przypuéémy teraz, ze oszust, ktory wczesniej podstuchal transmisje, chce sie
podszy¢ pod klienta. Zna juz szereg graféw Hy, Ho, ..., H,. Do kazdego z nich
zna dokladnie jedna z informacji: albo permutacje przeprowadzajaca G na Hj,
albo cykl Hamiltona w grafie H;. Statystycznie pozna wiec sam graf G, ale nie
pozna w nim cyklu Hamiltona — poniewaz klient nigdy nie podaje jednoczesnie
obydwu informacji. Oszust potrafi wiec wygenerowaé dla banku graf F', bedacy
permutacja grafu G albo wygenerowaé graf J, w ktérym bedzie znat cykl
Hamiltona. Jednak nie jest w stanie polaczy¢ tych dwéch faktow — to znaczy
wygenerowac grafu X, ktéry bylby permutacja grafu G i w ktérym jednocze$nie
znalby cykl Hamiltona. Jednocze$nie nie wie, czy bank odesle mu 0 czy 1.

Tak wiec szansa na to, ze mu sie uda, wynosi % Przy n-krotnym powtoérzeniu
calej procedury szansa ta wynosi 2% A zatem juz po 30 rundach zmaleje do
mniej niz jeden do miliona. A n mozemy ustali¢ na przyktad na 100, co da nam
niezawodnos¢ wystarczajaca do praktycznie dowolnych celéw.
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Efekt brazylijskiego orzecha

Efekt brazylijskiego orzecha polega na wydobywaniu si¢ na powierzchnie
duzych przedmiotéw podczas potrzasania. Czesto sie z nim spotykamy,
chociaz nie zdajemy sobie z tego sprawy. Np. potrzasajac pudetko

z solonymi orzechami, sprawiamy, ze sél opada na dno. Ale nie wydaje sie
juz takie oczywiste to, ze przy okazji wicksze orzechy wedruja na wierzch,
a mniejsze obnizaja si¢ (ruch orzechéw bedzie losowy, ale bedzie wicksze
prawdopodobienstwo tego, ze duze orzechy przemieszcza sie do gory).
Zainteresowany natura tego zjawiska skonstruowatem przyrzad do jego
obserwagcji.

Doswiadczenie

Wykorzystalem aluminiows rame, do ktorej wsuniete zostaly dwie szybki
z odpowiednim dystansem (zdjecie 1).

Nastepnie wrzucitem tam monety o nominatach: 1, 2, 5, 10 oraz 20
groszy jako przedmioty male i jedng monete jednoztotows jako przedmiot
wduzy”. Odlegtosci miedzy szybkami dobratem tak, zeby moneta
jednoztotowa mogla sie swobodnie poruszaé, ale zeby nie nachodzity

na siebie dwie monety jednogroszowe.

Zdjecie 1. Autor z przyrzadem Na poczatku najwickszag monete ustawilem na dole ,,przyrzadu”
doswiadczalnym (ZdeCie 2)

Zdjecie 2. Faza pierwsza: moneta Zdjecie 3. Faza druga: moneta Zdjecie 4. Faza ostatnia: po dostatecznie
jednozlotowa znajduje si¢ na dole jednozlotowa podczas potrzasania diugim potrzgsaniu moneta jednoztotowa
przyrzadu przyrzadu wedruje w gére »2wyplywa” na sama gére

Nastepnie systematycznie potrzasatlem ,przyrzadem”, wykonujac
nieregularne ruchy w ptaszczyznie réwnoleglej do szyb: pionowe, poziome
i okrezne. Moneta jednozlotowa zaczeta sie stopniowo przesuwaé¢ do gory
(zdjecie 3), a po pewnym czasie znalazla sie na wierzchu i juz tam zostala
(zdjecie 4).

Gdy doswiadczenie przeprowadzitem z wigksza, piecioztotowa moneta, to
znalazta sie ona na gorze jeszcze szybciej.
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Zarys teorii zjawiska

Zachodzi pytanie, jaka jest natura tego procesu? Nie chodzi chyba

o zjawisko podobne do sity wyporu cieczy, bo wypychane do géry monety
mialy wiekszy ciezar na jednostke powierzchni (moneta jednozlotowa jest
znacznie grubsza od pozostalych). Raczej mamy do czynienia z wynikiem
przypadkowych drgan, ktore faworyzuja mniejsze obiekty przy dazeniu

w dot wywolanym oddzialujaca na wszystko grawitacja. Wszystkie
monety , podskakuja” na poréwnywalng wysokosé. Ale przy opadaniu
mniejsze moga wsuwac sie pod wigksze, utrudniajac tym ostatnim powrot
na dol (rys. 5). Aby podczas ,podskakiwania” moneta mogla opasé

w doét w stosunku do pozostalych, musi sie pod nig utworzy¢ na chwile
szczelina. W trakcie wstrzasania tworzg si¢ przypadkowe szczeliny, ale
prawdopodobienstwo pojawienia sie matej szczeliny jest wigksze niz duzej.
Obiekty mate moga wpasé w malg szczeline, ale tez wpadaja w wieksze
otwory. Natomiast obiekty duze moga wpasé tylko w odpowiednio duze
szczeliny (rys. 6)

o s@os

Rys. 5. Mniejsze monety wsuwaja si¢ Rys. 6. Mniejsze obiekty maja wigksze szanse
pod wigksza, utrudniajac jej opadanie. znalezienia szczeliny odpowiedniej wielkosci.

W takim razie matle obiekty tatwiej beda opadaé. Z tego powodu
mniejsze obiekty moga wchodzi¢ pod duze, utrudniajac ich opadanie.
Duze obiekty nie beda mogly wchodzi¢ pod mniejsze. Wszystkie obiekty
matle beda sie porusza¢ w dél, a wigkszy obiekt — poziom po poziomie —
zawedruje stopniowo na sama gore.

Roézne zjawiska moga spowalniaé¢ lub nawet uniemozliwia¢ zachodzenie
tego zjawiska, miedzy innymi:

1. Tarcie

Duze tarcie (np. przy obiektach o nieregularnych ksztaltach)
powinno znaczaco spowalniaé cate zjawisko. Doswiadczenia mozna
by przeprowadzi¢, np. zamieniajac monety na kbétka zebate, ale nie
mialem odpowiednich przedmiotow.

2. Duzy ciezar duzego obiektu

Musi istnie¢ jaka$ granica, powyzej ktorej wplyw ciezaru bedzie
gorowaé nad opisanym tu zjawiskiem opadania i obiekt duzy bedzie
si¢ zanurzal zamiast podnosi¢. Przedmiot wigkszy nie bedzie musial
czekaé na bardzo duza szczeling, tylko bedzie kazda powstala
szczeline dodatkowo rozsuwad, robiac sobie miejsce do obnizania
polozenia pod wplywem grawitacji. Bardzo chetnie potwierdzitbym
to doswiadczalnie, ale, niestety, nie dysponowatem odpowiednimi
przedmiotami — np. duza moneta wykonana z otowiu i matymi
zetonami z plastiku.

Autor jest uczniem trzeciej klasy Podsumowanie
gimnazjum w Zespole Szkét

Ogdlnoksztatcacych Szkot Spotecznych . . . . . . . . . .
Towarzystwa géwiatowego i Stanistawa WWydaje sie, ze opisany tu model teoretyczny (analiza intuicyjna) i wyniki

Konarskiego w Katowicach. doswiadczen sa zadowalajaco zbiezne.

Konrad SKLORZ



Pierwsza predkosé¢é kosmiczna a sita Coriolisa

Sita Coriolisa
Na cialo o masie m poruszajace si¢
z predkosciag v w uktadzie wirujagcym
z predkoécia katowa w dziata silta
Coriolisa
Fo =2mv x &.
Z punktu widzenia obserwatora
zwigzanego z Ziemig sila Coriolisa
powoduje miedzy innymi nastepujace
zjawiska:
e Cialo spadajace swobodnie zbacza
ku wschodowi.
e Cialo poruszajace sie na pétkuli
p6inocnej w kierunku péinocnym
zostaje odchylone ku wschodowi.

Rozwigzanie zadania F 641.
Unoszenie trwa dopéty, dopdki gestosé
unoszacego si¢ powietrza jest mniejsza
od gestosci otaczajacego powietrza
na danej wysokosci. Rownanie stanu gazu
doskonatego

pV = nRT

daje zaleznos¢ miedzy cisnieniem p
a gestoscig p powietrza w postaci
pRT
p=—0:,
I
a wigc gestodé powietrza otaczajacego
maleje wedlug wzoru

HPo pgh
exp ( — .
RTo RTo

Powietrze ogrzane ma na dowolnej

F’oz,(}lr) =

wysokosci h ci$nienie réwne ci$nieniu
gazu dookota, ale zalezno$é p i V opisuje
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Zbigniew OSIAK

Wedlug obserwatora zwigzanego z uktadem nieinercjalnym, ktory stanowi
wirujaca planeta, sita dosrodkowa, utrzymujaca satelite krazacego po
orbicie kolowej w plaszczyznie réwnikowej, jest suma sity grawitacyjnej i sit
bezwladnoéci — odsrodkowej i Coriolisa.

Z definicji, w ukladzie inercjalnym czgstka pozostaje w spoczynku lub porusza si¢ ruchem
jednostajnym prostoliniowym wtedy i tylko wtedy, gdy suma dzialajacych na nig sil zewnetrznych
jest réwna zeru. Uklady niespelniajace tego warunku nazywane sg uktadami nieinercjalnymi. Sg
nimi uklady poruszajace si¢ wzgledem ukladu inercjalnego ruchem postepowym przys$pieszonym
lub opdznionym, drgajacym, obrotowym, krzywoliniowym, itp. W takich ukladach pojawiaja

si¢ sity pozorne, zwane sitami bezwladnosci. Aby mozna bylo stosowaé druga zasade dynamiki
réwniez w uktadach nieinercjalnych, nalezy wéréd sit dziatajacych na czastke uwzglednic takze sity

bezwladnosci.
Fp = Fg + Fo + Fe,
mv? , . . . .
Fp=— : sita dodrodkowa utrzymujaca satelite na orbicie,
r
GMm . .
Fg = ———— : sila grawitacyjna,
T

Fo = mw?r : odérodkowa sita bezwladnoéci zwiazana z ruchem wirowym Ziemi,

Fo = mow : sila Coriolisa zwiazana z ruchem wirowym Ziemi,

1 M 4GM
—v2+2wv+w2T—G—2:0, G3
r r r

A= > 0.

Powyzsze rownanie jest tréjmianem kwadratowym wzgledem v, majacym dwa

pierwiastki:
|GM GM
V= —wr+ oraz Vg = —Wr — .
r r

Przyklad. Przykladowe obliczenia wykonamy dla satelity krazacego tuz nad
powierzchnia Ziemi.

w=2=73-107°s71, wr =4672 2 ~0,5-10% 2,
r=6,4-10° m, \/@:779.103 m

M =6-10%* kg, vy =+74-10% 2,

G =6,67-10"11 vy = —8,4-103 1,

kg-s2? S

Predkos$é vy nalezy nadaé rakiecie wystrzelonej w kierunku wschodnim, sita
Coriolisa skierowana jest wtedy radialnie od centrum zrédla pola. Predko$é v
nalezy nadac rakiecie wystrzelonej w kierunku zachodnim, sita Coriolisa
skierowana jest wtedy radialnie ku centrum zrédla pola. Czas powrotu nad ten
sam punkt Ziemi, przy poruszaniu si¢ w kierunku ruchu wirowego Ziemi jest
wiekszy niz w kierunku przeciwnym.

Istnienie dwoch réznych wartosci pierwszej predkosci kosmicznej rozpatrzymy
teraz z punktu widzenia obserwatora zwiazanego z ukladem inercjalnym,
spoczywajacym wzgledem érodka wirujacej planety. Wedtug tego obserwatora

satelita obiega orbite kolowa w plaszczyznie réwnikowej z szybkoscia 4/ GTM,

wynikajaca z rownosci wartosci sil dosrodkowej i grawitacyjnej. Przed startem
pojazd kosmiczny wirowal wraz z planeta z szybkoscia wr. Aby umiescié¢
satelite na orbicie, nalezy wystrzeli¢ go w kierunku obrotu planety z predkoscia
GM
T

o wartosci — wr wzgledem wyrzutni lub w kierunku przeciwnym

z szybkoscig GTM 4+ wr. W praktyce wykorzystywany jest, oczywiscie, pierwszy

Sposob.
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Autor jest bylym pracownikiem
naukowym Uniwersytetu Wroctawskiego
i wroctawskiej Akademii Medycznej.

Dwie rézne wartodci pierwszej predkosci kosmicznej otrzymuje si¢ réwniez,
analizujac w ramach ogdlnej teorii wzglednosci swobodny spadek czastki probne;j
na wirujaca planete. Jezeli zalozy¢, ze promien planety jest duzo wiekszy od
promienia Schwarzschilda, a szybkosé satelity oraz iloczyn szybkosci katowej

i promienia planety sa duzo mniejsze od szybkosci $wiatla, to uzyskuje sie
identyczny wynik jak w rachunku klasycznym.

CORIOLIS, Gaspard Gustave de (1792-1843). Francuski fizyk i inzynier.

1792 — Urodzil si¢ 21 maja w Paryzu.

1808 — Rozpoczal studia w Ecole Polytechnique, ktore kontynuowal w Ecole des Ponts et Chaussées.
1816 — Zostal profesorem w Ecole Polytechnique.

1836 — Wybrano go na czlonka Paryskiej Akademii Nauk.

1843 — Zmart 19 wrzeénia w Paryzu.

Coriolis znany jest przede wszystkim z tego, ze

e podal (1829) definicje pracy i energii kinetycznej (force Vive)l)7

e odkryl (1835) nowg sile bezwladnosci, co pozwolito mu sformutowaé réwnania ruchu w wirujacym
uktadzie odniesienia?).

Obie cytowane prace Coriolisa

Y Du caleul de Veffet des machines (1829)

2) Sur les équations du mouvement relatif des systémes de corps (1835)

dostepne sg pod adresem internetowym: http://gallica.bnf.fr/

(Kliknaé Recherche. W oknie Auteur wpisaé: Coriolis. Wcisnaé Enter.).

Dwie nagrody dla Polakéw w finatach XVI Konkursu

Prac Mlodych Naukowcéw Unii Europejskiej w Dublinie

Ryszard RAKOWSKI

Skrot pracy Marcela Kotodziejczyka
zaprezentowany zostal w numerze 3/2004
Delty.

W finalach europejskich w roku

2004 zaprezentowano 72 prace 101
autoréw z 32 krajéw: 22 krajow Unii
Europejskiej oraz Bialorusi, Bulgarii,
Gruzji, Islandii, Izraela, Norwegii,
Rosji, Szwajcarii, Turcji, Ukrainy,

a ponadto goscinnie 2 prace laureatéow
konkurséw prac mtodych naukowcéw

z Chin i USA. Wéréd 74 prac byto

17 prac z biologii, 2 z chemii, 13 z fizyki,
4 z informatyki, 7 z matematyki,

6 z medycyny, 5 z ekologii, 1 z nauk

o Ziemi, 1 z psychologii i 18 z techniki.

W dniu 29 wrzesnia 2004 r. odbyla sie w sali §w. Patryka na Zamku w Dublinie,
w obecno$ci przedstawicieli wladz panstwowych Irlandii, Komisji Europejskiej

i laureatéw Nagrody Nobla, uroczystosé zakonczenia XVI Konkursu Prac
Mtodych Naukowcéw Unii Europejskie;.

Jury przyznalo trzy I nagrody w wysokosci 5 000 euro pracom z Austrii
(technika), Danii (chemia) i Niemiec (fizyka). Trzy II nagrody w wysoko$ci
3 000 euro otrzymaly prace z Niemiec (informatyka), Polski (matematyka)
i Turcji (fizyka). Trzy III nagrody w wysokosci 1 500 euro otrzymaly prace
z Litwy (ekologia), Polski (biologia) i Turcji (informatyka).

Tak wiec wéréd 9 prac wyrdznionych nagrodami gtéwnymi znalazly sie

dwie prace reprezentujace Polske: praca Marcela KOLODZIEJCZYKA,
absolwenta Liceum Ogodlnoksztalcacego im. Mikolaja Kopernika w Lodzi:
Waga szalkowa i uogélniony problem falszywej monety oraz praca
Artura LEWANDOWSKIEGO, absolwenta IV Liceum Ogoélnoksztalcacego
im. Kazimierza Wielkiego w Bydgoszczy: Procesy uczenia sie mréowek.

Jury przyznalo laureatom takze nagrody honorowe w postaci udziatu

w Miedzynarodowym Forum Mlodych Naukowcow w Londynie — 3 autorom
pracy z Austrii oraz w Miedzynarodowym Seminarium Mlodziezowym

w Sztokholmie — autorom nagrodzonych prac z Danii i Turcji.

Ponadto zostaly przyznane specjalne nagrody w formie tygodniowego pobytu

w Europejskim Biurze Patentowym w Monachium — 3 i po jednej w Europejskim
Obserwatorium Astronomicznym na Wyspach Kanaryjskich, Europejskiej
Agencji Kosmicznej, Instytucie Lauego—Langevina, CERN-ie i Europejskim
Laboratorium Biologii Molekularnej. Osiem nagréd ufundowaty rézne irlandzkie
instytucje, miedzy innymi nagrode Intela w postaci laptopa otrzymal Marcel
Kolodziejczyk.

Jury finaléw europejskich w Dublinie liczylo 15 oséb. Sktadato sie

z mianowanych przez Komisje Europejska uczonych, reprezentujacych rézne
dziedziny nauki i techniki, oraz przedstawicieli przemystu. Byt wérdéd nich Polak
dr Piotr Chrzastowski z Instytutu Informatyki Uniwersytetu Warszawskiego.
Przewodniczacym jury byl niemiecki fizyk i pierwszy europejski kosmonauta

dr Ulf Merbold z Europejskiej Agencji Kosmicznej i Europejskiego Centrum
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Pracy Jakuba WOJTASZCZYKA

z Warszawy ,,O liczbie podziatéw
wielokata foremnego na réwnolegtoboki”
przyznano nagrode w postaci stazu
badawczego.

Autor jest Krajowym Organizatorem
Konkursu i Sekretarzem Krajowego
Funduszu na Rzecz Dzieci.

Kosmicznych Badan i Technologii. Z uczestnikami finaléw spotkali si¢ dwaj
laureaci nagrody Nobla: prof. Harold KROTO z W. Brytanii (Nobel 1996
7z chemii) i prof. Erwin NEHER z Niemiec (Nobel 1991 z fizjologii i medycyny).

Polacy uczestniczyli w tym najpowazniejszym konkursie prac naukowych
mtodziezy europejskiej po raz dziesiaty. Zdobyli juz 13 nagréd gtéwnych, w tym
2 pierwsze nagrody, 5 drugich i 6 trzecich. Sposrdod tych nagréd az cztery
przyznano pracom matematykéw. Kazda z tych prac zwyciezala wezesniej

w Konkursie Uczniowskich Prac z Matematyki. To wlasnie po odebraniu zlotego
medalu w Konkursie Delty i PTM zdobywali laury w konkursie europejskim:

— Marcin KOWALCZYK i Marcin SAWICKI z Warszawy
(,,Sita zbioru”, 1995 r., ITI nagroda),

— Tomasz OSMAN z Kielc i Maciej KUROWSKI z Torunia
(,Wielowymiarowe uogélnienie twierdzenia Bezout”, 1996 r.,
IT nagroda),

— Grzegorz i Michal KAPUSTKOWIE z Krakowa
(,,O pewnych wlasnosciach parzystokatoéw wpisanych i opisanych
na okregach”, 1998 r., IIT nagroda).

Marcel Kotodziejczyk okazal sie w tym roku kontynuatorem tej znakomitej
tradycji. Obok wymienionych wyzej siedmiu laureatéw KPUzM gléwne

nagrody odbierato w konkursie europejskim jeszcze dziewieciu Polakéw. Byli

to Radostaw SKIBINSKI (,Préba odtworzenia wygladu i trybu zycia oraz
ustalenia przynaleznodci systematycznej wymartego gatunku ryby oligocenskiej”,
1996 r., IIT nagroda), Michal KSIAZKIEWICZ (,,Badanie czystosci powietrza
metoda lichenoindykacji”, 1999 r., I nagroda), Maciej WALCZAK (,,Chemiczna
synteza aminoalkilofosforanéw nukleozydéw”, 1999 r., III nagroda), Grzegorz
NIEDZWIEDZKI (,,Nowe znaleziska tropéw dinozauréw z utworéw hetangu
péocnego obrzezenia Gér Swietokrzyskich”, 2000 r., I nagroda), Zbigniew
PTANOWSKI (,,Zaprojektowanie, synteza i zastosowanie cieklych krysztaléw
opartych na barwnikach azonowych”, 2001 r., IT nagroda), Marcin WOJNARSKI
(,,Sie¢ neuronowa do rozwiazywania zadan klasyfikacyjnych”, 2001 r.,

IT nagroda), Piotr GARBACZ (,Badanie wplywu kierunku i natezenia bodzca
grawitacyjnego na wzrost jeczmienia i rzezuchy”, 2002 r., III nagroda), Lukasz

i Mariusz JAREMKO (,,Synteza hydrazydu p-aminofenylowego analogu
immunosupresorowego fragmentu ubikwityny”, 2003 r., III nagroda).

Konkurs Prac Mtodych Naukowcéw Unii Europejskiej jest organizowany przez
Komisje Europejska od 1989 roku. Jego celem jest promocja zainteresowan
naukowych wéréd mlodziezy. Ocenia sie, ze w Konkursie uczestniczy co roku
ponad 30 tysiecy mtodych naukowcéow.

Konkurs obejmuje obecnie nauki $cisle, przyrodnicze, nauki spoteczne,
ekonomiczne i technike. Wymagane jest przedstawienie wynikéw wlasnej
pracy badawczej czy technicznej. W Konkursie uczestniczyé¢ moga uczniowie
szkél Srednich i studenci I roku studiow. Wiek autoréw musi znajdowaé

sie w przedziale 15-20 lat. Z jednego kraju mozna przedstawié¢ do finatu
europejskiego maksimum 3 prace wylonione w wyniku konkurséw krajowych.

Prace reprezentujace Polske zostaja wytypowane przez Polski Komitet
Konkursu w wyniku Polskich Eliminacji, w ktérych uczestnicza prace uprzednio
nagrodzone w konkursach ogélnopolskich lub polecone przez pracownika nauki
ze stopniem naukowym co najmniej doktora.

Nastepne finaly europejskie odbeda sie w dniach 17-22 wrzesnia 2005 roku
w Moskwie.

Szersza informacje o Konkursie oraz Regulamin Polskich Eliminacji mozna
znalez¢ na stronie internetowej Krajowego Funduszu na Rzecz Dzieci:
www.fundusz.org

12



King size

Czy postepowi astronomii lepiej stuzy budowanie wielkich czy mniejszych
teleskopéw? Przed proba odpowiedzenia na to pytanie trzeba pewne warunki
doprecyzowaé. Jasne, ze astronomowie chcieliby mie¢ jak najwiecej jak
najwigkszych teleskopéw, ale to nierealne, bo teleskopy kosztuja i moze zamiast
jednego wielkiego lepiej bytoby zbudowaé kilka mniejszych. Teoretycznie
mozna by to rozstrzygnaé, oceniwszy tzw. naukowa wydajnosé poszczegdlnych
teleskopéw. 7 braku innych pomystéow robi sie to, liczac wazne prace naukowe
napisane na podstawie obserwacji wykonanych za pomoca danego teleskopu

i cytowania tych prac, przy czym prace te powinny ukazaé sie w powszechnie
uznanych za wazne czasopismach naukowych. Nie ma sposobu na zmierzenie
yswaznosci” pracy lub czasopisma, pozostaje wiec przyja¢ umowe, ze np. wazne
sg czasopisma z tzw. Listy Filadelfijskiej, czy Nature, czy jeszcze jakies inne.

Ciekawe, ze w ogole sag ludzie zajmujacy sie tak niewdziecznymi sprawami, jak
robienie tego rodzaju statystyk. W kazdym razie stwierdzono, ze wydajnos¢
naukowa naziemnego teleskopu jest proporcjonalna do powierzchni obiektywu

i zarazem w przyblizeniu proporcjonalna do ceny teleskopu. Nie jest to
doktadnie to samo, gdyz cena teleskopu jest podobno proporcjonalna do trzeciej
potegi érednicy jego obiektywu, podczas gdy sama powierzchnia obiektywu —
oczywiscie do potegi drugiej. Jezeli jednak pominac¢ ten problem, to — jak widaé
— kazda pojedyncza zlotéwka, dolar, czy euro zaowocuja tak samo bez wzgledu
na to, na jakich rozmiaréow teleskop zostana wydane. Nie zmienia to faktu, ze

astronomowie wola teleskopy duze.
T. K.

C
D
B
E A
Rys. 1
C
D
M
A E B
Rys. 2

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 641. Duza, sucha masa powietrza przy powierzchni Ziemi ogrzewa sie

do temperatury 7} i zaczyna konwekcyjnie unosi¢ sie. Podczas unoszenia
rozpreza sie adiabatycznie. Na jaka wysoko$¢ wzniesie sig, jesli temperatura
otaczajacego powietrza jest stala i wynosi Ty < 117 Przyjaé, ze powietrze
jest gazem doskonalym, a jego ci$nienie zmienia sie zgodnie z réwnaniem
barometrycznym p,: = po exp(— fgﬁ ).

Rozwiazanie na str. 10

F 642. Przypu$émy, ze masa powietrza z poprzedniego zadania byla wilgotna

i podczas wznoszenia na pewnej wysokosci doszto do kondensacji pary, a potem
do utworzenia sie krysztalkow lodu, ktére opadly na Ziemie. Czy wysokos¢
osiagnieta przez suche powietrze bedzie wigksza, czy mniejsza niz w poprzednim
zadaniu? Uzasadni¢ jakosciowo.

Rozwiazanie na str. 4

Redaguje Waldemar POMPE

M 1093. W pieciokacie wypuklym ABCDE katy ABC i CDFE sg proste
(rys. 1). Wykazaé, ze dlugosé odcinka BD nie przekracza polowy obwodu
trojkata ACE.

Rozwiazanie na str. 16

M 1094. Funkcja f:R — R spetnia dla wszystkich = € R réwnosé

1f(f(2)) = 2/ (2) + x.
Wykazaé, ze liczba x = 0 jest jedynym miejscem zerowym funkcji f.
Rozwiazanie na str. 3
M 1095. Punkty D i E leza odpowiednio na bokach BC' i AB trdjkata
réwnobocznego ABC, przy czym BE = CD (rys. 2). Punkt M jest $rodkiem

odcinka DFE. Wykazaé, ze BM = %AD.
Rozwiazanie na str. 3

13



Klub 44

Skrét regulaminu

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 2005

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 396, 397

396. Cylinder, do ktorego stalym strumieniem wlewa
sie woda, pelni funkcje zegara wodnego — na bocznej
$ciance naklejono pionowo skale minutowa. Czy

jakies inne przezroczyste naczynie o ksztalcie brytly
obrotowej z pionowa osia symetrii, po naklejeniu

na nie tej samej skali, moze pelni¢ role zegara? Skala
powinna by¢ umieszczona w jednej plaszczyznie z osia
symetrii. Grubo$é $cianki nalezy pomingé. Jesli jest to
mozliwe, to narysowaé przekrdj naczynia, na podstawie
odpowiednich obliczenn numerycznych.

397. Rozwazmy dwuwymiarowy model ,atomu”
skladajacego si¢ z n ,elektronéw” odpychajacych

si¢ wzajemnie sita Coulomba (F' = 1/r?), na ktére
dodatkowo dziata przyciagajaca sita centralna ze strony
nieruchomego ,,jadra”; sita ta powinna umozliwia¢
utrzymanie ,elektronéw” w stanie réwnowagi
(propozycja: niech ta sita bedzie postaci F' = %, gdzie
(8 > 0). Zadanie polega na numerycznym zbadaniu tych
stanéw réwnowagi, w zaleznosci od liczby n (réwnej

Redaguje Jerzy B. BROJAN

kilka — kilkanascie, maksymalnie okolo 50) oraz
parametréw opisujacych sile centralna (w powyzszym
przyktadzie ). Proponujemy przyjecie przypadkowego
rozmieszczenia ,elektronéw” w chwili poczatkowej
i stopniowego dochodzenia do stanu réwnowagi (np.
niech ,elektrony” przemieszczaja sie¢ w kierunku
dzialania sily wypadkowej, jakby znajdowaly sie
w osrodku lepkim. . .). Rozwiazujacy powinni zwrdcié
uwage na nastepujace kwestie:
a) czy dla ustalonego n i ustalonej sily centralnej
istnieje jeden, dwa, czy wiecej standéw rownowagi?
b) jak ksztalt i symetria otrzymanych wynikéw zaleza
od n i parametréw sily centralnej?
Nadestane rozwiazania powinny zawiera¢ dane
dotyczace sity centralnej, opis algorytmu obliczeniowego
i wydruk lub szkic wyniku, tzn. otrzymane
rozmieszczenie réwnowagowe. Liczba rozpatrzonych
przypadkéw nie powinna przekraczaé okolo 20. Ciekawe
rozwigzania opublikujemy.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 12/2004

Przypominamy tres¢ zadan:

f 388. Jednorodng kule polozono w najwyzszym punkcie nieruchomej pétkuli,
nadajac jej bardzo malg predkosé poczatkows. Wspotczynnik tarcia kinetycznego
(poslizgowego) wynosi 0,3, natomiast podczas toczenia si¢ bez poslizgu nie ma strat
energii. W jakim punkcie kula zacznie si¢ §lizga¢ po pétkuli? Nalezy podaé¢ wartosé
kata 6 (zob. rys. 1).

389. Zrédlo wysylajace dZzwigk o stalej czestotliwosci porusza si¢ po linii prostej,

? mijajac nieruchomy odbiornik polozony w pewnej odlegtosci od tej prostej. Dany

Rys. 1 Rys. 2

388. Oznaczmy promien tuku, po ktérym porusza sie
$rodek kuli (tzn. sume promieni p6tkuli i kuli) przez R.
Predkos¢ srodka kuli w punkcie odpowiadajacym

katowi 0 wyznaczymy z zasady zachowania energii

mgR(1 — cos ) = 1mv® + $1w?. Po podstawieniu momentu
bezwtadnosci I = %mr2 oraz predkosci katowej w postaci

w = v/r otrzymujemy v> = 1—70gR(1 — cos #). Sile nacisku
kuli na pétkule N znajdziemy z II zasady dynamiki, tzn.

N = mgcosf — m}gz = mg(1—77 cosf — 1—70) Site tarcia T
wyznaczymy z uktadu rownan wigzacych przyspieszenie
liniowe a i katowe ¢ kuli

Tr=1e= %mra,
mgsin — T = ma.

Stad T' = %mg sin 6. Przyréwnujemy iloraz T'/N do danego
wspoélczynnika tarcia, a warto$¢ kata 6 okazuje si¢ réwna
0 =354°.
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t Jjest wykres czgstotliwosci odbieranego dzwigku w zaleznodci od czasu (rys. 2). Jak
na podstawie tego wykresu mozna wyznaczy¢ chwile, w ktérej nastgpilo najwicksze
zblizenie zrédla do odbiornika? Nalezy podac¢ niezbedne wzory.

389. DzZwiek odebrany w chwili najwiekszego zblizenia
zrodla musial zostaé wystany wczesniej — w chwili, gdy

kat miedzy prosta a kierunkiem do odbiornika speiniat
warunek cos o = v/c (gdzie v — predkos¢ zrodta, ¢ — predkosé
dzwieku). Sktadowa predkosci zrédta wzdtuz kierunku

do odbiornika wynosita wtedy v’ = vcos a = v*/c. Te
sktadowg nalezy podstawi¢ do wzoru opisujacego zjawisko
Dopplera dla zblizajacego si¢ zrédta f' = fo =5 = fo=*=,
gdzie fo — czestotliwosé dzwieku wysytanego. Nalezy

jeszcze wyrazié fo 1 v przez tatwe do odczytania z wykresu
czestotliwosei asymptotyczne f1 (poczatkowa) i fa
(koicowa). Ze wzordw f1 = foz%, fo =
fo= ?fjr’;z, v = cﬁlg i ostatecznie f' = L2 W chwili
najwiekszego zblizenia zrodla czestotliwo$é odbieranego

(&
foz5 wyznaczamy

dZzwieku byla rowna éredniej arytmetycznej czestotliwosci
poczatkowej i koncowej.



Klub 44
X
|-

499. Dla ustalonej liczby naturalnej n rozwazamy ciagi (ag, a1, - .
spelniajace warunki ag = 0 oraz |ag| = |1 + ax—1| dla k = 1,...,n. Wyznaczy¢
najmniejsza mozliwa warto$¢ sumy a + ... + ay,.

Zadania z matematyki nr 499, 500
Redaguje Marcin E. KUCZMA

)

500. Znalez¢ taka liczbe naturalna n, ze w kazdym zbiorze n punktéw
kratowych na plaszczyzZnie istnieje pie¢ punktow, ktérych $rodek ciezkosci jest

Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 2005

punktem kratowym. Im mniejsza liczba n, tym lepszy wynik i wyzsza ocena.

(Na plaszczyznie kartezjanskiej: punkt kratowy — to punkt, ktérego obie
wspdblrzedne sg liczbami caltkowitymi; §rodek ciezkoscei piatki punktéw — to
punkt, ktérego pierwsza wspdlrzedna jest Srednia arytmetyczng pierwszych
wspélrzednych tych pieciu punktéw, i tak samo dla drugich wspélrzednych).

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
386 (WT = 1,90) i 387 (WT = 3,51)
z numeru 11/2004
Jerzy Witkowski — Radlin
Marian Lupiezowiec — Gliwice
Konrad Kapcia
Mateusz Lacki

26,45

— Czgstochowa 15,05 1iczh calkowitych.

— Krakéw 11,53

Zadanie 500 zaproponowal pan Piotr Kumor z Olsztyna.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 12/2004
Przypominamy tresé¢ zadan:

24,04 491. Wyznaczy¢ wszystkie wyrazy ciagu a, = n? + 44n + 99 (n=1,2,3,...), ktére sg kwadratami

492. Liczby dodatnie a, b, ¢, a, 3, v spelniaja warunki:
a+b+c=a+6+7,
a2 402 + ¢ =a? 4 42 + 42,
(LS + b3 + (:3 > (){3 +‘63 _"_,\/3‘
Czy z tych zalozen wynika, ze a™ +b" +c¢" > a™ + 8™ + 4" dla kazdej liczby naturalnej n > 37

491. Z nieréwnosci (n +9)? < a,, < (n + 22)? wynika,
ze jesli a,, jest kwadratem liczby catkowitej m > 0,
ton+9 <m < n+ 22; ponadto n i m sa réznej
parzystosci, wiec m =n + k, k€ {11,13,15,17,19,21}.
Z réwnania a,, = (n + k)? obliczamy

B k? —99

44 -2k

Dla k = 13 i 19 ten ulamek nie przedstawia liczby
catkowitej. Dla pozostalych czterech wartosci k
dostajemy liczby n =1, 9, 19, 171, wyznaczajace
szukane wyrazy a,, réwne kolejno 122, 242, 362, 1922.

n

492. Odpowiedz: Tak (i to dla kazdego wykladnika
wigkszego od 3, niekoniecznie naturalnego).

Dowdéd: przypusémy, ze tak nie jest; wowczas funkcja

F(z>:ax+bz+cmiamiﬂzivx
przyjmuje gdzie$ w przedziale (3; 00) wartosé 0.
Przyjmijmy, ze a >b>c, a > 3 >~. Z podanych zalozen
wynika, ze wielomiany P(z) = (x — a)(z — b)(x — ¢) oraz
Q(z) = (x — a)(z — B)(x — v) rdznia si¢ o stala:

Q(x) — P(x) = abc — afy > 0;
ostatnia nieréwno$c¢ jest konsekwencja tozsamosci
abe = 2L akbic (g b4 ¢)? — 3(a? + 02 + ).
Szkicujac wykresy tych wielomianéw,
wnioskujemy o uporzadkowaniu ich pierwiastkow:
a>a>f>b>c>~. Zatem lim F(z) = oco. Wiemy
xTr— 00

tez, ze F(3) > 0.
W zbiorze {x > 3: F(x) = 0} istnieje liczba
najmniejsza u oraz liczba najwieksza w; przy tym
albo u < w, albo u = w, 1 wtedy F(z) > 0 dla
x € (3;u) U (u; 00).
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Niech (ay,...,as) bedzie dowolna permutacja ciagu
(a,b,c,a, B3,7), w ktérej as = b, ag = ¢; tak wiec
6
F(SC):ZEZG,;E, EZ::tl, 65:6'6:1.
i=1
Okreslamy indukeyjnie funkcje fy,..., f5:
1\= ag €
fiw) = (=) F@),  fon@ = (Z2) fi@),
aq k41
k=1,2,3,4. Gdy u < w, wéwczas fi(z) = 0 dla
x=0,1,2,u,w, i wobec tego funkcja fi{ ma >4 miejsca
zerowe. Gdy zas u = w, czyli f1 > 0 w przedzialach
(3;u) i (u;00), to fi(u) = 0; ponadto fi(x) =0 dla
x=0,1,2,u, wigc f| ma >3 miejsca zerowe, rozne
od u. W kazdym przypadku funkcja f] (wiec takze
funkcja f2) ma >4 miejsca zerowe. Zatem f5 ma

> 3 miejsca zerowe. Kontynuujac to rozumowanie,
stwierdzamy, ze f5 ma > 1 miejsce zerowe.

Funkcje fr mozna wyrazi¢ wzorem efektywnym, tatwym
do uzasadnienia przez indukcje:

a; a;

6 k—1
fre(x) = erdpr + Z Ei\ik (a—k) , gdzie A\, = H In a_j
i=k+1 J=1
(dla k = 1 przyjmujemy A\j; =1). Dla k=5
otrzymujemy

C xT
f5(x) = 555 + 56)\65(5) .

Ale
55:56:1;
)\55:1112111%111%111% <0,
)\65:lngln§1n%ln$ <0,

wiee f5(z) < 0 dla wszystkich & — whrew wezeSniejszemu
stwierdzeniu, ze ta funkcja ma miejsce zerowe.
Sprzecznosé¢ konczy dowdd.



Patrz w niebo

Dzigki sondzie Mariner 9 w 1972 r. stwierdzono,

ze wielki wygasty wulkan na Marsie, nazwany
Olympus Mons, siega wysokosci 25 km nad poziom
otaczajacych go réwnin. W owym czasie nie byto
wiadomo, czy te réwniny sa rzeczywiscie poziome

i jak maja sie one do reszty powierzchni planety,
niemniej jednak Olympus Mons okazal sie najwyzsza
géra w Ukladzie Stonecznym. Najnowsze laserowe
sondowania powierzchni Marsa wykonane przez Mars
Global Surveyor podtrzymaly rekord wysokosci tego
wulkanu, cho¢ ,zmienily” jego wysokos¢.

Widok catego wulkanu Olympus Mons. Srednica jego podstawy wynosi
w przyblizeniu 500 km, zatem jego wysoko$¢ jest tu kilkakrotnie
przesadzona.

Okazalo sie bowiem — jak zawsze, gdy wzrasta
dokladnosé pomiaréw — ze niezbedne jest Sciste
okreslenie, od jakiego poziomu wysokos$¢ sie mierzy.
Wspomniane 25 km byto liczone od poziomu, na ktérym
ci$nienie atmosferyczne wynositoby 6,1 mbar (jest

to cisnienie punktu potrdéjnego wody). Niestety, ten
poziom na wielkich obszarach planety znalazt sie pod
jej powierzchnia. Dzieki nagromadzeniu wielkiej liczby
pomiaréw stato sie jednak mozliwe okreslenie elipsoidy
najlepiej pasujacej do ksztaltu Marsa. Elipsoida

ta w okolicy Olympus Mons przebiega 2 km nad
wzerowym” poziomem ci$nienia atmosferycznego, wobec
czego wulkan nalezalo uznac¢ za nizszy o 2 km. Obecnie
przypisuje mu sie wysokos$¢ 22,7 km nad elipsoida
Marsa. Zgromadzone do dzi§ obserwacje umozliwiaja
rowniez okreslenie odpowiednika geoidy, czyli areoidy
dla Marsa (jest to powierzchnia w kazdym miejscu
prostopadla do kierunku lokalnego pionu, inaczej —
powierzchnia ustalonego potencjalu grawitacyjnego).
Na Ziemi naturalna geoida jest powierzchnia oceanow
(na obszarach ladowych przebieg fragmentéw geoidy
odtwarza sie¢ teoretycznie tak, by byly gltadko zszyte

z powierzchnia oceanéw). Na Marsie oceanéw nie

ma, zatem areoida jest tam powierzchnia statego
potencjalu najlepiej zarazem pasujaca do elipsoidy
Marsa. Grawitacja masywu Olympus Mons powoduje,
ze pod nim areoida wybrzusza si¢ na 1,4 km, zatem
wysoko$¢ wulkanu wzgledem niej jest o tylez mniejsza.

Tomasz KWAST

Kwiecien

W kwietniowe wieczory widzimy w kierunku
poludniowym okazaly gwiazdozbior Lwa, ktéry
otaczaja gwiazdozbiory malo wyrazne i malte. Jednak
przynajmniej jeden z nich jest w pewnym sensie
Lswazny” | mianowicie lezacy przy glowie Lwa, czyli

na zachdéd od niego, Rak. Od niego pochodzi nazwa
punktu Raka, czyli punktu, przez ktéry przechodzi
Stonce w dniu przesilenia letniego (okoto 21 VI) i ktéry
w starozytnosci tam wtasnie si¢ znajdowal. Od tamtego
bowiem czasu punkt Raka (i oczywiscie zarazem punkt
Koziorozca i oba punkty réwnonocy) wskutek precesji
przesunat sie w przyblizeniu o 30° i obecnie znajduje
si¢ na granicy Byka i Blizniat. A nazwa pozostala.
Pozostala tez nazwa zwrotnika Raka, czyli réwnoleznika,
nad ktérym w dniu przesilenia letniego Stonce znajduje
sie w zenicie. Niepozorny gwiazdozbiér Raka zawiera
jednak pickng gromade otwarta M 44, zwana Z1ébek
lub Praesepe. Widaé ja nieuzbrojonym okiem w postaci
Swietlnej plamki, a poszczegdlne gwiazdy juz w lornetce.
Gromada zawiera ponad 300 gwiazd, ma jasno$é

3,9 mag i lezy w odlegtosci 160 pc.

26 IV Merkury znajdzie sie najdalej katowo od Stonca

i mozna probowaé odszukaé¢ go przed wschodem Stonca.
Wenus nie wida¢, gdyz jest zbyt blisko Stonca. Mars
jest w Koziorozcu i wschodzi dopiero nad ranem.
Jowisz jest w Pannie i widaé go przez cala noc (3 IV
znajdzie sie w opozycji, czyli w kierunku przeciwnym
do kierunku na Slonce), a Saturn w BliZnietach, przez
co widoczny jest tylko w pierwszej potowie nocy. Néw
Ksiezyca wypada 8 IV i nastapi wtedy za¢mienie
Stonca, ale widoczne od Nowej Zelandii po Ameryke
Srodkowa. 24 IV nastapi pelnia Ksiezyca i zarazem jego
polcieniowe zaémienie, czyli praktycznie niedostrzegalne,
a w dodatku w Polsce bedzie wtedy dzien. 22 IV
Ksiezyc zakryje Jowisza, ale zjawisko bedzie widoczne
w potudniowej czesci Afryki, na Oceanie Indyjskim

i czesciowo na Antarktydzie. 26 IV Ksiezyc zakryje
Antaresa, co — jezeli pogoda pozwoli — bedziemy mogli
ogladaé koto pdinocy z 26 na 27 IV. Nawiasem méwiac,
w 2005 roku Ksiezyc zakrywa Antaresa w kazdym
miesiacu, w marcu nastapito to nawet dwukrotnie —
aczkolwiek w Polsce bedzie widoczne jeszcze tylko to
zakrycie kwietniowe. Okoto 23 IV moga by¢ widoczne
meteory z roju lirydéw, czyli wylatujace pozornie

z Lutni. Lutni¢ wida¢ w kwietniu przez cala noc,

ale sam réj jest skromny, trudno wiec oczekiwaé
efektownego widowiska.

Rozwigzanie zadania M 1093.
Niech X i Y beda obrazami symetrycznymi punktu C'
odpowiednio wzgledem punktéw B i D (rys.). Wéwczas

2BD = XY<XA+AE+ EY =CA+ AE+ EC,

co nalezalo udowodnic.
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BoOCIcZNY - 4/05 (11)
Podejmowanie decyzji u szpakéw

Dokonujac jakiego$ wyboru, zwykle poréwnujemy
przewidywane zyski z ewentualnymi stratami i wybieramy
opcje dla nas korzystniejsza. Podejmowanie decyzji w $wiecie
zwierzat dziala w podobny sposéb. Oczywiscie nie sg
$wiadome tego, co mogg straci¢ czy zyskaé. Niemniej

ich decyzje przypominaja rezultat kalkulacji i wazenia
potencjalnych kosztow i zyskow.

Jedne z wazniejszych dla zycia decyzji dotycza zdobywania
pozywienia. Za przyktad postuzy nam pospolity szpak.

W okresie legowym karmi on piskleta larwami komarnic
zyjacymi w glebie, wykonujac do 400 wycieczek po pokarm
dziennie. Ile larw szpak powinien przynosi¢ za kazdym
razem? Nie optaca mu si¢ wracac¢ z jedna. Okazuje si¢
takze, ze ptak nie przynosi potomstwu maksymalnej

liczby komarnic, jaka zdota zmiesci¢ w dziobie. Szpaki
zeruja na ziemi, sondujac dziobem glebe i odkrywajac jej
wierzchnie warstwy w poszukiwaniu larw. Im wigcej gasienic
w dziobie ptaka, tym trudniejsze staje si¢ sondowanie

i poszukiwanie kolejnych, a w rezultacie tym mniej efektywne
dalsze zerowanie. Przeanalizujmy zachowanie szpaka. Ptak
musi najpierw dotrze¢ do miejsca zerowania, a nastepnie
wroci¢. Czas niezbedny na przelot w obie strony to czas
podrézy. Kiedy szpak znajdzie sie na lace, zaczyna szukaé
komarnic. Tempo pozyskiwania larw z poczatku jest
szybkie, ale pézniej szansa na ztowienie gasienic maleje. Jak
dlugo powinien zerowaé szpak, by zréwnowazy¢ malejaca
efektywno$é zerowania i potrzebe zdobycia jak najwiekszej
ilodci pokarmu dla pisklat? Mozna to przewidzieé¢ dziegki
modelowi opisujacemu optymalne zerowanie (rysunek).
Zaktada on, ze dla szpaka najwazniejsze jest dostarczenie jak
najwiecej pozywienia dla potomstwa. Ograniczenia to czas
podrézy oraz sposéb zerowania. Liczba ofiar, z ktorg szpak
powinien zawréci¢ do gniazda, jest optymalna, gdy szpak
ztowi najwiecej gasienic w czasie réwnym (czas podrézy +
czas zerowania). Na rysunku linie AB oraz C'D wyznaczaja
optymalny: czas zerowania i liczbe ztowionych ofiar.

liczba zlowionych ofiar
D

o
I

optymalna liczba ofiar

|
: czas optymalny
7

A C X :

czas podrézy | czas zerowania

Tak jak przewiduje powyzszy model, szpaki przynosza
piskletom wiecej pozywienia, gdy sg zmuszone lataé

po nie dalej (linia AB). Zachowanie szpakéw mozna zatem
przyréwnaé¢ do wydawania przez nas pieniedzy. My podczas
robienia zakupéw kierujemy sie, na przyktad, korzystnym
stosunkiem jakosci do ceny. JesteSmy ograniczeni gruboscia
portfela czy tez wymaganiami co do kupowanego produktu.
Koszty szpaka, ktéry ma za zadanie wykarmié¢ rodzine,

to czas spedzony na zdobywaniu pokarmu. Tym, co ptak
maksymalizuje, jest ilo$¢ pozywienia przyniesionego
potomstwu. Szpak jest limitowany przez sposéb znajdowania
larw komarnic oraz przez czas przelotu miedzy dziupla

a miejscem zerowania. Zatem w jego $wiecie tez istnieja
wydatki, bilans zyskéw i strat oraz ograniczenia.

W jaki sposéb ptak ocenia jako$¢ miejsca, w ktérym zeruje?
To oszacowanie jest niezbedne, zeby szpak mégt stwierdzié,
kiedy powinien opuéci¢ dotychczasowe miejsce i przeniesé sie
w bardziej zasobne. Ocena zasobnosci w pokarm zalezy od
czasu spedzonego na zerowanie w danej okolicy: im dluzszy,
tym warto$é danego miejsca jest dla ptaka nizsza. Ocene

te modyfikuje sposéb rozmieszczenia ofiar na zerowisku.
Jedli sa rozmieszczone skupiskowo, napotkanie kazdej

ofiary podwyzsza ocene¢ danego miejsca. Przypomina to
naszg, reakcje podczas zbierania grzybéw: gdy znajdziemy
jedna kurke, zaraz rozgladamy sie, czy w poblizu nie ma
wiegcej, wiedzac, ze kurki rosng w skupiskach. Z kolei
réwnomierne rozmieszczenie ofiar jest niczym tykanie zegara,
poniewaz szpak chwyta ofiare mniej wiecej w réwnych
odstepach czasu. W takim przypadku szpak wie, ze z kazda
nastepng ztowiona gasienica miejsce zerowania jest coraz
ubozsze w ofiary. Natomiast gdy ofiary rozmieszczone sa
losowo i niezaleznie od siebie, ich napotkanie nie dostarcza
informacji o tym, ile ich jeszcze pozostalo na zerowisku, i nie
ma wplywu na oceng¢ miejsca zerowania przez szpaka. Ocena
ta spada wraz z uplywem czasu poswigconego na zerowanie,
az w koncu zwierze przenosi sie na inne zerowisko.

Kolejnym sposobem zdobywania informacji o $rodowisku
jest podpatrzenie, gdzie inne osobniki znajduja pokarm.
Podczas zerowania szpak ograniczony jest przez szybkosé,

z jaka wyszukuje larwy. Szpaki zeruja jednak w stadzie.
Dzigki obserwacji zachowania innych ptakéw moga chwytaé
wiecej gasienic. Osobnik obserwujacy inne ptaki w grupie
mniej czasu przeznacza na sondowanie gleby w losowym
miejscu w poszukiwaniu larw. W stadzie szpakow mozna
wigc wyrdzni¢ dwie alternatywne strategie: niezalezne
poszukiwanie pokarmu oraz wykorzystywanie ,informacji
publicznej” uzyskanej przez obserwacje innych. Dany osobnik
zmienia ,strategie” w trakcie zerowania, dzigki czemu udaje
mu sie¢ efektywniej znajdowaé ofiary, niz gdyby poszukiwat
pozywienia samodzielnie.

Podsumowujac, zwierzeta podejmuja decyzje, kierujac sie
pewnymi sygnatami jakosci srodowiska. Na tyle, na ile
pozwalaja im na to ograniczenia, dokonuja wyboréw
optymalnych, co oczywiscie nie wiaze si¢ ze Swiadomym
porownywaniem zyskow i strat... Zwigzane jest to
z dzialaniem doboru naturalnego, dostosowujacego zwierze
do warunkéw $rodowiska i ksztaltujacego jego mechanizmy
decyzyjne.

Justyna KUBACKA

Wspétpraca: Pawel POREBA, Anna LORENC

Szpak (Sturnus vulgaris) ma dlugo$é 21 cm, z czego 2,5 przypada

na dziéb, a 6,5 na ogon, wazy do 80 g. Lata z predkoScig do 74 km/h.
Chetnie nasladuje wszelkie zastyszane
dzwigki. Gniazduje w zadrzewieniach
$rédpolnych i parkach. Powraca

do nas juz w koncu lutego, a w koncu
kwietnia samica sklada 4 do

6 zielonkawo-niebieskich jaj,
wysiadywanych wspélnie z samcem.
Mtlode wykluwaja si¢ po 14 dniach

i mniej wiecej tyle czasu sa karmione

w gniezdzie. Po jego opuszczeniu umiejg
juz dobrze lataé. Wiosng szpaki jedza
gléwnie owady, natomiast latem zywig
si¢ owocami. We wrzesniu rozpoczynaja
gromadng podréz na zachéd. Jednak

w ostatnim pélwieczu szpaki coraz
czgsciej zostajg z nami na zime,
spedzajac ja gtéwnie w wigkszych
miastach na zachodzie kraju.

E A -
Fot. T. Wojszcz

Korespondencje¢ do Kacika Biologicznego prosimy przysylaé¢ do Jarka Bryka pod adresem: bryko@poczta.onet.pl
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