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Obserwujemy zbieznos¢ szeregéw potegowych,
czyli Mathematica w akcji Przemystaw KAJETANOWICZ

Znany program do obliczen symbolicznych i numerycznych Mathematica

firmy Wolfram jest szalenie wdzigcznym narzedziem do eksperymentowania

z rozmaitymi pojeciami matematycznymi. Sprébujemy to zademonstrowaé tutaj
na przyktadzie szeregéw potegowych.

Szeregi potegowe sa waznym pojeciem analizy matematycznej. Pozwalaja
znajdowac przyblizone wartosci funkcji za pomoca wielomianéw. Zwroémy
uwage na to, ze z obliczeniowego punktu widzenia wielomiany sg funkcjami
ySatwymi” w obshudze — do znajdowania ich wartosci wystarcza cztery operacje
arytmetyczne, w odréznieniu od takich ,trudniejszych obliczeniowo” obiektow,
jak funkcje trygonometryczne, wykladnicze czy logarytmiczne.

Szeregiem potegowym rzeczywistym nazywamy wyrazenie — wynikajaca ze znanego wzoru na sume szeregu

postaci geometrycznego. Przepisujac te rownosé w postaci
co+c1(x—xo) + el —20)? + . A en(z—x0)" + ..., R = lim (1 +az+...+a")
l1—z n-oo ’

gdzie cp, xg oraz x sa liczbami rzeczywistymi. Liczba
o nazywa sie $rodkiem szeregu, liczby ci — jego
wspoélczynnikami. Dla kazdego calkowitego n > 0
wyrazenie

mozemy ja nastepujaco wystowi¢ w jezyku
Hfunkcyjnym?”:

n—1 dla kazdego x € (—1,1) wartos¢ funkcji f(x) jest granicg
Sp(z) = Z cx(z — xo)k ciggu wartosci wielomianow

k=0 Sp(x)=1+x+...+2" L
Efekt ,zblizania si¢” sum czesciowych S, (z) do f(x)
dla réznych wartosci « € (—1, 1) mozna zaobserwowaé
na rysunkach wygenerowanych za pomoca pakietu
Mathematica. Gérny rysunek nizej przedstawia wykres
funkcji f, dolny — wykresy sum czesciowych S, dla
S(x) = lim Sy (x), n=3,...,11. Widaé wyraznie, jak ,psuje si¢” zbieznosé
sum czeéciowych szeregu poza przedzialem zbieznosci.

nazywa sie n-tg sumg czesciowq szeregu potegowego.
Zauwazmy, ze przy ustalonych wspétezynnikach i srodku
szeregu potegowego kazda jego suma czesciowa jest
wielomianem zmiennej x. Jezeli istnieje skoniczona
granica

to méwimy, ze szereg potegowy jest zbieiny w punkcie x,
a S(x) nazywamy jego sumg. Zauwazmy ponadto,

ze dla danego szeregu potegowego (tzn. przy danych
wspoélezynnikach i srodku) jego suma jest funkcja
zmiennej x.

Natychmiast wida¢, ze kazdy szereg potegowy jest
zbiezny w punkcie xg i ze jego suma wynosi wtedy cg.

Mozna udowodnié, ze zbiér tych x € R, dla ktérych e 1 1 9
szereg potegowy jest zbiezny, jest albo zbiorem -2t
jednopunktowym, albo calg prosta, albo pewnym —4}
przedzialem o $rodku w zy. Przedzial ten nazywa i
sie przedziatem zbieinosci szeregu potegowego. _gl

Przedzial zbieznosci moze by¢ otwarty, domkniety lub
jednostronnie domkniety — zalezy to od konkretnego
szeregu.

Ze szczegdlnymi przypadkami szeregoéw potegowych
spotykamy sie juz w szkole. Popatrzmy, na przyktad,
na szereg geometryczny

l4+x+...+2"+...
Pamietamy, ze szereg taki jest zbiezny wtedy i tylko
wtedy, gdy jego iloraz spelnia warunek |z| < 1.
Przedzialem zbieznosci szeregu jest wiec w tym
przypadku przedzial (—1,1). Dla kazdego x € (—1,1)
zachodzi réwnosé

l+z+...+2"4+...= ,




Zbieznosé
1
1—x
widaé jeszcze lepiej, gdy wszystkie wykresy umieszczone
sa w jednym ukltadzie wspélrzednych.

= lim (14+z+...+2")

n—oo

Wréémy do ogdlnego przypadku. Jak zauwazyliSmy
na samym poczatku, suma szeregu potegowego jest
pewna funkcja zmiennej x. Dziedzina tej funkcji jest,
oczywiscie, przedzial zbieznosci szeregu. Nasuwa sie
pytanie: kiedy dana funkcje rzeczywista zmiennej
rzeczywistej mozna przedstawi¢ jako sume pewnego
szeregu potegowego?

Odpowiedz na to pytanie zalezy od wtasnosci funkcji
zwiazanych z jej rézniczkowalnoscia i prowadzi
do pojecia szeregu Taylora. Zalézmy, ze f jest funkcja
okre$long w pewnym otoczeniu punktu zg i ze ma
w tym otoczeniu wszystkie pochodne. Szereg

! (n)
nazywa sie szeregiem Taylora funkcji f w otoczeniu
punktu xo. Suma czeSciowa Sy, (z) szeregu Taylora
nazywa sie wielomianem Taylora rzedu n, a jego

(x—20)+...+ —z0)" + ...

wspotczynniki — wspolczynnikami Taylora funkcji f
w otoczeniu punktu xg.

W przypadku zg = 0 szereg Taylora przyjmuje postaé
(0 (0
o+ L0, SO0,

T e i
i nazywa sie szeregiem Maclaurina funkcji f.

+...

7 samej definicji wida¢, ze szereg Taylora funkcji f
jest zbiezny w punkcie xg i ze jego suma jest wtedy
réwna f(xg). W ogélnym przypadku szereg Taylora nie
musi by¢ zbiezny do f(x) dla wartosci  réznych od xg.
Klasycznym przykladem jest funkcja

g(x) = {61/12 dla z # 0,
0 dla z = 0.
Mozna sprawdzi¢, ze funkcja ta ma wszystkie pochodne
w kazdym punkcie i ze wszystkie jej pochodne w zerze
sa rowne zeru. Szereg Maclaurina rozwazanej funkcji ma
zatem postaé
0+0z+...+0x"+ ...

i jego suma jest, oczywiscie, rowna 0 dla kazdego x
rzeczywistego. Natomiast sama funkcja przyjmuje
wartosé 0 tylko w zerze. Kiedy wiec szereg Taylora
jest zbiezny do ,swojej” funkcji? Mozna udowodnié,
ze jednym z warunkéw dostatecznych takiej zbieznosci
jest wspélna ograniczonogé pochodnych (™) (z) dla
n € N. Dokladniej, jesli istnieja stala M i otoczenie
U = (zg — 0, zg + 0) punktu zo, takie ze dla kazdego n
naturalnego i dla kazdego = € U zachodzi nieréwnos¢
|f()(x)| < M, wéwezas

F(2) = o) + 100

(x —20)+ ...

A

" (x —x0)" +...

dla kazdego x € U.

Ostatnig réwno$é nazywamy rozwinieciem Taylora funkcji [ w otoczeniu
punktu xo. Podobnie jak poprzednio, jesli xg = 0, to méwimy o rozwinieciu

Maclaurina funkcji f.

Mozna udowodnié¢, ze rozwiniecie Taylora jest jedynym sposobem
przedstawienia danej funkcji jako sumy szeregu potegowego. Mowiac Scisle, jezeli
w jakimkolwiek przedziale otwartym zawierajacym xgy zachodzi réwnos$é
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Maclaurina funkeji f(x)

f@=cot+a(z—x0)+...+cp(x—20)"+ ...,
to funkcja f ma wszystkie pochodne w tym przedziale oraz f(™ (zq) = n!c,.
Fakt ten pozwala znajdowadé rozwiniecie funkcji w szereg potegowy niekoniecznie
przez obliczanie kolejnych pochodnych. Przypomnijmy rozwazany wczesniej
szereg geometryczny

l4+z+...+2"+...

Jego suma w przedziale (—1, 1) jest funkcja

1
1—2

fz) =

— mozna to udowodnié¢ elementarnie. Mozna tez latwo sprawdzi¢ przez
rozniczkowanie, ze omawiany szereg geometryczny jest wlasnie szeregiem

=12 Wiele funkcji elementarnych daje si¢ rozwinaé
-

w szereg Taylora (czedciej rozwazamy rozwinigcia Maclaurina, poniewaz daja one
wygodny ,wzér na funkcje” w jezyku szeregu).



i Na przyktad funkcja wykladnicza e” oraz funkcje trygonometryczne sinx i cosz

sg na calej prostej sumami swoich szeregéw Maclaurina:
Rozwigzanie zadania M 1092.
Oznaczmy przez K punkt stycznosci

* r o a? "
okregu o z bokiem AB. 1! 2! n!
D \@Q c x> 2P x?n—t
nr=r——+——...+(-1)"——=+...
sinz = — o5 + o +(-1) @n 1) +
2 4 2n
B x?  w nx

ﬁ cee
Moze sie oczywiscie zdarzyé, ze szereg Taylora jest zbiezny tylko w pewnym

przedziale ograniczonym. Na przyklad szereg Maclaurina funkcji y = arctgz jest
zbiezny tylko w przedziale (—1, 1]. Rozwiniecie Maclaurina tej funkeji ma postaé
W zadaniu 1089 z poprzedniej Delty ZCB ZCS $2n71
my, 2 - arctgr =z — —+— — ...+ (-1)" +
wykazaliSmy, ze proste KP i AQ sa 3 5 cee o — 1 cee
réwnolegle. Stad, oznaczajac przez
[XY Z] pole tréjkata XY Z, otrzymujemy

Zwr6émy uwage, ze sama funkcja y = arctgx jest okreslona na calej prostej,
[APQ] = [AKQ] = [AKC]. Pole tréjkata  jednak jest suma swojego szeregu Maclaurina tylko w przedziale (—1,1]. Jesli
AKC nie zalezy od wyboru stycznej k,
skad teza.

chcemy uzyskaé przyblizenia tej funkcji wielomianami w otoczeniu innego
punktu, musimy uzy¢ odpowiedniego szeregu Taylora. [lustruja to dwa rysunki
nizej (wygenerowane przez Mathematica). Przedstawiono na nich wykres funkeji
y = arctg . Dodatkowo pierwszy rysunek zawiera wykresy jej wielomianow
Maclaurina, drugi — wielomianéw Taylora w otoczeniu punktu zo = 1. W obu
przypadkach sa to wielomiany stopnia 3, 51 7. Zaobserwujmy ponownie,
jak dobrze funkcja arctgx jest przyblizana swoimi wielomianami Taylora
w przedziale zbieznosci odpowiedniego szeregu potegowego (na rysunkach
wykresy praktycznie sie pokrywaja) i jak wszystko sie psuje poza przedzialem
zbieznosci.

] 1 [
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Pakiet Mathematica zawiera specjalna funkcje Series pozwalajaca znajdowaé
wielomiany Taylora. Wpisanie w komérke dokumentu Mathematica
przykladowego wyrazenia Normal [Series[Sin[x],x,x0,n]] spowoduje, ze
Mathematica zwroci wyrazenie bedace wielomianem Taylora rzedu n funkcji
sinz w otoczeniu punktu zg. Oczywiscie, w konkretnym wywolaniu w miejsce
parametréw x0,n nalezy wstawié¢ wartoéci liczbowe.
Spektakularne efekty mozna uzyskaé, rysujac wielomiany Maclaurina funkcji
sinus i cosinus w ,,duzych” przedziatach o srodku w zerze, pod warunkiem,
ze wielomiany te sa dostatecznie wysokiego stopnia (przypomnijmy, iz obie
2r funkcje sa sumami swoich szeregéw Maclaurina
1,5F na calej prostej). Wpisanie nastepujacego kodu
1k do komoérki dokumentu Mathematica wygeneruje
obrazek demonstrujacy, w jaki sposéb funkcja sin x jest
05¢ przyblizana przez swdj wielomian Maclaurina stopnia 15
[ s w v Ay v v ey R w przedziale [—2, 27]:
0,3F mojMaclaurin=Normal [Series[Sin[x],x,0,15]];
/1t Plot[Sin[x] ,mojMaclaurin,x,-4Pi,4P1i,
15k PlotStyle -> Thickness[0.004],Thickness[0.008],
’ PlotRange -> -4Pi,4Pi,-2,2,
_2 L

Ticks -> Range[-4Pi,4Pi,Pi],Automatic]



Oddzialywania elementarne

i wczesny Wszechswiat
Stefan POKORSKI, Krzysztof TURZYNSKI

Oddzialywania silne, stabe i elektromagnetyczne, w pelni zrozumiane w ramach
Modelu Standardowego, sa odpowiedzialne za nukleosynteze i tworzenie si¢
neutralnych atoméw. Standardowy Model Kosmologiczny razem z Modelem
Standardowym oddzialywan elementarnych daje w pelni zgodny z obserwacjami
opis historii Wszechswiata, poczawszy od pierwszej sekundy po Wielkim
Wybuchu. W tym momencie temperatura Wszech$wiata wynosita okoto

10 miliardéw kelwinow i wciaz panowala réwnowaga termodynamiczna

miedzy elektronami, neutrinami, fotonami, protonami, neutronami i jadrami
atomowymi, przy czym, zgodnie z rozkladem statystycznym, tych ostatnich
bylo znikomo malto z uwagi na ich duza mase. Wraz z dalszym obnizaniem

sie temperatury Wszechswiata podstawowe procesy zapewniajace réwnowage
termodynamiczng miedzy protonami, neutronami i innymi czastkami —

tj. przemiany [, czyli np. proces p + e < n + v — zaczely przebiegaé zbyt wolno
w poréwnaniu z tempem rozszerzania sie Wszech$wiata. Neutrony przestaly
wiec by¢ w réwnowadze termodynamicznej z reszty czastek. Oznaczmy przez T,
temperature, przy ktorej to nastapilo. Stosunek gestosci neutronéw do gestosci
protonéw (decydujacy w ostatecznym rozrachunku o liczbie jader atomowych)
przestal zmniejsza¢ sie wraz ze spadkiem temperatury otoczenia i ustalil si¢

na poziomie przewidywanym przez rozklad statystyczny dla temperatury 7,,.
Poniewaz neutrony sa nieco ciezsze od protonéw, stosunek liczby neutronow

do liczby protonéw zalezal w istotny sposéb od temperatury T, a ta zas od
liczby rodzajéw neutrin i sily oddzialywan slabych (w Standardowym Modelu
Kosmologicznym ten stosunek wynosi okoto 1/6). Nieodwracalne juz rozpady £,
przeksztalcajace neutrony w protony, elektrony i neutrina, spowodowaty
nastepnie dalszy spadek liczby neutronéw oraz wzrost liczby protonéw (stosunek
liczb tych czastek spadl do obecnej wartosci 1/7).

Drugi etap nukleosyntezy polegal na taczeniu protonéw i neutronéow w

jadra atomowe. Poczatkowo proces ten przebiegatl w sposéb odwracalny,

gdyz znajdujace sie we Wszechswiecie fotony mialy wciaz energie na ogdt
wystarczajace do rozbijania nowo powstajacych jader. Dopiero w miare spadku
temperatury Wszech$wiata energie fotonéw zmniejszyly sie na tyle, ze jadra
atomowe nie ulegaly juz rozbiciu — moment ten zalezal od sily wiazania
protondéw i neutronéw w jadra, czyli od wlasciwosci oddzialtywan silnych.

W rezultacie prawie wszystkie neutrony zostaly zwiazane w jadra izotopu helu
“He (zwane inaczej czastkami o), zawierajace dwa protony i dwa neutrony.
Mozna stad obliczyé, ze wytworzone w ten sposéb jadra *He stanowily 25%
pierwotnej materii barionowej. Oprécz tego powstaly niewielkie domieszki
jader helu *He, deuteru ?H (mniej wiecej 0,001%-0,1% ogdlnej liczby jader

w zaleznoéci od poczatkowej liczby protonéw i neutronéw) oraz litu “Li (mniej
wigcej 1079 ogélnej liczby jader).

Nawet niewielka zmiana w fizyce opisywanej przez
Model Standardowy oddzialywan elementarnych
mialaby dramatyczne skutki dla nukleosyntezy.

Gdyby liczba rodzajéw neutrin byla inna, czyli rézna
od 3, lub gdyby oddziatywania stabe byly jeszcze
stabsze (np. czastki W i Z° miaty wicksze masy), to
zmienitby sie takze stosunek liczby neutronéw do liczby
protonéw. Warto takze podkreslié, ze proces pierwotnej
nukleosyntezy zalezal w istotny sposob od tego,

czy we Wszechswiecie podczas produkcji pierwszych
jader atomowych znajdowala sie znaczaca liczba czastek
niewystepujacych w Modelu Standardowym. Obecno$¢
takich ,intruzéw” znacznie zmienitaby przebieg calego

4

procesu i prowadzitlaby do powstania innych ilosci
lekkich pierwiastkéw niz wynika to z danych
obserwacyjnych. Dlatego pierwotna nukleosynteza jest
waznym testem wzajemnej zgodnosci Standardowego
Modelu Kosmologicznego i teorii oddziatywan
elementarnych.

Fakt, ze obserwacje dotyczace rozpowszechnienia
lekkich pierwiastkéw zgadzaja sie bardzo dobrze

z przewidywaniami teoretycznymi, jest waznym,
niezaleznym od do$wiadczen, w ktorych czastki
elementarne zderzane sg w akceleratorach,
potwierdzeniem, iz Model Standardowy oddziatywan



elementarnych jest doskonala teorig przy energiach
czastek nieprzekraczajacych 10'! eV. Niemniej jednak,
jak juz pisaliémy w pierwszym artykule (Delta 1/2005),
jest ona prawdopodobnie przyblizeniem jakiejs glebszej
teorii, podobnie jak teoria grawitacji sformutowana
przez Newtona jest bardzo dobrym przyblizeniem
0g0lnej teorii wzglednosci Einsteina dla niezbyt duzych
(w skali kosmicznej) mas i predkosci oddzialujacych
obiektow. Fizyka oddzialywan elementarnych dostarcza
obecnie przede wszystkim argumentéw teoretycznych
za istnieniem teorii bardziej podstawowej niz Model
Standardowy. Jej poszukiwanie, obok odkrycia czastki
Higgsa, bylo gléwna motywacja do budowania nowego
akceleratora czastek LHC w CERN-ie. Z drugiej strony,
istnieja zagadkowe fakty kosmologiczne zwiazane

z procesami, ktore mialty miejsce przed nukleosynteza:
brak antymaterii, istnienie ciemnej materii i energii
prézni, istnienie bardzo malych niejednorodnoéci energii
w niezwykle jednorodnym Wszechswiecie i zwigzana

z tym idea inflacji majacej miejsce przed prawdziwym
Wielkim Wybuchem, czyli chwila, w ktérej Wszechswiat
stal sie goracy. Nie liczac mas neutrin, zagadki te

sg obecnie gléwnymi argumentami empirycznymi za
istnieniem bardziej podstawowej teorii oddziatywan
elementarnych. Co wigcej, liczba i precyzja dostepnych
danych obserwacyjnych dotyczacych tych faktow
kosmologicznych pozwala uznaé¢ wezesny Wszechswiat
za, doskonale laboratorium do badania oddzialywan
elementarnych.

Czy argumenty teoretyczne dostarczane przez fizyke
oddzialywan elementarnych i empiryczne argumenty
kosmologiczne sa juz wystarczajace do sformutowania
tej bardziej podstawowej teorii? Na razie jeszcze

nie. Jak wspomnieliSmy w pierwszym artykule,

istnieje zaledwie (az?!) kilka sp6jnych koncepcji
teoretycznych rozszerzenia Modelu Standardowego,

z ktoérych najciekawszg i najbardziej elegancka jest bez
watpienia hipoteza istnienia dodatkowej przyblizonej
symetrii w przyrodzie, zwane]j supersymetria. Zagadki
kosmologiczne nie faworyzuja wprawdzie jednoznacznie
supersymetrii jako wlasciwego rozszerzenia Modelu
Standardowego, ale czesto daja sie latwiej rozwiazaé
w ramach takiej teorii, nakladajac na nia jednoczesnie
istotne ograniczenia.

Najbardziej wyrazistym przykladem jest przewidywane
przez teori¢ supersymetryczna neutralino, nowa i cigzka
czastka pozbawiona tadunku elektrycznego, stabo
oddzialujaca z innymi czastkami. Z tego powodu
neutralina bylyby $wietnym materialem na ciemna
materig. Jednak, aby gesto$¢ tworzacych ciemna

materig neutralin byla réwna gestosci ciemnej materii
wyznaczonej z obserwacji mikrofalowego promieniowania
tla, musza mie¢ one Scisle okreslone wlasciwosci, ktore
moga by¢ niezaleznie sprawdzone w LHC — jest to czes¢
programu badawczego tego urzadzenia oraz wielu innych
eksperymentow.

Inna konsekwencja supersymetrii jest mozliwos¢
prostego wyjasénienia, dlaczego mogla zajsé inflacja
i w szczegolnosci, dlaczego energia potencjalna pola
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wywolujacego inflacje nie zostata natychmiast
zamieniona na energie kinetyczna, jak dzieje sie to

np. w przypadku krazka znajdujacego sie na réwni
pochylej. W teoriach supersymetrycznych energia
potencjalna niektérych pél ma tzw. kierunki zerowe
odpowiadajace w naszym przyktadzie réwni o zerowym
nachyleniu, a jesli uwzgledni¢ poprawki kwantowe

i efekty zwiazane z naruszeniem supersymetrii —

rowni o bardzo malym nachyleniu. W takiej sytuacji
energia potencjalna krazka bytaby zamieniana na jego
energie kinetyczna bardzo wolno. Podobny efekt
zachodzi w przypadku pola powodujacego inflacje:

w teorii supersymetrycznej jego energia potencjalna
pozostawalaby przez kréotki okres czasu praktycznie
stata. Ten okres to wlasnie okres inflacji, w ktérym
nastapito znaczne i gwaltowne rozszerzenie sie
Wszechswiata. Po nim nastapita szybka zamiana
energii potencjalnej na energie kinetyczna czastek, czyli
podgrzanie Wszechswiata.

Rozwiazanie problemu dominacji materii nad
antymateria takze wymaga rozszerzenia Modelu
Standardowego. Poniewaz podczas inflacji Wszech$wiat
praktycznie opustoszal, przewaga materii nad
antymateria musiala powstaé¢ po inflacji w wyniku
szczegblnych wlasciwosci jakiegos rodzaju oddziatywan
elementarnych. Oddzialywania te powinny odrézniaé
czastki od antyczastek, np. prawdopodobienstwo
produkcji czastek powinno by¢ wigksze niz
prawdopodobienstwo produkcji antyczastek. Musiala
by¢ takze naruszona réwnowaga termodynamiczna,
gdyz w przeciwnym razie kazdemu procesowi produkcji
czastki towarzyszylby odwrotny proces — anihilacja
czastki.

W Modelu Standardowym oddzialywania silne

i elektromagnetyczne nie rozrézniaja czastek

i antyczastek. Wlasnos¢ te maja jedynie oddzialywania
stabe, co zostalo wykazane doswiadczalnie przez
obserwacje samorzutnej zamiany mezonéw K% i B —
pewnych czastek zlozonych z par kwark-antykwark —

w odpowiadajace im antyczastki. Jednak naruszenie
symetrii czastka-antyczastka w oddzialywaniach stabych
jest bardzo niewielkie i nie wystarcza do wyjasnienia
obserwowanej we Wszechéwiecie asymetrii pomiedzy
materig i antymateriag. Naturalnym, dodatkowym
zrédlem naruszenia symetrii miedzy czastkami

i antyczastkami moga by¢ rozpady ciezkich czastek IV

— tych samych, ktorych istnienie wyjasnia elegancko
bardzo male w poréwnaniu z innymi czastkami

wartosci masy neutrin. Na wczesnych etapach historii
Wszechswiata czagstki te powinny byly wypelniaé¢
przestrzen kosmiczna na réwni z materia, antymateria

i fotonami. Przy ochladzaniu sie¢ Wszech$wiata
réwnowaga termodynamiczna tych czastek zostata
naruszona, tzn. rozpadaly sie one, lecz przestaly

juz efektywnie zachodzi¢ procesy ich produkcji. Od
strony teoretycznej jest bardzo prawdopodobne, ze

w wyniku rozpadéw ciezkich partneréw neutrin moze
powstaé wiecej antyleptonéw (antyczastek) niz leptonéw
(czastek). W wyniku dalszych oddzialywan opisywanych



przez Model Standardowy nadwyzka antyleptonéw nad
leptonami moze przeksztalci¢ sie na nadwyzke kwarkow
nad antykwarkami. W wyniku dalszego ochtadzania

sie Wszechéwiata wszystkie antykwarki zanihilowaty

z kwarkami, tworzac fotony, natomiast z nadwyzki
kwarkow utworzone zostaly bariony: protony i neutrony.
Opisany wyzej mechanizm nosi nazwe bariogenezy

przez leptogeneze, czyli generacji nadwyzki barionéw
nad antybarionami wskutek uprzedniego wytworzenia
asymetrii miedzy leptonami i antyleptonami. Wprawdzie
supersymetria nie jest konieczna, aby ten mechanizm
mogl zachodzi¢, ale jest on naturalny tylko w teorii
supersymetrycznej ze wzgledu na bardzo duza réznice
skali elektrostabej i skali mas cigzkich czastek N:

My /Myy+ 70 ~ 102, ktéra, jakkolwiek mniejsza od

Mp /My« zo0 ~ 10, takze wymaga wyjasnienia.

Podsumowanie

Nie ma obecnie watpliwosci co do silnego zwiazku
miedzy fizyka oddzialywan elementarnych i kosmologia.
Nie jest to jednak wciaz zwiazek partnerski. Kosmologia

(,pod gore”)?

Rozwiazanie na str. 12

dostarcza na razie najlepszych empirycznych
argumentow za koniecznoscig rozszerzenia Modelu
Standardowego, natomiast fizyka oddziatywan
elementarnych — argumentéw teoretycznych

i konkretnych koncepcji takiego rozszerzenia.
Kosmologia nie wyrdznia jeszcze wyraznie zadnej

z koncepcji teoretycznych. Konkretne idee teoretyczne,
pochodzace z fizyki oddzialywan elementarnych,
wyznaczaja jednak pewne ramy rozwigzywania zagadek
kosmologicznych i sa zarazem ograniczane przez dane
plynace z obserwacji kosmosu. Z punktu widzenia
fizyki oddzialywan elementarnych najcickawsza
koncepcja teoretyczna rozszerzajaca Model Standardowy
jest teoria supersymetryczna, ktora takze utatwia
wyjasnienie zagadek kosmologicznych. Jednak
ostateczna weryfikacja tej teorii bedzie mozliwa
dopiero dzigki akceleratorowi LHC. Jesli teoria
supersymetryczna okaze si¢ prawdziwa, bedzie to
zasadniczy krok zarowno w kierunku pelniejszego
zrozumienia pochodzenia skali elektrostabej i mas
znanych dzi$ czastek, jak tez do pelnego zrozumienia
wezesnej historii Wszechswiata.

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 639. Klocek w ksztatcie dwoch, ztaczonych podstawami stozkow

o promieniu R i kacie rozwarcia a postawiono na dwéch pochylych szynach
rozszerzajacych sie w kierunku do géry. Jakie warunki musza spelnia¢ katy «, 3
i~ (patrz rysunek 1), by klocek byl w stanie toczy¢ sie sam po szynach w prawo

F 640. W uktadzie z poprzedniego zadania: zalézmy, ze klocek poczatkowo
spoczywa na lewym koncu szyn. Potem pozwalamy mu toczy¢ sie w prawo.
Poda¢ predkosé liniowa klocka w miejscu, gdzie rzut odlegtosci punktu styku
klocka i ktorejs z szyn od lewego kofica szyn wynosi d (rysunek 1). Dane sa
masa klocka m, jego moment bezwladnosci wzgledem wspélnej osi stozkéw I
i promienn R. Czy staczanie si¢ bedzie odbywalo si¢ ruchem jednostajnie

przyspieszonym, jak w przypadku staczania si¢ kulki z rowni pochytej?
Dla uproszczenia zatozy¢, ze zalezno$é¢ miedzy predkoscia katowa klocka w
i predkoscia liniowa v jest w postaci v = pw, gdzie p to odleglosé osi stozkéw od

M 1090. Dany jest tréjkat ABC. Punkty P i @ sa rzutami prostokatnymi
punktu C odpowiednio na dwusieczne katéw BAC i ABC' (rys. 2). Znajac

dhugosci bokoéw trojkata ABC, obliczy¢ dlugo$é odcinka PQ.

M 1091. Twierdzenie Lagrange’a orzeka, ze kazda liczbe naturalnag mozna
zapisa¢ w postaci sumy czterech kwadratéw liczb catkowitych. Rozstrzygnad,
czy liczbe 22°%° mozna przedstawié¢ w postaci sumy kwadratéw czterech liczb

M 1092. Okrag o jest wpisany w romb ABCD. Styczna k do okregu o przecina
odcinki BC' i C'D odpowiednio w punktach P i @ (rys. 3). Wykazaé, ze pole

Rys. 1
C punktu styku i pominaé tarcie.
Rozwiazanie na str. 16
,/ \ Redaguje Waldemar POMPE
“
A B Rozwiazanie na str. 13
Rys. 2
D \@ C
catkowitych dodatnich.
P . .
0 Rozwiazanie na str. 13
k
A B tréjkata APQ nie zalezy od wyboru stycznej k.
Rys. 3 Rozwiazanie na str. 3
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Aktualnosci (nie

Lawica czarnych dziur

Wspélna cechg towcdéw z powotania jest cierpliwoéé. Kolejna
— znajomos¢ zwyczajéw tropionej zwierzyny. Dobry wedkarz
wie, gdzie zakotwiczy¢ t6dke, aby ztapacé rekordowego suma.
Zwierzyna moze by¢ rézna, ale podstawowa strategia jest
zawsze taka sama. Trzeba znaé¢ miejsce, w ktorym warto
zaczaié sie, a nastepnie cierpliwie czekaé.

Wtasdnie taka my$l przyswiecata pomystowi
dlugoterminowego monitorowania centrum Drogi Mlecznej

za pomoca kosmicznego Obserwatorium Promieni-X
Chandra.

Dziesiatego stycznia 2005 roku ukazal sie raport [1]
podsumowujacy pie¢ lat trwania programu. Poniewaz czas
obserwacyjny Chandry jest niezwykle cenny, to program
monitorowania centrum Drogi Mlecznej musial zadowolié
sie pojedynczymi pomiarami robionymi w kilkumiesiecznych
odstepach. W sumie wykonano 16 obserwacji za pomoca
instrumentu ACIS (Advanced CCD Imaging Spectrometer).

Pomimo to udalo si¢ zaobserwowaé cztery zmienne zrédta
promieniowania rentgenowskiego (zobacz animacj¢ na stronie
internetowej Delty) w obrebie trzech lat $wietlnych wokét
Strzelca A™, czyli potwornie masywnej czarnej dziury
okupujacej centrum Naszej Galaktyki.

Kazde z tych Zrédet jest najprawdopodobniej uktadem
podwdéjnym czarnej dziury i rezerwuaru materii, czyli
zwyklej gwiazdy, z ktérego czarna dziura moze czerpac.
Przeptywajaca materia rozgrzewa si¢ do bardzo wysokich
temperatur i Swieci w zakresie promieniowania X,

a poniewaz karmienie odbywa si¢ w sposéb nieregularny, to
intensywnos¢ §wiecenia zmienia si¢ w czasie.

Z liczby wykrytych uktadéw podwéjnych mozna wnioskowad,
jaka jest ogdélna liczba czarnych dziur w okolicach centrum
Drogi Mlecznej. Wyglada na to, ze tawica ta zawiera ich
ponad dziesie¢ tysiecy [1]!

Przyjmuje sie, ze tak duza koncentracja tych ciezkich
obiektéw wynika z trwajacego miliardy lat procesu
nazwanego dynamicznym tarciem. Wszystkie obiekty
wzajemnie oddzialuja poprzez grawitacje. Srednio jednak
ciezsze obiekty sa spowalniane, podczas gdy lzejsze
rozpedzane. W rezultacie czarne dziury i (w mniejszym
stopniu) gwiazdy neutronowe, orbitujac wokél centralnej
czarnej dziury, zblizaja sie do niej, a obiekty lzejsze
oddalaja sie.

Efekt ten, przewidziany dekade temu, wydaje sie wlasnie
znajdywac¢ posrednie potwierdzenie.

Drugim mechanizmem, wydajacym si¢ ttumaczy¢
przeprowadzone obserwacje, jest przechwytywanie zwykltych
gwiazd przez czarne dziury, skutkujace powstawaniem
uktadéw podwdjnych.

Trzecim, w koncu, jest stopniowe zubazanie centrum
galaktyk w zwykte gwiazdy, co ttumaczy, dlaczego miejsca te
mogg by¢ relatywnie spokojne, pomimo olbrzymiego ttoku.

Przeprowadzone obserwacje moga poméc w wyjasnieniu
mechanizmu powstawania supermasywnych czarnych

dziur. Przewiduje sig¢, ze mniej wigcej raz na milion lat
jedna zwykta czarna dziura pada tupem supermasywnego
potwora. W ten sposéb mozna jednak wytlumaczy¢ zaledwie
pochodzenie kilku procent masy centralnej czarnej dziury.

Dalsze obserwowanie Strzelca A* na pewno nie zaszkodzi.
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tylko) fizyczne

Globalne skutki tragedii

na Oceanie Indyjskim

Wszyscy mamy jeszcze w pamieci obrazy tragicznego
tsunami, ktore spustoszylo wybrzeza Dalekiego Wschodu

26 grudnia zeszlego roku. Pelnej liczby ofiar nigdy nie
poznamy, ale wiadomo, ze zycie stracilo okoto dwustu tysiecy
ludzi. To tak, jakby z powierzchni Ziemi zniknal Radom albo
Biatystok. . .

W miare uplywu czasu wszyscy beda stopniowo zapominaé
o tej tragedii. Wszyscy, oprécz tych, ktérych ona
bezposrednio dotkneta. ..

Powody umieszczenia tego tekstu w Aktualnosciach sg dwa.
W érodkach masowego razenia pojawita sie informacja, ze
to tsunami spowodowato zmiane dtugosci doby. Istotnie,
trzesienie ziemi (bo oczywidcie nie wywolane nim tsunami)
spowodowalo przyspieszenie tempa obrotu Ziemi. W Nature
opublikowano artykutl, z ktérego wynika, ze zmiana dtugosci
doby wynosi kilka milionowych sekundy. Zmiana ta jest
spowodowana przesunieciem jednej ze Scierajacych sie

ptyt ku srodkowi Ziemi. Przesuniecie to spowodowato
zmniejszenie sie momentu bezwladnosci Ziemi, a wiec,
zgodnie z zasada zachowania momentu pedu, zwickszenie
predkosci katowej Naszej Planety.

Drugim powodem wspominania w Delcie o tej tragedii jest
przeswiadczenie, ze nawet jezeli tragicznych skutkéw nie
datoby sie catkowicie wyeliminowaé, to na pewno mozna
byto je istotnie ograniczyé¢, a jedyne, co byto potrzebne, to
edukacja. Gazety na calym $wiecie podaly, ze na pewnej
plazy zycie wielu ludzi uratowata dwunastoletnia panna,
ktéra ,ze szkoty” pamietala, iz cofanie si¢ oceanu wyprzedza
o kilka minut fale tsunami. Podobno dzieki niej ludzie

z tej plazy zdolali sie uratowaé. Nie jestem pewien, czy

ta informacja jest w pelni prawdziwa. Ewakuacja plazy

w kilka minut, bez wzajemnego tratowania si¢ ludzi, nie

jest sprawa prosta. Prawdopodobnie dziewczynka musiata
mie¢ madrych opiekunéw, a w poblizu pewnie byli rozsadni
ratownicy. Wiarygodnos¢ tej informacji nie zmienia jednak
faktu, ze szkolna wiedza mogta uratowaé wielu ludzi. W tym
miejscu pozwole sobie zadaé idiotyczne pytanie retoryczne:
czy polska szkota przekazuje tego typu wiedze? Bo choé
tsunami raczej nam nie grozi, to po pierwsze — Polacy coraz
wiecej podrézuja, a po drugie — sg inne zywioly zagrazajace
czlowiekowi.

Fala tsunami niewiele rézni sie od fali powodziowej.
Budowanie na terenach zagrozonych tsunami niczym nie
rozni sie od budowania na terenach zalewowych. W obu
przypadkach, wczesniej czy pozniej, nastapi tragedia. Jezeli
nawet uda sie unikngé strat ludzkich, to strat materialnych
juz nie.

Nie wiem, czy niesienie kaganka o$wiaty moze co$ pomébc

w skali globalnej. Ale na pewno warto p6j$¢ za radg Chama
z piosenki Wojciecha Mtynarskiego i... budowaé arke.

Piotr ZALEWSKI

[1] http://chandra.harvard.edu/press/05releases/press.011005.html



Rys. 1

O1 0 02

Rys. 2

Maia delld

Geometryczne osobliwo$ci: niezmiennicze sumy

Ze szkolnej geometrii wiemy, ze:

O suma miar katéw wewnetrznych trojkata jest rowna m; ogdlniej:
suma miar katéw wewnetrznych wypuklego n-kata (n > 3) jest réwna
(TL - 2)77’

O dla kata o mierze a € R, sin® o + cos?ar = 1,

O elipsa to zbior punktéw plaszezyzny, dla ktérych suma odleglosci od
dwoch ustalonych punktéw jest stala.

Oto kilka innych obserwacji geometrycznych tego typu. Wskazane w nich

sumy nie zmieniaja si¢ nawet wtedy, gdy zmianie ulegaja parametry

figur, ktérych te sumy dotycza.

A. (Dynamiczna interpretacja twierdzenia Pitagorasa.) W okrag O(r)
wpisujemy tréjkat prostokatny ABC oparty na jego $rednicy (rys. 1).
Na zewnatrz trdjkata, na jego bokach, budujemy kwadraty. Wéwczas,
zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa, a® + b? = (2r)?%. Zalezno$¢ ta nie ulega
zmianie, gdy wierzchotek C' bedzimy przemieszczaé wzdluz pélokregu AB

(C+#AiC #B).

B. W okrag O(r) wpisujemy takie dwa okregi styczne wewnetrznie Oy (r;)
oraz Oy(r2), ze 1 +ro =1 (rys. 2). Wéwcezas suma obwodéw wpisanych
okregéw jest réwna obwodowi okregu opisanego: 2nry 4 2mry = 277

C. (Twierdzenie Vivianiego) W tréjkacie réwnobocznym ABC suma
trzech odlegtosci punktu wewnetrznego trojkata S od bokow tego
tréjkata nie zalezy od polozenia tego punktu (rys. 3).

D. W tréjkat réwnoramienny ABC, o podstawie 2a i wysokosci h,
wpisujemy dwa styczne kwadraty lezace na podstawie AB (rys. 4).
Wowezas suma dhugosci bokéw tak wpisanych kwadratéw jest stata:

T+y= (312) (jest érednig harmoniczna liczb a, h).

Z proporcji £ = £ mamy p = 9*. Z proporcji % = £ mamy g = .

Wstawiajac otrzymane wartosci do réwnania p + x + y + ¢ = 2a (dlugosé
odcinka AB), otrzymujemy oczekiwana zalezno$é.

E. W tréjkacie réwnoramiennym ABC, o podstawie 2a i wysokosci h,
wpisujemy dwa styczne zewnetrznie pélokregi, ktoérych srednice leza
na podstawie AB (rys. 5). Woéwczas suma promieni tak wpisanych

polokregéw jest stata: R+1r = #\/ﬁ Z proporcji & = ﬁ mamy

x = {Va? + 2. Z proporcji & = —es mamy y = ;vVa> + h2.

Wstawiajac otrzymane wartosci do réwnania = + R+ 7 + y = 2a (dlugosé
odcinka AB), otrzymujemy oczekiwana zalezno$é.

Uwaga. Analogiczng zalezno$é mamy dla stycznych zewnetrznie potkul
wpisanych w stozek, potozonych na jego podstawie.

F. Przez podstawe AB trdjkata réwnobocznego ABC prowadzimy
prosta K, a przez wierzcholek C prosta [, ktora nie ma punktow

wspoélnych z wnetrzem trojkata. Na zewnatrz tréjkata w obszarach
ograniczonych prostymi k i [ dopisujemy styczne okregi O;(r1) oraz

Os(r2), (rys. 6). Wowczas ri + 1o = 2¥2. Rozwazajac tréjkaty prostokatne
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tworzace trojkat ACO;, mamy “=* = ctg g, L=tgg= @, a stad

a
r=——:.
ctgg + @
Prowadzac podobne rozwazania dla tréjkata BCOs, otrzymujemy
a
Tg = ———.
ctg 5 + ?

Korzystajac z zaleznosci o« + f = =7 oraz znanych zaleznosci

trygonometrycznych, po niezbyt uciazliwych rachunkach otrzymamy
zapowiedziang réwnosé.

G. W poélokrag O(R) wpisujemy dwa identyczne pétokregi o(r)

o promieniach r < 1R tak, ze leza one na $rednicy okregu O(R) i sa

do niego styczne wewnetrznie (rys. 7). W pozostaly obszar pétokregu
O(R) wpisujemy okrag O;(d;) styczny zewnetrznie do okregu o(r) oraz
wewnetrznie do okregu O(R) (oczywiscie: R]D:jrf <d; < R;jrfr). Nastepnie
w powstala ,luke” wpisujemy okrag styczny zewnetrznie do okregdw
O1(dy) 1 drugiego okregu o(r), oraz styczny wewnetrznie do okregu O(R).
Dla tak wpisanych okregéw O(d;), Os(d2) mamy di +ds = R — .

Zalézmy, ze istnieje dokladnie jeden okrag Os(ds), jaki mozemy wpisaé
w powstala ,luke” (uzasadnienie tego faktu nie jest banalne). Oznacza
to, ze dla danych juz punktéw O, o0, 0,0, (bedacych srodkami okregéw)
istnieje dokladnie jedna konfiguracja z punktem realizujaca opisane wyzej

warunki. /(

Rys. 6 A
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B Rys. 7 @) o

Rozwazmy teraz trzy trojkaty z rysunku 8, ktorych boki maja dlugosci:
a=r+dy,b=dy +ds, c=1r+ds.

Prostymi rachunkami sprawdzamy, ze wykreslajac z wierzchotkéw tych trojkatow
odpowiednie okregi, zrealizujemy konfiguracje spelniajaca wyzej opisane
warunki. Poniewaz taka konfiguracja (przy danych punktach O, 0,0, 01) jest
dokladnie jedna, wiec |O102| = dy + do = b, gdzie b = R — r (patrz na $rednice
okregu O(R)).

a
b b
a ¢ “| R % b
Rys. 8 b b Rys. 9 x Yy

H. W pélokrag o promieniu R wpisujemy dwa stykajace sie bokami kwadraty
lezace na $rednicy (rys. 9). Suma po6l tak wpisanych kwadratéow jest stala:

a® + b = R2. Przy oznaczeniach z rysunku 9 mamy 22 = R? — a2, y? = R? — b°.
Stad 22 — 32 = b? — a?. Laczac te 16wno$é z zaleznoscia x +y = a + b

(patrz rys. 7), obliczamy: x = b1y = a, a stad juz wynika oczekiwana réwnoscé.
Odkrycie innych tego typu zaleznos$ci moze by¢ nie tylko przyjemna,

ale i inspirujaca przygoda. )
Jarostaw GORNICKI



Pas Goulda
Krzysztof CZART

Historia

Pas Goulda to struktura
ztozona z gwiazd znajdujaca
sie w poblizu Stonca,

ktora jest wyrdzniana

sposréd pozostalych gwiazd
nalezacych do dysku Galaktyki
na podstawie rozmieszczenia

w przestrzeni, wieku i cech
kinematycznych. Historia zaczyna si¢ w potowie XIX
wieku, kiedy to kilku astronoméw dokonato jego
pierwszych obserwacji. Jednym z nich byt W. Herschel,
znany jako odkrywca Urana. W 1847 r. ustalil, ze wiele
jasnych gwiazd w otoczeniu Slonica wydaje sie tworzy¢
pas nachylony do plaszczyzny réownika galaktycznego
pod katem okolo 20°. Okoto roku 1880 Benjamin Gould
przeprowadzil dokladne badania tego podsystemu
gwiazd. Poniewaz strukture nazwano pézniej jego
imieniem, kilka stow o tym astronomie.

Benjamin Apthorp Gould zyt w latach 1826-1896.

Byl pierwszym Amerykaninem, ktéry otrzymal doktorat
z astronomii. Dokonal tego pod opieka samego Gaussa
na uniwersytecie w Getyndze. W roku 1849 zalozyl
czasopismo The Astronomical Journal. Byl pionierem
fotografii astronomicznej. Jego najwigksza praca

stal sie atlas gwiazd nieba poludniowego. Prace nad
nim zaczal w roku 1870 w Argentynie i po kilku

latach opublikowal pt. Uranometria Argentina, wraz

z doktadnymi pomiarami pozycji ponad 50 000 gwiazd.
Podczas pobytu w Argentynie Gould odkryt potudniows
czesé struktury zwanej dzis jego imieniem. W czasie
swojego zycia zgromadzil wielka kolekcje ksiazek
astronomicznych, ktorej czes¢ znajduje sie obecnie w
Dudley Observatory (Schenectady, New York, USA),

w ktérym to obserwatorium pracowal przez pewien czas.

Benjamin Apthorp Gould

Rozmieszczenie gwiazd Pasa

Na rysunku 1 mamy przedstawione rozmieszczenie
na sferze niebieskiej gwiazd jasniejszych od 7 mag

i typie widmowym wczesniejszym niz B6. Wyraznie
widaé, ze grupuja sie one w pasie nachylonym

do réwnika Galaktyki. Rozmieszczenia takiego nie
wykazuja gwiazdy o typach pdzniejszych.
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Pozwala to wysunaé przypuszczenie, iz istnieje grupa
mlodych gwiazd o typach widmowych O i B, ktora
wyrdznia sie spoérdd otoczenia. Jej istnienie najlatwiej
stwierdzié, ,popatrzywszy” na Galaktyke z boku.
Na rysunku 2 naniesione sa gwiazdy O—B5 znajdujace
sie w odleglosci do 800 pc od Stonca.

+z

I(E)C

Rys. 2

0$ X lezy w plaszczyznie Galaktyki, a Stonce znajduje
sie na przecigciu osi X i Z. Sugerowaloby to centralne
polozenie naszej gwiazdy w Pasie Goulda. Jezeli
jednak wziaé¢ pod uwage wiek Stonca (5 mld lat) oraz
wiek gwiazd O i B (rzedu 100 mln lat), najbardziej
uzasadniony wydaje sie wniosek, ze zwiazek Stonca

z Pasem Goulda jest przypadkowy. Po prostu nasza
gwiazda w swojej wedrowce wokél centrum Galaktyki
znalazla sie akurat w takim rejonie mlodych gwiazd.

Réznice miedzy rozmieszczeniem gwiazd Pasa Goulda
i gwiazd dysku widaé¢ takze na rysunku 3, na ktérym

mamy przedstawione rzuty ich pozycji na plaszczyzny
odpowiednio Pasa i Galaktyki.

a) —a'; 1 =180°

—ys =210 F Sy =900

100_pc

b) —a'; 1=180°

—y'; 1=270° ooty I=90°

IOO_pc :

eyt
+a'; 1=0°

Rys. 3. Pozycje gwiazd 0-B5 (w odleglosci do 800 pc)

a) nalezacych do Pasa Goulda rzutowane na jego plaszczyzne,
b) nalezacych do dysku galaktycznego rzutowane na plaszczyzne
Galaktyki.



Mozna zauwazy¢, ze gwiazdy dysku rozmieszczone sg
bardziej losowo, podczas gdy gwiazdy Pasa Goulda
tworza grupy, ktére mozna powiaza¢ ze znanymi
asocjacjami (rozbiegajacymi si¢ grupami mlodych
gwiazd), np. Sco-Cen, Per OB2, Ori OB1.

Mozna tu zapytaé, w jaki wlasciwie sposéb
wyznaczono usytuowanie Pasa Goulda w przestrzeni.
Ot6z ogdblne réwnanie plaszczyzny ma postaé

Ax + By + Cz+ D = 0. Majac wspétrzedne zyz kazdej
z gwiazd, mozna obliczy¢ jej odleglo$¢ od plaszczyzny
reprezentowanej przez wspotezynniki A, B, C, D.
Wspolezynniki te uznajemy za najlepiej pasujace

do obserwacji, gdy suma kwadratéw odleglosci gwiazd
od przewidywanej plaszczyzny bedzie najmniejsza.
Nazywa si¢ to dopasowaniem w sensie najmniejszych
kwadratow. Wtasnie ta metoda dala kat nachylenia
plaszczyzny Pasa do rownika galaktycznego réwny 20°.
Analogiczne obliczenia pozwalaja na ustalenie pozycji
centrum Pasa Goulda, ktére znajduje sie w odleglosci
okoto 200 pc od Stonca.

Kinematyka

Roéwnania Oorta opisuja sredni ruch orbitalny gwiazd
w dysku Galaktyki. Daja teoretyczng zaleznosé
miedzy sktadowymi predkosci gwiazdy wzgledem
Stonca (radialna v,, w dlugosci galaktycznej v
i w szerokosci vp) a odlegloscia r gwiazdy i jej
wspOlrzednymi na niebie (dlugosci galaktycznej [
i szerokosci b). W wersji uproszczonej réwnania Oorta
wygladaja nastepujaco:

v, = Ar cos® bsin 21,

vy =rcosb(Acos2l + B),

vy = — 2 Arsin 2bsin 21.

A1 B to tzw. stale QOorta, wyznaczane na podstawie
obserwacji i charakterystyczne dla okolicy Stonca.
Réznica B — A daje wartosé katowej predkosci rotacji,
natomiast samo A jest pochodna tej predkosci wzgledem
odlegtosci od osi rotacji. Okazalo sie jednak, ze rotacja
Galaktyki ma charakter bardziej skomplikowany, jest
wiec opisywana przez bardziej skomplikowane wzory
Oorta, zawierajace w pelnej wersji dodatkowe stale

C' i K. Dominujacym ruchem w otoczeniu Stonca jest
rotacja wokdl centrum Galaktyki (przy czym Slofice
znajduje sie w odleglosci 8,5 kpc od centrum i obiega
je z predkoscia okolo 200 km/s). Wyniki wyznaczen
stalych Oorta dla Pasa Goulda daja na K wartosé
niezerowa, co sugeruje, ze ta grupa mlodych gwiazd
ekspanduje.

Masa

Oszacowanie masy Pasa mozna wykonaé, przyjmujac,
ze sklada sie on z gwiazd B4 (o masie 6 mas Slonca)

i goretszych (masywniejszych). Do Pasa zalicza sie
ponad 400 gwiazd. Mniej lub bardziej drobiazgowe
obliczenia daja jako mase gwiazd Pasa Goulda liczbe

5 x 10* mas Stonca. Ale Galaktyka sktada sie nie tylko
z gwiazd, lecz i z materii miedzygwiazdowej. Masg jej
gtéwnego sktadnika, chtodnego gazu zawartego w Pasie

11

Goulda, ocenia sie na 8 x 10° mas Slofica. Znajac jeszcze
na podstawie modeli ewolucyjnych wiek gwiazd Pasa,
mozna oceni¢ tempo formowania sie tych gwiazd, ktore
okazuje sie porownywalne z otrzymywanym dla oblokoéw
molekularnych i obszarow gwiazdotworczych.

Gaz

Otaczajaca Stonice materia miedzygwiazdowa takze
wykazuje ekspansje, co prawdopodobnie jest rezultatem
wydarzen, ktére mialy miejsce w niedalekiej przeszlosci
(w galaktycznej skali czasu). Podejrzewa sie wiec, ze
materia miedzygwiazdowa réwniez tworzy strukture
podobna do utworzonego przez gwiazdy Pasa Goulda.
Strukture te nazwano Pierscieniem Lindblada, a jego
centrum stanowi prawdopodobnie asocjacja Cas-Tau
polozona w odleglosci prawie 170 pc od Stonca.

W odleglosci 315 pc obserwuje sie wyrazny skok
(spadek) predkosci gazu, zatem odleglosé ta moze

by¢ traktowana jako promien Pierécienia Lindblada.
Majac zasé predkos¢ ekspansji i odlegltos¢ mas gazu,

bez trudu mozna oszacowaé wiek catej struktury —
wynikiem jest 85 mln lat, z bledem 20 mln lat. 85 mln
lat temu centrum Piericienia Lindblada znajdowalo sie
w ramieniu spiralnym w gwiazdozbiorze Kila i mozna
przypuszczal, ze to wtedy rozpoczeta sie ekspansja
pewnego obszaru materii miedzygwiazdowej, w ktérym
pozniej znalazlo sie Stonce.

Pochodzenie

Istnieje kilka hipotez na temat powstania Pasa Goulda:

e skutek oddzialywania materii miedzygwiazdowej
z ramieniem spiralnym,

e rozchodzenie si¢ ,fali gwiazdotworczej”
zapoczatkowanej przez wybuch supernowej,

e fragmentacja olbrzymiego obtoku molekularnego,

e spadek szybkiego obloku z galaktycznego halo
na dysk.

Jak dotad, sprawa jest otwarta. Na wiele innych

pytan tez nie znamy jeszcze odpowiedzi, np. jaki jest
zwiazek (jesli jest) miedzy naszym Pasem Goulda

a wielkimi obszarami gwiazdotwérczymi obserwowanymi
w innych galaktykach? Jaka jest rola struktur tego
typu w dysku galaktycznym? Czy podobne struktury
wystepuja w innych galaktykach? To tylko przykladowe
pytania. Duza czesé niepewnosci w odpowiedziach

na nie wynika z braku precyzyjnej definicji, czym

jest Pas Goulda. Co gorsza, jego wlasnosci moga

by¢ dostatecznie dokladnie obserwowane wlasciwie
tylko z jego wnetrza. Nie ma tez pewnosci, czy sa one
koniecznymi konsekwencjami hipotetycznych proceséw
prowadzacych do powstania takich struktur. Wiedza

o nich znacznie zwigkszylaby sie, gdyby dato sie je
znalez¢ w innych galaktykach. Takim kandydatem

na ,,Pas Goulda” wydaje sie by¢ struktura znajdujaca
sie w galaktyce M83, odleglej od nas o 3,7 Mpc (patrz
okladka). Zapewne nasz Pas Goulda wygladalby
podobnie, gdybysmy mieli szanse obserwowaé go spoza
jego granic.



Jest to skrét pracy nagrodzonej ztotym
medalem w Konkursie Uczniowskich Prac
z Matematyki w 2004 roku.

Rys. 1

Rozwigzanie zadania F 639.

Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy
przetoczenie klocka w prawo powoduje
w obnizenie jego srodka cig¢zkosci.

Z rysunku 1 widaé, ze wysokosé srodka
cigzkoéci jest réwna h = dsin 3 4 p cos 3,
gdzie d oznacza odleglo$¢ punktu styku
klocka z szynami od poczatku szyn
zrzutowang na plaszczyzne rysunku.

Rys. 1
7 drugiej strony z rysunku 2 widzimy, ze
L a
p=R-— 5 85
gdzie R to promien wspdélnej podstawy
stozkéw, a L to odleglo$¢ migdzy szynami
w punkcie styku z klockiem.

Rys. 2 L
Wreszcie z rysunku 3 dostajemy zaleznosé
miedzy d i L w postaci L = 2d tg 3.

Rys. 3
Podstawiajac te zaleznosci do wzoru na h
dostajemy

o 2 .
h = Rcosf + d(—tg 3 tg 3 cos 3 + sin 3)
Aby staczanie nastepowalo samorzutnie,

wyraz przy d musi by¢é ujemny, czyli

tg B < tg = tg L
g g5 8-

Niezmienniki w geometrii
Marcin PITERA

Niezmiennikiem, zwanym tez inwariantem, nazywa sie pewna wielkosc,
niezmieniajaca sie przy dokonywaniu pewnych przeksztalcen na danym obiekcie.
Aby zobrazowaé te definicje i pokazaé, na czym polega wykorzystywanie
niezmiennikéw w praktyce, postuze sie pewnym przykladem.

Zadanie 1. Dana jest szachownica o wymiarach 10 x 10. Udowodnié, ze
nie mozna jej wypelni¢ plytkami o wymiarach 1 x 4.

Rozwiagzanie. Pokolorujmy pola szachownicy tak, jak na rysunku 1.
FLatwo zauwazy¢, iz kazda plytka o wymiarach 1 x 4 zajmie dokladnie
jedno pokolorowane pole. Czarnych pél powinno wiec byé 25 i ta liczba jest
niezmiennikiem kazdego pokrycia. Jest ich jednak 26, co daje sprzeczno$¢ —
plytkami tymi nie mozna wypelnié¢ szachownicy.

Uogodlniajac problem zawarty w tym zadaniu, dochodzimy do nastepujacego
twierdzenia.

Twierdzenie 1. Zalézmy, ze m < ny oraz m < ny. Wowcezas (pokratkowany)
prostokat o wymiarach ny X ny mozna wypelnié¢ ptytkami o wymiarach 1 x m
wtedy i tylko wtedy, gdy m jest dzielnikiem liczby nq lub dzielnikiem liczby ns.

Dowdd.
<= Implikacja jest oczywista.

= Niech r; oraz rs beda resztami z dzielenia ny i ne przez m:
n=A-m-+ry, ns=B-m+rs.

Podzielmy prostokat ni X ns na cztery mniejsze prostokaty o wymiarach

Am x Bm, Am X 1o, Bm X r1 oraz r1 X ro. Nastepnie ponumerujmy pola

prostokatnej szachownicy w sposéb podany na rysunku 2.

Im| 1 rol...|m
dmi{1 JArel...im
r m| 1 rif...[rof...
3 m| 1 Aril...|re
213 m| 1 ri]...
11213).../m|1]2]|3 m|1l]|2]...[r]
m|1l]|2]. m|1l]|2
m| 1 m| 1
m|1l]|2 3 m|.
m| 1|2 2
Bim 1 m|1l]|2 1
m| 1 m| 1|2 m
m| 1 m| 1 m
m| 1 m|1l]|2]3]...]m
m| 1 m|1l]2
213 .Im| 1 m|l]|2 |r1
Rys. 2 Am r1

Zauwazmy, iz kazda plytka o wymiarach 1 x m bedzie zajmowala doktadnie
jedno pole z ustalonym numerem. W szarych prostokatach kazdy z numeréow
wystepuje na tej samej liczbie pdl, gdyz przynajmniej jeden z bokow jest
podzielny przez m. A zatem — jesli prostokat mozna pokry¢ ptytkami

o wymiarach 1 X m — w czwartym prostokacie o wymiarach r; X ro musi byé po
tyle samo pol oznaczonych tym samym numerem. Zauwazmy jednak, ze jesli
lub 79 sg rézne od zera, to pél oznaczonych numerem r; lub numerem 79 jest

w nim wigcej niz pol oznaczonych liczba m. A zatem 1 oraz ro musza by¢ réwne
zeru.
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Uogodlniajac poruszony w zadaniu problem i korzystajac z tego, iz prostokat
m1 X mo mozna potraktowaé jako mso ztaczonych plytek 1 x mq oraz jako
my ztaczonych plytek 1 x maq , a takze z tego, iz ptytki przy $cianach musza
do siebie przylega¢, dochodzimy do nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2. Prostokat o bokach n; x ny mozna wypelnié pltytkami o bokach
my X mo wtedy i tylko wtedy, gdy

[(m1]n1 1 ma|ng) lub

lub

(m1 |TL2 1 m2|n1)]

[(miln1 i maolna) i (ne=a-mi+y-me, z,y € Z)],

lub

[(mi|na 1 malng) i

(nu=x-mi+y-meo, x,y € Z)].

Twierdzenie 3. Kwadrat n x n mozna wypelié¢ kwadratami 2 x 2 i m x m
wtedy 1 tylko wtedy, gdy 2|n lub m|n.

<= Implikacja jest oczywista.

— Jezeli m jest liczba parzysta, to kwadrat o wymiarach m x m mozna
wypekié¢ plytkami 2 x 2 1 wéwczas kwadrat n X n mozna wypelnié tylko
plytkami o wymiarach 2 x 2. Zatem 2 musi dzieli¢ n. Jezeli m jest liczba
nieparzysta, to przeprowadze dowod nie wprost: Zalézmy, iz 2 i m nie dziela n.
Niech r bedzie reszta z dzielenia n przez m: n = A - m + r. Dzielimy kwadrat
na dwa prostokaty, pierwszy o wymiarach A -m x n i drugi o wymiarach r X n.
Rozpatrzymy teraz dwa przypadki.

Jesli r jest nieparzyste, kolorujemy pewne pola kwadratu tak, jak na rysunku 3.
Latwo zauwazy¢, iz liczba bialych pél w pierwszym prostokacie bedzie parzysta
iréwna A-n-(m—1). Natomiast w drugim prostokacie liczba biatych pél

to r - n, co jest liczba nieparzysta, gdyz ani r, ani n nie sg podzielne przez 2.

Z drugiej strony kwadrat m x m zajmie zawsze (m — 1) x m bialych pdl (liczba
parzysta), a kwadrat 2 x 2 dwa lub zero bialych pdl. Sprzecznosé.

Rys. 3

Rys. 4

Jesli z kolei r jest parzyste, to kolorujemy pola kwadratu tak, jak na rysunku 4
i rozumowanie przebiega analogicznie jak w przypadku poprzednim.

Rozwigzanie zadania M 1090.

Oznaczmy przez K, L punkty przeciecia odpowiednio prostych CP

i CQ z prostag AB. Wéwczas CP = PK oraz CQ = QL. Stad wynika,
ze

1 1 1
PQ =3 KL= (AK + BL — AB) = _(AC + BC — AB).
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Rozwigzanie zadania M 1091.
Przypusémy, ze

22005 _ 42 L B2 4 o2 | D2
gdzie liczby A, B, C, D s calkowite dodatnie. Réwnosé te dzielimy
stronami przez najwigksza mozliwa potege liczby 4, sprowadzajac ja
do postaci 2" = a? + b? + ¢ + d?, gdzie liczba n oraz co najmniej
jedna z liczb calkowitych dodatnich a, b, ¢, d jest nieparzysta.
Przypusémy, ze n > 3. Wowcezas aby liczba a? + b2 + ¢ + d?
byta podzielna przez 4, kazda z liczb a, b, ¢, d musiataby by¢
nieparzysta. Kwadrat kazdej liczby nieparzystej przy dzieleniu
przez 4 daje reszte 1, wiec liczba a?+b2+c2+d? dawalaby reszte 4
z dzielenia przez 8, co stoi w sprzecznosci z tym, ze jest ona réwna
2™ i n > 3. Zatem musi byé n = 1, co réwniez jest niemozliwe, gdyz
a? + b2+ +d? >4 Otrzymana sprzecznos$é¢ dowodzi, ze zadane
przedstawienie nie istnieje.



Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:
31 'V 2005

Rys. 1
H
[
h
rl'—

Rys. 2

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
382 (WT = 3,55), 383 (WT = 1,15)
384 (WT = 1,30) i 385 (WT = 2,65)
z numeréw 9/2004 i 10/2004

Andrzej Idzik — Bolestawiec 45,80
Jacek Piotrowski — Rzeszow 29,30
Jerzy Witkowski — Radlin 24,55
Piotr Kumor — Olsztyn 13,92

Konrad Kapcia — Czegstochowa 13,15

Kolejny rekord pobity! Juz po raz szésty
zdobyl 44 punkty pan Andrzej Idzik,
bezkonkurencyjny lider naszego peletonu!

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 394, 395
Redagugje Jerzy B. BROJAN

394. Z siedmiu kart do gry zbudowano ,domek” (zob. rys. 1). Jesli wspoélezynnik tarcia
kart o stét i o siebie nawzajem jest rowny p = 0,25, to jaka jest minimalna wartos¢ kata
a miedzy géornymi kartami a poziomem? Jaka jest minimalna wartos¢ kata @ miedzy
dolnymi kartami a poziomem? Zakladamy, ze kat « jest jednakowy dla obu gérnych
kart, a kat 8 — jednakowy dla czterech dolnych.

395. Automatyczna spluczka zawiera zbiornik, ktérego $cianka boczna moze sie
obraca¢ bez oporu wokdél ustalonej osi (rys. 2). Jesli wysokos¢ $cianki ponizej osi
obrotu jest rowna h, to do jakiej wysokosci H powyzej osi musi si¢ nala¢ woda, aby
Scianka sie obrocita i zbiornik uleglt opréznieniu?

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 11/2004

Przypominamy tres¢ zadan:

386. Male cialo potozono w najwyzszym punkcie pochylni
o ksztalcie paraboli o ramionach opadajacych i nadano mu pewna
predko$é poczatkows w kierunku poziomym (rys.). Predkosé ta byla zbyt
mala, aby cialo oderwato si¢ od pochylni i polecialo swobodnie. Cialo porusza si¢
po pochylni bez tarcia. Czy nacisk ciatla na pochylni¢ bedzie rést w miare wzrostu
predkosci ciala, czy malal? Czy mozliwe jest, zeby cialo poczatkowo sun¢to po pochylni,
a w pewnym momencie si¢ od niej oderwalo?

387. Ciata bedace dobrymi absorberami promieniowania sa réwniez — jak wiadomo —
dobrymi emiterami. Dlaczego wigc termometr z banka pomalowang na czarno nagrzewa si¢
w promieniach Stoica silniej od termometru z banks pomalowang na biato?

386. Zapiszmy réwnanie paraboli w postaci y = (1/2)ka? (0§ z jest pozioma, a o y —
pionowa ze zwrotem w doét), a predkosé ciata w najwyzszym punkcie toru oznaczmy
przez vo. Zgodnie z tredcia zadania spetniony jest warunek kvg < g. Predkosé ciata
w dowolnym punkcie wyznaczymy z zasady zachowania energii v? = v3 + 2gy, a site
nacisku N — z réwnania N = mgcos a — mv? /R, gdzie « jest katem nachylenia
stycznej, a R — promieniem krzywizny. Nalezy tu podstawic¢

1 1

VittgZa Vi+ka?
oraz (por. w poradnikach matematycznych wzory na krzywizne wykresu funkcji)
1 y” k

COos x =

R (1+y/2)3/2 - (1+k‘2x2)3/2'
Otrzymujemy
g — kvb
Widzimy, ze sita nacisku maleje, ale nie osigga zera.

N=m

387. Odprowadzanie ciepta z banki termometru do otoczenia zachodzi nie tylko
wskutek emisji promieniowania, ale takze wskutek kontaktu z powietrzem. Ten
przeptyw ciepta zalezy tylko od temperatury termometru, a nie od jego pomalowania,
co spowoduje wyzsza temperature termometru pobierajacego wiecej energii
promienistej (czarnego). Ponadto termometr pochlania gtéwnie swiatto widzialne,

a emituje promieniowanie podczerwone. Nie jest pewne, czy farba biata w $wietle
widzialnym jest réwnie biata w podczerwieni (a czarna w $wietle widzialnym — réwnie
czarna w podczerwieni).
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497. Dane sa liczby rzeczywiste a, b.
Rozwiazaé¢ w liczbach rzeczywistych z, vy, z

Zadania z matematyki nr 497, 498
Redaguje Marcin E. KUCZMA

z+y+z =0
2% +y? 4+ 2% = 6ab
x3+y3+z3: 3(a3+b3)

() 498. Niech n bedzie ustalong liczbg catkowityg dodatnia. Wyznaczyé wszystkie

n-wyrazowe ciagi (a1, ..

.,an), spelniajace warunki:

e liczby a; sa caltkowite, a1 > ... > a, > 1;

Termin nadsylania rozwiazan: eai+...+a, =2n;

31 'V 2005

w jednym punkcie.

A L dlai=1,...,14.

489. Oznaczmy przez O i R $rodek i promien okregu
opisanego, przez K — spodek wysokosci z wierzchotka A,
przez L — punkt przecigcia jej przedtuzenia z okregiem
opisanym, a przez D oraz D' — punkty przeciecia érednic
AA' oraz LL' 7 bokiem BC. Punkty L i H leza symetrycznie
wzgledem K, wiec |[OD| + |DH| = |OL| = R. Symetralna
boku BC jest osia symetrii prostokata ALA'L’ (bo
AL 1 BC); zatem |BD| = |D'C|, |DC| = |BD’|.
Analogicznie okreslamy punkty E, E' na boku CA
i punkty F, F’ na boku AB. Otrzymujemy réwnosci
|OFE| + |EH| = |OF| + |FH| = R oraz

|BD| |CE| |AF| |D'C| |E'A] |F'B|

|DC| |EA| |FB| ~ |BD'| |CE'| |AF'|"
Stosujemy teraz dwukrotnie twierdzenie Cevy: odcinki AD’,
BE', CF’ przechodzg przez punkt O, wiec iloczyn po prawej
stronie ma warto$¢ 1. W takim razie réwniez iloczyn po
lewej stronie ma warto$¢ 1, wobec czego odcinki AD, BE,
CF przecinaja si¢ w jednym punkcie. Zatem punkty D, E, F'
maja wymagane wtasnosci.

490. Permutacje 7 zbioru {1,...,n} interpretujemy jako
uporzadkowanie: cigg, w ktérym element ¢ znajduje sie

na pozycji 7 (). Niech A, i bedzie zbiorem tych permutacji
zbioru {1,...,n} (dla n>2), w ktérych dokladnie k par
liczb kolejnych ¢, i+1 trafia na pozycje sasiadujace, przy
czym para n—1, n nie jest jedna z nich; i niech B, ; bedzie
zbiorem tych permutacji, w ktérych na sasiadujace pozycje
trafia para n—1, n oraz k innych par i, i+1 (i <n — 2).
Oznaczmy moce zbioréw A, i i Bn,r odpowiednio przez
f(n,k) i g(n,k). Dla n = 2 mamy:

e f(2,k) =0 dla wszystkich k> 0;

e g(2,0)=2, g(2,k)=0dlak>1.

Nalezy wyznaczy¢ warto$é f(15,0). Wyprowadzimy dwie
zaleznosci rekurencyjne.

7 dowolnej permutacji m € A, mozemy uzyskaé n + 1
permutacji zbioru {1,...,n+1}, umieszczajac element

n—+1 na poczatku, na koncu, badz gdziekolwiek miedzy juz
ustawionymi elementami. Dostaniemy w ten sposéb:

(1) k permutacji nalezacych do zbioru A,+1,k—1;

(2) 2 permutacje nalezace do zbioru Bpi1.k;

(3) n — 1 — k permutacji nalezacych do zbioru Ap41k -
Uzasadnienia: k permutacji (1) uzyskujemy, wktadajac
element n+1 pomiedzy pewne sasiadujace i, i+1 (poniewaz

15

e dla kazdego uktadu wskaznikéw 1 <iy < ... < ip <n (dla dowolnego k) suma
ai, + ...+ a;, jest rézna od n.

Zadanie 498 zaproponowat pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 11/2004
Przypominamy tres¢ zadan:

489. Wysokosci trojkata ostrokatnego ABC, wpisanego w okrag o érodku O, przecinajg si¢
w punkcie H. Wykazaé, ze istniejg punkty D, E, F, lezagce odpowiednio na bokach BC, C'A,
AB, takie, ze |OD|+ |DH| = |OE| + |EH| = |OF| + |FH|, a proste AD, BE, CF przecinajg si¢

490. Wyznaczy¢ liczbe permutacji w zbioru {1,...,15}, spelniajacych warunek |w(i+1) — 7w (i)| > 1

n—1, n nie sasiaduja, wiec beda to istotnie permutacje
ze zbioru A,41x—1). Dwie permutacje (2) powstana
przez umieszczenie elementu n+1 obok n, z lewej lub
prawej strony. Umieszczenie elementu n+1 na dowolnej
z pozostalych pozycji da permutacje (3).
Rozumujac podobnie, stwierdzamy, ze z permutacji © € B,, i,
powstanie — przez doltaczenie elementu n+1:
(4) k permutacji nalezacych do zbioru A, 11k ;
(5) 1 permutacja nalezaca do zbioru Byy1,k ;
(6) 1 permutacja nalezaca do zbioru By 41 k+1;
(7) n — 1 — k permutacji nalezacych do zbioru A,+1 k+1 -
Uzasadnienia: teraz n — 1 i n sasiaduja — jest ponadto k
innych sasiadujacych par i, i + 1; rozdzielajac je elementem
n+ 1, dostajemy k permutacji (4). Umieszczajac element
n+1 obok n (po tej stronie, co n — 1, lub po przeciwnej),
dostaniemy permutacje (5) i (6). Permutacje (7) to wynik
umieszczenia n+1 na innych pozycjach.
Zastepujac k przez k+1, tak przepisujemy informacje (1):
(1") kazda permutacja m € A, r+1 daje k + 1 permutacji

Z An+1,k .
Podobnie, ,cofajac” indeks k, przeformutowujemy informacje
(6) 1 (7):
(6") kazda permutacja m € By, y—1 daje 1 permutacje

z Bnyik;
(7') kazda permutacja m € B, x—1 daje n — k permutacji

z An+1,k .
Z wlasnosci (1), (3), (4), (7") wynika wzér rekurencyjny
f(n+17k) = (k+1)f(n7k+1)+(n_ 1_k)f(n7k)+
+kg(n, k) + (n — k)g(n, k — 1); a z wlasnosci (2), (5), (6") —
wzér g(n+ 1,k) = 2f(n, k) + g(n, k) + g(n, k — 1). (Wzory
sa stuszne takze dla k = 0, jesli przyjaé, ze g(n, —1) = 0).
Otrzymane wzory rekurencyjne pozwalaja oblicza¢ wyrazy
obu macierzy, [f(n, k)] i [g(n, k)]. Oto ich poczatkowe
wiersze:

f |k=0 1 2 3 g |k=0 1 2 3
n=2 00 0 o0 n=2 2 0 0 0
3 02 0 0 3 2 2 0 0

4 2 8 2 0 4 2 8 2 0

50 14 34 22 2 5 6 26 14 2

Kontynuujac, osiagamy w skoficzonym (nie przesadnie
dlugim) czasie wiersz pietnasty, a w nim szukana wartosé
f(15,0) = 175203 184 374.



Rozwigzanie zadania F 640.
Korzystamy z zasady zachowania energii
i z wynikéw poprzedniego zadania.

Na lewym konicu szyn energia kinetyczna
i energia potencjalna klocka wynosita
zero. Po przetoczeniu si¢ klocka jego
energia potencjalna zmalata do

. a |y
E, = mgd (sm/j —tg 5 tg 3 cos /5) .

Energia kinetyczna klocka sktada si¢
’!VL'L,'2

z energii ruchu postgpowego ™
energii kinetycznej ruchu obrotowego

oraz

L2 . . . .

%. Zakltadajac, ze miedzy v i w
wystepuje zalezno$é¢ v = wp 1 wstawiajac
wzér na p z poprzedniego zadania
dostajemy

muv? I v?

2 2(R—dtg$ tg3)?

Rozwigzujac réwnianie Ey + E, =0

By =

ze wzgledu na v dostajemy

2mgd (tg % tg 2 cos 8 — sin “3)

m+%2
o Q& to X
(e e?)

Zauwazmy, ze v w zaleznosci od d
najpierw roénie, a potem maleje. Ruch
nie jest wigc jednostajnie przyspieszony.

W praktyce staczanie si¢ stozkéw,

w przeciwiefistwie do np. walca na réwni,
nie moze odby¢ si¢ bez poslizgu

i tarcia. Stad koniecznos$é¢ zatozen
upraszczajacych.

Patrz w niebo

Zwykte gwiazdy §wieca w wyniku przerabiania wlasnego wodoru na hel lub helu
na dalsze ciezkie pierwiastki; biale karly swieca ,z rozpedu”, tj. niczego nie
przerabiaja, jedynie stygna; gwiazdy neutronowe — dzigki materii dostarczanej

z zewnatrz, a czarne dziury wlasciwie w ogéle nie Swieca. Ten uproszczony
schemat wart jest komentarza. Przede wszystkim gwiazda neutronowa, jako
obiekt bardzo goracy, oczywiscie $wiecitaby, gdyby mozna bylo ja bezposrednio
zobaczy¢. Tymczasem zazwyczaj jest ona sktadnikiem uktadu podwdjnego i za
posrednictwem dysku akrecyjnego wchlania materie towarzyszacej jej zwyklej
gwiazdy. Najsilniej w takim ukladzie swieci 6w dysk, gdyz jego materia opadajac
po spiralach na gwiazde, ogrzewa si¢ do temperatury milionéw stopni, przez co
dolne czesci dysku staja sie poteznym zrédlem rentgenowskim.

Na pozér podobnie dzieje sie w poblizu czarnej dziury, ale tylko na pozér, bo
caly ten mechanizm inaczej dziata w poteznym polu grawitacyjnym czarnej
dziury. Po pierwsze, materia, ktéra znalazta si¢ dostatecznie blisko czarnej
dziury, musi zosta¢ przez nia wchlonieta nie tylko dlatego, ze z géry ciagle
naplywa nowa. Bowiem w poblizu czarnej dziury nie istnieja stabilne orbity
kolowe czastek materii 1 wszystko, co sie tam znajdzie, musi opasé, ale nie
zmienia to jako$ciowo procesu wchlaniania materii przez czarna dziure.
Wazniejsze jest, ze — po drugie — im blizej czarnej dziury znajdzie sie Swiecaca
materia, tym mniej pochodzacego z niej $wiatla moze wydostaé si¢ ,,do
nieskonczonosci”. Ogdlna teoria wzglednosci przewiduje wiec, ze przypadkowe
gorace zgeszczenia materii dysku, zszedlszy ponizej najnizszej stabilnej orbity,
musza po spiralach gwaltownie spada¢ na czarng dziure, zwiekszajac predkosé
obiegowa i zarazem stabnac! Dokladnie takie zjawisko zarejestrowano okoto
dziesieciu lat temu za pomoca Teleskopu Hubble’a w ukladzie rentgenowskiego
zrédla Cygnus X-1: obserwowano ciagi pojasnien (pojasnieniu odpowiada
ruch zgeszczenia ku obserwatorowi) o skracajacym sie okresie i o zanikajacej
amplitudzie. Obserwacje te potwierdzaja zatem kilka naraz przewidywan ogdlnej
teorii wzglednosci. Trudno o lepszy argument za jej poprawnoscia — oczywiscie,
o ile kto$ jeszcze mial watpliwosci.

Tomasz KWAST

Marzec

W marcowe wieczory nisko nad poludniowym horyzontem wida¢ fragment Rufy,
wlasciwie juz potudniowego gwiazdozbioru, ktéry kiedy$ nie istnial samodzielnie,
lecz wchodzil w sklad jednego wielkiego gwiazdozbioru — Okretu Argo. Przez
Rufe przechodzi Droga Mleczna, warto wiec skierowaé tam lornetke, oczywiscie
jezeli atmosfera nad horyzontem jest dostatecznie czysta. Jak zwykle w Drodze
Mlecznej mamy tu bogactwo gromad otwartych, z ktorych trzy, o jasnosciach

na granicy dostrzegalnosci golym okiem, zgrupowane sa bardzo blisko jedna
drugiej. Sa to M46, M47 i NGC 2423. Ich przyblizone odleglosci kolejno wynosza
1800, 1200 i 700 pc. Rufa nie zawiera jasnych gwiazd, ale gromad tych nalezy
szuka¢ w odlegloéci 10° na poludnie od bardzo jasnej alfy Matego Psa, Procjona.

12 IIT Merkury osiagnie najwieksza katowa odlegtosé¢ od Stonca, dzieki czemu
mozna proébowaé go odnalezé wieczorem na zachodnim niebie. Wenus jest

w Rybach — wraz ze Stoncem, a zatem jej nie widac; 31 III nastapi jej gorne
zlaczenie ze Stoncem. Mars jest w Strzelcu, wschodzi wiec dopiero nad ranem.
Jowisz jest w Pannie, wida¢ go wiec wlasciwie przez calg noc. Saturn jest

w BliZnigtach, wieczorem wida¢ go wysoko na niebie i Swieci w pierwszej
potowie nocy. Néw Ksiezyca wypada 10 III, a pelnia 25 ITI. 3 III Ksiezyc
zakryje Antaresa, alfe Skorpiona, ale zjawisko to zobacza tylko mieszkancy
Ameryki Pélnocnej i Srodkowej; 26 III zakryje Jowisza, ale zakrycie bedzie
widoczne z Oceanu Indyjskiego i Antarktydy; wreszcie 30 III zakryje po

raz drugi Antaresa, ale zakrycie bedzie wida¢ na dalekim wschodzie i na
Pacyfiku. W Polsce zobaczymy tylko zblizenia Ksiezyca do tych cial. 20 III
nastapi réwnonoc, czyli Stonce wejdzie w znak Barana, albo jeszcze inaczej —
idzie wiosnal

T. K.
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»,Jak to czujesz?”

Jak mysli mézg? To pytanie péki co pozostaje jeszcze

bez odpowiedzi. Idac w §lady noblisty, Francisa Cricka,
zastapimy je pytaniem o to, jak mézg przetwarza informacje
o $wiecie zewnetrznym. Na ten temat juz troche wiadomo,
akurat tyle, aby wyobrazi¢ sobie, jak dziala sie¢ neuronowa
zamknieta w naszych gtowach. Ponizej przedstawie kilka
przyktadéw takiej obrobki.

Informacja z zewnatrz odbierana jest przez receptory,

czyli komérki zdolne do reagowania na $wiatto, nacisk,
drgania, zmiany sktadu chemicznego otoczenia itd. Receptor
pobudzony przez wlasciwy bodziec zaczyna generowad
powtarzajace sie potencjaly czynnosciowe odbierane

przez kolejne komorki nerwowe (o powstaniu potencjatu
czynnosciowego pisaliémy w Delcie 1/2005). Intensywnosé
bodzca jest zazwyczaj zakodowana w czestosci generowania
potencjaléw czynnosciowych.

potencjaly czynnosciowe
wysokiej czestotliwosei

potencjaly czynnosciowe
niskiej czestotliwosci

— T

maly potencjal duzy potencjal
generatora generatora

B N

silny bodziec

S N
staby bodziec
Czasami, jak w przypadku receptoréw temperatury,
zaleznosé jest liniowa, czesciej jednak bywa logarytmiczna.
Dzigki temu mozemy rozrézniaé¢ bardzo szeroki zakres
natezenia sygnatu. W niektérych przypadkach receptory
maja znacznie prostsza budowe i reaguja jedynie
na przekroczenie okreslonej wartosci progowej bodzca.
Dopiero grupa kilku receptoréw o réznych wartosciach
progowych pozwala na odebranie doktadniejszej informacji
o natezeniu sygnatu.
Jesli bodziec sie nie zmienia, receptory adaptuja sie
i pobudzenie ustaje. Przykltadem wykorzystania tego
zjawiska sa kombinacje trzech receptoréw wrazliwych
na nacisk na skére. Te, ktére wolno si¢ adaptuja, przesytaja
informacje o sile nacisku przez caly czas jego trwania.
Szybciej adaptujace sie wysytaja sygnal tylko wtedy, gdy
nacisk zmienia si¢ w czasie. Kolejne adaptuja si¢ jeszcze
szybciej i reaguja tylko na zmiane przyspieszenia bodzca.

1Cz(;gstoss: — powolna
wyladowan adaptacja
potencjatu —
czynnosciowego ,' \\ —— szybka
7 \ j
. \ adaptacja
y \ \
y\ \
J AN X

- - czas
czas trwania bodzca

To, gdzie doktadnie w ciele zostal odebrany bodziec, jest
zakodowane po prostu tym, ktore komérki nerwowe zostaja
pobudzone przez receptory. Neurony na kolejnych pietrach
drég czuciowych maja coraz bardziej skomplikowane pola
recepcyjne, czyli obszary, z ktérych zbieraja informacje.
Przyktadem komplikacji pola recepcyjnego jest powszechne
w drogach zmystowych zjawisko hamowania obocznego.
Polega ono na tym, ze neuron jest pobudzany przez
receptory znajdujace si¢ w srodku pola, a hamowany przez
te z jego obrzezy, co zwieksza kontrast na granicy miedzy
bodzcami i rozdzielczo$¢ przestrzenna.

Polaczenia pomiedzy neuronami sg czasem dosé ztozone

i umozliwiaja integracje skomplikowanej informacji. Pola
recepcyjne w kolejnych warstwach neuronéw, tzw. mapy

projekcyjne, odpowiadaja kolejnym pietrom przetwarzania
informacji przez sie¢ neuronowa. Mapy calosciowe sa
homeomorficznym odwzorowaniem powierzchni zmystowej.
Proporcje reprezentacji poszczegdlnych jej fragmentéw

mogg by¢ znacznie zaburzone — np. w mapie czuciowej
nieproporcjonalnie duzo miejsca zajmuja palce rak czy wargi,
gdyz tam nasza wrazliwos¢ na dotyk jest najwigksza.

Przyktadowa mapa recepcyjna w pierwszorzedowej korze czuciowej
szczura
Innym rodzajem map sa mapy nieciagle, podzielone
na domeny bedace homeomorficznymi odwzorowaniami
jakiego$ fragmentu powierzchni recepcyjnej, jednak blisko
lezace domeny mogg odpowiadaé¢ odleglym fragmentom
powierzchni. Odpowiada to czesto funkcjom wykonywanym
przez mozg, ktéry musi np. skoordynowaé ruch rak i nég
podczas marszu, gdy tymczasem pewne fragmenty cialta
znajdujace si¢ pomiedzy rekami i nogami nie uczestnicza
w tym aktywnie.
Najwiecej informacji odbieramy za pomoca wzroku.
Siatkéwka oka zawiera okoto 108 fotoreceptoréw oraz
kilka warstw komérek nerwowych wstepnie obrabiajacych
informacje.
Nerw wzrokowy zawiera juz tylko okoto 10° aksonéw
przesytajacych sygnal do mézgu, co swiadczy o tym,
ze stopien obrébki informacji przez samg siatkowke juz
jest znaczny. W istocie zachodza tu procesy hamowania
obocznego wydobywajace krawedzie i wzmacniajace
kontrasty, procesy sumowania sygnalu z wielu receptoréw,
zwigkszajace czulos¢ oka, procesy hamowania czopkéw
wrazliwych na rézne dtugosci fal, pozwalajace rozrézniaé
kolory, ktére sa kombinacjg barw podstawowych.
Dalej sygnal przekazywany jest do kory moézgowej, gdzie
zachodza bardziej ztozone procesy obrobki danych. Jednym
z nich jest ten, ktéry umozliwia nam widzenie stereoskopowe.
Poniewaz Zrenice sa od siebie odlegle o okoto 6 cm, to
obiekty sg przez nie widziane pod nieco innym katem, co
jest wykorzystane do pomiaru odlegtosci od widzianego
obiektu. Informacje z odpowiadajacych sobie obszaréw
pola widzenia obu oczu trafiaja w jedno miejsce mapy
recepcyjnej w korze moézgowej. Tam znajdujg sie neurony,
ktoérych pola recepcyjne maja ksztalt beleczek o réznych
katach nachylenia oraz neurony zdolne do pomiaru odlegtosci
pomiedzy neuronami pobudzonymi przez podobne linie
zauwazone przez lewe i prawe oko.
To tylko kilka sposréd wielu poznanych mechanizméow
obrobki sygnatéw wejsciowych w naszym mozgu. Nawet
opis ich wszystkich zostawitby nas ledwie na poczatku drogi
do zrozumienia, jak dziata mézg, co to jest pamieé, uwaga
czy Swiadomo$é. Neurofizjologia rozwija sie dzis bardzo
szybko i by¢ moze juz za pare lat przynajmniej czesé z tych
zagadnien zostanie rozwiklana.
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