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A jednak moze by¢ tréjkat!
Aleksander MATUSZOK

Moze to nietadnie polemizowaé z tezami postawionymi w artykule
opublikowanym w ramach Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki,
jednak (z tego, co wiem) jego autor juz dawno temu obronil prace doktorska
z matematyki, zatem — czemu nie?

W artykule poswieconym izometriom (Izometrie przestrzeni metrycznych,
Delta 3/1988) Andrzej Zuk stwierdza na koncu:

Dziwactwem tego artykulu byly kwadratowe okregi — zapewne Czytelnik uwierzy
(a moze i sprawdzi), Ze istniejq metryki, w ktérych okregi sq szesciokqgtami, ale,
o dziwo, nie istnieje metryka, w ktorej okregi sq trojkgtami rownobocznymi.

W odpowiedzi na to sformutowanie przedstawiam nastepujacy pomyst. Pokazuje
on, ze istnieje metryka, w ktérej przynajmniej jeden okrag jest euklidesowym
tréjkatem, ktory — jesli kto$ sobie tego zyczy — moze by¢ rownoboczny.

Co wigcej, dla dowolnego n > 2 istnieja rowniez metryki, w ktorych przynajmniej
jeden okrag moze by¢ n-katem, na zyczenie foremnym.

Wezmy pod uwage trzy polproste a, b, ¢ o wspolnym poczatku O, dzielace
plaszczyzne na katy wypukle A, B, C' (mniejsze od kata pSlpelnego), jak

na rysunku 1. Nie bede podawal formalnej definicji wyznaczonej przez te figure
metryki — jak sadze, przykladowe wyjasnienie wystarczy (i kazdy z Czytelnikéw
bedzie je umial w razie potrzeby uscislié).

Odlegtosé dwoch punktow X 1Y lezacych w czesci A U a w przypadku, gdy
przez te punkty przechodzi prosta réwnolegta do ¢, jest po prostu odlegloscia
euklidesowa XY, a w przeciwnym przypadku jest rowna
XX'+ XY +Y'Y,

gdzie X’ (Y) jest rzutem X (Y) na a w kierunku ¢; gdy punkty leza w réznych
katach, np. w A i B, to ich odlegtoscia jest

XX'+X'0+0Y' +Y'Y
— tym razem Y’ oznacza rzut Y na b w kierunku a (rys. 2).

Sprawdzenie, ze to rzeczywiscie odleglosé¢, czyli ze

> odleglosé dwbdch punktéw jest réwna zeru wtedy i tylko wtedy, gdy
punkty te pokrywaja sie;

> odleglosé punktow nie zalezy od ich kolejnosci;

> odlegloéé P i @ nie przekracza sumy odlegtosci P i R oraz R i @,
dla dowolnych punktéw P, Q, R;

nie sprawia wigkszego ktopotu, cho¢ w przypadku ostatniego warunku rozpatrzeé
trzeba cztery mozliwosci (wszystkie w jednym kacie, pierwszy i drugi w jednym,
a trzeci w innym, pierwszy i trzeci w jednym, a drugi w innym, wreszcie kazdy
w innym) — pozostawi¢ to Czytelnikom.

A teraz trojkatny okrag. Odktadamy na kazdej z pétprostych a, b, ¢ od
punktu O ten sam odcinek. Niech ich drugimi koncami beda K, L, M.
Euklidesowy trojkat K LM jest okregiem o érodku O, co doskonale widaé

na rysunku 3 (tréjkat X X' K jest réwnoramienny). Obierajac pdlproste a, b, ¢
tak, aby kazdy z katéw A, B, C' mial 120°, otrzymujemy oczywiscie trojkat
réwnoboczny.

Jezeli z punktu O bedzie wychodzito n réznych pélprostych, dzielacych
plaszczyzne na katy wypukte, to analogicznie zdefiniowana metryka da nam
okrag o $rodku w punkcie O bedacy n-katem (rys. 4). Proponuje te nowa
metryke nazwaé¢ metrykq n-Zrodlo.
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Oddzialywania elementarne i LHC

Zygmunt AJDUK, Stefan POKORSKI,

Badanie struktury materii i rzadzacych nig praw
podstawowych nalezalo zawsze do gltéwnych zadan
fizyki. U podstaw wszystkich znanych dotychczas
wlasciwosci otaczajacej nas materii ziemskiej leza cztery
typy oddziatywan: grawitacyjne, elektromagnetyczne,
silne i stabe. Wiemy obecnie, ze podstawowymi
skladnikami materii sa kwarki i leptony. Oddzialywania
elektromagnetyczne sa odpowiedzialne za budowe
atomow i oddziatywania miedzy nimi — od przemian
chemicznych w komoérkach zywych organizmow

do oddziatywan plyt tektonicznych. Czastki oddziatuja
elektromagnetycznie dzieki wymianie fotonéw.
Oddzialywania silne, przenoszone przez gluony, sa

z kolei odpowiedzialne za wiazanie si¢ kwarkow

w bariony, czyli m.in. protony i neutrony, a tych z kolei
w jadra atomowe. Oddzialywania stabe przejawiaja

sie m.in. w jadrowym rozpadzie beta pierwiastkow
promieniotworczych oraz rozpadach leptondw,

a przenosza je czastki W+, Wi 20,

Model Standardowy oddzialywan elementarnych jest
kwantowa teoria pola i sktada si¢ z chromodynamiki
kwantowej, czyli teorii oddzialywan silnych,

oraz ze zunifikowanej teorii oddzialywan
elektromagnetycznych i stabych (w skrécie,
elektroslabych). W kwantowej teorii pola kazda
czastka jest kwantem pewnego pola fizycznego.
Kwantowa teoria pola nie tylko jest wiec jezykiem
matematycznego opisu oddzialywan elementarnych,
ale proponuje pewien obraz fizyczny struktury materii
na bardzo matych odlegtosciach, w ktérym znika podziat
na czastki i pola przenoszace oddzialywania miedzy
czastkami. Podobnie jak foton, ktéry jest kwantem
pola elektromagnetycznego, elektron jest kwantem
pola elektronowego, kwark — pola kwarkowego itd.
Oddziatywania miedzy czastkami sa oddzialywaniami
rozchodzacych sie w czasoprzestrzeni pél, ktorych te
czastki sa kwantami.

Kazdy stabilny uktad fizyczny ma swéj stan
podstawowy bedacy stanem o najnizszej energii.

W fizyce oddzialywan elementarnych zwany jest

on préznia. Jest to taki stan uktadu pél, w ktérym

na jednostke objetosci przypada najmniejsza ilos¢
energii. Czesto w stanie prozni energia kinetyczna

i potencjalna wszystkich pdl jest réwna zeru,

ale niekoniecznie musi tak by¢. W niektorych sytuacjach
spotykanych w fizyce energia kinetyczna wszystkich

pol w stanie prézni jest réwna zeru, ale niektére

pola maja niezerowa energie potencjalna. Nie jest

to zaskakujace, gdyz prostych przykladow stanu
podstawowego o niezerowej energii potencjalnej
dostarcza nawet powszechnie znana fizyka. Stanem
podstawowym wahadla zawieszonego na nici w polu
ziemskiego przyciagania grawitacyjnego jest jego
polozenie réwnowagi (wahadlo w spoczynku). W tym
stanie mamy rézna od zera energie potencjalna wahadla
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w polu grawitacyjnym, ale energia ta nie zamienia si¢
w energie kinetyczna (wahadlo nie spada), gdyz sila
przyciagania grawitacyjnego jest rownowazona przez
napiecie nici. Dopiero wychylenie wahadla ze stanu
podstawowego, czyli potozenia réwnowagi, powoduje
jego ruch (drgania), o ktérego okresie decyduje réznica
energii potencjalnych wahadla wychylonego i wahadla
w stanie podstawowym. Takze w fizyce oddziatywan
elementarnych typowym problemem dynamicznym jest
badanie ruchu (drgan) ukltadu fizycznego wokdl stanu
prozni, tj. badanie standéw wzbudzonych niektorych
pol. Wyjatkiem sa oddzialywania grawitacyjne,

ktére decyduja o ewolucji Wszechswiata. Cata

energia zawarta we Wszech$wiecie wplywa na jego
ewolucje, w szczegdlnosci, bezwzgledna energia stanu
podstawowego ukladu pél (energia prézni) musi by¢
uwzgledniona w bilansie energii Wszech$wiata.

W fizyce oddzialywan elektrostabych energia
potencjalna pol w stanie prézni nie jest réwna zeru.

W Modelu Standardowym jedno z pél oddziatujacych
stabo, pole Higgsa, ma w prézni rézng od zera

energie potencjalna, co oznacza, ze préznia nie jest
pusta. Mozna ja sobie wyobrazaé jako zbiornik
nieskonczonej liczby czastek o masach i pedach réwnych
zeru, ktore, oddziatujac z czastkami W+, W~ i Z°

oraz z kwarkami i leptonami, spowalniaja ich ruch,
sprawiajac, ze czastki te zachowuja sie jak czastki
masywne. Konsekwencja takich wlasciwosci prozni jest
istnienie czastki o spinie 0, zwanej czastka Higgsa, ktéra
pozostaje jedyna nieodkryta jeszcze do$wiadczalnie
czastka przewidywana przez Model Standardowy.
Teoria opisuje z bardzo duza doktadnoécia wszystkie
badane doswiadczalnie procesy elementarne, w ktorych
energie oddziatujacych czastek nie przekraczaja 101!
elektronowoltéw i jest obecnie pod tym wzgledem
najdoskonalszg teoria fizyczna.

1 elektronowolt (eV) to energia, o jaka zmienia si¢ calkowita energia
czastki o tadunku réwnym tadunkowi elektronu przy przejéciu przez
réznice potencjaléw elektrostatycznych 1 wolta. Przykladowo, energia,
jaka trzeba dostarczyé¢, by zjonizowa¢ atom wodoru, wynosi 13,6 eV.

Korzystajac ze wzoru E = mc?, mozna takze wyrazaé mase czastek
w eV/c?, np. masa elektronu to 511000 eV /c?.

Pomimo odniesienia spektakularnego sukcesu Model
Standardowy pozostawia bez odpowiedzi wiele pytan.
Po pierwsze, nie wyjasnia, dlaczego mierzone wartosci
masy bozonéw W+ i Z0 sa takie, a nie inne, gdyz
skala masowa jest wolnym parametrem tej teorii.

Po drugie, dosé¢ tajemnicze wydaje si¢ istnienie trzech
rodzin fermionéw (zaréwno kwarkéw, jak i leptonéw),
rozniacych sie tylko masa, lecz identycznych z punktu
widzenia oddziatywan. Po trzecie, z konstrukcji Modelu
Standardowego nie wynika, w jakim kierunku nalezy
dalej uogolniaé te teorie, aby stworzy¢ wspdlny opis
oddzialywan silnych i elektrostabych lub, bardziej
ambitnie, by poda¢ jednolity opis wszystkich czterech
znanych oddzialtywan. Zasadnicza trudnosé teoretyczna



przy prébach takiego uogdélnienia stanowi ogromna
rozpietosé (hierarchia) miedzy masami bozonéw
Wi Z0 a nastepna znana skalg masy wyznaczona
przez oddzialywania grawitacyjne. Jest nia masa

Plancka,
Mp = \/hc/Gn ~ 10?7 eV /2.

Gn ~6,7-107 T m? kg™ s7? jest stalg Newtona, czyli stala przyrody

wystepujaca w prawie powszechnego ciazenia wyrazajacym site F

oddzialywan grawitacyjnych migdzy dwoma cialami o masach m i M
Gy Mm

znajdujacych si¢ w odleglosci r od siebie: Fiy = 5 . Stata
T

Plancka h &~ 1,1 - 1073% Js pojawia sie w opisie zjawisk kwantowych.

Mp = y/hc/Gn jest kombinacjg stalych przyrody, ktérej jednostka
jest kilogram, czyli jednostka masy.

Biorac pod uwage nature wystepujacych w tym
wzorze wspoOlczynnikéw, mozna oczekiwaé, ze przy
energiach Ep = Mpc? ~ 107 eV ujawni si¢ kwantowa
natura oddzialywan grawitacyjnych i sita tych
oddzialywan bedzie poréwnywalna z sila pozostalych
oddzialywan elementarnych, podobnie jak przy
energiach £ ~ My + zo c? oddzialywania stabe
doréwnuja sila oddzialywaniom elektromagnetycznym.
Hierarchia mas Mp /My + zo ~ 10 jest zaskakujaca
w Swietle dotychczasowych odkryé. Przy przejéciu od
fizyki atomowej poprzez fizyke jadrowa do oddzialywan
elektrostabych pojawiaja sie nowe, coraz wigksze

skale fizyczne, ale nastepuje to w sposéb stopniowy,

a nie hierarchiczny, tzn. skale te nie réznia si¢ o tyle
rzedow wielkosci. Spodziewamy sie wiec istnienia
glebszej teorii, ktora rozwiaze problem hierarchii

skal i zarazem udzieli odpowiedzi na postawione

wyzej pytania. Teoria taka przewidywaé bedzie
istnienie nowych czastek i nowych oddziatywan

na odlegltogciach mniejszych niz 107'® m. Zatem

w teorii takiej wystepowaé beda skale masy wicksze
od 10* eV /c?. Nowe czastki o charakterystycznej skali
masowej 10'2-1013 eV /c? beda mogly byé¢ odkryte

w akceleratorze LHC budowanym obecnie w CERN-ie
pod Genewa (patrz ostatnia strona okladki). Istnienie
takiej skali fizycznej, nieco tylko wyzszej od skali
elektrostabej, pozwolitoby uniknaé problemu hierarchii
i dlatego jest bardzo prawdopodobne. Warto jednak
pamietaé, ze w przyrodzie moze istnie¢ nie jedna,

lecz kilka nowych skal fizycznych nizszych od skali
Plancka, ktorych uwzglednienie bedzie konieczne

przy budowaniu glebszej teorii. Niewykluczone, ze
jedna z tych skal zostata niedawno odkryta dzigki
do$wiadczalnemu stwierdzeniu, ze neutrina (oznaczane
przez fizykéw jako v) maja bardzo male masy m,,
ktorych wielko$¢ mozna elegancko wyjasnié, zakladajac,
iz sa one wynikiem oddzialywan neutrin z bardzo
ciezkimi nowymi czastkami N, zwanymi ciezkims
partnerami neutrin, o masie My ~ 10% eV /c2.

Masy neutrin m, < 1eV sg woéwczas w naturalny
spos6b rzedu m,, ~ I%1,7Z/M1\/. Mechanizm taki
nazywa si¢ mechanizmem hustawki. Gdyby natomiast
zaobserwowano rozpad protonu, oznaczaloby to
odkrycie skali wielkiej unifikacji oddziatywan silnych

i elektrostabych.

Préby rozwiagzania problemu hierarchii skal stymulowaly
badania teoretyczne przez ostatnich kilkanascie

lat. Problem ten wiaze si¢ bowiem z problemem
wyznaczenia skali elektrostabej odpowiadajacej masom
czastek W* i Z° z bardziej podstawowych zatozen,

a wiec z pelniejszym zrozumieniem mechanizmu
decydujacego o szczegdlnych, opisanych wczesniej,
wlasciwodciach stanu prézni oddziatywan elektrostabych
(fizycy nazywaja ten mechanizm spontanicznym
naruszeniem symetrii). Najbardziej konkretnymi
propozycjami teoretycznymi uogoélniajacymi Model
Standardowy sa:

1) dodatkowa symetria przyrody, zwana supersymetrig,
przyporzadkowujaca kazdej znanej czastce
elementarnej partnera o identycznych wtasciwosciach
z wyjatkiem spinu — partnerami kwarkow i leptonow,
ktére maja spin 1/2, bylyby wiec w tej teorii czastki
bezspinowe, natomiast partnerami kwantéw pola
o spinie 1 inne czastki o spinie 1/2; supersymetria nie
bytaby jednak symetria dokladna — czastki bedace
partnerami znanych czastek powinny mie¢ masy
okoto 1012 eV /c?; bylaby to wlasnie wspomniana
wyzej nowa skala masowa rozwiazujaca problem
hierarchii;

2) co najmniej jeden dodatkowy wymiar przestrzenny
zawiniety w okrag o bardzo malym promieniu R
— wtedy skala oddziatywan elektrostabych bytaby
wyznaczona przez skale Plancka i promien R;

3) dekonstrukcja wymiaréw, czyli istnienie dodatkowych
symetrii niejako imitujacych oddzialywania w modelu
z dodatkowymi wymiarami przestrzennymi — takie
symetrie musialyby byé¢ spontanicznie naruszone,
a skale oddzialywan elektrostabych mozna by
wyznaczy¢ jako funkcje skali spontanicznego
naruszenia tych wyzszych symetrii.

Odkrycie czastki Higgsa w LHC bedzie nie tylko

jeszcze jednym potwierdzeniem poprawnosci Modelu
Standardowego, ale takze pomostem do bardziej
fundamentalnej teorii. Wiasciwosci czastki Higgsa (lub
jej brak), jej masa i charakter oddzialywan z kwarkami
i leptonami, beda podstawowymi wskazéwkami co

do wyboru jednej z powyzszych koncepcji teoretycznych.
Np. teorie supersymetryczne przewiduja istnienie lekkiej
czastki Higgsa, niewiele ciezszej od czastki Z°, podczas
gdy z modeli opartych na istnieniu dodatkowych
wymiaréw wynika, ze czastka Higgsa jest kilkakrotnie
ciezsza od czastki Z°. Ale nie tylko wlasnoéci czastki
Higgsa pomoga wybra¢ spomiedzy réznych koncepcji
teoretycznych te poprawna. Choé¢ wszystkie one opieraja
sie na istnieniu nowej skali, a zatem przewiduja istnienie
nowych czastek o masach okoto 102 eV /c?, to ich
przewidywania dotyczace rodzaju i wlasciwosci tych
czastek sa zupelnie rézne. Przewidywania te bedzie
mozna sprawdzi¢ w doswiadczeniach, ktore beda
przeprowadzane w LHC.



Rozwigzanie zadania F 635.
Catkowita moc emitowanego

przez gorace cialo promieniowania
elektromagnetycznego wynosi, z prawa
Stefana—Boltzmanna, P = oT? - 47r2.

/

K

\

Y

Geometria ukladu (rysunek) powoduje,
ze praktycznie calo$é promieniowania
emitowana jest w kierunku réwnoleglym
do osi zwierciadta. Dla §wiatta spelniona
jest relacja miedzy energia a pedem

w postaci E = pc. Promieniowanie
wyemitowane w czasie 0t niesie wiec

ze soba ped

Amr? 4
ol 6t.

p=

Oznacza to, ze sila ciagu, czyli ped
unoszony przez promieniowanie
w jednostce czasu, wynosi

4mr? 4

F = o

c

Rozwigzanie zadania M 1084.
Oznaczmy przez X punkt przeciecia
prostej przechodzacej przez punkt C'

i réwnolegtej do prostej AB z prosta AP.

A

Z réwnosci
A DBA =90° — 4 BAP = 4 X AC
oraz
AB = AC

wynika, ze tréjkaty prostokatne
DBA i XAC sa przystajace. Zatem
CE = AD = CX, skad wynika, ze
trojkaty CPE i CPX sa przystajace.
Stad otrzymujemy

L PEC =<4 PXC = <<BDA.

Symetria i prawdopodobienstwo
Krzysztof OLESZKIEWICZ

Pojecie symetrii przydaje si¢ w rachunku prawdopodobienstwa. Zacznijmy od
najprostszego przykladu — tasujemy talie 52 kart do gry, a nastepnie odkrywamy
kolejno karty z wierzchu talii i kazda z nich po obejrzeniu odktadamy na spod
talii. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze nastepna karta po odkryciu asa
pik bedzie krolem kier? Proste rozwiazanie polega na zauwazeniu, ze takie

samo jest prawdopodobienstwo tego, iz owa karta bedzie np. dama karo lub
dowolng inna z 51 kart w talii réznych od asa pik. Mamy wiec 51 jednakowych
prawdopodobienstw, ktére w sumie daja 1, a zatem kazde z nich jest réwne
1/51, w szczegdlnosci szukane prawdopodobiefistwo tego, iz nastepna karta
bedzie krélem kier.

Inny prosty przyktad dotyczy gry w orla i reszke. Zatézmy, ze rzucamy 15 razy
symetryczng monetg.

Matematycy przewrotnie nazywaja monete symetryczng, jesli zaréwno orzel, jak i reszka wypadaja
na niej z prawdopodobiefistwem 1/2, a nie wtedy, gdy ma ona o$ symetrii, a wiec np. orta po obu
stronach. . .

Za kazdym razem, gdy wypadnie orzel, zyskujemy 1 zl, a gdy wypadnie

reszka, tracimy 1 zt. Obliczmy prawdopodobienstwo tego, iz gra bedzie dla nas
korzystna, tzn. wsrod 15 wykonanych rzutéow bedzie wiecej ortéw niz reszek.
Zakladamy, ze zaczynamy majac 15 zt, wiec nie grozi nam bankructwo w trakcie
gry. Latwo zauwazy¢, ze wszystkie mozliwe wyniki gry (tzn. pietnastoelementowe
ciagi ortéw i reszek) mozna polaczyé w pary, w ktérych jeden ciag otrzymamy
przez zastapienie ortéw w drugim ciaggu reszkami, a reszek — ortami. Na przyktad
ciggi ORRORROORORORRR i ROOROORROROROOO beda tworzy¢ taka
pare. W ten sposéb przyporzadkowalismy kazdemu zdarzeniu elementarnemu
oznaczajacemu zwyciestwo zdarzenie elementarne oznaczajace przegrana, a przy
tym przyporzadkowanie to jest wzajemnie jednoznaczne (,,jeden do jednego”)

i polaczone w pary zdarzenia elementarne maja jednakowe prawdopodobienstwa,
réwne 1/215. Zatem suma prawdopodobiefistw zdarzen elementarnych
oznaczajacych zwyciestwo jest réwna sumie prawdopodobienstw zdarzen
elementarnych oznaczajacych przegrana, czyli prawdopodobienstwo zwyciestwa
jest rowne prawdopodobienstwu przegranej, a ze w sumie prawdopodobienstwa
te musza dawaé 1 (15 jest liczba nieparzysta, totez remis nie jest mozliwy),

wiec kazde z nich jest réwne 1/2, w szczegdlnosci szukane prawdopodobienstwo
zwyciestwa.

Powyzszy przyklad moze wydawaé sie zbyt prosty. Rozwazmy wiec
zmodyfikowana wersje tego problemu — gramy na tych samych zasadach,

ale tym razem zaczynamy gre, majac tylko 12 zl i jesli podczas gry nasz kapital
stopnieje do zera, bankrutujemy. Z jakim prawdopodobienstwem unikniemy
bankructwa w ciagu 15 rzutéw moneta? Umdwmy sie, ze w przypadku
bankructwa i tak wykonamy brakujace rzuty. By¢ moze krupier prowadzacy

gre jest wspaniatomyslny i zgodzi sie uwzglednié¢ owe rzuty, niejako przejéciowo
nas kredytujac, jesli dzigki temu na konicu gry mieliby$Smy znéow dodatni kapital.
Mamy wiec trzy wzajemnie sie wykluczajace zdarzenia losowe:

A — nie zbankrutowalismy,
B — zbankrutowalismy, ale wspanialomyslno$¢ krupiera moze nam pomoc,
C — zbankrutowalis$my i nawet przejsciowe kredytowanie nie pomoze.

Oczywiscie P(A) 4+ P(B) + P(C) = 1. Wykazemy teraz, ze P(B) = P(C). W tym
celu polaczymy mozliwe wyniki gry (tzn. pietnastoelementowe ciagi ortéw

i reszek) odpowiadajace zdarzeniom B i C' w pary. Zrobimy to w nastepujacy
sposob — jesli jakis ciag wynikow oznacza bankructwo w pewnym momencie gry,
to wszystkie reszki wystepujace po tym momencie zamieniamy na orly, a orty —
na reszki. Tak utworzony ciag laczymy w pare z ciggiem wyjsciowym.
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Rozwigzanie zadania F 636.
Niech R, = 6400 km oznacza promien
Ziemi, d = 1,5 - 10® km — odleglog¢
Ziemia—Stonce. Do Ziemi dociera z calego
wypromieniowywanego przez Stonce
promieniowania cze$¢ okreslona przez
stosunek

WR?

4md?’
wiec pochtaniana w jednostce czasu
energia to

R2
P=L, —=.
4d?
W poblizu Ziemi promienie Stonica
sg praktycznie zupelnie réwnolegtle,

wiec mozemy przyjac, ze przynosza
w jednostce czasu ped

L

¢ 4d?’

Po wstawieniu danych liczbowych
dostajemy F = 6,1 -10% N, co jest bardzo
malg wielkoscig w poréwnaniu z sitg
przyciggania grawitacyjnego Ziemi przez

Stonce.

Wspaniatomys$lny Czytelnik zechce samodzielnie sprawdzié, ze przyporzadkowanie to jest wzajemnie
jednoznaczne, czyli ze kazde zdarzenie elementarne z B polgczone jest w par¢ z doktadnie jednym
zdarzeniem elementarnym z C i vice versa.

Na przyktad ciag RRRRRRRRRRRR-OOR polaczymy w pare z ciagiem
RRRRRRRRRRRR-RRO. W ten sposéb ustalamy wzajemnie jednoznaczne
przyporzadkowanie miedzy zdarzeniami elementarnymi sktadajacymi sie na B

i zdarzeniami elementarnymi skladajacymi sie na C. Istotnie, owa zamiana
spowoduje zmiane znaku w konicowym rezultacie gry (przy zalozZeniu, ze krupier
okaze si¢ wspanialomyslny), a poniewaz zaczynamy gre majac 12 zi, kohcowy
rezultat z pewnodcia bedzie liczba nieparzysta (bo 15 jest liczba nieparzysta,

a parzysto$¢ naszego kapitalu zmienia sie w kazdej turze gry, niezaleznie od tego,
co wypadnie), a wiec nie bedzie zerem. Zauwazmy teraz, ze prawdopodobiefistwo
zdarzenia C' tatwo obliczy¢:

P(C) = G?) + GZ) /2% = (1 +15)/2'° = 1/2048,

bo zajécie zdarzenia C' réwnowazne jest temu, iz wszystkie rzuty albo wszystkie
oprécz jednego daly jako wynik reszke, a temu odpowiada dokladnie 16 zdarzen
elementarnych:

RRRRRRRRRRRRRRR, ORRRRRRRRRRRRRR, RORRRRRRRRRRRRR,
..., RRRRRRRRRRRRROR, RRRRRRRRRRRRRRO,

z ktérych kazde ma prawdopodobiefistwo 1/21%. Jedli w dokladnie n rzutach
wypadna reszki, to gre (kredytowana) zakonczymy z kapitatem
124+ (15 —n) —n =27 — 2n zl,

a 27 — 2n bedzie liczba dodatnia tylko wtedy, gdy n < 13. Skoro P(C) = 1/2048,
to i P(B) = 1/2048, a zatem

P(A)=1- P(B) — P(C) =1023/1024 ~ 99,9%.
Z kwota 12 zt mozemy wiec siada¢ do 15 tur gry w orla i reszke, nie obawiajac
sie zbytnio bankructwa, nawet jesli nie jesteSmy pewni wspanialomyslnosci
krupiera.

Naszkicowane rozumowanie nosi nazwe zasady odbicia i ma wazne zastosowania w teorii
prawdopodobienstwa.

Nawet w pozornie niesymetrycznej sytuacji mozna odnalezé motywy oparte
na symetrii. Dobrze ilustruje to nastepujace zadanie.

W probowce znajduje sie dziesie¢ bakterii bialych i dwadziescia bakterii czarnych.
Co minute jedna z bakterii dzieli sie na dwie o takim samym jak ona kolorze,
przy czym wszystkie bakterie znajdujgce sie wowczas w probowce majq jednakowe
szanse na podzial. Po godzinie w naczyniu bedzie 90 bakterii. Wylosujmy jednag

z nich. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, Ze bedzie ona biala?

Dociekliwy Czytelnik moze zastanowi¢ sie, jaka przestrzen probabilistyczna odpowiada sytuacji

opisanej w tym zadaniu i jak formalnie opisaé jej symetri¢ wykorzystang w rozwigzaniu. Nie jest to
catkiem latwe.

Zalézmy, ze kazda bakteria jest w nieco innym odcieniu (bieli lub czerni)

i podczas podzialu odcien koloru jest zachowywany. Prawdopodobienstwo
tego, ze wylosowana przez nas bakteria ma dany odcien, wynosi == (wszystkie
odcienie sa ,réwnouprawnione”). Poniewaz 10 sposréd odcieni jest bialtych,

30
szansa, iz wylosujemy biala bakterie, jest rowna é

Warto przypomnieé jeszcze jeden przyktad swiadczacy o roli symetrii

w rachunku prawdopodobienstwa. Maxwell, badajac rozktad wektora predkosci
czasteczek gazu, zauwazyl, ze rozklad ten powinien mieé symetrie obrotowa (tzn.
nie powinno go zmienia¢ obrécenie uktadu wspélrzednych), a wspélrzedne tego
wektora powinny by¢ niezaleznymi zmiennymi losowymi. Tu konicza sie zalozenia
wywodzace sie z fizyki, a do akcji wkracza matematyka — okazuje sie, ze wektor
losowy, spelniajacy powyzsze dwa warunki, musi mie¢ rozklad gaussowski.
Wynik ten, uzyskany na drodze czysto matematycznego rozumowania, podobno
calkiem dobrze zgadza si¢ z danymi do$wiadczalnymi.
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Piraci
Piotr CHRZASTOWSKI

Piraci maja tup w postaci 100 dukatéw i musza go
podzieli¢. Postanowili urzadzi¢ podzial nastepujaco.
Najpierw uszeregowali wszystkich od najsilniejszego
do najstabszego za pomoca turnieju ,na reke”.
Nastepnie ustalili takie regulty. Najsilniejszy z nich
proponuje metode podziatu i okresla, kto ma dostac ile
dukatéw. Propozycja ta jest glosowana i jesli uzyska
co najmniej 50%, staje si¢ ostateczna. Jesli natomiast
wiekszos¢ bedzie przeciwko tej propozycji, to pozostali
piraci wyrzucaja proponenta za burte do wody pelnej
rekinéw, a do glosu dochodzi najsilniejszy z pozostaltych,
ktoéry zglasza kolejng propozycje podzialu. Czynnosci
te powtarza si¢ dopoty, dopdki propozycja aktualnie
najsilniejszego pirata nie zostanie zaakceptowana.

Piraci dziataja racjonalnie. Przede wszystkim beda
zglaszacé propozycje, ktére nie spowoduja ich kapieli
posréd rekindéw. Po drugie, w ramach wszystkich
propozycji bezpiecznych dla ich zycia beda tak
dziala¢, aby zmaksymalizowaé swéj zysk. Po trzecie

w koncu, piraci sg ztosliwi i jedli maja przy glosowaniu
dwie réwnowazne z ich punktu widzenia decyzje,

to ze wzgledu na nabrzmiale zadry beda glosowac
przeciwko proponentowi. Oczywidcie piraci sa rozsadnie
mys$lacymi ludzmi i nie robia bledéw logicznych, jesli
chodzi o zycie lub pieniadze.

Sprobujmy znalezé optymalne strategie dla
proponentéw, przy zalozeniu ze mamy n piratéw.

Dla n = 1 problem si¢ trywializuje. Jedyny pirat

bierze wszystko i glosuje za ta propozycja. Podobnie
jest dla n = 2. Silniejszy z dwéch piratéw decyduje,

ze bierze cale 100 dukatéw, a ten slabszy nie jest

w stanie go przeglosowaé. Przy n = 3 najsilniejszy
pirat (nazwijmy go Trdjka) nie moze wziaé calosci, bo
Dwdjka na pewno zaglosuje przeciwko — przeciez gdy
Trojka polegnie, wowczas Dwéjka zgarnie za chwile 100
dukatéw. Jedynce niby jest wszystko jedno — tak czy
siak nie dostanie nic — ale zgodnie z regula ztodliwosci
zaglosuje przeciwko, bo przynajmniej pozbedzie sie
silnego oponenta. Zatem Trojka musi przekupic¢ jednego
z pozostalych. Dwéjki przekupié¢ nie sposob, ale jedynke
wystarczy zby¢ jednym dukatem, aby zyska¢ w nim
sojusznika. Zatem Tr6jka powinien zachowaé sobie 99
dukatéw i da¢ Jedynce jednego dukata.

Z Czworka jest podobnie. Powinien zyskaé jednego
sojusznika — potrzebuje dwoch gloséw wlacznie

z wlasnym. Wystarczy wiec przekupi¢ Dwojke, ktéry

by dostal fige z makiem, gdyby do glosu doszedt Trojka.
Zatem optymalna strategia dla Czworki to wziaé sobie
99 dukatéw, a jednego dukata odpali¢ Dwojce, ktéry
cho¢ zgrzytajac zebami, ale zaglosuje za ta propozycja,
zapewniajac Czworce zwycieskie 50%. (Jedynki dukat
od Czwérki nie interesuje, bo i tak dostalby go od
Tréjki.)

Piatka musi mie¢ dwdch sojusznikow. Widaé, ze
wystarczy (i konieczne jest) przekupi¢ minimalnym
kosztem Jedynke i Tréojke. Daje im zatem po jednym
dukacie, a sobie pozostawia 98. Szbstka robi podobnie,
tyle ze obdarowuje Dwdjke i Czworke, bo Jedynka

i Tréjka wolg dostaé¢ dukata od Piatki i beda glosowaé
przeciwko, nawet gdyby im zaproponowal po dukacie.
Piatka bedzie glosowal przeciwko kazdej propozycji
ponizej 98 dukatéw. Zatem za pomoca dwdch dukatow
Széstka moze sie tylko w ten sposob obronié.

Wylania sie zatem prosty schemat. Jezeli najsilniejszy
pirat ma numer parzysty, to powinien da¢ po jednym
dukacie wszystkim parzystym mniejszym od niego,

a jesli ma nieparzysty, to nalezy rozda¢ po jednym
dukacie mniejszym nieparzystym, a sobie wzia¢ reszte.

Metoda ta dziala, poki starczy dukatéw. Co bedzie
jednak, gdy zblizymy sie do 2007 Pirat 200 jeszcze

co$ zarobi, bo rozda 99 dukatéw (po jednym) piratom
o numerach 2,4,6,...,198, a sobie wezmie ostatniego.
Pirat 201 juz nie zarobi, ale przezyje: wystarczy, jesli
obdaruje po dukacie piratow o numerach 1,3,5,...,199
— jest ich stu, a sobie nic nie zostawi. Kazdy inny
manewr niechybnie konczy sie kapiela. Tu co prawda
201 nie zarobi, ale zy¢ bedzie, a to najwazniejsze.
Oczywiscie nieparzysci beda glosowaé za, bo wiedza,

ze jesli do glosu dorwie sie pirat 200, to nie maja na co
liczyé. A ich glosy plus glos 201 daja wymarzona
przewage. Pirat 202 analogicznie przezywa, nic nie
biorac sobie i obdarowujac mniejszych parzystych,
ktérych jest doktadnie 100.

Co z piratem 2037 Nieszczesnik nie ma szans.
Potrzebuje 102 gtoséw. Poza soba wiec musi zjednaé
101 zwolennikéw, a wszak parzysci, ktorych jest 101,
nie beda go popierali; zgodnie z regula zlosliwosci wola
dosta¢ swoja dole od 202. Nie bedzie go tez popierat
pirat 201 — on i tak nie ma szans na choc¢by jednego
dukata, a wszak moze koledze zaszkodzi¢. .. Zatem
murowane 102 glosy pirat 203 ma przeciwko sobie.

Na pierwszy rzut oka wyglada na to, ze od tej pory
wszyscy piraci o numerach wiekszych nie beda mieli
szans przezycia. Potrzebuja przeciez ponad stu
zwolennikow, a nie maja tylu dukatow, zeby ich
przekupywaé. Ze tak nie jest, mozna sie przekonaé

juz przy piracie 204. Potrzebuje 102 gtoséw. I uzyska
je! Jeden wlasny, 100 przekupionych oraz gtos 203!
Przeciez dla 203 jedyna szansa na przezycie jest poprze¢
kogo$ silniejszego: on nie moze sobie pozwoli¢ na to,
zeby samemu decydowacé, bo polegnie! Kogo zatem ma
przekupi¢ 2047 Oczywiscie wszystkich nieparzystych
1,3,5,...,199. Oni wszak wiedza, ze jesli nie popra
tej decyzji, to polegnie najpierw 204, potem 203, a 202
rozda po dukacie parzystym i na tym sie cala zabawa
skonczy.

Co dalej? Pirat 205 potrzebuje 103 gloséw. Tym razem
nie moze liczy¢ ani na 203, ani na 204, ktérzy czuja sie



juz bezpiecznie. Nie ma wiec biedak szans. Podobnie
pirat 206 moze liczy¢ co najwyzej na 102 glosy: stu
przekupionych, 205 i swoj. Pirat 207 ma co prawda
dwdéch desperatéw: 205 1 206, ale wraz z wlasnym
glosem i stoma cieniasami nie uzyska wymaganych 104
glosow. Dopiero pirat 208, majac na uwadze glosy 205,
206, 207 i swoj plus umiejetnie przekupione plotki, moze
sie czué bezpiecznie. Oczywiscie nic nie zarobi, bo 100
dukatéw bedzie musial rozdac¢ 2,4, 6, ..., 200, ale uzyska
wymarzone 50%, czyli 104 glosy.

Dla 209 sytuacja znéw wyglada beznadziejnie. Ani

203, ani 204, ani zaden z 205, 206, 207, 208 nie ma
powodu, zeby go poprzeé¢ — z chwila gdy problem
sprowadzi sie do 208, wszyscy oni spokojnie przezywaja,
wiec kolegi 209 nalezy sie pozby¢. Od tej pory

do nastepnego szczesliwego, ktéry przezyje, 209 bedzie
gtosowal za kazda propozycja. Podobnie zreszta jak
210,211,212, 213,214 i 215 — kazdemu z nich bedzie

brakowalo przynajmniej jednego glosu wéréd stabszych
od niego desperatéw. Dopiero pirat 216 ma szanse.
Potrzebnych mu 108 gloséw dostarczy stu nieparzystych
1,3,5,...,199 plus siedmiu desperatow 209, ...,215

i on sam. Zauwazmy, ze nierozsadne byloby rozdanie

po dukacie parzystym, ktérzy w tej sytuacji glosowaliby
przeciwko — i tak swoja dole dostana od 208.

Mamy juz ogélny schemat: dla n > 200 przezywaja
tylko piraci o numerach n = 200 + 2%, gdzie k > 0.
Kazdy taki pirat powinien rozdaé sto dukatéw stu
stabeuszom o identycznej parzystoéci: dla k parzystego
nieparzystym, 1,3,5,...,199, a dla k£ nieparzystego
parzystym 2,4.,6,...,200.

Jakie moraly plyna z tej historii?

Po pierwsze: nie zawsze oplaca sie by¢ najlepszym.
Po drugie: ludzie zdesperowani bywaja cenni.
Po trzecie: ciezki i niebezpieczny jest chleb piratal

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 635. Fotonowy silnik odrzutowy sktada si¢ z malego, kulistego ciala
o temperaturze T' i promieniu r umieszczonego w ognisku paraboloidalnego
zwierciadla (rys. 1). Obliczy¢ sile ciagu tego silnika.

Rozwiazanie na str. 4

F 636. Obliczy¢ catkowita sile, jaka promieniowanie elektromagnetyczne

emitowane przez Slonce dziala na Ziemie, zakladajac, ze jest ono przez
nia pochtaniane w calosci. Przyja¢ catkowita moc promieniowania Stonca

E M 1084. Dany jest trojkat ABC, w ktérym <A = 90° oraz AB = AC (rys. 2).
Punkty D i E leza na boku AC, przy czym AD = C'E. Prosta przechodzaca
przez punkt A i prostopadta do prostej BD przecina bok BC w punkcie P.

..,ar. Liczby by, ba, ..., br to liczby

.., ar, lecz ustawione w innej, przypadkowej kolejnoéci. Dowiesé, ze liczba

(a1 — bl)(ag — b2) e (a7 — b7)

2 M 1086. Okrag o jest wpisany w romb ABCD. Prosta k, styczna do okregu o,

przecina odcinki BC' i C'D odpowiednio w punktach P i @ (rys. 3). Wykazad, ze
wartosé iloczynu BP - D@ nie zalezy od wyboru stycznej k.

L,=4-10* W.
Rozwiazanie na str. 5
Rys. 1
A
Redaguje Waldemar POMPE
D
B P ¢ Wrykazaé, ze {PEC = ${BDA.
Rys. 2 Rozwiazanie na str. 4
D \Q ¢ M 1085. Dane sa liczby catkowite aq, aq, .
ai, az, .
jest parzysta.
o P Rozwiazanie na str. 11
A B
Rys. 3 Rozwiazanie na str. 16
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Jeszcze o kwadratach i nozyczkach

W Delcie 12/2004 proponowalem, aby tak podzielié¢ kwadrat o boku 12,
by z uzyskanych czeéci utozyé kwadrat o boku 13 z wycigtym w Srodku
kwadratem o boku 5. Przytoczylem tez opinie, ze — podobno — czesci
tych moze by¢ cztery, cho¢ sam umialem przeprowadzi¢ podzial, o jakim
mowa, na szes¢ takich czesci (co prawda na kilka sposob6w).

A potem przyjrzatem sie temu zadaniu doktadniej i zobaczytem, ze
sformutowanie dopuszcza kilka réznych interpretacji. Po pierwsze, czy
stowo ulozy¢ pozwala odwracaé czesci na lewa strone? Jesli by tak byto,
to znam podzial na 5 czesci.

Po drugie, czy warunek, ze kwadrat o boku 5 wycinamy w $rodku,
zawiera zadanie, aby wycinany kwadrat mial nie tylko ten sam srodek,
co ten, z ktorego go wycinamy, czy tez jeszcze ich boki maja by¢
rownolegle? Jesli rownolegtosci by¢ nie musi, to podzial na cztery czesci
jest mozliwy.

\ /
\ /
\ N
\ P / ~L_
T sy
P
T \ N
\ ™ /
\ ~/
\ /
/

Mozna to nawet zrealizowa¢ w postaci zabawki, wykonujac kwadrat np.
ze sklejki i wyposazajac go w trzy zawiaski, np. tak, jak na rysunku

z prawej. Aby otrzymaé akurat rozwigzanie naszego zadania, trzeba boki
kwadratu 12 x 12 podzieli¢ w stosunku 7 : 17 (czemu?).
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Zawiaski mosma zrobi¢ w ten sposéb, Bo warto zauwazy¢, ze jesli dowolnie przetniemy kwadrat dwiema
ze przy kacie rozwartym ulozymy prostopadlymi przechodzacymi przez jego srodek, to z otrzymanych

warstwy aba, natomiast przy ostrym cdc, L. K L, . ”
i polaczymy pionowym drucikiem przez  Czterech czesci zawsze da sie ulozy¢ (i to tak ,zawiaskowo”) kwadrat

zaznaczony punkt. z kwadratowym otworem (no, ewentualnie bez otworu).

W tym momencie orientujemy sie, ze problem dawno juz nie dotyczy
kratkowanego papieru ani tréjek pitagorejskich. Rozwiazaliémy zadanie
polegajace na rozkladzie kwadratu na dwa kwadraty, co doktadniej
mozna opisacé tak.

Dane sq takie dwie liczby a i b, Ze a > b > 0. Podzieli¢ kwadrat o boku a
na pieé wielokgtnych czesci, z ktorych da sie utozy¢ dwa kwadraty: jeden
o0 boku b, drugi o boku ¢ = va? — b2.

Rzeczywiscie rozwiazalidmy, bo z poprzedniego obrazka widac, ze
stosowne czedci to — w przypadku, gdy b > ¢ — kwadrat o boku ¢

i cztery jednakowe czworokaty, ktorych boki maja kolejno dtugosci

4, g bte boc jkaty proste miedzy pierwszym i drugim oraz trzecim

i czwartym bokiem. Jesli ktos nie wierzy, niech szczegbéltowo to przeliczy.
W przypadku gdy b < ¢, trzeba zamieni¢ miejscami b i ¢, czyli wziaé
kwadrat o boku b itd.

W pominietym przypadku b = ¢ otrzymamy kwadrat i cztery trdjkaty.
Widaé jednak, ze tutaj mozna dokonaé podziatu réwniez na cztery tylko
czedci.

Powstaje, oczywiscie, pytanie, czy przypadkiem (zmieniajac sposéb
dzielenia na wielokaty) nie da sie, dla dowolnych a i b, podzieli¢ kwadratu
o boku a na cztery wielokaty, z ktorych da si¢ utozy¢ kwadraty o boku
biec.

Nie znam odpowiedzi na to pytanie, cho¢ znam wybitnych matematykéw,
ktorzy wierza, ze odpowiedz jest negatywna (czyli istnieja liczby a i b,
dla ktorych nie mozna przeprowadzi¢ zadanego podziatu na cztery
czedei). Wierza do tego stopnia, iz sa pewni, ze taki dowdd gdzies zostal
opublikowany. Péki sie jednak nie odnajdzie — moze Czytelnicy Delty

‘?
POmOga: Marek KORDOS
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Teoria stabilnosci w sensie Lapunowa i globalne atraktory

Tomasz DEOTKO

Jednym z gléwnych narzedzi stuzacych
do matematycznego opisu otaczajacego nas Swiata
sa réwnania rozniczkowe zwyczajne i czastkowe.
W prostszych z nich, réwnaniach zwyczajnych,
wystepuje pochodna szukanej funkcji x zmiennej
rzeczywistej ¢ (majacej najczesciej interpretacje czasu).
Poniewaz pochodna /() opisuje wzrost badZ malenie
funkcji x w chwili £, mozemy uwazac, ze takie réwnania
opisuja zmiennosé¢ badz ewolucje wielkosci x w czasie.
Czesto zamiast jednego réwnania rézniczkowego
zwyczajnego badamy caty uktad takich powiazanych
ze soba réwnan. Przykladem moze tu by¢ dobrze znany
z fizyki uklad réwnan ruchu Newtona opisujacy site F
dzialajaca na ciato:

F=ma=m2'(t),
zapisany dla sktadowych wektora polozenia x(t).
We wzorze powyzej m jest masa ciala, a(t)
przyspieszeniem, za$ x(t) polozeniem ciata w chwili ¢.
Symbol &’ (t) oznacza druga pochodna polozenia
wzgledem czasu, czyli wektor przyspieszenia.

Poniewaz nie kazde rownanie rézniczkowe zwyczajne

(a tym bardziej uklad takich réwnan badz réwnanie
rézniczkowe czastkowe) potrafimy jawnie rozwiazaé
(podaé wzér analityczny na rozwiazanie x), matematycy
zajmujacy sie badaniem tych réwnan stawiaja
zazwyczaj trzy podstawowe pytania, na ktoére staraja
sie odpowiedzie¢:

1. Czy badane réwnanie ma rozwiazanie o okreslonych
wlasnosciach (np. ograniczone, rézniczkowalne)? —
1stnienie TozZWIQzZaANLQ.

2. Czy takie istniejace rozwiazanie (spelniajace ew.
pewne dodatkowe warunki) jest tylko jedno czy tez
moze ich by¢ wiecej? — jednoznacznosé rozwigzania.

3. Jakie dodatkowe wlasnosci ma rozwiazanie
(np. czy bedzie okreslone dla wszystkich czaséw
t > 0, czy moze w pewnej chwili t > 0 przestaje
istnie¢)? Jesli rozwiazanie istnieje dla wszystkich
czasow t > 0, to czy potrafimy opisa¢ sposéb jego
zachowania po bardzo dlugim czasie? — zachowanie
asymptotyczne.

Pomys$lmy tu o trzech przykltadach réwnan rézniczkowych zwyczajnych, przy
czym kazde z tych réwnan rozpatrujemy z dodatkowym warunkiem (warunkiem
Cauchy’ego) zadajacym warto$é¢ rozwiazania w chwili t = 0 :

a'(t) = 22(t),
a) {z(O)a>0,

"(t) = sint, 2(t) = —2z(t),
b) {z(()) =b, ) {Z(O) =c.

Latwo przekonamy sie, ze rozwiazania tych réwnan dane sa wzorami:

a) x(t) =

(1/a) =t

b) y(t) = —cost+b+1, ¢)z(t)=ce "

Mozemy zauwazy¢, ze rozwiazanie x jest dobrze okres$lone dla czasow

t > 0 bliskich zera, lecz w chwili ¢ = 1/a przestaje istnie¢. Rozwiazania

y 1 z istnieja natomiast dla wszystkich ¢t > 0. Mozna wiec méwié o ich
zachowaniu asymptotycznym, gdy czas t dazy do nieskonczonosci. Rozwiazanie
y oscyluje okresowo, natomiast rozwigzanie z dazy do 0, gdy czas t dazy

do nieskonczonosci. Rozwiazanie z ilustruje sposéb zachowania, ktory
nawiazujac do nazwiska prekursora badania asymptotyki rozwiazan, okreslamy
mianem asymptotycznej stabilnosci w sensie Lapunowa (matematyk rosyjski
A.M. Lapunow badal to pojecie juz w 1892 roku). Usci$lajac nasza intuicje,
powiemy, ze rozwiazanie zerowe y(t) = 0 réwnania rézniczkowego zwyczajnego
y'(t) = f(t,y(t)), jest asymptotycznie stabilne, jezeli:

1. Dla dowolnego € > 0 istnieje d > 0 taka, ze rozwigzania odpowiadajace
warunkom poczatkowym spelniajagcym nieréwnosé |y(0)| < ¢ istnieja dla
wszystkich czaséw ¢ > 0 i spelniaja oszacowanie |y(t)] < e.

2. Rozwiazania daza do zera, gdy czas t dazy do nieskonczonosci.

Definicje te ilustruje nastepujacy rysunek.




!

N

Kolorowa linia zamknig¢ta jest wlasnie
zbiorem przyciagajacym rozwigzania.

L]

Rozwigzanie zadania M 1085.
Gdyby iloczyn

(a1 — bl)(a2 — b2) - ((L7 — b7>
byt liczbg nieparzysta, to kazdy czynnik
tego iloczynu bytby takze liczba
nieparzysta. Wtedy suma tych czynnikéw
bytaby réwniez liczbg nieparzysta.
To jednak jest niemozliwe, gdyz

(a17b1)+(a27b2)+4.4
.4.+((L77b7>:04

Jesli badane réwnanie nie ma rozwiazania zerowego, ale pewne jego
rozwiazanie x istnieje dla wszystkich czaséw ¢ > 0, mozna badaé stabilnos¢
asymptotyczna rozwiazania z, sprowadzajac te bardziej ztozona sytuacje

do opisanego powyzej przypadku asymptotycznej stabilnosci rozwiazania
zerowego, rozpatrujac réznice y — x, gdzie y jest innym rozwiazaniem badanego
rownania.

Idea stabilnosci asymptotycznej jest wazna z praktycznego punktu widzenia.
Otoz, jezeli réwnanie rézniczkowe opisuje pewien proces fizyczny i rozwiazanie x
tego rownania jest asymptotycznie stabilne, to mozemy uwazaé, ze po
dostatecznie dlugim czasie zaobserwujemy praktycznie tylko wartosci rozwiazan
bardzo bliskie warto$ciom z(t), niezaleznie od tego, z jakiego warunku
poczatkowego zaczerpnigtego ze zbioru ograniczonego ten proces startowat.

Szybki rozwdj teoria stabilnosci rozwiazan réwnan rézniczkowych przezywata
w drugiej potowie XX wieku. Trzeba tu wspomnie¢ nazwiska takich
matematykow jak N.N. Krasowski, J.P. LaSalle, S. Lefschetz czy S. Yoshizawa.
Pewnym niedostatkiem tej teorii jest jednak fakt, ze zbiory, do ktérych
»brzyblizaja si¢” rozwiazania réwnan rézniczkowych po dlugim czasie, sa
czesto bardziej zlozone niz pojedynczy punkt (zerowe rozwiazanie réwnania).
Popatrzmy na rysunek obok przedstawiajacy ksztalt zbioru przyciggajocego dla
prostego uktadu dwu réwnan rézniczkowych na plaszczyznie.

Zilustrowany powyzej przyklad jest nadal znacznie prostszy od tych, ktére
sg typowe w teorii rownan rézniczkowych czastkowych. W kazdej chwili ¢
rozwiazanie takiego réwnania u(t, ) jest funkcjg zmiennej wektorowej .
Zbiory, ktore przyciggajg rozwiazania réwnan czastkowych, leza w przestrzeni
funkcji i maja czesto bardzo ztozona strukture. W ostatnich dwudziestu
latach prowadzono intensywne badania ukiadow dyssypatywnych, tzn.

takich uktadow fizycznych, w ktérych z uptywem czasu nastepuje zanikanie
bad?Z rozpraszanie energii (np. na skutek tarcia). Przykladem moze tu by¢,
opisujace przeplyw cieczy niescisliwej, rownanie Naviera—Stokesa czy tzw.
uktady reakcyjno-dyfuzyjne modelujace procesy biologiczne. Dla réwnan
rézniczkowych opisujacych uktady dyssypatywne wprowadzono pojecie
globalnego atraktora. Jest to podzbiér przestrzeni, w ktorej zmieniaja sie
rozwiazania (przestrzeni fazowej), ktorego obraz, jako calodci, nie zmienia sie
w czasie (zbidr niezmienniczy), zbidr ten jest zwarty oraz przyciaga orbity
wszystkich ograniczonych podzbioréw przestrzeni fazowe;j.

Badajac réwnanie rézniczkowe opisujace uklad dyssypatywny, mozemy uwazac,
ze jezeli rozpatrzymy warunki poczatkowe nalezace do dowolnego ograniczonego
zbioru B przestrzeni fazowej, to po skonczonym czasie odpowiadajace im
rozwiazania znajda sie w dowolnie malym otoczeniu atraktora. Globalny
atraktor, a raczej jego dowolnie male otoczenie, jest wigc tym zbiorem,

do ktérego kazde rozwiazanie wpada po dostatecznie dtugim czasie i pozostaje
w jego obrebie juz na zawsze. Czesto globalne atraktory sa zbiorami majacymi
skoniczony wymiar topologiczny (tzn. mozna je utozsamiaé lokalnie z otwartym
podzbiorem R™). Jednak ksztalt atraktoréw wiazacych sie z fizycznymi
ukltadami dyssypatywnymi jest czesto bardzo ztozony, a same atraktory sa
fraktalami. Ewolucja w czasie obrazu ograniczonego podzbioru B przestrzeni
fazowej moze wyglada¢ nastepujaco.

Po dostatecznie dlugim czasie rozwiazania rozpoczynajace sie¢ w zbiorze B wchodza do otoczenia
globalnego atraktora A.

Do najbardziej znanych wspolczesnych matematykéw badajacych teorie
globalnych atraktoréw naleza: Jack K. Hale (USA), Roger Temam (Francja),
A.V. Babin i M.I. Vishik (Rosja). Do dnia dzisiejszego powstaja w ramach tej
teorii nowe ciekawe rezultaty.

11



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Puls a rozmiar na nowo

Czy biorac ssaka za tapke, mozna okresli¢ jego wielkosé?
Raczej tak. Mala tapka — maty ssak, duza tapka — duzy ssak.
To jednak nie jedyna metoda. Jezeli tapka nadal jest czescia
danego ssaka i to w dodatku zywego, mozna okresli¢ jego
rozmiary, mierzac puls. Im dtuzszy okres miedzy uderzeniami
serca, tym wieksza masa zwierzecia.

Powyzsza metoda moze wydawac si¢ niepraktyczna.
Sa jednak sytuacje, w ktérych nie ma innej. Przyktadow
nalezy jednak szukaé nie w zoologii, lecz w astronomii.

Nie jest tajemnicg dla Czytelnikow Delty, ze podstawowym
problemem astronomii jest pomiar odlegtosci. Co by
astronom nie robit, potyka sie o brak niezawodnej

miarki. Wynaleziono wiele bardzo sprytnych metod,
ktérym poswiecilismy kiedy$ caly numer Delty (10/2001).
Praktycznie wszystkie sposoby mierzenia odlegtosci we
Wszech$wiecie opieraja sie na obiektach, ktérych absolutna
jasno$é jest lepiej lub gorzej znana. Im lepiej, tym lepszymi
tzw. Swiecami standardowymi sa te obiekty. Na podstawie
ich jasnosci obserwowanej mozna okresli¢ odlegto$¢ do nich.

Im dalej siegamy w Kosmos, tym jasniejsze musza by¢
$wiece. Ale zeby mie¢ mozliwosé pomiaru bezwzglednego,
trzeba taka linijke wyskalowaé. Miarki te skaluje sie jedna od
drugiej. W koricu jednak trzeba ktéras miarke wycechowac
mniej lub bardziej bezposrednio. Niedoktadnosé takiej
procedury przenosi sie w oczywisty sposéb na pozostale
linijki.

Historycznie pierwsza pozagalaktyczng miarka jest nadal
niezwykle cenny zwiazek miedzy jasnoscig absolutng cefeid
a ich okresem zmiennosci. Zostat on odkryty w 1912 roku
przez Henriette Leavitt, ktéra zajmowala si¢ obserwacja
gwiazd zmiennych. Zauwazyla, ze logarytm okresu
zmiennosci jest proporcjonalny do jasnosci obserwowanej
cefeid nalezacych do Matego Obtoku Magellana. Przyjmujac,
ze wszystkie gwiazdy w tej satelitarnej galaktyce Drogi
Mlecznej sa mniej wiecej w tej samej odlegtosci (co wtedy
wydawalo sie uzasadnione, a obecnie jest oczywiste), uczona
uzyskala zalezno$¢ jasnosci absolutnej od okresu zmiennosci.
Wynika stad zalezno$é odlegtosci (mierzonej w jednostkach
odlegtosci do Matego Obloku Magellana) od stosunku

jasno$ci obserwowanej do logarytmu okresu zmiennosci.

Wtasdnie dzigki pomocy relacji odkrytej przez

Henriette udato sie przekonaé spotecznos$é¢ astronoméw

o pozagalaktycznosci galaktyk, a Edwin Hubble moégt odkry¢
prawo ich ucieczki.

Wspélczesnie potrzebne jest bardziej dokladne wyskalowanie
cefeidowej miarki. Pomyst na prawie bezposredni pomiar
odleglosci cefeid pochodzi od Waltera Baadego i Adriaana
Wesselinka i jest znany od potowy XX wieku. Ta klasyczna
metoda opiera sie na poréwnaniu zmiany katowych
rozmiaréw gwiazdy z rzeczywistymi zmianami jej rozmiaréw
wyznaczonymi na podstawie szybkosci rosniecia. Tempo
rosniegcia jest okreslane bezposrednio, na podstawie
pomiaréw spektroskopowych. Natomiast zmiana rozmiaréw
katowych wyznaczana jest na podstawie zmian jasnosci

za posrednictwem modelu atmosfery cefeid.
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Zeby metode Baadego i Wesselinka uczynié¢ naprawde
bezposrednia, nalezy zmierzy¢ zmiane rozmiaréw katowych
bez odwolywania si¢ do rozwazan modelowych. Tylko to nie
jest takie proste, gdyz katowe rozmiary nawet najblizszych
cefeid nie przekraczaja trzech tysiecznych sekundy tuku.

W dodatku chodzi nie o same rozmiary, tylko o ich zmiane.
To jakby z Ksiezyca probowaé sprawdzaé, czy wyrzucony na
brzeg oceanu wieloryb jeszcze oddycha.

Pomiaréw z taka rozdzielczoscia katows nie mozna
przeprowadzi¢ nawet za pomoca najwigkszych

teleskopow optycznych. Trzeba odwotaé si¢ do metod
interferometrycznych. Obserwujac interferencje $wiatta
zbieranego przez dwa teleskopy, mozna uzyskaé rozréznienie
szczegotow tak doktadne, jak za pomoca teleskopu

o rozmiarach poréwnywalnych do odlegtosci miedzy
teleskopami. Wymaga to jednak niezwykle precyzyjnego
systemu teleskopéw potaczonych optycznie i to w sposéb
umozliwiajacy zmiane odlegtosci optycznych, bo dopiero
wtedy mozna takiego systemu uzy¢ do obserwacji dowolnie
potozonej gwiazdy, ktorej obserwacja jest mozliwa przez oba
teleskopy.

Unikalnym pod tym wzgledem urzadzeniem jest VLTI [1],
czyli Bardzo Wielki Interferometr Teleskopowy (chodzi
oczywiscie o teleskopy astronomiczne, a nie o elementy
zawieszenia samochod6éw) umieszczony w Paranal
Observatory nalezacym do ESO i zlokalizowanym na szczycie
Cerro (gory) Paranal na pustyni Atacama w péinocnym
Chile. W sktad uktadu wchodzg cztery o$émiometrowe

(8,2 m) teleskopy i kilka pomocniczych teleskopow
dwumetrowych (1,8 m).

Jakis czas temu francusko-szwajcarski zespot astronoméw
rozpoczal program majacy na celu zmierzenie odlegtosci
do wielu cefeid przy wykorzystaniu VLTI. Pod

koniec pazdziernika organizacja ESO powiadomila [2]

o opublikowaniu wstepnych rezultatow. Interferometrycznie
zmierzono 69 $rednic gwiazd, wykorzystujac ponad

100 godzin obserwacji roztozonych na 68 nocy. Uzywane
byly trzy rozstawy teleskopéw (teleskopy pomocnicze

i trzydziestopigciocentymetrowe teleskopy testowe

mozna przesuwac): 60 m, 102,5 m oraz 140 m. Pomiary
dotyczyty siedmiu cefeid widzialnych na potudniowym
niebie : X i W Strzelca, n Orta, 8 Ztotej Ryby, ¢ BliZzniat,
Y Wezownika i L Kilu. Ich okresy wynosza od 7 do

35,5 dnia, co stanowi przedzial wystarczajaco szeroki do
przeprowadzenia kalibracji relacji okres-Swietlnosé.

Okazalo sig, ze ta nowa metoda kalibracji daje wyniki
zgodne z kalibracja przeprowadzona na podstawie
stosunkowo mato doktadnych pomiaréw odlegtosci wielu
cefeid wykonanych za pomoca satelity Hipparcos.

Wiecej informacji mozna znalezé w internetowej wersji tego
artykutu [3].
Piotr ZALEWSKI

[1] http://www.eso.org//projects//vlti/

[2] Measuring Cosmic Distances with Stellar Heart Beats — VLTI
Watches the Changing Size of Bright Southern Cepheids ESO Press
Release 25/04 29 pazdziernika 2004 roku

[3] www.mimuw.edu.pl/delta/af/0501
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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 390, 391
Redagugje Jerzy B. BROJAN

390. Z réwni pochylej o kacie nachylenia « stacza si¢ kula o masie M
zawierajaca wspotsrodkowe kuliste wydrazenie, przy czym stosunek
wewnetrznego promienia do zewnetrznego (oznaczonego R) jest réwny k, a poza
wydrazeniem rozktad masy jest jednorodny. Wewnatrz kuli toczy sie podobnie
wydrazona kulka o masie m, zewnetrznym promieniu 7 i tej samej wartosci k.

Jaki warunek musza spelnia¢ wymienione parametry, aby srodki kul i punkt
zetkniecia wiekszej z réwnia lezaly stale na tej samej prostej (rys. 1)?

Rys. 1

391. Jak dlugo mogloby $wieci¢ Stonice z niezmieniona moca, gdyby czerpalo
wypromieniowana energie:

a) ze spalania wegla (zal6zmy, ze Stonice sklada sie z wegla i tlenu),

b) z grawitacyjnego zapadania sie (zalézmy, ze Stofice zmniejszylo
swéj promien o 10%)?
Niezbedne dane nalezy wzia¢ z tablic. Wystarczy przyblizona ocena wyniku.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 9/2004

382. Odlegto$¢ migdzy osiami przednich i tylnych két samochodu jest
réwna 1,9 m, a odlegto$é lewych két od prawych — 1,5 m. Samochéd
ma naped na 2 tylne kotla, przy czym opona na jednym z tych

dwoch kot jest lysa” — wspélczynnik tarcia tego kota o podloze jest
réwny 0,2, a dla pozostalych két wynosi 0,8. Z jakim maksymalnym
przyspieszeniem moze ten samochéd ruszy¢ po linii prostej bez
poslizgu, jesli wszystkie kola sg wtedy jednakowo obcigzone?

382. Zauwazmy najpierw, ze sila wywierana przez podloze
na tylne opony nie moze by¢ skierowana wprost do przodu

i jednoczesnie osigga¢ wartosci maksymalnych wynikajacych
z wartosci wspélezynnikéw tarcia, gdyz wtedy nastapiltby
obrét lub boczny podlizg samochodu. Zalézmy wiec, ze

sita dziatajaca na ,dobrg” opone ma pewng sktadowa
podluzng Fy oraz poprzeczng Fbs, dla ,ztej” opony sktadowe
te oznaczmy jako F3 i Fu, natomiast sila I5 dziatajaca

na przednie opony moze by¢ skierowana tylko poprzecznie
do kierunku jazdy (rys. 2; symbol F5 oznacza obie te sily

tacznie). a
Fy
@ LI
F5/2
b
Fy
Fy
C%) -—&D
F5/2
Rys. 2

Spelnione sg zwiazki
e 5 + Fy = F5 (brak przesuniecia bocznego)
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Przypominamy tres¢ zadan:

383. Do malego, izotropowego zrédla §wiatta Z przysunieto zestaw
dwéch zwierciadel ptaskich. Ile razy zwierciadla zwickszajg nate¢zenie
o$wietlenia odlegtego ekranu, jesli kat o miedzy nimi jest réwny:

a) 91°, b) 90°, c) 89°? Rozwazy¢ tylko cze$é ekranu najblizsza zrédia
i przyjac, ze prosta przechodzgca przez wierzcholek kata i Zrédlo jest
prostopadta do ekranu.

e 2aF5 = b(Fy — F3) (brak obrotu)
° \/F12+F22<I“LIP7

\/ F2 + F? <u,P (brak poslizgu tylnych opon)
gdzie P jest silg nacisku na kazda z opon, a p, i p, sa
odpowiednimi wspélczynnikami tarcia. W granicznym
przypadku maksymalnego mozliwego przyspieszenia obie
nieréwnosci przechodza w réwnosci, co jednak pozostawia
liczbe niewiadomych o 1 wigkszg od liczby réwnan,
czyli pozostaje jeden swobodny parametr. Zaktadajac,
ze uklad napedowy sterowany jest przez odpowiednio
zaprogramowany komputer (chodzi o odpowiednie
dopasowanie Fi i F3), mozemy przyjaé, iz suma Fi + F3
traktowana jako funkcja tego parametru osigga wartosé
maksymalna. Analiza numeryczna wykazuje, ze przy
przyjetych danych liczbowych maksimum Fy + F3 wynosi
0,973 - P, a poszczegllne sity osiagaja wtedy wartosci
F, =0,777- P, F, = 0,189 - P, F5 = 0,196 - P, F, = 0,040 - P,
F5 = 0,229 - P. Masa samochodu jest réwna 4P/g, zatem
szukane maksymalne przyspieszenie wynosi

(0,973/4) - g = 0,243 - g = 2,39 m/s°.
Zauwazmy, ze ,brutalne” podstawienie
Fr=wP, F3=u,P
datoby wynik 0,25 - g, czyli o niecate 3% za duzy.



383. W przypadku a) natezenie o$wietlenia ekranu
zwiekszy sie trzykrotnie, gdyz na ekran padaja dodatkowo
wiazki odbite od kazdego ze zwierciadel, wybiegajace
pozornie z punktéw Z1 i Zz, bedacych obrazami zrédta Z
w zwierciadtach (rys. 3). Zs

L]

Rys. 3

Promienie odbite dwukrotnie utworza w tym przypadku
dwie wiazki lekko rozbiezne, z ktérych zadna nie o$wietli
najblizszej czedci ekranu (rys. 4).

Klub 44

Rys. 4

W przypadku b) wzmocnienie bedzie czterokrotne, gdyz te
dwie wiagzki ,zetkna sie” ze soba, tak jakby ekran oswietlato
takze zrodto Zs, polozone w czwartym wierzchotku
prostokata ZZ1Z223.

W przypadku ¢) wiazki dwukrotnie odbite natoza sie
na siebie, czyli na czes¢ ekranu najblizszg Zzréodta padnie 5
wiazek.

Zadania z matematyki nr 493, 494

po kazdej jej stronie wszystkie krawedzie wychodzace z wierzchotka A maja

® Redaguje Marcin E. KUCZMA
493. Kazda krawedz wielodcianu wypuklego (o wszystkich katach
' dwusciennych mniejszych od 180°) zostala pomalowana jednym z dwéch
- koloréw. Udowodnié, ze istnieje wierzcholek A oraz plaszczyzna, przechodzaca
(] przez A i niezawierajaca innych wierzchotkéw wieloscianu, o tej wtasnosci, ze

jednakowy kolor.
Termin nadsylania rozwiazan:
31 III 2005

494. Ciag (ay) jest okreslony wzorem a,, =

VI3—1 (3+vi3\ "
613 2 '

Obliczy¢ granice lim (an — |an]).

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
481 (WT = 2,01) i 482 (WT = 1,24)
z numeru 5/2004

Jozef Siwy — Laziska Gérne 43,54

Witold Bednarek — Lédz 43,23

Zbigniew czteroelementowego cyklu.
Sewartowski — Wieliczka 41,52

Barttomiej Dyda — Wrocltaw 36,88

Tomasz Rawlik  — Braunschweig 33,74

Zadanie 494 zaproponowal pan Pawel Najman z Jaworzna.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 9/2004
Przypominamy tresé¢ zadan:
485. Obliczy¢ maksymalng liczbe krawedzi, jaka moze mie¢ graf o 10 wierzchotkach, niezawierajacy

486. Dany jest czworoscian ABCD, w ktérym |< BAC| = 180° — |< BDC|. Udowodnié, ze
na krawedzi BC' istnieje doktadnie jeden punkt P, dla ktérego zachodzi réwnosé

|DP| |AB]| |AC|

|BD|- |CD|

485. Niech f(n) bedzie maksymalna liczba krawedzi grafu
n-wierzchotkowego bez 4-cyklu. Mamy obliczyé f(10).
Latwo sprawdzi¢, ze f(0) = f(1) =0, f(2) =1, f(3) =3,
f(4) =4, f(5) = 6; ostatnia z tych réwnosci jest osiggana
tylko w grafie o pieciu wierzchotkach a, b, ¢, d, e i szesciu
krawedziach ab, cd, ae, be, ce, de.

Wezmy dowolny 10-wierzchotkowy graf G bez 4-cyklu,
majacy q krawedzi. Niech vg bedzie wierzchotkiem
maksymalnego stopnia, tj. o maksymalnej liczbie
wychodzacych z niego krawedzi; oznaczmy te liczbe przez r.
Jest jasne, ze g < % -10r = 5r.
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|BD|-|CD| _ |BC|-|BD| ' |BC|-|CD|"

Niech X bedzie zbiorem r wierzchotkéw potaczonych
krawedziami z vo i niech Y bedzie zbiorem pozostalych 9—r
wierzchotkéw (réznych od vg). Tak wiec g =7+ 2+ y + z,
gdzie

r = liczba krawedzi taczacych vy z X,

x = liczba krawedzi taczacych punkty zbioru X,

y = liczba krawedzi taczacych punkty zbioru Y,

z = liczba krawedzi taczacych X z Y.

Aby nie pojawil sie 4-cykl, krawedzie taczace punkty
zbioru X muszg by¢ rozlaczne, a z kazdego punktu zbioru Y
moze wychodzi¢ co najwyzej jedna krawedz do zbioru X.



Zatem x < /2], 2<9 —r, i oczywidcie y < f(9—r); stad
g<r+[r/2] + f(9-r)+9—r.

Gdy r > 5, liczba po prawej stronie jest niewieksza niz 15.

Dla r = 4 wynosi ona 17. Dla r < 3 mamy wczesniejsza,

nieréwnosé q < 5r < 15.

Zajmijmy sie przypadkiem, gdy r = 4. Czy jest mozliwe
uzyskanie réwnosci ¢ = 17 7 Oszacowania dla y oraz z
musiatyby by¢ réwnosciami:

y=f(9-r)=f(5)=6, z=9—r=>5.
Zbiér Y (wraz z krawedziami laczacymi pary jego punktéw)
musialby by¢ wspomnianym na poczatku jedynym grafem
pieciowierzchotkowym, realizujacym réwnosé f(5) = 6.
Ma on wierzchotek e stopnia 4. Skoro zas r = 4 jest
maksymalnym stopniem wierzchotka w G, znaczy to,
ze z punktu e nie moze wychodzi¢ juz zadna krawedz
do punktéw zbioru X. Kazdy z pozostatych czterech
punktéw zbioru Y wysyla co najwyzej jedng krawedz
do zbioru X, i mamy sprzeczno$¢ z réwnoscig z = 5.

To pokazuje, ze ¢ < 17. Réwnosé ¢ = 16 da sie uzyskad;
przyklad (przedstawiony na rysunku 1) nietrudno znalezé,

analizujac poprzednie rozumowanie i zastepujac postulowany

uktad réwnosci y = 6, z =5 przez y = 6, z = 4. Stad
odpowiedz: f(10) = 16.

X Y

Rys. 1

486. Ktadziemy $ciang BC'D na plaszczyzne ABC (rys. 2);
to znaczy, budujemy w tej plaszczyznie (na zewnatrz
tréjkata ABC) tréjkat BCD' przystajacy do BC'D
(|IBD'| = |BD|, |CD'| =|CD|). Z réwnosci
|<BAC| =180° — |< BD'C|

wynika, ze czworokat CABD’ ma okrag opisany. Zgodnie
z twierdzeniem Ptolemeusza,

|BC| - |AD'| = |AB| - |CD'| + |AC| - |BD'Y,
czyli

|AD'| _ |AB| |AC|

|BD|-|CD| |BC|-|BD| " |BC|-|CD|"
Teza zadania sprowadza sie do wykazania, ze na odcinku
BC istnieje dokladnie jeden punkt P, dla ktérego zachodzi
rownosé

|AD'| = |AP| + |PD;
a to oczywiste — jest to punkt przeciecia odcinkéw BC
i AD'.
D

Rys. 2

Regulamin Konkursu Uczniowskich Prac z

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad
Gléwny Polskiego Towarzystwa Matematycznego i redakcje
miesiecznika Delta, przy poparciu Ministerstwa Edukacji
Narodowej i Sportu.

2. W konkursie moga bra¢ udziat uczniowie wszystkich
typéw szkot.

3. Konkurs sklada si¢ z eliminacji i finatu.

4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, ktory

w terminie do 1 maja przesle pod adresem redakcji Delty
jeden egzemplarz swojej pracy matematycznej. Do pracy
nalezy dolaczy¢ nastepujace informacje:

e adres prywatny autora,

e klasa, nazwa i adres szkoty;

e imie, nazwisko i adres opiekuna pracy.

5. Praca powinna zawiera¢ samodzielny wktad ucznia

i pelng informacje o zrédlach, z ktorych korzystal jej autor.
Prace czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finatu
konkursu.

6. Prace nadestane na eliminacje zostana ocenione

przez Jury Konkursu i kompetentnych recenzentow.

Te sposréd prac, ktére spetniaja warunki konkursu, zostang
zakwalifikowane przez Jury do finatu. Final odbedzie sie

w trakcie dorocznej Sesji Naukowej Polskiego Towarzystwa
Matematycznego.
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7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finatu zostana
przestane autorom prac i ich opiekunom przed koncem roku
szkolnego.

8. Finalisci i opiekunowie ich prac otrzymajg od Zarzadu
Gléwnego PTM zaproszenia do udzialu w Sesji na koszt
Towarzystwa.

9. Final polega na wygloszeniu (nie odczytaniu) przez
ucznia, podczas specjalnego otwartego posiedzenia Sesji,
referatu (trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzieciu
udziatu w dyskusji na temat, ktéremu po$wiecona byta
praca.

10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo
pod uwage, oprécz merytorycznej wartosci pracy, rowniez
samodzielnos¢ i oryginalnos¢ ujecia tematu oraz przebieg
referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny

i brazowy, wyrdznienia oraz nagrody pienie¢zne ufundowane
przez Ministerstwo Edukacji Narodowej i Sportu.

11. Ogtloszenie wynikéw finatu nastepuje w trakcie Sesji
Naukowej Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Medale
wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy uczestnicy finalu
otrzymuja dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skrét zwycieskiej pracy beda
opublikowane w miesieczniku Delta.

13. Jury Konkursu jest powolywane przez Zarzad Gtéwny
PTM na wniosek Komitetu Redakcyjnego Delty.



Rozwigzanie zadania M 1086.
Niech O bedzie $srodkiem okregu o.

A B

Oznaczmy ponadto:
a=<LDBP = 4BDQ,
B =<4QPO = < BPO,
v =<4<DQO = L PQO.
Wéwezas o + 28 + 2y + o = 360°,
skad uzyskujemy a + 3 + v = 180°.
Zatem < BOP = =, skad wynika, ze
trojkaty BOP i DQO sa podobne. Stad
uzyskujemy
DQ DO
‘BO ~ BP’
czyli BP - DQ = BO - DO. Ostatni
iloczyn nie zalezy od wyboru prostej k,
co konczy rozwigzanie zadania.

Styczen

Pod naciskiem tzw. opinii publicznej zostalem
zobligowany do publikowania na tamach Delty
informacji o spodziewanych rojach meteorow.
Usprawiedliwieniem, dlaczego nie robitlem tego dotad,
jest wlasnie stowo ,spodziewanych”. R6j meteorow

to na ogoét wielka ilos¢ drobnych brylek kamiennych
pochodzacych z rozsypania sie komety. Brylki te (ciala
meteorowe lub meteoroidy) poruszaja sie w przyblizeniu
po torze ich macierzystej komety, jezeli wiec byta

to kometa okresowa, ktorej tor przecina si¢ z orbita
Ziemi, to mozna obliczy¢, kiedy (w sensie daty) Ziemia
znajdzie sie w tym punkcie przeciecia. Wcale nie jest
jednak powiedziane, ze tam tez musza akurat znalezé sie
ciala meteorowe. Nie wiadomo bowiem, kiedy nastapil
rozpad komety, czy ciala meteorowe rozproszyty

sie wzdluz calej jej orbity — najprawdopodobniej

nie, zatem nie wiadomo, gdzie sa zgeszczenia roju,

w dodatku orbity czastek podlegaja niemozliwym

do zmierzenia perturbacjom itd. Wszystko to sprawia,
ze przewidywalnosé zjawiska meteoréw jest bardzo zla.
Wiadomo, ze pewne roje rzeczywiscie powtarzaja sie
co roku, ale przewidywane ich natezenia zazwyczaj
ogromnie odbiegaja od obserwowanych — zwykle

Patrz w niebo

O gwiazdach neutronowych grajacych role superdoktadnych zegaréw czytalidémy
wielokrotnie. Ich impulsy moga pochodzi¢ z oérodka otaczajacego gwiazde

(z mglawicy lub dysku akrecyjnego). Powoduje to pole magnetyczne gwiazdy
obracajace si¢ wraz z nia i omiatajace mglawice — jest to wtedy tzw. pulsar,
najczesciej radiowy. Czestosé pulséw, czyli czestosé obrotéw gwiazdy, jest
prawie stala z wysoka dokladnoscia, a owo ,prawie” bierze sie stad, ze gwiazda
bardzo powoli traci jednak energie i zwalnia obroty, albo — gdy ma inny obiekt
za towarzysza — okresowo zbliza sie i oddala od obserwatora, wskutek czego
impulsy odbierane sa na zmianeg zgeszczone i rozrzedzone w czasie. Takim
towarzyszem moze by¢ nawet planeta — stad odkrycie Wolszczana.

Moze by¢ jednak jeszcze inaczej. Gdy gwiazda neutronowa ma za towarzysza
inng gwiazde, moze przez pewien czas ,zywi¢” sie jej materia. Strumien materii
(praktycznie wodor) przeplywajacy na gwiazde neutronowa jest kanalizowany
przez jej pole magnetyczne i materia osiada w poblizu magnetycznych

biegunéow gwiazdy neutronowej. Tam ulega stopniowo zgeszczaniu, a poniewaz
nieustannie jest podgrzewana od spodu, dochodzi w koncu do lokalnego
wybuchu termojadrowego. Gdy gwiazda obraca sie dostatecznie szybko (a moga
to byé setki obrotéw na sekunde), wybuch — trwajacy wiele sekund — bedzie
widoczny przez wiele obrotow gwiazdy. Inaczej mowiac, przez czas eksplozji
gwiazda bedzie migota¢ z czestodcia obrotow. Takie zjawisko zaobserwowano
kilka lat temu w zakresie rentgenowskim u gwiazdy podwdjnej SAXJ1808.4-3658
(polozonej na granicy Strzelca i Korony Poludniowej) obracajacej sie 401 razy
na sekunde. Ale zauwazono tez cos jeszcze. Mianowicie dzieki mozliwosci bardzo
dokladnego mierzenia czestosci bltyskéw stwierdzono, ze w trakcie wybuchu
czesto$é ta odrobine zmalala. Jedynym wytlumaczeniem jest uznaé, ze gwiazda
(o promieniu kilkunastu kilometréw) rozdela sie (oczywiscie niekoniecznie

w calosci) o 20-30 m. Badacze przewiduja, ze obserwowanie takich wlasciwie
sejsmologicznych zjawisk przyczyni sie do rozwoju teorii budowy wewnetrznej
gwiazd neutronowych.

Tomasz KWAST

widzi sie¢ znacznie mniej btyskéw na niebie, niz
przewiduje ,teoria”. Ale sprobujmy.

W styczniu ma prawo byé¢ widoczny réj kwadrantydow,
czyli promieniujacy z obszaru nieba kiedys uznanego za
gwiazdozbiér Kwadrantu — teraz jest to czes¢ Wolarza.
Maksimum przypada 2—4 I, a przewidywane natezenie
wynosi 30 blyskéw na godzine — oczywiscie srednio.
Takie natezenie uwazane jest juz za spore. Wenus

moze by¢ widoczna przed wschodem Stonca, ale jest
juz blisko niego w Strzelcu. Mars jest w Wezowniku

i wschodzi pod koniec nocy. Jowisz jest w Pannie,
wschodzi wiec okoto péinocy. W styczniu dwukrotnie
zakryje go Ksiezyc: 4 I (zakrycie widoczne w Afryce

i na potudniowej po6tkuli) i 31 I (widoczne na Pacyfiku)
— czyli w Polsce zobaczymy tylko zblizenia. Saturn

jest w BliZnietach, dzigki czemu wida¢ go przez cala
noc; 13 I ma opozycje, czyli znajduje sie w przeciwnej
stronie nieba niz Stonce. Néw Ksiezyca wypada 10 I,

a pelnia 25 I. Oprécz Jowisza Ksiezyc zakryje 7 1 jeszcze
Antaresa, najjasniejszg gwiazde Skorpiona, ale zjawisko
bedzie widoczne w Kanadzie i na Alasce.

T. K.
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Jak dziala neuron?

W poprzednich numerach pisalismy, jak informacje moga
przetwarzaé pojedyncze czasteczki chemiczne (biatka)

czy ich zespoly (systemy regulacji genéw). Przyszedl czas
oméwic cate komorki. Ktore komoérki bardziej sig nadaja

do omoéwienia tych kwestii od komérek nerwowych? Céz,

w istocie ich dziatanie to zaledwie najprostszy przyktad
przetwarzania informacji przez komérki. Ciato neuronu
tworzy wiele wypustek, z ktérych jedna, przesylajaca sygnat,
nazywana jest aksonem, pozostale zas, odbierajace sygnaty,
dendrytami.

dendryt

akson

komorki

synapsa

Neuron

Komorka jest otoczona blona, ktéra jest dobrym izolatorem
elektrycznym. Neuron aktywnie utrzymuje réznice
potencjaléw pomiedzy swoim $rodkiem a powierzchnig —

po prostu stale wypompowuje kationy sodu na zewnatrz.

Co prawda, w ich miejsce do$é¢ swobodnie naptywaja
kationy potasowe, jednak nie moga w pelni zréwnowazy¢
potencjatu powstalego w wyniku wypompowywania jondéw
sodowych, bowiem ich naplyw ogranicza powstajgca réznica
ich stezenia pomiedzy wnetrzem komorki a jej otoczeniem,
czyli nieréwnowaga osmotyczna. Blona komoérkowa jest wiec
w istocie izolatorem miniaturowego kondensatora. Réznica
potencjaléw na btonie zalezy od subtelnej réwnowagi
pomiedzy stezeniem kationéw sodowych, ktérych wewnatrz
komorki jest malo, a kationéw potasowych, ktorych jest tam
nadmiar w stosunku do otoczenia. Aniony zazwyczaj niemal
nie przenikaja przez btone. Komérka nerwowa odbiera
sygnaly od innych komorek nerwowych w miejscach zwanych
synapsami. Sg to niewielkie obszary, w ktérych btony dwéch
sasiadujacych ze sobg komorek sa blisko siebie.

Synapsa

Komorka, zeby przekazaé¢ sygnal, wydziela pomiedzy blony
porcje zawierajace np. po kilka tysiecy czasteczek substancji
chemicznych — neurotransmiteréw. Czasteczki te dyfunduja
poprzez szczeline synaptyczna w czasie okolo 2 ms i tacza
sie z biatkami zakotwiczonymi w blonie komoérki docelowe;.
W najprostszym przypadku biatka te sa tzw. kanatami
jonowymi, ktére po aktywacji przez neurotransmiter
wybidrczo przepuszczaja jony sodu do wnetrza komérki.

Powoduje to zmniejszenie réznicy potencjatéw pomiedzy
wewnetrzng a zewnetrzna strong btony neuronu.

Aktywacja jednej synapsy powoduje tylko nieznaczng
zmiane potencjatu btonowego, ale dziatanie wielu synaps

sie sumuje. Gdy osiggnie pewna wartos¢ progowa, otwieraja
si¢ zalezne od napiecia kanalty sodowe, ktére przepuszczaja
te jony do wnetrza komorki, czyli wzmacniajg aktywacje.
Powoduje to otwieranie kolejnych, coraz dalej potozonych
kanatéw sodowych. W efekcie pojawia si¢ fala zaniku
réznicy potencjatéw i fala otwierajacych sie¢ kanatow
sodowych przesuwajaca sie¢ po blonie komérkowej od miejsca
aktywacji do konca komérki, ktérym najczesciej jest akson.
Kanaly sodowe po krétkotrwalym otwarciu, zainicjowanym
spadkiem réznicy potencjaléw na blonie — zamykaja sie

i przez kilka ms staja si¢ niewrazliwe na pobudzenie.

7 pewnym opdznieniem otwieraja sie kanaly potasowe,
ktore przepuszczajg jony na zewnatrz komorki. Dzieki

nim dochodzi do odbudowania spoczynkowego potencjatu

w czasie rzedu 1 ms. Poniewaz kanaly sodowe sa niewrazliwe
na pobudzenie jeszcze przez jakis czas, sygnal nerwowy
moze rozchodzié sie tylko w jednym kierunku od miejsca
pobudzenia na zewnatrz.

mV Potencjal czynnosciowy
generowany na
wzgorku aksonu

Prég
pobudzenia

a) ,Sumowanie”
przestrzenne

b) ,Sumowanie”
czasowe

Wykres potencjalu czynno$ciowego

Gdy fala pobudzenia (tzw. potencjal czynnosciowy)

dojdzie do synaps znajdujacych si¢ w aksonie, powoduje
wyrzucanie zawartoéci pecherzykéw z neurotransmiterem

do szczeliny synaptycznej, czyli przekazanie sygnatu

do nastepnego neuronu. Inny rodzaj kanaléw jonowych
otwieranych po zwiazaniu czasteczki neurotransmitera (np.
kwasu gamma amino mastowego — GABA) otwiera si¢ dla
anionéw chlorkowych, ktére buforuja zmiany potencjatu
wywolane otwieraniem sie kanaléw sodowych i zapobiegaja
powstawaniu pobudzenia. Tak wiec sg tez receptory
hamujace aktywno$¢ neuronu. Cé6z moze wiec pojedynczy
neuron? Moze sumowaé¢ pobudzenia przychodzace od innych
neuronéw i pobudzaé nastepne. Moze hamowaé inne neurony.
Dzigki temu z kilku komérek nerwowych mozna zbudowad
kazda bramke logiczna. Na przyktad neuron, ktéry tatwo
ulega pobudzeniu przez jeden neuron wejsciowy, moze
realizowaé¢ funkcje OR. Taki, ktéry wymaga pobudzenia
przez dwa neurony wejéciowe — bedzie realizowat funkcje
AND. Aby zrealizowa¢ funkcje XOR, potrzebnych jest juz
kilka neuronéw: neuron hamujacy realizujacy funkcje AND
oraz neuron pobudzajacy realizujacy funkcje OR. Czyli
mamy wszystko co potrzeba, aby wykonywaé¢ wszystkie
operacje, ktore realizuja bramki logiczne. Czy to wszystko,
co potrafiag komérki? Skadze! Ale o tym nastepnym razem. . .
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