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Gwiazda Betlejemska
Jadwiga DONATOWICZ

I znéw niedlugo bedziemy swietowaé — by¢é moze najpiekniejsze $wieto roku:
Boze Narodzenie, narodzenie Chrystusa. W ewangelii wedlug $wietego Mateusza
jest mowa o ,gwiezdzie”, ktéra medrcom ze wschodu wskazywala droge do
Betlejem. Chyba rzadko mysli sie, jakie astronomiczne zjawisko zwiazane

bylo z tym przekazem w ewangelii. Czy gwiazda ta istniala naprawde? Czy
rzeczywiscie pelnila przypisywana jej funkcje drogowskazu? A moze po prostu
wszystko to jest jedynie pobozna legenda?

W czasie moich studiéw astronomii w Wiedniu miatam szczescie poznac
prof. Konradina Ferrari d’Ochieppo z Innsbrucku, astronoma, ktéry znaczna
cze$é swojego zycia poswiecil badaniom archeo-astronomicznym dotyczacym
,Gwiazdy Betlejemskiej”. Swoimi pracami przyczynit sie do rozszyfrowania

babilonskich glinianych tabliczek kalendarzowych i obliczeniowych z zapiskami
w pismie klinowym, jak tez do ich astronomicznej interpretacji. Ponizej staram
sie stresci¢ tok rozwazan prof. d’Ochieppo przedstawiony znacznie szerzej

w napisanej przez niego ksiazce: ,Der Stern der Weisen” — Geschichte oder
Legende? (,,Gwiazda Medrcéw” — historia czy legenda?). Choé¢ gwiazdy dla
astronomow stanowia przede wszystkim przedmiot badan, to z pewnoscia
zrozumiale bedzie, ze zadali sobie pytanie, czy dla Gwiazdy Betlejemskiej —
poza jej znaczeniem religijnym — istnieje rowniez naturalne wyjaénienie, czyli

po prostu — co to byto?

Pierwszy krok w kierunku obiektywnej interpretacji
musi polega¢ na ustaleniu, w jakim czasie nalezatoby
poszukiwaé na niebie tak rzucajacego si¢ w oczy
zjawiska. Konwencje zliczania lat od daty narodzin
Chrystusa wprowadzil w roku 525 (czyli 1278 od
zalozenia Rzymu) uczony mnich Dionisius Exiguus.
Przy tej okazji — niestety — popelnil btad, mianowicie
date urodzin Chrystusa okreslit na 7 lat za pdzno.

W zasadzie powinni$my wiec do naszego systemu
kalendarzowego dodac 7 lat, przez co np. mistyczny
krok w trzecie tysiaclecie mielibySmy wtasciwie od
ponad 10 lat juz za soba. Dla astronomicznych rozwazan
oznacza to konkretnie, ze poszukiwane wydarzenie miato
miejsce w 7 r. przed nasza era.

Ruchy cial niebieskich sa obecnie tak dobrze

znane, ze nie jest zadnym problemem odtworzy¢

ich pozycje, siegajac nawet do kilku tysiecy lat

wstecz. Mimo to zawsze bardzo pomocne jest

istnienie autentycznych przekazéw z danego okresu.

We wspomnianej ewangelii wedtug $w. Mateusza mowa
jest o ,magach ze wschodu”. Jedynym w owym czasie
znaczacym centrum ,gwiazdoznawstwa’ na wschod od
Palestyny byt Babilon. Co do ,magdéw”, to chodzito
najprawdopodobniej o uczonych kaptanéw $wigtynnych
z Babilonu, ktérym ruchy gwiazd, a szczegdlnie ,gwiazd
wedrownych”, czyli planet, dobrze byly znane.

I rzeczywiscie, istnieje znaczna liczba zapiskéw w pismie
klinowym na tabliczkach glinianych z tego okresu,
umozliwiajacych wglad w péznobabilonska astronomie.
Nalezy jednak przy tym uwzglednié, ze 6wczesni znawcy
nieba nie byli naukowcami we wspolczesnym tego stowa
znaczeniu. Tamtejszy $wiat nacechowany byl bardziej
mistyczno—magicznym postrzeganiem rzeczywistosci.
Gwiazdy byly béstwami i demonami zarazem,
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a ich bieg obserwowano nie dlatego, by zglebi¢

prawa rzadzace ich ruchem, ale by moéc przewidzie¢

ich wplyw na cztowieka. Szczegdlne znaczenie ma

tutaj hierarchia, ktéra przypisywano planetom —
bogom. Na pierwszym miejscu krélowal Jowisz. Jego
bialo-srebrne Swiatto i majestatyczna pozorna wedrowka
po niebieskim zodiaku w 12-letnim cyklu nadaly mu
dominujaca pozycje na nieboskltonie. PéZnobabilonscy
ygwiazdoznawcy” czcili w nim Marduka — ich najwyzsze
bostwo. Gliniane tabliczki przekazuja zapis o niezwykle
rzadkim, potréjnym spotkaniu Jowisza i Saturna, i to
wlasnie w roku 7 (wedlug dzisiejszego kalendarza) przed
narodzeniem Chrystusa. Jest to wlasnie dokladnie
poszukiwany przez nas okres.

Jakie astrologiczne znaczenie przypisywane bylo
Saturnowi? Saturn uwazany byl za planete narodu
zydowskiego, co réwniez wynika z przekazu w stynnych
zwojach pism znalezionych w Qumran. Poza —
typowym wéwczas — przyporzadkowaniem planet
narodom znaki zodiaku znajdowaly swoje odpowiedniki
w poszczegdlnych krajach. I tak np. Ryby stanowity
symbol Palestyny.

Sprobujmy podsumowaé. Potréjne spotkanie Jowisza
z Saturnem (tzw. wielka koniunkcja) bylo absolutnie
rzadkim i o wyjatkowo duzym znaczeniu wydarzeniem
dla — mistycyzmem i magia naznaczonego — 6wczesnego
sposobu my$lenia. Do tego dochodzi fakt, ze Jowisz,
najwyzsze béstwo Babilonu, spotyka Saturna,
kosmicznego przedstawiciela narodu zydowskiego, i to
akurat w znaku Ryb, bedacym symbolem Palestyny.
Jest wysoce prawdopodobne, ze takie zjawisko moglo
by¢ interpretowane jako wskazdéwka narodzin kroéla
zydowskiego w Jerozolimie. I faktycznie. Konstelacja
ta byla tak rzadka i dla magéw tak przekonujaca,



ze udali sie¢ w daleka, pelna trudéw droge, aby nowo
narodzonemu Krélowi ztozy¢ nalezny pokton.

Okoliczno$é, ze owe orientalne odwiedziny wywotaly

u Heroda niemate zdziwienie — jako ze nikt o nowo
narodzonym krélu ani tez o ,gwiezdzie” nic nie

wiedzial — stanowi réwniez swego rodzaju poszlake,

ze nie mogto tu chodzi¢ o komete, ktorej rzucajace sie
W oczy pojawienie, z typowym warkoczem, nie usztoby
jego uwagi. Przede wszystkim jednak komety zawsze
traktowane byty jako zwiastuny nieszczescia. Nigdy wiec
nie mogly byé¢ zapowiedzia radosnego wydarzenia, jakim
niewatpliwie byty narodziny kréla! Podobnie i magowie
nie byli prostymi ludzmi, ktérzy — przestraszeni nagtym
zjawiskiem na niebie, jakim sg komety — gnali do Judei,
by szuka¢ zaraz nowo narodzonego kroéla-zbawiciela.
Nie. Byli raczej wszechstronnie wyksztatconymi,
powaznymi poszukiwaczami prawdy, wierzacymi, ze
poznali pewne zaleznosci miedzy boskimi znakami

na niebie a wydarzeniami na Ziemi.

Jesli chodzi o czas widocznoéci wielkiej koniunkecji
Jowisza i Saturna, to w zapiskach babilonskich
odnajdujemy calkiem precyzyjne informacje:

podczas gdy Jowisz po okresie swojej niewidocznosci
spowodowanej bliskoscia Stofica, 15 marca (7 r. przed
Chr.) pojawil si¢ ponownie na porannym niebie

(tzw. wezesny wschdd), przyszio stabszemu

co do jasnoéci Saturnowi poczekaé¢ na podobne warunki
az do 4 kwietnia tegoz roku. (W zrédlach oryginalnych
daty te podane sa naturalnie w terminologii

i w systemie kalendarza babilonskiego.) W czasie
pierwszej widocznosci na porannym niebie obie planety
dzielito kilka dobrych stopni. Odleglos$¢ ta jednak
zmniejszata sie szybko i z poczatkiem petli opozycyjnej,
zakreélanej na niebie przez Jowisza, wynosita juz tylko
okoto 2°.

W tabliczkach kalendarzowych szczegélnie zaznaczona
jest pora tuz przed wlasciwym polozeniem
opozycyjnym, kiedy to 15 wrzesnia (7 r. przed Chr.)
obie planety rownoczesnie wzeszly na wieczornym niebie
(tzw. wschéd wieczorny), bedac oddalonymi od siebie
zaledwie o 1°. Odleglo$¢ ta zmniejszyta sie nastepnie
az do kilku zaledwie sekund. Najprawdopodobniej

w tym wlasnie czasie magowie rozpoczeli swoja podréz,
gdyz teraz ta niezwykta konstelacja widoczna byta
przez cala noc. Wedlug tego mozna szacowac, ze ich
przybycie do Jerozolimy moglo mie¢ miejsce w dwa
miesigce pozniej, a wiec gdzie$ okolo potowy listopada.
Kiedy wiec magowie zawitali do Heroda, ten wypytal
uczonych w pismie i kaplanéw, gdzie 6w rzekomy

Krél Zydéw mial sie narodzi¢. To od niego dopiero
dowiedzieli sie, ze to ,w Betlejem staé sie mialo”.
Jeszcze tego samego wieczoru opuscili Jerozolime i udali
si¢ w droge do miasteczka polozonego niecale 10 km
na poludnie. Wkroétce po zachodzie Stonca ujrzeli
Jowisza i Saturna, ich ,gwiazde”, niecale 50° nad
horyzontem, niemal doktadnie w kierunku drogi, ktéra
podrézowali. Wydawalo sie, ze gwiazda pokazywala

im droge. Co wiecej, wrazenie to przypuszczalnie
wzmocnil widok $wiatta zodiakalnego. Jest to poswiata
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rozciagajaca si¢ wzdluz ekliptyki, bedaca efektem
rozpraszania $wiatla stonecznego przez pyt
miedzyplanetarny skupiony wlasnie w plaszczyznie
ekliptyki. Owego wieczoru ,podwdjna gwiazda”
ukazala sie na szczycie stupa swiatla zodiakalnego,
czyli praktycznie nad celem podrézy magéw. Poniewaz
Swiatlo zodiakalne mozna dostrzec tylko pod
nieobecnos¢ jasnego Ksiezyca, data przybycia magow
do Betlejem daje sie ustali¢ na okolice 12 listopada.

Pozorna sprzecznoéé polegajaca na tym, ze mowa jest

o dwu gwiazdach (wlasciwie planetach), podczas gdy

w przekazie $w. Mateusza wymieniona jest tylko jedna,
daje sie uzasadni¢ nastepujaco. Pomijajac fakt, ze

dwa bardzo blisko (na linii widzenia) polozone ciala
niebieskie stwarza¢ moga optycznie efekt jednego
obiektu, wymienié¢ nalezy istotny w tym kontekscie
dokument historyczny, datujacy sie na poczatek

IV stulecia (najwyrazniej odpis znacznie starszego
dokumentu, zagubionego oryginalu), znany pod nazwa
Papyrus — Codex Bodmer V., ktéry to zwatpienie usuwa.
W greckim tekscie tego papirusu mozna przeczytac:

» - - ujrzeli gwiazdy i podazyli za nimi... ”. Mamy tutaj
nawet dwukrotny przekaz liczby mnogie;j.

Jak wiec doszlo do tego, ze w naszej ,ikonografii
ztobkowej” zagniezdzila si¢ kometa? Najbardziej znana
sposréd komet — kometa Halleya, ktorej trajektoria

i okres obiegu sa dobrze znane i wystarczajaco
udokumentowane, gwiazda betlejemska by¢ nie

mogla, poniewaz w tym czasie — pominawszy juz jej
negatywne astrologiczne znaczenie — nie byta widoczna.
Tworca ztobkowej komety jest nikt inny jak stynny
malarz Giotto di Bondone, ktory w jednym z freskoéw
padewskiej kaplicy Capella degli Scroveni al Arena
uwiecznil temat narodzin Chrystusa z kometa jako
gwiazda betlejemska. W roku 1301 Giotto jednak
rzeczywiscie obserwowal pojawienie sie znacznej
komety i bedac pod wplywem tego zjawiska przeniést
je na wspomniany fresk. Obliczenia jednak potwierdzily,
ze byla to stynna kometa Halleya. Oczywiscie wéwczas
nie nosila jeszcze tej nazwy. Edmund Halley obliczyt
jej orbite dopiero w 1695 r., co z kolei przyczynito sie
do pdzniejszego nadania jego imienia tej komecie.

W ten jednak sposéb komety pozostaly w naszych
malowniczych ztébkach i szopkach, czyniac —

z estetycznego punktu widzenia — wrazenie bardziej
atrakcyjne, anizeli jaka$ koniunkcja planet. Jednak —
w swej nadzwyczajnej konstelacji — ta ostatnia wtasnie
stala sie dla 6wczesnych ,gwiazdoznawcéw” powodem
wystarczajacym, aby udaé si¢ na poszukiwanie nowo
narodzonego kréla. Kometa by tego spowodowaé

nie mogta. Dlatego — koficzac — pozostaje jeszcze

tylko zastanowi¢ sie, czy nauka wreszcie znalazta
naturalne wyjasnienie tamtego zjawiska i czy magowie
— z dzisiejszego punktu widzenia — dzigki splotowi
szczesliwych przypadkow odnalezli droge do Betlejem,
czy tez o wiele bardziej bylo to boskie zrzadzenie, ktore
wskazalo im droge do Mesjasza. A moze po prostu nie
ma tu sprzecznosci?. ..



Arytmetyka supelkéow

Agnieszka JANIAK-OSAJCA
Zdzistaw POGODA

W potocznym rozumieniu stowa ,;wezel” i | supel” sa
synonimami i kojarza sie z zaplatanym sznurkiem.

W matematyce oba pojecia sa blisko ze soba zwigzane,
jednak nie sa identyczne. Sprobujmy blizej przyjrzec sie
suplom, tym bardziej ze niektére z nich maja ciekawa
interpretacje oraz zaskakujace zastosowania.

Przypomnijmy najpierw, ze wezel to homeomorficzny
obraz okregu w przestrzeni. Wezty otrzymujemy wiec
poprzez umieszczenie okregu w przestrzeni na rézne
sposoby. Uzywajac interpretacji sznurkowej: wezel
powstaje, gdy kawalek sznurka zapleciemy w dowolny
sposéb, a nastepnie skleimy jego konce. Kilka wezléw
tworzy splot, a poszczegdlne wezly nazywane sa

jego ogniwami. Sam wezel zatem jest szczegdlnym
przypadkiem splotu.

Supel natomiast mozna przedstawi¢ jako dwa zaplecione
kawalki sznurka. Umieszcza sie je zazwyczaj w sferze
tak, ze konce leza na jednym z wielkich okregow

na powierzchni sfery. Konce te oznacza si¢ jak

w kompasie NE, SE, SW, NW.

NW NE

>

Rys. 1. Przedstawienie supta w sferze i w wezle.

Suply mozna traktowaé jak cegielki, z ktérych buduje
sie wezty. Dlatego znajomosé wlasnosci suptéw moze
by¢ pomocna przy studiowaniu wezléw. Pomyst
badania suptéw pochodzi od Johna Conwaya. Podal on
ciekawy sposéb charakteryzacji pewnej rodziny suptéw
nazywanych suptami wymiernymi.

Generalnie wyrézniamy trzy rodziny supltéw:
e lokalnie zawezlone — gdy przynajmniej jeden
ze sznurkéw jest lokalnie zawezlony (rys. a),
e suply wymierne powstate przez skonczong liczbe
skrecenn dwdch sasiednich konicéw (rys. b) oraz
e pozostale, nazywane czasem prostymi (rys. c).
NW

NE NW NE NW

SW SE SW SE SW SE
a) b) c)

Kiedy dwa suply uznamy za identyczne? Ogdlniej,

dwa sploty uznaje si¢ za identyczne albo réwnowazne,
gdy jeden z drugiego mozna otrzymac za pomoca
odpowiednich deformacji okregéw w przestrzeni, bez

ich rozrywania i sklejania. Nalezy tak rozplataé¢ sznurek,
zeby z jednego splotu (wezla) otrzymaé drugi. Podobnie
definiujemy réwnowaznosé suptow, zaktadamy tylko
dodatkowo, ze nie wolno rusza¢ koncow.

Jednym z najwazniejszych probleméw w teorii wezléw
jest ich klasyfikacja. Istnieje wiele wymyslnych

i skomplikowanych sposobéw pozwalajacych badac
wezly oraz sploty i stwierdzi¢, czy sa rownowazne,

czy tez nie. Zamiast bada¢ same wezly i sploty,
rozwaza sie ich diagramy, czyli odpowiednio regularne
rzuty na plaszczyzne. Réwnowaznosé weztdow

mozna zastapi¢ réwnowaznoscia ich diagramow.
Analogicznie, w przypadku suptéw wygodniej jest
rozwazadé ich diagramy — tu rzutujemy na plaszczyzne
rownolegla do plaszczyzny okregu wielkiego, na ktérym
umieszczone sg konce supla.

Najprostsze sa nastepujace supty, ktore bedziemy
oznaczaé¢ odpowiednio [0], [oo], [1] i [—1]. Pierwsze dwa
z nich to tzw. suply trywialne.

[1] [=1]

Rys. 3. Suply wyréznione.
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Rozwigzanie zadania M 1081.
Zalézmy, ze liczby 22994 oraz 52004 maja
odpowiednio a oraz b cyfr w uktadzie
dziesigtnym. Szukamy wartosci wyrazenia

a +b. Mamy:
107t <2 < 10%,
1071 < 5%0% < 10°.

2004

Mnozac stronami uzyskane nieréwnosci,
otrzymujemy

10°7P72 < 10%90% < 10°7?,

skad 2004 = a + b — 1. A zatem
a+ b = 2005.

Supet oznaczony symbolem [1] (skrzyzowanie typu ,most”) powstaje z supla [0]
przez dodatni (tj. prawoskretny) obrét o 180 stopni koncéw NE i SE,

a supel [—1] (skrzyzowanie typu ,tunel”) przez obrét w przeciwnym kierunku.
I og6lniej: supel [n], gdzie n jest liczba catkowita, otrzymamy przez n-krotny
odpowiedni obrét koncow NE i SE. Sa to suply wymierne skrecone tylko

W poziomie.

Obracajac n-krotnie konice SE i SW supla [oc], dostaniemy supel wymierny

L albo [n] 1.

[n]
Suply [n] i [n]7! nazwiemy elementarnymi, w szczegdlnosci suply
wymierne [n| nazywane sa czesto suptami catkowitymi.

LU

skrecony tylko w pionie, ktéry bedziemy oznaczaé

-1

> [00] _ > > >
1 1 1 1
1] 1] 2] 3]

Rys. 4. Powstawanie supléw typu [n] i [n] 1.

Opiszemy teraz kilka operacji na suplach (dokladniej na ich diagramach), ktére
sg przydatne przy ich klasyfikacji.

Jesdli T jest suplem, to jego lustrzany obraz —T powstaje z T przez zastapienie
skrzyzowan typu ,,most” skrzyzowaniami typu ,tunel”. Symbolem 7" oznaczmy
supel powstaly z T przez jego obrét o 90 stopni przeciwnie do wskazowek
zegara.

Nawigzujac konsekwentnie do oznaczen supléw elementarnych, supel odwrotny

1
do T definiujemy za pomoca zaleznosci 7= T~! = —T". Widzimy, ze suply

sg wzajemnie odwrotne. Uzasadnienie maja w tej konwencji oznaczenia

[0].
T -T

Rys. 5. Lustrzany obraz i obrét supta.

Mi%
loo] = (0] [oc] !

T’I‘

Suply mozemy dodawaé i mnozy¢. Suma T + S powstaje z suptow T i S przez
polaczenie konicéw NE i SE supta T" odpowiednio z koncami NW i SW supta S.
Natomiast iloczyn T % .S tworzymy przez polaczenie koncéw SW i SE supla T'
z koncami odpowiednio NW i NE supta S.
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Suply mozemy tez obraca¢ w ten sposob, ze koniec NE przejdzie na SE, a NW
na SW — jest to taki poziomy ,przewr6t” — albo tak, ze NW przejdzie na NE
oraz SW na SE — tym razem ,przewr6ot” w pionie. Natychmiast widaé, ze suply
elementarne nie zmieniaja sie przy takich przeksztalceniach. Nieco trudniej
natomiast dowodzi sie (wykorzystujac indukcje), ze za pomoca ,przewrotéw”
dowolny supel wymierny przeksztalcany jest na supel réwnowazny. Dzieki
temu supty wymierne 7' i T~ s réwnowazne i, zeby otrzymac z T supet 71,
mozemy obracaé¢ —T zgodnie ze wskazéwkami zegara lub przeciwnie.

T+S

Wykorzystujac opisane operacje, mozna udowodnié¢, ze kazdy supel wymierny da
sie skonstruowacé za pomoca skrecen wykonywanych tylko na koncach z prawej
strony (NE, SE) na przemian ze skreceniami na koncach dolnych (SW, SE)

— w samej definicji nie wyrdznia sie, ktore konce i w jakiej kolejnosci nalezy
skrecac¢. Takie przedstawienie supla wymiernego nazywamy jego postacia
(forma) standardowas.

Kazdy supel wymierny w postaci standardowej moze by¢ wiec otrzymany
z supla [0] lub [oco] za pomoca odpowiedniego ciagu dodawan suptéw [1] lub [—1]
i mnozen przez te supty.

Zauwazmy, ze prawdziwa jest zaleznosc:

Txs Jesli T jest suplem wymiernym, to

Rys. 6. Suma i iloczyn suptéw. (1) T « i _ 1 _.
[n] - Inl+ %

Wynika to ze spostrzezenia, ze obrét o 90° supta

1
Tx —

[n]

prowadzi do supta

1
Ta

e -3

a stad i z definicji supta odwrotnego

BORCE

/
///4 % (pamietajmy o ,przewrotach”). Jesli teraz zastosujemy jeszcze raz operacje
odwracania, to dostaniemy poszukiwana zaleznosc.

_[n] —

czyli

Rys. 7. Ilustracja uzasadnienia wzoru (1).
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(=2, (1, [1], (311

Rys. 8. Przyklady.

%ZQJF : 1
_3 -

+5

1 14 :
L+ ——

L+

Rys. 9. Suply wymierne réwnowazne.

Pozwala to konstruowac¢ supel wymierny za pomoca ciagu dodawan suptéw
elementarnych i operacji odwracania. Wiecej, kazdy supel wymierny mozna
sprowadzi¢ do postaci standardowej wygladajacej nastepujaco:

1
(+) ar] + .
[as] + ...+ 7
[anfl] +
[an]
gdzie ag, ..., an € Z\ {0}. Krécej piszemy
[[al], [ag], ceey [an]]
W szczegoblnosci supet
1
(K] % 7 + [n]
[m]
przyjmuje postac
1
[n] + —
m| + 7
]+ 1

Naturalne wiec wydaje sie przypisanie suptowi wymiernemu 7', ktéry
ma postaé¢ formalnego utamka lancuchowego, arytmetycznego utamka
lancuchowego zbudowanego z odpowiednich liczb skreceni. Suplowi postaci (x)
przyporzadkowujemy zatem utamek tancuchowy

1

(%) ay + T

as + ...+ 1

Ap—1 + —
n

Nazywamy go ulamkiem danego supta wymiernego T' i oznaczamy F (7).
Ulamek (xx) zapisujemy w skrécie

[alaa%"',an]: P

p
q
gdzie p i q sa wzglednie pierwsze.

Prawdziwe sa nastepujace zaleznosci:

F(T + [+1)) = F(T) £ 1,

£ (3)-rh
F(-T) = —F(T).

Proponujemy, zeby Czytelnik sprébowal uzasadnié¢ te wzory.

Niestety, supel T" nie wyznacza jednoznacznie liczb ay,as,. .., a,. Suply
rownowazne moga byc¢ reprezentowane przez roézne ciagi liczb. Rézne ciagi moga
jednak generowac te same utamki i prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Dwa suply wymierne T i T’ sq réwnowazne wtedy 1 tylko wtedy,
gdy magq identyczne ulamki, czyli gdy F(T) = F(T").

Dowdd twierdzenia polega na przedstawieniu suptéw w postaci utamkow
tancuchowych, wykorzystaniu arytmetycznych wlasnoéci samych utamkéw
oraz hipotezy (udowodnionej w 1993 roku), nazywanej hipoteza Taita,
wiazacej réwnowaznosé wezléw (i supléw) z pewnymi prostymi operacjami
niezmieniajacymi postaci utamkowej suptow.

Tak wiec suply wymierne moga by¢ jednoznacznie opisane przez liczby
wymierne (rozszerzone o dodatkowy element co). Suply te ze wzgledu

na swa prostote opisu (a takze klasyfikacji) chetnie sa wykorzystywane

do modelowania réznych sytuacji w matematyce i w innych dziedzinach.

W teorii weztéw sa Scisle zwiazane z tak zwanymi weztami z dwoma mostami,
a w biologii molekularnej stuza do opisu pewnych waznych zjawisk dotyczacych
mechanizméw rekombinacji DNA. Sg to jednak tematy na inne opowiadania.
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Twierdzenie Napoleona — uogdlnienie Joanna JASZUNSKA

W Delcie nr 361 (z czerwca 2004 r.), w artykule
Twierdzenie Napoleona, sformutowano bez dowodu
nastepujace uogdlnienie tytutowego faktu.

Twierdzenie. Srodki n-kgtéw foremnych zbudowanych
na kolejnych bokach pewnego n-kata W (wszystkie

do wewngtrz lub wszystkie na zewngtrz) sq kolejnymi
wierzcholkami n-kqta foremnego wtedy i tylko wtedy, gdy
n-kgt W jest afinicznie foremny.

Przeksztalcenia afinicznie zachowujg proste, réwnolegltosé i stosunki
dltugoéci odcinkéw réwnoleglych. Wielokat afinicznie foremmny to taki,
ktéry jest obrazem wielokata foremnego w jakims$ przeksztalceniu
afinicznym.

Oto geometryczny dowdd (wersja zewnetrzna,
w wersji wewnetrznej i dla wielokatéw zdegenerowanych
dowdd jest analogiczny).

Udowodnimy najpierw implikacje w jedna strone. -

Niech dany bedzie n-kat afinicznie foremny T - _

o wierzchotkach A1 A5 ... A,. Na kazdym boku A; A; 41 Rys. 2

budujemy n-kat foremny o $rodku O; i wierzchotkach

AVAY AL AA AL, AL (wszystkie indeksy Aby wykaza¢, ze n-kat 0103 ... Oy jest foremny,
zapisujemy zawsze modulo n). Wykazemy, ze tak wystarczy udowodnié¢, ze dla dowolnego i odcinki
zbudowany n-kat Os ... O, jest foremny. 0;-10; 1 0;0;41 sa réwnej dlugosci oraz tworza

odpowiedni kat ¢ (gdzie p = "T_Qﬂ' jest katem
wewnetrznym n-kata foremnego).

Przeksztalcamy trojkat A;A;—1 Al | na trojkat
A;0;_10; ,krecac i zmieniajac rozmiar” w nastepujacy
sposdb:

1. obracamy wokét punktu A; o kat £, przy sytuacji jak
na rys. 3 — zegarowo,

2. stosujemy jednokladnosé o srodku w punkcie A;
i o skali [ réwnej stosunkowi dlugosci odcinka
taczacego wierzcholek ze Srodkiem n-kata foremnego
do dtugosci jego boku.

dany n-kat

Rys. 1

Oznaczmy przez k stosunek dlugosci boku n-kata
foremnego do dlugosci najblizszej réwnoleglej do niego
przekatnej (w przypadku n = 4 przyjmujemy za te
»brzekatna” przeciwlegly bok, dla n = 3 statej k nie
definiujemy).

Z przypomnianych na poczatku wlasnosci przeksztalcen
afinicznych wynika, ze w naszym n-kacie dla
dowolnego i bok A;A; 41 jest réwnolegly do odcinka

A;_1A;42 oraz zachodzi S~_____~
M — k. Rys. 3
|Ai—14it2] . i :
Stad dla kazdego i caworokat AiflAi+2A§+2A§:_1 jest Obrazem odcinka A;_1A}_; jest wtedy odcinek O;_10;.
réwnoleglobokiem (dla n = 3 réwnoleglobok ten jest Analogicznie przeksztalcamy tréjkat AipqAip2Al
zdegenerowany do odcinka, bo i —1 =i+ 2 (mod 3)). na tréojkat A;410;410;, obracajac wokét punktu A,
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o ten sam kat, ale w przeciwnym kierunku oraz stosujac
jednoktadno$é o srodku w punkcie A;41 i o tej samej
skali [. Obrazem odcinka A; 12 A%, , jest odcinek O;110;.

Przypomnijmy, ze czworokat A;_1 Aj AL 4 AL, jest
réwnoleglobokiem, czyli odcinki A; 1 A5 | i Aj12A4; 5 sa
rownej dlugosci i rownolegle. Wiemy, ze ich obrazami
przy obrotach o katy £ w przeciwnych kierunkach,
ztozonych z zastosowaniem jednokladnosci o tej samej
skali, sa odcinki O;_10; oraz O;410;. Wobec tego
|0;~10;| = |0;+10;]| oraz odpowiedni kat miedzy tymi
odcinkami jest réwny 2 - £ = ¢. Sg one zatem kolejnymi
bokami n-kata foremnego. To wlasnie chcieliSmy
wykazac.

Udowodnimy teraz implikacje w druga strone.

Zalézmy, ze na bokach pewnego n-kata zbudowano
na zewnatrz n-katy foremne, ktorych kolejne srodki
tworza n-kat foremny. Wtedy, odwracajac rozumowanie

<

z powyzszego dowodu, otrzymujemy wniosek, ze dla
kazdego i odcinki A;A;y1 1 A;—1A;42 sa réwnolegle oraz

[Aidipa| i
|[Ai—1Aiyo]

WezZmy przeksztalcenie afiniczne przeprowadzajace
wierzcholki Ay, Ay, A3 naszego n-kata na kolejne
wierzchotki pewnego n-kata foremnego W.

Dla dowolnych dwéch tréjkatéw istnieje przeksztalcenie afiniczne
przeprowadzajace jeden z nich na drugi.

To przeksztalcenie ma mila wlasnoéé: obrazem

punktu Ay jest ,nastepny” wierzchotek n-kata W

(bo obrazem odcinka A; A4 jest odcinek réwnolegly

do A2 A3 i o odpowiedniej dlugosci). Podobnie obrazami
punktéow As, ..., A, sa kolejne wierzchotki n-kata

foremnego W, zatem wyjsciowy n-kat jest z nim
afinicznie réwnowazny. To konczy dowod drugiej
implikacji i calego twierdzenia.

M 1081. Liczby 22994 oraz 5200 zapisano w uktadzie dziesietnym, jedna
za druga, otrzymujac jedna liczbe. Z ilu cyfr sklada si¢ powstala liczba?

¢ Rozwiazanie na str. 4

M 1082. (Erdés) Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ABC, ktérego najdiuzszy
D bok ma dtugo$é d. Proste AP, BP, C'P przecinaja odpowiednio boki BC', C'A,
E AB w punktach D, E, F (rys. 1). Wykazaé, ze PD + PE + PF < d.

Rozwiazanie na str. 13

M 1083. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby catkowitej n najwigkszy wspdlny
dzielnik liczb n? + 1 oraz (n + 1)* + 1 jest réwny 1 lub 5.
Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 633. Dwie kulki o masie m umocowane sa
na niewazkiej i nierozciagliwej nitce.

Rys. 2

Uktad wprowadzamy w ruch obrotowy ze stata
predkoscia katowa jak na rysunku. Dany jest kat «,
predkosc katowa w i dtugoéc [. Obliczy¢ kat 3.
Rozwigzanie na str. 16

F 634. Rura o przekroju kotowym zakreca pod katem
prostym.

Rys. 3

Przez rure puszczamy wode z duza predkoscia.
Jednoczesnie w miejscu zagiecia taczymy matg rurka
wewnetrzng i zewnetrzna Sciang rury (rys. 3). Czy woda
bedzie (sama) plynaé przez rurke? Dlaczego?
Rozwiazanie na str. 12



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Nagroda za kolorowag

swobode asymptotyczng

Kazdy cztowiek jest asymptotycznie wolny. W kazdej
sytuacji moze odnalezé najlepsze wyjscie. .. i wlasnie je
wybraé. Jedno i drugie jest bardzo trudne, czesto tylko
teoretycznie mozliwe. Tych, ktorzy asymptotycznie zblizaja,
sig do idealtu, zwyklo sie nazywaé $wigtymi.

Przeciwienstwem tak rozumianej swietosci jest poddanie sie
wlasnym stabos$ciom, uwiezienie we wlasnych ograniczeniach.

Powyzsza trywialna prawda ma zadziwiajaca analogie

w $wiecie oddzialywan fundamentalnych. Za jej odkrycie
uwaza sie dwie prace [1, 2] opublikowane obok siebie

w Physical Review Letters. Autorzy: David J. Gross,

H. David Politzer i Frank Wilczek wladnie wybieraja sie,
zeby odebraé tegoroczng Nagrode Nobla z Fizyki.

Prace te zostaly opublikowane w 1973 roku, gdy Politzer
i Wilczek byli jeszcze studentami. Zapoczatkowaly rozwdj
tzw. chromodynamiki kwantowej, ktora stanowi jeden
z trzech filarow teorii oddzialywan fundamentalnych.

Chromodynamika kwantowa jest teorig oddzialywan
silnych, ktore sa odpowiedzialne za wigzanie nukleonéw

w jadrze atomowym. Teorii tych oddzialywan poszukiwano
od lat trzydziestych XX wieku. Juz wtedy Hideki

Yukawa zauwazyl, ze krétki zasieg sit jadrowych mozna
wyttumaczy¢, jezeli przyjmie sig, iz nosnikiem tych sit

jest czastka o masie okoto 15% masy nukleonéw. W tym
samym czasie rozwinigta zostala elektrodynamika kwantowa,
ktora pozwalata na obliczenia z niespotykang wczesniej
doktadnoscia. W dodatku obliczenia te zgadzaly sie

z obserwacjami. Elektrodynamika jest teorig z cechowaniem.
Ten, nic niespecjalistom niemdéwiacy termin, oznacza,

ze oddziatywanie w tej teorii ,samo” pojawia sie, jezeli
zapostuluje sie swobode wyboru fazy potencjatu w kazdym
punkcie przestrzeni z osobna. Dopuszczenie takiej swobody
powoduje, ze do rownan opisujacych nieoddziatujace czastki
nalezy dopisa¢ cztony, ktére mozna zinterpretowaé jako
opis przenoszacych oddziatywanie fotonéw. W teorii takiej
pojawiaja si¢ jednak nieskoriczonosci (patrz artykul Czy
tatwiej uciec przed stoniem, czy przed nieskoriczonosciq?

w tym numerze). Okazuje si¢ jednak, ze te nieskonczonosci
mozna systematycznie ukryé za pomoca procedury
przedefiniowania parametréw, nazywanej renormalizacja.
Otrzymuje si¢ przepis na prowadzenie rachunkéw, ktére
zgadzaja sie z doswiadczeniem do jednej miliardowe;j!

Sukces elektrodynamiki kwantowej spowodowal poszukiwanie
podobnej teorii oddziatywan silnych. Wydawato sie jednak,
ze taka teoria nie moze by¢ renormalizowalna, czyli nie
mozna za jej pomoca prowadzi¢ precyzyjnych rachunkow.
Po co komu taka teoria? Powody trudnosci byty dwa.
Wyniki do$wiadczen wskazywaly, ze grupa cechowania dla
oddziatywan silnych musi byé bardziej skomplikowana,
zwigzana z istnieniem dwéch rodzajow tadunku. Taka
grupa jest SU(2), ale jest ona grupa nieprzemienna. Druga
trudnoscia bylo przewidywanie istnienia nieobserwowanej
bezmasowej czastki, ktéra powinna by¢ nosnikiem takiego
oddziatywania. W latach pigédziesiatych i szedédziesiatych
XX wieku okazalo sig, ze wyjasnienie obserwowanej wtedy
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mnogosci czastek oddzialujacych silnie wymagaloby
rozszerzenia grupy cechowania do SU(3), czyli
zapostulowania istnienia trzech rodzajéow tadunkéw.

Zamiast teorii z cechowaniem, ktéra moglaby opisywacé
oddzialywania silne, pojawit si¢ w latach szesédziesiatych
pomysl, Zze obserwowane czastki oddziatujace silnie

nie sa fundamentalne, tylko sktadaja si¢ z kwarkow,

a obserwowana, przyblizona symetria SU(3) jest zwiazana
wlasnie z istnieniem trzech rodzajow kwarkow.

Tegoroczni noblisci udowodnili jednak, ze mozna opisaé
oddzialywania silne za pomoca teorii z cechowaniem, o ile
przyjmie sie, ze SU(3) jest grupa cechowania, ale nie ma
nic wspolnego z istnieniem trzech rodzajow kwarkéow.
Zaproponowali zupelnie nowe i to od razu trzy tadunki.
Dzigki temu, ze no$niki oddziatywania sa same obdarzone
tadunkami, czyli oddzialuja ze soba, w teorii tej pojawia si¢
asymptotyczna swoboda. W elektrodynamice kwantowej
chmura czastek wirtualnych ekranuje tadunek. Dlatego,
efektywnie, tadunek rosnie wraz ze zmniejszaniem sie
odlegtosci. W teorii oddzialywan silnych przeciwnie,

sita oddzialywania bierze si¢ wtasnie z chmury
samooddziatujacych czastek, a w miare zmniejszania
odlegtosci sita oddzialywania maleje. Nowe tadunki zostaty
nazwane ,kolorami”, poniewaz obserwowane na swobodzie
mogg by¢ tylko uktady ,biate” zlozone z trzech réznych
koloréw (lub koloru i antykoloru). Wystepowanie kwarkéw
w trzech kolorach zostalo potwierdzone juz na poczatku lat
siedemdziesiatych. Prawdopodobienstwo wyprodukowania
pary kwark-antykwark trzeba byto wtasnie pomnozy¢

przez trzy, zeby otrzymac zgodnos$¢ z do$wiadczeniem.
Dodatkowym potwierdzeniem byto odkrycie po roku
czwartego kwarku (tylko przy parzystej liczbie kwarkow
teoria jest spéjna) i w koricu zaobserwowanie przypadkéw
potwierdzajacych realne istnienie bezmasowych nosnikéw sit
kolorowych.

Jak zwykle nasuwa si¢ pytanie, dlaczego tegoroczni laureaci
musieli czekaé prawie ¢wieré wieku, skoro ich teoria znalazta
natychmiastowe potwierdzenie?

Chyba winna jest matematyka. Chromodynamika kwantowa
przewiduje nie tylko asymptotyczna swobode na bardzo
matych odleglosciach, rownowaznie — przy bardzo duzych
energiach, ale réwniez uwigzienie kwarkow. Niestety,
uwiezienia nie udalo sie dotad wykazaé¢ w sposob $cisty.

Moim zdaniem tegoroczna decyzja Komitetu Noblowskiego
byta spowodowana niedawnymi obserwacjami uktadéw wiecej
niz trzech kwarkéw z jednej strony i swoistym remanentem

z drugiej. Zbliza si¢ przeciez nowa era w do$wiadczalnej
fizyce oddziatywan fundamentalnych. Wtasnie o tym bedzie
mozna przeczyta¢ w styczniowym numerze Delty.

Piotr ZALEWSKI

[1] D.J. Gross, F. Wilczek, Ultraviolet Behavior of Non-Abelian
Gauge Theories, Phys. Rev. Letters 30(1973)1343

[2] H.D. Politzer, Reliable Perturbative Results for Strong
Interactions, Phys. Rev. Letters 30(1973)1346



Nie mozna bezkarnie powickszaé dzieci!

Wielko$é stworzenia nie ma wplywu
na wysokosé skoku.

Czy latwiej uciec przed stoniem,
czy przed nieskonczonoscia?

Jacek JASIAK

W fizyce przyzwyczailidmy sie, ze czesto w podobny sposéb mozemy opisaé
bardzo rézne zjawiska, np. ruch wahadla i przeplyw pradu w obwodzie
sktadajacym sie z cewki i kondensatora. Celem tego artykutu jest pokazanie,
w jaki spos6b mozna powiaza¢ ze soba bardzo rézne zjawiska, stosujac metode,
ktéra roboczo mozna nazwaé: ,powigkszanie i zmniejszanie”.

Powiekszanie i zmniejszanie

W filmie pt. ,Kochanie, powigkszylem dzieciaka” genialny wynalazca
skonstruowal urzadzenie mogace powicksza¢ i zmniejszaé przedmioty.

Trescia filmu sa klopoty, jakie si¢ pojawiaja w zwiazku z przypadkowym,
kilkudziesigciokrotnym powigkszeniem dziecka. Chcialbym tu przestrzec
wszystkich przed powiekszaniem w ten sposéb swoich dzieci — moga pojawié¢

sie zupelnie inne problemy, niz te pokazane w filmie. Jedli zalozymy, ze miesnie
i kosci powiekszonego dziecka nie réznia si¢ znaczaco od zwyklych mieéni i kosci,
a przez L oznaczymy wzrost dziecka, to stwierdzimy, ze:

e sila reki jest proporcjonalna do jej pola przekroju poprzecznego, czyli do L2.
e ciezar reki jest proporcjonalny do jej objetoéci, a wiec do L3.

Zatem stosunek sily reki do jej ciezaru jest proporcjonalny do % — oznacza to, ze
nasze powiekszone dziecko moze nie byé¢ w stanie wykonaé¢ zadnego ruchu, a by¢
moze nawet zatamia sie¢ pod nim jego kosci!

Przyklad z powigkszaniem dziecka jest moze bardzo odlegly od realiow, ale taka
sama analize mozemy przeprowadzi¢ np. w przypadku mostéw: nie powinnismy
w taki sam sposéb budowaé ktadki przez strumyk i mostu przez duza rzeke,

a fakt, ze kartonowy model budynku moze by¢ bardzo trwaly, nie oznacza, iz

w taki sam sposob powinnismy budowaé prawdziwe budynki.

Jest wiele przykladow otrzymywania ciekawych i czesto nieoczekiwanych
rezultatéw na podstawie analizy zaleznosci od rozmiaréw (dalej bedziemy méwili
— zaleznodci od skali). Oto dwa przyktadowe problemy:

e Jak zalezy szybkos$¢ whiegania zwierzecia pod gore od jego rozmiardéw?
Tu wynik jest nieoczekiwany: im mniejsze zwierze, tym latwiej mu whiegac.
Cho¢ moze nie jest to az tak zaskakujace, jesli pamieta sie¢ o psach
wbiegajacych z werwa na gérke i jednoczesnie ich wlascicielach, majacych
wielkie problemy z wejSciem na nia. W kazdym razie, jesli kiedy$ bedzie nas
gonil ston, to pamietajmy, zeby ucieka¢ pod gore!

e Jak zalezy wysoko$¢ skoku zwierzecia od jego rozmiaréw?
Tu wynik tez wydaje sie dziwny — po prostu nie zalezy! Inaczej méwiac: pchla,
pies, cztowiek i kon maja w skoku wzwyz takie same szanse! Dlaczego zatem
skoczkowie wzwyz sa wysocy, a jeszcze wyzsi sa koszykarze? Po prostu wyzszy
ma wyzej $rodek ciezkosci i wyzej dosiega bez podskakiwania.

Oczywiscie, powinnismy zdawac sobie sprawe z wielkich uproszczen w analizie
rozwazanych zagadnien: przeciez pies nie jest po prostu zmniejszonym
czlowiekiem, a juz na pewno nie mozna tego powiedzie¢ o pchle. Zreszta

w przypadku pchly przegapiliSmy bardzo wazny problem, z jakim ma ona

do czynienia przy skakaniu: podczas gdy dla nas opdér powietrza nie ma zadnego
wplywu na wysoko$é skoku, dla niej jest on wielkim problemem!

Te przyklady pokazuja, ze bardzo ogdlne rozwazania dotyczace zaleznosci

od skali moze nas doprowadzi¢ do ciekawych wnioskéw. W szczegdlnosci opis
zagadnienia moze znacznie si¢ uproscié¢, jezeli potrafimy go sformutowac tak, aby
od skali nie zalezatl.
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Skalowanie — niezaleznosé¢ od skali

Najprostszym przyktadem jest tu czysta, gltadka kartka papieru. Gdy patrzymy
na nia z réznej odlegtosci, to ma ona dla nas rézne rozmiary. Jedli jednak
zaczniemy sie jej przypatrywaé z bardzo bliska (wyobraZzmy sobie, ze jeste$my
nasza znajoma pchla siedzaca sobie na tej kartce), to to, czy jest to kartka
rozmiaru A4, A3, czy jeszcze wicksza, nie bedzie miato dla nas zadnego
znaczenia! Oczywiscie pod warunkiem, ze nie bedziemy tak blisko niej, zeby
zobaczy¢ jej nieréwnoéci, czy moze nawet atomy, z ktérych jest zbudowana.
Inaczej méwiac, jest pewien zakres ,powiekszen”, w ktérym kartka papieru jest
dla nas nieskoniczona plaszczyzna, a powigkszona lub zmniejszona plaszczyzna
(podobnie jak prosta) pozostaje soba.

Ten przyklad wydaje si¢ nieciekawy i bez znaczenia praktycznego, ale. ..

Na przyktad wydarzylo sie wiele wypadkéw wodnosamolotéw (hydroplanéw)
ladujacych na morzu — po prostu pilot nad spokojnym morzem ma bardzo duze
problemy ze wzrokowa ocena wysokosci, na jakiej sie znajduje.

Bardzo ciekawymi obiektami, ,pozostajacymi soba” przy powigkszaniu, sg
fraktale: sa one tak skonstruowane, ze ich fragment jest zmniejszeniem calosci.
Oczywiscie, dotyczy to tylko idealnych, czysto matematycznych obiektéw —
malutki fragment narysowanego fraktala jest juz tylko mata plamka, a nie

Niezalezno$é od skali oznacza, ze
powigkszony fragment wyglada tak jak
calosc. pomniejszeniem catosci.

Punkt krytyczny i grupa renormalizacyjna

Wszystkie dotychczas rozwazane zagadnienia wydaja sie stosunkowo proste.
Teraz jednak przejdziemy do duzo trudniejszego problemu, zwiazanego z. . .
parowaniem wody. Nie kazdy zdaje sobie sprawe z tego, ze miedzy para a ciecza
nie ma istotnych” réznic (ale juz miedzy woda a lodem sa). Jak to nie ma:
przeciez para jest lekka, a ciecz cigzka (ma gesto$é okolo tysiaca razy wieksza
niz para)? No dobrze, ale jesli rozpatrzymy pare sprezona tysiac razy i ciecz
pod ci$nieniem 1000 atmosfer, to moze juz nie by¢ réznicy gestosci (ciecz

jest praktycznie niedcisliwa). Jak, nawet w takiej sytuacji, odréznié ciecz od
pary? Najprostsza odpowied? jest taka: para to jest to, co powstaje (jak sama
nazwa na to wskazuje) przy parowaniu cieczy. A parowanie to taki proces,

w ktérym musimy dostarczaé cieplo, a temperatura sie nie zmienia (po zgaszeniu
gazu woda w czajniku niemal natychmiast przestaje wrzed). Inaczej méwiac,
nawet jesli nie wiemy, co jest ciecza, a co jest para, to mozemy doprowadzié¢

do sytuacji, w ktérej w tej samej temperaturze mamy jednoczesnie i ciecz,

i pare, czyli dwie rozne fazy tej samej substancji.

Okazuje sie jednak, ze w odpowiednio duzej temperaturze nie mozemy mieé¢
jednoczesnie i cieczy, 1 pary, a wlasciwie ciecz i para jest tym samym (mamy
tylko jedng faze). Oznacza to, ze zamiast odparowywaé wode mozemy zrobié
tak: zwiekszamy odpowiednio jej ciSnienie, podgrzewamy, potem zmniejszamy
ci$nienie do poczatkowego, a nastepnie obnizamy temperature. W efekcie,

| pokonujac nieco okrezna droge, otrzymamy pare, mimo iz na zadnym etapie tego
E gaz procesu nie bylo parowania (warto podkreslié, ze takiej sztuczki nie mozemy

! zrobié, aby z wody otrzymac 16d — tu zawsze pojawi sie sytuacja, w ktorej
zamrazamy wode).

ciecz

punkt krytyczny

611,2 Paf---- Tpunkt potrojny

Sy

273,16 K

Wykres fazowy dla wody.
Najwyzsza temperature i odpowiadajace jej cidnienie, przy ktorych jeszcze moga
wspoélistnieé ze soba ciecz i para, nazywamy punktem krytycznym.

I tu wracamy do gléwnego nurtu tej opowiesci. Okazuje sie, ze wiele wlasnosci
substancji w poblizu punktu krytycznego nie zalezy od skali. Na przyktad,

jesli odpowiednio sprytnie zrobimy zdjecie naszej substancji, to otrzymamy
niemal taki sam obraz niezaleznie od powigkszenia (oczywiscie w pewnym
zakresie powigkszen). No, ale co moze by¢ widaé¢ na takim zdjeciu? Ciemniejsze
fragmenty odpowiadajace miejscom, gdzie nasza substancja jest nieco gestsza,

i jadniejsze odpowiadajace miejscom, gdzie jest rzadsza. Skad si¢ biora

takie roznice w gestosci? Sa one po prostu wynikiem przypadkowego ruchu
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Graficzna reprezentacja procedury
tworzenia ,nowych atoméw” opisanej
w tekscie.

Rozwigzanie zadania F 634.

W miejscu, gdzie rura skreca, miedzy
zewnetrzng a wewnetrzng $ciang rurki
musi wystepowac réznica cidnien. Jest
tak dlatego, ze woda przeplywajac przez
zakret, musi zmieni¢ swéj ped. Potrzebna
jest do tego sila wynikajaca z tego,

ze ci$nienie ro$nie wzdtuz przekroju
rurki. Oznacza to, ze migdzy obydwoma
konicami rurki wystepuje réznica cisnien,
i to tym wigksza, im szybszy przeplyw
wody przez rure¢. Ta réznica cidnien
powoduje przepychanie wody przez rurke.

i przypadkowego skupiania si¢ czastek. W punkcie krytycznym wielkos¢ i ilosé
ciemniejszych plam (oczywiscie $rednio) nie bedzie zalezna od skali (czyli
powiekszenia naszego zdjecia).

To, co si¢ dzieje w okolicy punktu krytycznego, czyli tzw. zjawiska krytyczne,
interesowalo fizykéw od bardzo dawna, jednak przez dlugi czas teoretyczne
modele w tej dziedzinie byly nieudane. Dopiero zastosowanie rozumowania
opartego na badaniu zaleznosci od skali przyniosty tu znaczacy postep. Idea
takich modeli jest nastepujaca.

Wyobrazmy sobie substancje jako uklad atoméw polaczonych sprezynkami.
Sprezynki moga taczy¢ nie tylko najblizsze atomy, ale i dalsze, np. pierwszy

7z piatym, drugi z széstym itp. (Scislej méwiac, zamiast o sprezynkach
powinniSmy moéwi¢ o ,sprzezeniach” miedzy atomami). Teraz zrébmy pierwszy
(cho¢ moze na pierwszy rzut oka absurdalny) krok: utwérzmy zespoly atoméw
skladajace sie z (na przyklad) czterech najblizszych sasiadéw i kazdy taki
zespOl potraktujmy jako nowego rodzaju atom. Inaczej méwiac, zapomnijmy

o tym, co jest wewnatrz naszego zespolu (nowego rodzaju atomu) i patrzmy
jedynie na to, jak takie zespoly oddziatuja ze soba. W rzeczywistoéci jeden
zesp6él laczy sie z drugim za pomoca wielu sprezynek (wychodzacych z atoméw
bedacych skladnikami takiego zespolu), a my je wszystkie zastepujemy jedna,
odpowiednio dobrana. Po wykonaniu tego kroku mamy sytuacje bardzo podobna
do wyjsciowej: znowu mamy atomy (choé nie sa to juz prawdziwe atomy)
polaczone sprezynkami. Teraz mozemy zrobié¢ nastepny krok: nowe ,atomy”
taczymy w zespoly, ktore znowu nazywamy atomami i wprowadzamy nowe
sprezynki laczace nowe atomy. Taka procedure mozemy powtarzaé wielokrotnie.
Podstawowym problemem przy tym podejsciu jest tlumaczenie wlasnosci
ystarych” sprezynek na wlasnoéci ,nowych”. Oczekujemy, ze w poblizu punktu
krytycznego, ze wzgledu na niezaleznos$¢ ,,wygladu” substancji od skali, takie
ttumaczenie jest takie samo w pierwszym kroku, jak i w pieé¢dziesiatym. A to
juz pozwala napisa¢ réwnania, z ktérych mozna wiele sie dowiedzie¢ o badanej
substancji.

Oczywidcie, zastosowanie w praktyce opisanej procedury, zwanej metoda grupy
renormalizacyjnej, jest bardzo trudne: aby moéc cokolwiek obliczyé, trzeba
dokonaé wielu przyblizen, pojawiaja sie dodatkowe problemy. Jednak w ten
sposob fizycy potrafia obliczy¢ to, co bylo dla nich nie do obliczenia innymi
sposobami!

Fizyka czastek elementarnych

Przejdzmy teraz do nastepnego przykladu — opisu oddzialywan miedzy
czastkami elementarnymi.

Wszelkie zjawiska elektromagnetyczne — rozchodzenia sie fal radiowych,
odpychanie lub przyciaganie tadunkéw — mozna wyjasni¢, wychodzac od
elementarnego procesu oddzialywania naladowanej czastki (np. elektronu)

z fotonem. To, jaka ,szanse¢” na pochloniecie lub wystanie fotonu ma

elektron, jest okreslone przez pewna stala, zwang stala sprzezenia
elektromagnetycznego (oznaczamy ja litera « i jest ona w przyblizeniu réwna
1/137). Ta stala jest bezwymiarowa, co sugeruje niezalezno$¢ wartosci sprzezenia
elektromagnetycznego od skali, okazuje sie jednak, ze rzeczywistos¢ jest bardziej
skomplikowana.

To skomplikowanie zwigzane jest z nieskonczonosciami, jakie pojawiaja sie
w teoriach opisujacych podstawowe oddzialywania.

Zacznijmy od prostego przykladu: jesli elektron potraktujemy jako natadowana
kulke o promieniu rmin, to jego energia elektromagnetyczna jest proporcjonalna
do 1/rmin. Jedli elektron jest czastka fundamentalna, nieskladajaca sie z innych
czastek (na razie nie mamy podstaw, by mysleé¢ inaczej), to jego promien
powinien by¢ rowny 0, a to wiaze si¢ z nieskonczona energia elektromagnetyczna.
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Rozwigzanie zadania M 1082.
Mamy
Pappc _ PD
Papac  AD
i analogicznie
Pacpa _ PE
Pacpp  BE’
Zatem
_ PD PE PF
~ap "BE T CF

1 >

PD+ PE+ PF
d
co, po pomnozeniu stronami przez d, daje

teze.

Paars
Paacs

PF

Powyzszy wynik opiera si¢ na obliczeniach klasycznych. Uwzglednienie
mechaniki kwantowej (a wlasciwie kwantowej teorii pola) zmienia obraz.

Mozna powiedzieé¢, ze mechanika kwantowa zmusza nas do wlaczenia procesu
pomiaru do opisu badanego zjawiska. Badajac coraz mniejsze odleglosci,
y,zmuszeni” jestesmy uzywaé ,sond”, fotonéw o coraz mniejszych diugoéciach
fali. Im mniejsza dlugosé fali, tym wigksza energia fotonu i tym wigksze
prawdopodobienstwo, ze foton zamieni si¢ w wirtualng pare elektron-pozyton.

Te czastki z kolei moga wyséwiecaé¢ wirtualne fotony i tak odslania sie przed nami
pewna samopodobna struktura.

To jednak jeszcze nie rozwiazuje naszego problemu. Cho¢ dla malych ryi,
warto$¢ energii elektromagnetycznej elektronu jest duzo mniejsza niz

w przypadku klasycznym, to nadal staje sie ona nieskonczona, gdy rmin staje
sie réwne 0.

Teraz jednak mozemy zastosowaé te sama metode co w przypadku
rozpatrywania punktu krytycznego, czyli renormalizacje. Jej idea jest
wyjasniona na ponizszym przykladzie.

e Przed renormalizacja sekretarka zarabia 3000 zt pensji podstawowej i to sa jej
wszystkie przychody.

e Po renormalizacji dyrekcja postanowila osobno wyceni¢ podstawowe czynnosci
sekretarki i prace dodatkowe (np. podawanie kawy). Od tej pory sekretarka
zarabia 2000 zt pensji podstawowej, zwanej ,,gota pensja”’, i 1000 zt dodatku.

Co ma jednak zrobi¢ dyrektor, dla ktorego to wlasnie dodatkowe czynnosci
sekretarki maja najwigksza, wrecz nieoceniona (nieskoniczona?) warto$¢?
Wystarczy, ze wyceni tak podstawowe czynnoéci sekretarki, zeby w sumie,
yha reke” | sekretarka dostawata nadal 3000 zl, nie przejmujac sie, ze w tym
przypadku ,gota” pensja bedzie duza liczba ujemna.

Jedli wrécimy do przykladu z elektronem, to powyzsza procedura sprowadzi sie
do nastepujacego rozumowania. Przyjmujemy, ze promien elektronu wynosi rpyiy.-
Obliczmy, ile wynosi energia elektromagnetyczna elektronu przy takim
promieniu, a potem dobieramy tak energie spoczynkows ,,gotego” elektronu
(tzn. elektronu bez otaczajacego go pola elektrycznego), zeby w sumie wyszlo to,
co mierzymy w do$wiadczeniu.

W naturalny sposéb pojawia sie tu pytanie: skoro po calej tej procedurze
otrzymalidmy to, co mieliémy na poczatku (bo zmierzyliémy w do$wiadczeniu),
to moze nie warto bylo jej w ogéle przeprowadzaé? Zeby sie przekonaé, ze
jednak byto warto, rozwazmy nastepujaca sytuacje.

Jas bardzo lubil gra¢ w pewna gre na swoim starym komputerze,
wyposazonym w system operacyjny MS DOS. Na gwiazdke Ja$ dostal
nowy komputer, wyposazony w system operacyjny Windows XXXL,
wiec wyrzucit swoj stary komputer. Niestety, wkrotce okazalo sie,

ze stara, ulubiona gra nie dziala na nowym komputerze. Znalazta

sie na to rada — wystarczylo zakupi¢ specjalny emulator, dzigki
ktéremu gra juz dzialala, niestety bardzo wolno. I na to znalazta

sie¢ rada — wystarczylo dokupi¢ nieco pamieci operacyjnej, wymienic
procesor na szybszy i juz mozna bylo gra¢ na nowym komputerze

tak jak na starym. Czy warto bylo zatem wymieniaé¢ stary komputer
na nowy? Oczywiscie, gdyby Jas mial graé¢ tylko w te stara gre, to
nie byloby warto. Ale na nowym komputerze dzialaja tez inne, jeszcze
wspanialsze gry, ktére na pewno nie dzialalyby na starym!

Podobna sytuacja wystepuje przy obliczeniach w fizyce czastek elementarnych
— wprawdzie dobieramy tak nasze parametry, zeby pewne obliczone wielko$ci
mialy zadana z géry wartos¢, ale mozemy tez obliczaé zupelnie inne rzeczy.

A co z tytulowym pytaniem? Co prawda, nie znalezliSmy na nie odpowiedzi,
ale juz wiemy, ze przy opracowywaniu sposobow radzenia sobie ze stoniem
i nieskonczono$cia mozemy uzywaé¢ podobnych metod.
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Protokoél posiedzenia Jury XXVI Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

Redakcja ,Delty” serdecznie dzigkuje
firmie Gambit za ufundowanie nagréd
w postaci pakietéow ,,Mathematica” dla
zwyciezcy Konkursu i jego opiekuna.

Regulamin Konkursu Uczniowskich Prac
z Matematyki zostanie wydrukowany

w numerze styczniowym Delty.

Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki w sktadzie: Antoni Leon
Dawidowicz — przewodniczacy, Piotr Grzeszczuk, Marek Kordos, Witold
Sadowski, na posiedzeniu w dniu 9 wrzesnia 2004 roku w Bialymstoku, po
wystuchaniu prezentacji prac dopuszczonych do Finalu, biorac pod uwage dobér
tematu, tres¢ pracy i sposob jej prezentacji, postanowito:

1) przyznaé zloty medal, nagrode pienigzna 900 zl oraz pakiet ,Mathematica
for Students” firmy Wolfram Research Inc. Marcinowi Piterze z LO im. Jana III
Sobieskiego w Krakowie za prace pt. ,,Niezmienniki w geometrii”;

2) przyznaé srebrny medal i nagrode pieniezna 800 z1 Agnieszce Kaluznej
z Gimnazjum nr 1 w Olkuszu za prace ,,Uogdlnienie twierdzenia Stewarta
na czworoscian”;

3) przyznaé brazowy medal i nagrode pieniezna 400 zt Lechowi Stawikowskiemu
z III LO im Adama Mickiewicza we Wroclawiu za prace
,Ciagi jednomonotoniczne, funkcje supermodularne i nieréwnosci”;

4) przyznaé¢ wyr6znienie i nagrode pieniezna 300 zt Arkadiuszowi Meclowi
z I LO im. Stanistawa Duboisa w Koszalinie za prace ,,Zbiory fraktalne”;

5) przyznaé nagrode pieniezna 200 zl oraz pakiet ,Mathematica Teacher
Edition” mgr. Jackowi Dymelowi — opiekunowi zdobywcy ztotego medalu;

6) przyzna¢ nagrody pieniezne 200 z1 Piotrowi Sulichowi i mgr. Pawlowi
Rudeckiemu — opiekunom laureatdw.

- &

—/ podpisy Jury

Wyniki XXI edycji Ogoélnopolskiego Sejmiku Matematykow

Konkurs polega na przedstawieniu
opracowania jednego z tematéw
zaproponowanych (wraz z bibliografia)
przez Jury lub tematu wlasnego oraz,
w przypadku zakwalifikowania si¢ do
finalu, krétkim zreferowaniu publicznie
tego opracowania.

Konkursy organizuje Pracownia
Matematyki Patacu Mlodziezy
w Katowicach przy wspoétudziale
Uniwersytetu Slagskiego.

‘W roku 2004 na konkurs wplyneto
149 prac, z ktérych do finatu
zakwalifikowano 22, a 27 nagrodzono
listami gratulacyjnymi.

Jury w skladzie: dr hab. Maciej Sablik — przewodniczacy, mgr Tomasz Bielaczyc,
mgr Wlodzimierz Fechner, dr Maria Goérnioczek, dr Jozef Kalinowski, dr Michat
Machura, mgr Katarzyna Osiak, mgr Barbara Przebieracz, mgr Anna Maria
Szczerba-Zubek, Zywilla Weislo na posiedzeniu w dniu 23 maja 2004 roku
postanowilo przyznaé

I miejsce
Pawlowi Zaczkowskiemu z V LO w Krakowie za prace Wielomiany komutujgce,
Czebyszewa i okreslone rekurencyjnie.

IT miejsce
Tomaszowi Warszawskiemu z V LO w Krakowie za prace Triangulacje, czyli
sprytne podziaty.

ITT miejsce
Michatowi Zajdzie z Pracowni Matematyki Patacu Mtodziezy w Katowicach za
prace Srednie.

oraz wyréznienie
Monice Rudeckiej z Gimnazjum Nr 11 w Koszalinie za prace Kolorowa
matematyka.

Wiyniki glosowania publiczno$ci na najlepszy referat:

nauczyciele wybrali Katarzyne Gizicka z I LO w Zakopanem (praca Teoria gier);
uczniowie wybrali Szymona Acedanskiego z VIII LO w Katowicach
(Obrazowanie 3D nie tylko dla orlow).
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Termin nadsylania rozwiazan:
28 II 2005
UWAGA!

ZMIANA ADRESU
DO KORESPONDENCJI!

Czolowka ligi zadaniowe]j
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
479 (WT =1,79) i 480 (WT = 1,95)
z numeru 4/2004

Janusz Olszewski — Suwalki 45,91
Michat Kieza — Warszawa 45,78
Joézef Siwy — Laziska Gérne 43,54
Witold Bednarek — Lodz 41,99
Zbigniew

Sewartowski — Wieliczka 41,52
Barttomiej Dyda — Wroctaw 36,88

Rutyna i mlodosé: ,dwukrotny

Weteran” Janusz Olszewski zalicza

»44” po raz siédmy! a Michal Kieza,
maturzysta — po raz pierwszy i zostaje
dziewigcdziesigtym dziewigtym cztonkiem
Klubu 44 M. Kto bedzie setnym??

Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:
28 II 2005

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
380 (WT = 3,05) i 381 (WT = 1,45)
z numeru 6/2004

Andrzej Idzik — Bolestawiec 40,42
Tomasz Rudny — Warszawa 31,48
Jacek Piotrowski — Rzeszéw 29,30
Jerzy Witkowski — Radlin 23,50
Piotr Kumor — Olsztyn 13,92

Konrad Kapcia — Czestochowa 11,85

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 491, 492

Redaguje Marcin E. KUCZMA

491. Wyznaczy¢ wszystkie wyrazy ciagu
an = n? + 44n + 99

ktére sa kwadratami liczb catkowitych.

(n=1,2,3,...),

492. Liczby dodatnie a, b, ¢, a, §, v spelniaja warunki:
a+b+c=a+p+7,
b4 =a? B,
a®+ 0%+ >ad 4 52+ 45
Czy z tych zalozen wynika, ze
a”+ b+ >a+ g A"
dla kazdej liczby naturalnej n > 37

Zadanie 492 zaproponowal pan Piotr Kumor z Olsztyna.

Zadania z fizyki nr 388, 389

Redagugje Jerzy B. BROJAN

388. Jednorodna kule potozono w najwyzszym punkcie nieruchomej

potkuli, nadajac jej bardzo mala predkosé poczatkowa. Wspélezynnik tarcia
kinetycznego (poslizgowego) wynosi 0,3, natomiast podczas toczenia sie

bez poslizgu nie ma strat energii. W jakim punkcie kula zacznie sig $lizgac
po p6tkuli? Nalezy podaé wartos$é kata 6 (zob. rys. 1).

f

7 t

Rys. 2

Rys. 1

389. Zrédlo wysylajace dzwiegk o stalej czestotliwosci porusza sie po linii prostej
mijajac nieruchomy odbiornik polozony w pewnej odleglosci od tej prostej. Dany
jest wykres czestotliwosci odbieranego dzwieku w zaleznosei od czasu (rys. 2).
Jak na podstawie tego wykresu mozna wyznaczy¢ chwile, w ktérej nastapito
najwigksze zblizenie Zrodla do odbiornika? Nalezy podaé niezbedne wzory.
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Rozwigzanie zadania F 633.
Obie kulki wykonuja jednostajny ruch

obrotowy wzgledem osi [. Réwnania ruchu

kulki wraz z rozkladem sil na sktadowe
(rysunek) daja

Rayz = mg,
Ry = Ray +mg = 2mg,
Ray = mw?ry,

Riy + R2y = mw?ry.

]
1
1 mg
I

Ze wzoréw trygonometrycznych
otrzymujemy
Rix = Riy tga,  Ra2, = Ray tgB.
Ponadto z rysunku widaé, ze
ri=1Ilsina i ro =1(sinf —sina).
Dostajemy wigc po podstawieniu
i uproszczeniu
2
w .
2tga+tgf = — sina
g

oraz
w2l .
tg 8 = — (sin B — sin ).
g

Po rozwigzaniu wzgledem sin 3
otrzymujemy

Iy
B = arcsin | 2sina — 2 tga —— | .
w?]

-]

Rozwigzanie zadania M 1083.
Niech d bedzie wspélnym dzielnikiem

dodatnim liczb n? + 1 oraz (n + 1)2 + 1.

Woéwcezas liczba

m4+1D)2+1—-@*+1)=2n+1

jest podzielna przez d. Zatem liczba d jest

réwniez dzielnikiem liczby
4> +1)—2n+1)(2n—1) =5.
Stad d = 1 lub d = 5 (przy czym

obydwie te wartosci sa przyjmowane, bo

NWD(1% +1,22 +1) =1,
NWD(2? + 1,32 +1) = 5).

Patrz w niebo

Trudno podejrzewaé, zeby cyrkowy treser zastanawial sie, jaki fizyczny
mechanizm umozliwia strzelanie z bata. Treser po prostu wie, ze odpowiedni
ruch reka, w ktérej trzyma bat, spowoduje tak gwaltowny ruch drugiego
konca bata, ze ustyszy si¢ niemal strzal. Otoz istotne jest, ze treser trzyma
bat za grubszy koniec. Nadajac mu pewien ruch, a zatem energie, powoduje
przemieszczanie sie wzdluz bata fali niosacej te energie. Poniewaz energia tej
fali przypada na coraz mniejsza mase metra biezacego bata, wywoluje coraz
gwaltowniejszy jego ruch, niekiedy objawiajacy sie jako strzal.

Analogiczne zjawisko zachodzi w atmosferze Stonca. Niezliczone zaburzenia

na powierzchni powoduja rozchodzenie sie w gére fal akustycznych. Jednak
napotykajg one coraz rzadsze warstwy atmosfery, wywoluja wiec coraz
gwaltowniejsze w niej ruchy, a wiec jej silne grzanie. Dlatego korona stoneczna
w odleglosci promienia Stonca od jego powierzchni ma temperature rzedu
miliona kelwinéw. Zdawaloby sie, ze dotaczenie do tego mechanizmu pola
magnetycznego jakosciowo niczego nie zmieni. Linie pola magnetycznego
zachowuja sie jak struny i moga uczestniczy¢é w przenoszeniu energii

z powierzchni Stonca do rzadkiej korony. Tymczasem nie zgadza sie to

7z obserwacjami wykonanymi kilka lat temu przez sonde TRACE (Transition
Region and Coronal Explorer). Stwierdzono mianowicie, ze materia stonecznej
atmosfery w petlach pola magnetycznego jest najgoretsza u podstaw petli, czyli
przy powierzchni Stonca, podczas gdy najwyzszej temperatury oczekiwano

na szczytach petli. Wyglada na to, ze mechanizm strzelania z bata jako$ nie
obowiazuje w polu magnetycznym, albo moze inaczej dziala, gdy linie pola sa
zamkniete, a inaczej, gdy otwarte. Krétko méwiac, w zasadzie wiadomo, co jest
zrodlem energii korony, ciggle jednak nie wiadomo, jak ta energia jest w koronie
rozprowadzana.

Tomasz KWAST

Grudzien

Wieczorami Droga Mleczna przecina niebo od wschodu do zachodu, przechodzac
prawie przez zenit. Wlasnie w poblizu zenitu, ale poza Droga Mleczna, widaé
galaktyke M31, najdalszy obiekt widoczny golym okiem (jasnosé 4,8 mag,
odleglosé 0,7 Mpc). O okolo 20° na poludniowy wschéd od niej znajduje sie

w Tréjkacie galaktyka M33. Podobno, gdy noc jest bardzo ciemna i powietrze
bardzo czyste, obserwator o bardzo dobrym wzroku moze ja tez dostrzec
nieuzbrojonym okiem. Dla niego ta wlasnie galaktyka bylaby najdalszym
obiektem (jasnos$¢ 6,7 mag, odlegtosé 0,8 Mpc). M31, M33 oraz nasza Galaktyka
sa najwiekszymi cialami w tzw. Lokalnej Grupie Galaktyk, do ktérej nalezy
okolo 30 obiektéw i ktéra zajmuje obszar o rozmiarach 3 Mpc. Lokalna Grupa
Galaktyk (inaczej — Uklad Lokalny) prawdopodobnie jest peryferyjnym
zgeszczeniem supergromady galaktyk w Pannie.

Wenus i Mars sa w Wadze i obie te planety wschodza przed wschodem Stonca.
29 XII Merkury znajdzie si¢ najdalej katowo od Stonca i mozna go szukaé
rowniez przed wschodem. Jowisz jest w Pannie i wschodzi po pélnocy. Saturn
jest na granicy Blizniat i Raka, przez co wida¢ go praktycznie przez cala noc.
Noéw Ksiezyca wypada 12 XII, a petnia 26 XII. 7 XII Ksiezyc zakryje Jowisza,
ale zjawisko to bedzie wida¢ w Ameryce Pélnocnej, péinocno-wschodniej
Brazylii i w Afryce. W Polsce zobaczymy tylko zblizenie tych obiektéw, zreszta
niekorzystnie, gdyz najwigksze zblizenie nastapi w srodku dnia. 21 XII nastapi
przesilenie zimowe, czyli od tej daty dni zaczna sie wydluzaé i zacznie sie
astronomiczna zima. Szczesliwego Nowego Rokul
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Jezyk genow

Jezyk genéw to najprawdziwszy jezyk programowania,
pozwalajacy precyzyjnie realizowaé przerdzne instrukcje
warunkowe. Jednoczednie jest on tak pogmatwany, ze nawet
zaprawionemu w bojach z chaosem programiscie C wtos
mogtby sie na gtowie zjezyé przy prébie debugowania tego,
co siedzi w materiale genetycznym najprostszej bakterii.
Juz one musza w ztozony sposéb regulowa¢ funkcjonowanie
swoich genetycznych podprogramoéw.

Prosta regulacja zapobiegajaca marnotrawstwu zasobow
potrzebnych do produkcji bialek jest sterowanie produkcja
enzymow syntezujacych aminokwasy, np. tryptofanu. Geny
kodujace te enzymy sa zgromadzone w jednym dlugim
odcinku DNA (operonie), odwzorowywanym w jednej
czasteczce mRNA. Operon jest czyms na ksztatt procedury,
znanej z jezykéw programowania, dzigki ktérej wszystkie
biatka potrzebne do kolejnych etapéw syntezy aminokwasu
powstaja jednoczesnie, w jednym miejscu i w réwnych
ilosciach.

Na poczatku nowo powstajacej nici mRNA jest szczegblne
miejsce, w ktérym moze ona na dwa sposoby sklei¢ sie
sama ze soba, tworzac alternatywne struktury tzw. szpilki
do wloséw. Jesli nic nie przeszkodzi temu procesowi,
struktura ta powstaje daleko od miejsca dziatania

enzymu tworzacego mRNA (polimerazy RNA) i nie

blokuje powstania produktu. Jednak w normalnych
warunkach swiezo zsyntetyzowany odcinek mRNA jest
natychmiast wigzany przez rybosom, ktéry zaczyna tworzyé
na jego matrycy biatko, wedrujac zaraz za polimeraza

RNA i uniemozliwiajac powstanie szpilki do wlosow.

W tej sytuacji powstaje polozona tuz przy polimerazie
alternatywna szpilka, ktéra odrywa ten enzym od DNA

i caly proces zatrzymuje si¢ po wytworzeniu stosunkowo
krétkiego odcinka RNA. A regulacja? Otéz biatka sktadaja
sie z aminokwaséw, rowniez z tryptofanu, koncowego
produktu fabryki kodowanej przez opisywany operon.

I wlasnie w poczatkowej czesci pierwszego genu operonu
znajduje sie para lezacych obok siebie kodonéw dla
tryptofanu. Jesli w komorce brakuje tego aminokwasu,
rybosom wskutek przestoju z braku surowca zatrzymuje

sie¢ na nici mRNA i umozliwia powstanie pierwszej szpilki
do wloséw. Blokuje w ten sposéb powstanie drugiej szpilki
oraz zakonczenie transkrypcji. Dzieki temu wszystkie ztozone
enzymy potrzebne do produkcji aminokwasu powstaja tylko
wtedy, gdy jest on rzeczywiscie potrzebny komérce! Ten
mechanizm zmienia poziom transkrypcji o rzad wielkosci.

To nie koniec, gdyz istnieje bialtko, represor, ktore samo
w sobie nie oddziatuje z operonem tryptofanowym.
Jednak, gdy zwiaze czasteczke tryptofanu, zmienia swoja
strukture — rozsuwaja sie¢ w nim fragmenty wiazace DNA

z 2,6 do 3,4 nm. Dzigki temu represor silnie wiaze si¢

ze specyficzna sekwencja DNA, lezacg na poczatku operonu
i uniemozliwia rozpoczecie transkrypcji. Skutecznosé tego
mechanizmu pozwala na 70-redukcje transkrypcji operonu.
Oba mechanizmy dzialaja synergistycznie, redukujac

700 razy produkcje pieciu biatek potrzebnych do syntezy
tryptofanu!

Bardziej zlozona jest regulacja pobierania przez bakterie
wegla organicznego, ktorego zrodlem sa zazwyczaj rézne
cukry. Najdogodniejszy z nich to glukoza i jesli jest ona
dostepna, bakterie nie szukaja innych zrédet wegla, takich
jak np. arabinoza. Wszystkie operony stuzace do produkcji
enzyméw potrzebnych do wykorzystania innych niz glukoza
cukrow sg regulowane w podobny sposéb. Gdy brakuje
glukozy, komorka produkuje male czasteczki, cAMP,

ktore sa sygnatem gtodu i aktywujg specyficzne biatko
przytaczajace sie na poczatku operonu arabinozowego

(i wielu innych), gdzie pelnia role aktywatora transkrypcji.
To nie koniec! Przeciez nie zawsze, gdy zabraknie glukozy,
bakteria znajduje akurat arabinoze. Inne biatko przy braku
arabinozy wiaze si¢ z poczatkiem operonu i blokuje jego
transkrypcje. Gdy pojawi sie arabinoza, biatko to wiaze

sie z nia i na tyle zmienia swoj ksztalt, ze przestaje by¢
represorem. Jest to system podwoéjnej kontroli: enzymy
potrzebne do wykorzystania arabinozy powstaja wylacznie
wtedy, gdy brakuje glukozy i tylko wtedy, gdy jednoczesnie
jest obecna arabinoza.

Mamy jeszcze jeden pickny przyktad regulacji

u pasozytniczej bakterii Salmonelli, walczacej bezustannie
z systemem odpornosciowym swych zywicieli, ktéry

z tatwosciag uczy sie rozpoznawaé biatka powierzchniowe
ciala bakteryjnego, takie jak flagellina, z ktorej zbudowane
sa rzeski. Sa dwa geny produkujace rézne wersje flagelliny:
gen H1 i H2. Gen H2 lezy w jednym operonie z genem
kodujacym represor wylaczajacy produkcje H1. Poczatek
operonu H2 jest zawarty pomiedzy odwréconymi
sekwencjami, ktore z dosé niska czestoscia, mniej wiecej
raz na 1000 pokolen, sa rozpoznawane przez inny enzym
odwracajacy ten fragment DNA. Caty operon H2

staje si¢ wtedy nieaktywny, gdyz miejsce startu jego
transkrypcji dziala w przeciwna strone niz powinno. ..

A pod nieobecnosé represora produkowana jest flagellina
w wersji H1. I tak az do nastepnej inwersji. Dzigki temu
pomystowemu rozwigzaniu bakteria wymyka si¢ uktadowi
odpornosciowemu, ktéry zmuszony jest raz na jakis czas
uczy¢ sie rozpoznawaé nowg wersje tego biatka.

Wyzej opisane przyktady to tylko najprostsze mozliwosci
regulacji ekspresji genéw. Jedli ktos chce si¢ zmierzy¢

z prawdziwie ztozonymi ukladami, moze sprébowac rozgryzé
np. dobrze poznany system regulacji genéw homeotycznych
odpowiadajacych za rozwdj muszki owocowej. Ale to juz
wykracza poza ramy tego artykutu...

Autor: Pawel POREBA
Wspédlpraca: Anna LORENC, Jarek BRYK

Korespondencje do Kacika biologicznego prosimy przysytaé¢ do Jarka Bryka pod adresem: bryko@poczta.onet.pl
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Maia delld

Oczywiste?

Nierzadko zbywamy kandydatéow na twierdzenia matematyczne niemal
pogardliwym okresleniem: oczywiste! Liczba 20 jest wigksza od 3407
Oczywiste! Srodek okregu opisanego na tréjkacie lezy wewnatrz tréjkata?
Oczywiste!

Warto takie oczywistosci weryfikowaé. Zrébmy to na przykladzie
starego, ale wciaz pouczajacego zadania. Wyobrazmy sobie, ze udatlo nam
sie otoczy¢ Ziemie $cidle przylegajacym do rownika sznurem. Sznur bedzie
mial, rzecz jasna, dlugo$é réwnika, czyli okoto 40 000 000 m.

Podobnie opleé¢my sznurem pomarancze wokot jej rownika.
Potrzebny bedzie do tego sznur o dlugosci mniej wiecej 0,30 m.

A teraz do kazdego z tych dwoch sznuréw dodajmy po jednym metrze.
Sznury przestang przylega¢ do Ziemi i pomaranczy, pod kazdym z nich
powstanie luka. Ktéra z tych dwéch luk bedzie szersza i o ile?

Zanim rzucimy niedbale oczywiscie, miedzy sznurem a pomaranczq,
zajmijmy sie¢ prostymi obliczeniami. Musimy odpowiedzie¢ na pytanie,
o ile zwigkszy sie promien okregu, gdy powickszymy jego obwdd o 1.

A

Niech R oznacza promien okregu przed powigkszeniem, a R; — promien
po powiekszeniu obwodu. Wtedy

2rRy =27 R+ 1,

a wiec
Ri—R= !
- =g
To znaczy, ze powigkszenie obwodu okregu o 1 powoduje wydluzenie
promienia o % ... niezaleznie od pierwotnego promienia okregu!

Luka miedzy sznurem a Ziemia, wyniklta z powigekszenia dtugosci sznura
0 Joa5005 J€80 pierwotnej dlugodci, jest taka sama, jak luka powstata

z wydluzenia sznura otaczajacego pomarancze o & jego pierwotnej
dhugosci! Oczywiste?

Zachecam Czytelnika do sprawdzenia rownie oczywistego przekonania,
ze liczba V3 4+ 2v2 — /3 - 2v2 jest niewymierna. Bo przeciez musi by¢,
prawda?

Wiktor BARTOL



Kardioida jest wszystkim — prosze spojrzec

Jest Slimakiem Pascala o parametrze 27,

co oznacza, ze mozna ja otrzymac tak: wybieramy
punkt O na okregu o promieniu r i na kazdej
przechodzacej przez niego prostej zaznaczamy oba
punkty L i M odleglte o 2r od K — jej drugiego

przeciecia z okregiem (rys. 1); na stycznej bierzemy

K=0.
L

N

Rys. 1. KL = KM = 2r = 20S.

Jest epicykloidg okregu o stosunku 1, co
oznacza, ze powstaje jako tor ustalonego punktu
okregu toczacego sie bez poslizgu zewnetrznie po
okregu o tym samym promieniu (rys. 2).

Rys. 2

Jest spiralg sinusoidalng o parametrze

m = 3, co oznacza, ze w biegunowym ukltadzie
wspOlrzednych (rys. 3) ma réwnanie

p? =2r3 -siniep.

N D)
(&

Rys. 3 Rys. 4

Jest krzywa algebraiczng czwartego stopnia,
bo w kartezjanskim uktadzie wspoétrzednych
(rys. 4) ma réwnanie

(2 +y? — 1)~ 4r((x ) +y?) = 0.

Jest obrazem inwersyjnym paraboli wzgledem
okregu o érodku O stycznego do kardioidy, co
oznacza, ze dla punktéw @ kardioidy punkty P
lezace na polproste] OQ i spelniajace warunek
OP -0Q = (4r)? tworza parabole (rys. 5).

2~

Rys. 5. OP - OQ = R?.

Jest krzywa spodkowsg okregu wzgledem
jego ustalonego punktu O, co oznacza, ze
rzuty prostokatne O na styczne do okregu leza
na kardioidzie (rys. 6).

Rys. 6

Styczne do kardioidy w jej punktach
antypodycznych (to jest lezacych na prostej
przechodzacej przez O) sa prostopadle, co wiecej,
przecinaja sie na okregu o srodku S, stycznym
do kardioidy (rys. 7).

Rys. 7



2a

A Za pomoca kardioidy mozna wykonaé trysekcje
kata. Mianowicie, jezeli styczna do kardioidy
przecina okrag o $rodku S i promieniu 3r
w punkcie A, a o$ symetrii kardioidy w punkcie B,
to kat SAB jest jedna trzecia kata zewnetrznego
tréjkata SAB przy wierzchotku B (rys. 8).

3

\

Rys. 8. SA =3S0.

A to, oczywiscie, nie wszystko.

oI\ B
Marek KORDOS

Co daly za¢mienia Stonca?

Do dzis$ catkowite zaé¢mienia Stonca budza zainteresowanie nie tylko

z powodu swojej efektownosci. Rejestracja tzw. kontaktow Stonica

i Ksiezyca (tj. momentéw, gdy tarcze tych cial sa chwilowo styczne

— zewnetrznie lub wewnetrznie) stwarza mozliwo$é sprawdzania
poprawnosci teorii ruchu cial w Ukladzie Stonecznym. A co poza tym?

Francuski uczony Pierre J.C. Janssen obserwowal za¢mienie Stonca

w Indiach 18 sierpnia 1868 r. za pomoca troche wczesniej wynalezionego
spektroskopu. Tuz przed faza catkowitosci i tuz po niej zobaczyt

w widmie Stonica silna z6tta linie emisyjna, ktéra poprawnie utozsamit
ze znana linia sodu. Wiadomo juz wtedy byto, ze jest ona podwdjna,
jednak w widmie Stonica parze tej towarzyszyla tajemnicza trzecia
linia. Badacz uznal, ze tworzy ja nieznany dotad pierwiastek. Angielski
astronom J. Norman Lockyer niezaleznie doszedl do tego samego
wniosku i na cze$é¢ Slofica nazwal ten pierwiastek helem (Helios —
grecki bog Stonca). Hel, ten najobficiej — po wodorze — wystepujacy
we Wszechswiecie pierwiastek, do roku 1895 nie byt w ogdle znany

z laboratorium.

7 sierpnia 1869 r. amerykanscy astronomowie Charles A. Young i William
Harkness niezaleznie wykryli podczas za¢mienia Stonca w widmie

jego korony staba zielong lini¢ nieznanego pochodzenia. Hipotetyczny
pierwiastek odpowiedzialny za te linie widmowa nazwano koronium.
Wtedy jednak uktad okresowy pierwiastkéw byl juz niemal kompletny

i bylo jasne: dla koronium nie ma w nim miejsca. Zagadke wyjasdnili duzo
pézniej Niemiec Walter Grotrian (1939) i Szwed Bengt Edlen. Stwierdzili
mianowicie, ze zielona lini¢ daja atomy zelaza pozbawione 13 elektronow.
Tak wysoka jonizacja zelaza dowodzila, ze korona stoneczna jest
niezmiernie goraca, a wtasnosci trzynastokrotnie zjonizowanego zelaza
swiadczyly dodatkowo o tym, ze pod wzgledem gestosci korona jest
praktycznie proznia.

Wreszcie za¢mienie 29 maja 1919 r. umozliwito wykonanie precyzyjnych
pomiaréw pozycji gwiazd nalezacych do gromady Hyad, na tle
ktorej znajdowalo sie wtedy Stonce. Dzigki tym pomiarom grupa
angielskich astronoméw, ktérg kierowal Arthur S. Eddington, stwierdzita
przesuniecia obrazéow gwiazd wywolane ugieciem $wiatta w polu
grawitacyjnym Stonca, a przewidywanym przez ogélna teorie wzglednosci
Finsteina. Fakt ten uczynil Einsteina postacig stynna w calym Swiecie.
Obserwacje powtorzono pozniej wielokrotnie z takim samym pozytywnym
skutkiem, a w czasach juz nam bliskich réwniez na falach radiowych,
ktorych zrédlem byly kwazary. Te ostatnie obserwacje oczywiscie juz nie
wymagaly zaé¢mienia.

Tomasz KWAST



Stupy na niebie

Rys. 1

Rys. 2

U

X

Zdarzyto mi sie zesztorocznej zimy obserwowaé ciekawe zjawisko. Podczas
jednej z najbardziej mroznych nocy, a jednoczesnie do$¢ pogodnej,
zauwazyltem, ze ze wszystkich jasniejszych miejskich lamp ulicznych
strzelaja w gore stupy $wiatta podobne troche do smug wycelowanych
pionowo silnych reflektor6w (rys. 1). Jednak na stupach o$wietleniowych
na poboczu drogi zadnych takich urzadzen na pewno nie byto. Dodam
jeszcze, ze efekt na pewno nie tworzyt sie ,,w oku obserwatora”, bo

po pochyleniu glowy kierunek smug pozostawal ten sam. Do wyjasnienia
zjawiska przyda sie¢ jeszcze jedna obserwacja: w powietrzu wida¢ byto
unoszace si¢ niewielkie drobiny, zbyt male, by je zobaczy¢ bezposrednio,
lecz widoczne przy podswietlaniu latarka z boku.

FLatwo si¢ domysleé, ze za widok byly odpowiedzialne niewielkie
drobiny lodu w powietrzu. Szczegoéltowe wyjasnienie nie jest jednak
takie oczywiste. Wyobrazmy sobie bowiem najpierw, jaki byltby wptyw
na widok losowo rozrzuconych w powietrzu krysztatkéw. Kazdy z nich
odbija silnie $wiatlo swoimi Scianami, zwtaszcza gdy kat padania jest
niewielki. Oznacza to, ze zaobserwujemy pojasnienie dookola kazdego
dalekiego zrodla swiatla (rys. 2).

Ale w opisanym przeze mnie zjawisku widaé bylo tylko pojasnienie nad
i pod Zrédltem Swiatta. Najbardziej zaskakujace jest wladnie naruszenie
symetrii tej sytuacji i wyréznienie kierunku pionowego.

Wyjasnieniem takiego efektu jest mocno niesymetryczny ksztatt
krysztatkéw lodu. Jesli sg one bardzo ptaskie, to — po pierwsze —
odbijaja swiatlo gléwnie swoja szeroka, ptaska powierzchnia, a niewiele
powierzchniami bocznymi.

Po drugie zas, krysztalki bardzo plaskie podczas opadania w atmosferze
beda mialy tendencje do utrzymywania sie raczej poziomo niz pionowo
— przypomnijmy sobie sposéb opadania lisci lub spadochronu. Jesli za$
krysztatki nie sa w powietrzu zorientowane przypadkowo, lecz wykazuja
tendencje do ustawienia poziomego, to najwiecej odbitego $wiatta
bedziemy obserwowaé¢ wlasdnie nad oraz pod zrédlem $wiatla (rys. 3)

— po prostu na lewo i na prawo od zrédtla swiatla mozemy obserwowad
tylko odbicie od matych, bocznych $cianek.

. OO

Rys. 3

To zjawisko, nazywane w meteorologii catkiem odpowiednio stupam:
Swietlnymi, mozna obserwowaé takze wokot naturalnych Zrodel swiatta,
np. zachodzacego Stonica czy Ksiezyca. W tej sytuacji krysztatki lodu
znajduja sie jednak na dosy¢ duzej wysokosci, tworzac np. wysoka chmure
typu cirrus.

Mikotaj KORZYNSKI



Z nozyczkami

na Pitagorasa

Poniewaz 52 = 4% 4+ 32, wigc jedli na srodku kwadratu A o boku 5
wytniemy kwadrat B o boku 3, to C' — to, co zostanie, bedzie miato
pole réwne polu kwadratu D o boku 4. Mozna wiec kwadrat D pociaé¢

na kawaltki, z ktorych utozy sie figure C. Jaka jest najmniejsza liczba
czedci, ktore pozwalaja to wykonac?

Nie wiem, ale wydaje mi sie, ze cztery. Na cztery odpowiednie czesci
umiem pocia¢ D nawet na rézne sposoby. Oto dwa z nich.

Ale jak zrecznie przeprowadzi¢ dowdd, ze trzy czesSci nie wystarcza?

Oczywiscie, mamy réwniez 132 = 122 + 52, a wiec dla liczb 13, 121 5
mozemy postawi¢ podobne pytanie. Tu najmniejsza liczba czesci, przy
ktorej umiem zrealizowaé¢ odpowiednie pociecie, jest rowna szes¢. Umiem
to zrobié¢ tez na wiele sposobéw. Ponizej znéw prezentuje dwa.

Ale slyszalem, Ze mozna wykonaé to za pomoca
czterech czedci. Moze ktorys z Czytelnikow potrafi?
Podobnie chetnie wydrukujemy dowod, ze jakas
liczba jest najmniejsza liczba czesci, dla ktorej
podzielenie kwadratu tak, aby datl sie z tego utozy¢
wpierscien kwadratowy”, jest mozliwe.

Ciekaw tez jestem, jak wyglada sytuacja dla
innych pitagorejskich trojek liczb, czyli liczb
catkowitych dodatnich a, b, ¢, spelniajacych
réownosé ¢ = b? + a?. ,Kolejna” taka tréjka

to 17, 15 1 8. Trzeba by zatem pociaé¢ kwadrat

o boku 8 na czesci, z ktérych da sie utozy¢ kwadrat
o boku 17 z wycietym na srodku kwadratem

o boku 15 (tutaj od razu widze pociecie na osiem
czesci, ale czy mozna mniej?).

Dla tych, ktérzy chcieliby siega¢ do jeszcze innych
tréjek pitagorejskich, przypominam, ze wszystkie

\")

trojki mozna uzyskaé, biorac dowolne liczby
catkowite dodatnie d, m, n, przy czym ma by¢

m > n, i podstawiajac

c=d(m?*+n?), b= 2dmn, a = d(m? —n?).
Otrzymamy wtedy kazda tréjke, ale niektore
wielokrotnie, np. dla d=1, m=3,n=1idlad=2,
m =2, n =1 otrzymujemy te same liczby, cho¢

w réznym porzadku. Liczby te zreszta pokazuja
druga wade wskazanej tu ogdélnej recepty na liczby
pitagorejskie: tréjka (10, 8, 6) z punktu widzenia
naszego zadania nie rézni si¢ istotnie od tréjki

(5, 4, 3).

Uwaga: podane wzory beda dawaly kazdy tréjkat
jeden raz, gdy m i n nie beda mialy wspoélnego
dzielnika wigkszego od 1 i jedna z nich bedzie
parzysta.

Marek KORDOS



Ro6wnanie Pitagorasa

Pomyst tego artykulu powstal na lekcji matematyki w I klasie
gimnazjum. Rozwiazywalem z uczniami zadanie 3 (str. 85)

z podrecznika wydanego przez Gdanskie Wydawnictwo Oswiatowe: ktéry
z narysowanych trojkatéw jest przystajacy do tréjkata ABC?
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Odpowiedz, ze trojkat 111, byta oczywista. Troche mniej oczywiste

byto to, ze pozostate trojkaty nie sa przystajace. Wtedy zadalem

sobie pytanie: jak bez twierdzenia Pitagorasa (a jeszcze go nie bylo!)
przekona¢ moich uczniéw, ze jakie$ odcinki narysowane na papierze

w kratke sa lub nie sa réwne? Wezmy najprostszy przyktad. Jak pokazaé,
ze przeciwprostokatna trojkata prostokatnego o przyprostokatnych
dtugosci 3 1 4 ma dtugoéé¢ 57 Inaczej mowiac, jak pokazaé, ze trojkat
ABC na rysunku obok jest réwnoramienny? Okazato sie to dos$é tatwe.
Potrzebne byty trzy rysunki pomocnicze. Z lewej strony mamy pierwszy
z nich. Jak pokazaé, ze punkty A, D i B sa wspotliniowe? Uczniowie
szybko dostrzegli przystajace trojkaty ADL i BDK (rys. z prawej
strony). Zatem katy ADL i BDK sa réwne, wiec z twierdzenia o katach
wierzchotkowych (nikt nie zawracal tu sobie glowy czyms takim, jak
twierdzenie odwrotne. .. ) wynika, ze punkty A, D i B sa wspélliniowe.

A wiec punkty D, F i C' na nastepnym rysunku tez sa wspéliniowe.
Potrzebny byt jeszcze kat ADE. Narysowalem trzeci rysunek i zapytatem,
jak dowiesé, ze kat ADE jest prosty? Uczniowie zaproponowali kilka
rozwiazan. Najprostsze z nich polegato na zauwazeniu, ze trojkaty ADL
i EDM sa przystajace, zatem ,to, co z kata prostego zabraliémy katem
EDM, oddaliémy z powrotem katem ADL”. MogliSmy teraz powrdcié
do pierwszego rysunku, na ktérym dorysowaliSmy odcinek C'D. Uczniowie
juz natychmiast dostrzegli, ze trojkaty ADC i BDC' sa przystajace, wiec
AC = BC.

Niektorzy uczniowie byli nieco zdziwieni tym, ze taki odcinek ,uko$ny”
okazal sie by¢ réwny ,prostemu” (tzn. poziomemu). Troche mnie
zastanowita pelna zdegustowania mina jednej uczennicy, zdajaca sie¢
mowic: 1 po co to wszystko? Zrozumialem po najblizszej klaséwee,

na ktorej datem zadanie podobne z trojkatem o przyprostokatnych 5 i 12.
Rozwiazanie tej uczennicy byto krotkie:

52 4122 = 25 + 144 = 169 = 132, c. b. d. o.

Te proste dowody geometryczne nie odwotujace sie do twierdzenia
Pitagorasa, sktonily mnie do zastanowienia si¢ nad geometrycznym
rozwigzaniem réownania Pitagorasa w liczbach catkowitych. Przedstawie
teraz to rozwiazanie. Mamy wiec réwnanie

22 4P = 22
i zakladamy, ze x, y i z sa catkowite. Latwo pokazujemy, ze co najmniej
jedna z liczb x i y jest parzysta. Gdyby bowiem

r=2k+1 i y=20+1,
to
2=02k+1)2+ Q2+ 1) =4k +k+1+1)+2,
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wiec liczba z? bylaby parzysta i niepodzielna przez 4, co jest niemozliwe.
Zalézmy zatem, ze liczba y jest parzysta. Zauwazmy, ze wtedy liczby x

i z sa tej samej parzystoéci. Narysujmy teraz tréjkat prostokatny BC'E
o bokach z, y 1 z na papierze kratkowanym tak jak na rysunku obok.
Wierzchotki A, B, C'i E lezg w punktach kratowych, przy czym:

BE=z, CE=y, BC=AC-==z.

Poniewaz liczby y i1 z — = sa parzyste, wiec srodek D odcinka AB tez lezy
w punkcie kratowym. Zastanéwmy sie teraz, jakie punkty kratowe moga
leze¢ na przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego potozonego w taki
sposob, ze przyprostokatne leza na liniach tworzacych kratki.

Lemat 1. Jesli w trojkacie ABC, takim jak na rysunku obok,
NWD(a,b) =1, gdzie BC =a i AC = b, to jedynymi punktami kratowymi
lezacymi na przeciwprostokatnej AB sg jej konce A i B.

Dowdd lematu wynika dosé tatwo z twierdzenia Talesa, ale poradzimy
sobie bez niego.

Dowdéd. Przypu$émy, ze na przeciwprostokatnej leza inne punkty
kratowe i niech P bedzie takim punktem lezacym najblizej

wierzchotka A. Niech @) bedzie rzutem punktu P na bok AC. Niech
p=PQiq= AQ. Odlézmy nastepnie odcinek AP w odcinku AB tyle
razy, ile sie da. Niech punkt R bedzie ostatnim z otrzymanych tak
punktow przed wierzchotkiem B. Niech wreszcie punkt S bedzie rzutem
punktu R na bok BC'. Podobnie jak na lekcji w gimnazjum pokazujemy,
ze wszystkie punkty na przeciwprostokatnej, otrzymane w wyniku
odktadania odcinka AP, sg kratowe. W szczegdlnosci punkty R i .S

sg kratowe. Przypusémy najpierw, ze RS < AQ. Wezmy taki punkt 7’

na odcinku AQ taki, ze AT = RS i wezmy punkt U przeciwprostokatne;j,
ze UT L AT. Oczywiscie trojkaty ATU i1 RSB sa przystajace, wiec

TU = SB, skad wynika, ze punkt U jest punktem kratowym, co przeczy
wyborowi punktu P. Zatem RS = AQ), czyli odcinek AP zostal odlozony
w odcinku AB catkowita liczbe razy, powiedzmy d razy. Oczywiscie d > 2.
Wtedy a = dp i b= dq, co przeczy temu, ze liczby a i b sa wzglednie
pierwsze.

Whiosek. Jesli NWD(a,b) = 1, punkt M lezy na pélprostej AB, N jest
rzutem punktu M na prosta AC, MN =m oraz AN = n, to istnieje
liczba catkowita d taka, ze m = ad i n = bd.

Lemat 2. Zachowajmy oznaczenia z lematu 1. Jesli a i b maja wspdlny
dzielnik wiekszy od 1, to na przeciwprostokatnej AB istniejg inne punkty
kratowe poza jej koncami.

Dowdd. Niech a = dk i b = dl. Narysujmy trojkat prostokatny AK L
o przyprostokatnych & i [, a nastepnie odtézmy d razy odcinek AK
w odcinku AC i d razy odcinek KL w odcinku C B, otrzymujac punkty

KlzK,KQ,...,Kd:C oraz Ml,MQ,...,Md:B.

Lg=M;=B
L
3 M3
Lo L
2
L=1I14 o
1

A K=K Ky K; K;=C

Niech nastepnie punkt kratowy L; (dlai=1,2,...,d) bedzie punktem,
ktérego rzutami na proste AC' i BC' sa odpowiednio punkty K; oraz M;.
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Pokazujemy, ze punkty

A Li,La,...,Lqg=1B
sg wspotliniowe, a wiec punkty L; dlai=1,...,d—1 leza
na przeciwprostokatnej AB.

Powrdéémy do naszego trojkata prostokatnego o bokach dtugosci x, y i 2.
Niech P bedzie punktem kratowym lezacym na odcinku AD najblizej
punktu A, a @ jego rzutem na AC.

B z E
D z y
B S
‘p . q
A9Q R z TPC

Niech nastepnie PQ =p i AQ = q. Z lematu 2 wynika, ze NWD(p,q) = 1.
7 wniosku wynika, ze istnieje liczba catkowita d taka, ze

AR:Z;x:dq oraz DR:%:dp,

gdzie R jest rzutem D na AC. Odl6zmy nastepnie odcinek CT = p

na pélprostej C' A i niech S bedzie takim punktem potprostej C' D, ze

TS L CT. Poniewaz CD 1L AD, wigc katy TCS 1 QAP sa réwne, a zatem
tréjkaty CTS i PQA s przystajace. Stad wynika, ze ST = ¢, wiec

punkt S jest punktem kratowym. Z lematu 1 wynika, ze istnieje liczba
catkowita e taka, ze

CR=2z-

z—x _z+x Y
5 = 5 —ep oraz DR—Q—eq.

Zatem

%de:eq,

skad wynika, ze ¢ jest dzielnikiem dp. Poniewaz liczby p i q sa wzglednie
pierwsze, wiec ¢ jest dzielnikiem d. Istnieje wiec liczba calkowita t taka,
ze qt = d. Mamy teraz

eq = dp = qtp,
czyli e = tp. Zatem
z—x L
5— = dg=tq",
§ er L =ep=tp?,
% = dp = tpq,
skad ostatecznie dostajemy
(*) r=tp*-q*), y=2pg, 2=tP*+¢).

Dla kazdego rozwiazania (z,y, z) réwnania

2?4 y? =22
istnieja liczby calkowite ¢, p i ¢ takie, ze spelnione sa réwnosci ().
7 drugiej strony, tatwo sprawdzi¢, ze jesli x, y i z sa okredlone
wzorami (), to spelniaja réwnanie Pitagorasa.

Wojciech GUZICKI
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