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Aby nie widzie¢ Stonca... czyli detektory ultrafioletu

Aneta DRABINSKA

Stonice to zrédlo energii dla wszystkich proceséw fizycznych, chemicznych
i biologicznych zachodzacych na Ziemi oraz w jej atmosferze, a jego
promieniowanie jest najwazniejszym

czynnikiem $rodowiskowym na Ziemi. E ] /\

Wysyla ono w przestrzen miedzyplanetarng
promieniowanie elektromagnetyczne I

w zakresie fal rentgenowskich (X), ;U_V’“I’idlia'““ 1 -
promieniowania ultrafioletowego (UV), [ ~
widzialnego (VIS), podczerwonego [ =

(IR), az do fal radiowych. Ze wzgledu - S
na pochlanianie promieniowania przez f j/ . N
atmosfere, do powierzchni Ziemi dochodzi 0,305 1,0 L5 2,0
tylko czeé¢ z tego promieniowania A lum]
obejmujaca czesé ultrafioletu (powyzej
290 nm), promieniowanie widzialne
(400 nm-780 nm) i podczerwone

(780 nm-1 mm), az do fal radiowych
(30 cm-100 km) (rys. 1).
Promieniowanie ultrafioletowe ze wzgledu na oddzialywanie chemiczne
i biologiczne dzieli si¢ na:

e nadfiolet prézniowy (10-200 nm),

e daleki ultrafiolet UV-C (200280 nm),

e Sredni ultrafiolet UV-B (280-315 nm),

o bliski ultrafiolet UV-A (315-400 nm).

Rys. 1. Widmo promieniowania
stonecznego dochodzacego do powierzchni
Ziemi z zaznaczonymi dlugoséciami fali
odpowiadajacymi promieniowaniu
ultrafioletowemu, widzialnemu

i podczerwonemu.

Istnieje dos¢ duze zapotrzebowanie na detektory promieniowania
ultrafioletowego, ktére jednoczesnie bylyby nieczule na promieniowanie
widzialne (detektory wvisible-blind), czy w ogdle na promieniowanie stoneczne
(detektory solar-blind). Wyobrazmy sobie taki detektor whudowany

w zegarek. W czasie wycieczki na plaze bylibySmy w stanie kontrolowaé, kiedy
promieniowanie UV przekroczy bezpieczny dla nas prog i w odpowiednim
czasie mogliby$my sie schroni¢ w cien, unikajac nieprzyjemnych (i bardzo
niezdrowych) poparzen. W przypadku takiego detektora konieczna jest
detekcja pochodzacego od Stonica promieniowania UV, a nie calkowitego
promieniowania slonecznego, gdyz, jak wiadomo, to wlasnie promieniowanie
UV niszczy nasza skére, a ze wzgledu na dziure ozonowa jego ilo$¢ zmienia sie
w zaleznosci od zanieczyszczen i innych czynnikéw. Malo tego — dobrze byloby,
zeby taki detektor reagowal tylko na promieniowanie UV-B, a nie na UV-A,
gdyz to wlasnie UV-B jest szkodliwe dla naszej skory. Poza tym bardzo wiele
obiektéw na Ziemi (niekoniecznie naturalnych) wysyla promieniowanie, ktérego
maksimum przypada wtasnie w ultrafiolecie. Bardzo wazne zastosowanie
detektoréw nieczulych na $wiatto sloneczne, a czulych na ultrafiolet, mozna
znalezé w wojsku. Jedng z podstaw obrony narodowej wielu krajéw jest
skanowanie nieba w poszukiwaniu nadlatujacych pociskéw czy innego ataku
powietrznego. Tak sie sklada, ze rozklad widmowy promieniowania takiego
pocisku czy rakiety rozciaga sie na ultrafiolet, jednak ze wzgledu na obecnosé
silnego promieniowania stonecznego bardzo trudno jest ,zauwazy¢” takie
obiekty w czasie dnia na tle nieba. A obserwacje noca sa, po pierwsze, nie
zawsze wygodne, a po drugie, niewystarczajace. Z tego tez powodu armie
niektorych krajéw (polska rowniez) uruchomily programy naukowe, ktérych
celem jest znalezienie i opracowanie metody produkeji dobrych detektoréow
solar-blind.

Skoro wiemy juz, do czego moga sie przydaé takie detektory, najwyzszy czas
zastanowic¢ sig, w jaki sposéb mozna je skonstruowac i jaki material bedzie miat
szanse sie sprawdzi¢ w takich zastosowaniach. Dobrym kandydatem wydaje

sie potprzewodnik — azotek galu z aluminium (Al,Ga;_,N). Jego przerwa
energetyczna zmienia sie w zaleznosci od zawarto$ci aluminium.
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W krysztale pasma energetyczne przedstawiaja dostepne stany elektronowe. W temperaturze

0K niektére z tych stanéw sa obsadzone elektronami, a inne sa puste. Ostatnie catkowicie
zapelnione pasmo energetyczne (pasmo walencyjne — Eyv) jest oddzielone od pierwszego catkowicie
pustego pasma (pasmo przewodnictwa — E¢) przerwq energetyczng. To wiasnie wartosé przerwy
energetycznej polprzewodnika odpowiada za to, jakiej dlugosci promieniowanie péiprzewodnik
pochtlania.

W przypadku czystego azotku galu (GaN) przerwa energetyczna wynosi

3.4 eV (co odpowiada dlugosci fali okolo 365 nm), co oznacza, ze dla $wiatla

o dlugosci fali wigkszej niz 365 nm jest on przezroczysty, natomiast pochlania on
w zupelnosci swiatlo o fali krétszej niz 365 nm. Wraz z zastepowaniem coraz
wiekszej ilosci atomoéw galu atomami aluminium przerwa energetyczna tego
pélprzewodnika zwigksza sie (to znaczy

zmniejsza sie¢ dlugos¢ fali, ktora taki =65 H
material pochlania), tak ze dla czystego EG,OE /7 200§
azotku aluminium (AIN) wynosi ona 6,2 eV~ £ 55} 2 s
(okolo 200 nm). Zachowanie przerwy §5»0:‘ / 1240 g
energetycznej Al,Ga;_,N w zaleznosci od G 45F il 1280 &
skladu ilustruje rysunek 2. Pélprzewodnik £ 4’05 e {320 ¢
ten wydaje sie wiec idealnym kandydatem E ZZ - E 2gg§
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na detektor ultrafioletu, gdyz jest on GaN Zawartosé Al [% AT

przezroczysty dla $wiatta widzialnego

(idealny detektor visz’ble—blind), natomiast Rys. 2. Zalezno$é przerwy energetycznej
w przypadku odpowiednio wysokiej AlzGalfxl\{ w zale}z}noscx od zawartosci Al.
L. .. L. (7 . Na lewej osi warto$¢ przerwy
zawartosci aluminium (powyzej 40%) moze etergebyeme)] mowbala. podsas
byC on réwniez przezroczysty dla calego w elektronowoltach, natomiast prawa o$
spektrum $wiatla slonecznego (detektor pracdstawis odpowiadajaes.jaf diugoess fall
. (w nanometrach).
solar-blind).
. O ... .........0
—va,, Ee Jak mozna zrealizowaé taki detektor? Jedna z metod jest napylenie
seeebe Er polprzezroczystej elektrody metalowej na péiprzewodnik. W przypadku
W kontaktu metalu z potprzewodnikiem poziomy Fermiego tych dwoch materiatow

po ustaleniu sie stanu rownowagi musza by¢ takie same.

Poziom Fermiego (Er) oznacza taka energie, ze w temperaturze 0 K wszystkie stany o energii
nizszej od Er sg obsadzone, a wszystkie stany o energii wyzszej od Er sa puste. Oczywiscie,

w temperaturach wyzszych od zera bezwzglednego energia elektronéw podlega rozktadowi

(a) ———-—E, statystycznemu i moga one miec energie wyzsza niz energia Fermiego. Tak wigc im temperatura
wyzsza, tym wiecej stanéw powyzej poziomu Fermiego jest obsadzonych (i jednoczesnie tyle samo
stanéw ponizej poziomu Fermiego jest pustych).

metal potprzewodnik
Rysunek 3 przedstawia sposéb ustalania sie takiej rownowagi. W pierwszym
momencie (rys. 3a) metal i pélprzewodnik nie sa w kontakcie. Po polaczeniu
g tych dwéch materialéw nastapi przeptyw tadunku z potprzewodnika do metalu
-------------- Ep (rys. 3b), tak ze w stanie réwnowagi poziom Fermiego w pdlprzewodniku
. obnizy sie w poréwnaniu do poziomu Fermiego w metalu o warto$¢ réwna
réznicy prac wyjscia (W, i Wp) tych dwéch materialéw (rys. 3c). Jezeli prace
wyjscia beda rézne, w pewnej przypowierzchniowej warstwie pélprzewodnika
(na rysunku 3c¢ oznaczonej przez w) powstanie pole elektryczne. Ze wzgledu
v na pole elektryczne wszelkie swobodne nosniki, znajdujace sie w tej warstwie,
zostana natychmiast rozseparowane (dlatego warstwe te nazywamy warstwa
metal potprzewodnik zubozong). Po oéwietleniu pétprzewodnika $wiattem, ktore zostanie w nim
zaabsorbowane, w warstwie tej wytworza sie pary nosnikéow elektron-dziura,
W —Wp - ktére wlasnie dzieki polu elektrycznemu zostana natychmiast rozseparowane
¢ i dadza przeptyw pradu pomiedzy péiprzewodnikiem a metalem. Kontakt taki
S nazywamy kontaktem Schottky’ego. Dobrym metalem, ktéry daje kontakt
Schottky’ego dla Al,Ga;_.N, jest zloto.

(b) 5

Detektory uzyskuje sie przez wyhodowanie metodami epitaksjalnymi cienkich
(o grubosci od kilkudziesieciu nanometréw do kilku mikronéw) warstw

© - Al,Ga;_,N na réznych podlozach.

W ostatnich latach zostaly opracowane metody hodowania pélprzewodnikéw pozwalajace

Rys. 3. Powstawanie pola elektrycznego na nanoszenie po kolei poszczegélnych warstw atomowych danych pétprzewodnikéw. Sg to tzw.
w warstwie zubozonej podczas kontaktu  etody epitaksjalne. Dzieki nim podczas procesu wzrostu pélprzewodnikéw stalo sie mozliwe
metalu i pélprzewodnika o réznych dokladne sterowanie gruboscig poszczegélnych warstw, a takze hodowanie praktycznie dowolnie
pracach wyjscia. skomplikowanych struktur.
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B lfontakt
Obecnie ze wzgledu na dos¢ indowy

dobre dopasowanie jego struktury

krystalicznej do struktury krystalicznej M/
azotkow 1 w miare nisks cene e
najczesciej jako podloze do Al,Ga;_.N
stosuje sie¢ szafir. Budowa detektora,

ktéry moze postuzyé jako detektor
solar-blind lub wvisible-blind

Al,Ga;_N

(w zaleznosci od tego, jaka zawarto§é Al safiy
bedzie w warstwie Al,Ga;_,N), zostala
przedstawiona na rysunku 4. Rys. 4. Budowa detektora ultrafioletu.

Na podtozu szafirowym zostaje wyhodowany bufor, ktérego celem jest
jak najlepsze dopasowanie struktury krystalicznej pod ostateczna warstwe
Al,Ga;_;N, tak aby byla ona jak najlepszej jakosci. Na buforze tym

gwo H\ zostaje wyhodowana docelowa warstwa Al,Ga;_,N o skladzie odpowiednim

© 75} do wybranego detektora. Nastepnie na warstwie zostaje napylona cienka

? \ pélprzezroczysta warstwa zlota (o grubosci okoto 10 nm) oraz naniesiony zostaje
% 50 F \ drugi kontakt. Dzieki temu, jesli na warstwe zlota zostanie skierowane $wiatto,

jé \ ktére nastepnie zostanie pochloniete w péiprzewodniku, pomiedzy tymi dwoma

R \ kontaktami zacznie plynaé¢ prad. Czulo$é wykonanego w ten sposéb detektora

5 o L R o skladzie dobranym tak, aby byl to detektor solar-blind, zostala przedstawiona

07560 280 300 320 340 360 380 400 Na rysunku 5. Mozna tutaj zobaczy¢, ze dla $wiatta o dlugosci fali wiekszej
Dingoss falt ] od 290 nm detektor jest kompletnie nieczuly, natomiast o$wietlenie swiatlem
Rys. 5. Czulosé detektora ,solar-bling® O dlugosci fali 290 nm lub krétszej powoduje poptynigcie pradu pomigdzy
jako funkcja dtugosci fali. kontaktami i daje sygnal na detektorze.

Jak na razie detektory takie powstaja w laboratoriach i sa ciagle na etapie
badan naukowych, ktérych celem jest optymalizacja detektorow na kazdym
mozliwym etapie — poczynajac od samej metody hodowania detektoréw
(dobieranie réznych metod epitaksjalnych i buforéw, tak aby byly to warstwy
najwyzszej jakosci), poprzez wybieranie odpowiedniej struktury (okazuje sie,

ze udoskonalenie i rozszerzenie takiej prostej struktury np. do struktury pin
moze prowadzi¢ do wiekszej wydajnosci detektora), a konczac na wyborze
odpowiednich kontaktéow (réznych w zaleznosci od tego, jaka struktura zostanie
ostatecznie wybrana).

Struktura typu pin oznacza strukture, w ktérej zostaja wyhodowane po kolei nastepujace warstwy:

poélprzewodnik typu p (w ktérym nosnikami sa dziury), izolator oraz péiprzewodnik typu n
(w ktérym nosnikami sa elektrony).

Jednak wydaje sie, ze jesteSmy coraz blizej wprowadzenia tych urzadzen

do produkcji masowej i obnizenia ich ceny, co sprawi, ze stana sie one przydatne
nie tylko do zastosowan militarnych czy naukowych, ale réwniez do codziennego
uzytku. Kto wie, moze opisany na poczatku przyklad detektora promieniowania
UV-B umieszczonego w zegarku nie jest taki abstrakcyjny i za kilka lat bedzie
on tak samo popularny, jak teraz czerwone wskazniki laserowe, ktére w koncu
przeszly taka sama droge, tylko pare lat wczesniej. . .

@

Rozwigzanie zadania M 1076.

Przy obrocie tréjkata A BC wokol
punktu A o kat 607, w ktérym
punkt C przechodzi na punkt F
punkt B przechodzi na punkt D (1
Zatem ED = B(

Analogicznie dowodzimy. ze D

Stad wniosek, ze czw
jest rownoleglobokiem.
Ponadto <« CED 90 60 30
Oznaczajac przez H rzut prostokatny
punktu C na bok ED, otrzymujemy
2HC = EC = AC

Stad pole(ABC) = 5 - AC - BC

HC - ED = pole(ECFD




Obroty w zadaniach geometrycznych

Rozwazmy na plaszczyznie dwie proste 1, £
przecinajace sie¢ w punkcie O. Przypusémy, ze kat
miedzy tymi prostymi (mierzony od prostej ¢4
przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara) ma miare a/2.
Niech Sy, oznacza symetri¢ osiowa wzgledem prostej
¢; (i =1,2). Bez trudu mozemy zauwazy¢, ze zlozenie
tych symetrii Sp, o Sy, jest obrotem o kat o wokot
punktu O, ktéry oznaczymy przez Og. Odwrotnie,
jesli mamy dany obrét Og, to wybierajac dowolng
prosta ¢ przechodzaca przez punkt O, a nastepnie
prowadzac przez O prosta {9 tworzaca z £; kat o mierze
a/2, mozemy przedstawi¢ O w postaci zlozenia
symetrii osiowych Sy, o Sy, . Tak wigc dowolny obrét
jest zlozeniem dwodch symetrii osiowych o osiach
przechodzacych przez srodek obrotu. Zauwazmy przy
tym, iz jedna z osi moze byé wybrana dowolnie.

A/

‘p
L

‘ -B/2 a/2

Rozwazmy dwa obroty O% oraz Og. Zastanowimy

sie, jakim przeksztalceniem jest zlozenie (’)g o0 0%
tych obrotéow. W przypadku, gdy A = B, odpowiedz
jest natychmiastowa. Otrzymujemy obrét OZH’.
Mniej oczywista jest sytuacja, gdy A i B sa réznymi
punktami.

Poprowadzmy przez punkty A i B prosta ¢. Nastepnie
narysujmy

e przez punkt A prosta {4 tworzaca z prosta ¢ kat
o mierze «/2 (mierzony od prostej £4),

e przez punkt B prosta g tworzaca z prosta ¢ kat
o mierze —(3/2 (mierzony od prostej £g).
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Piotr GRZESZCZUK

Na mocy powyzszych uwag rozwazane obroty mozemy
przedstawi¢ w postaci zlozenia symetrii osiowych

Oi:SgOSgA, Og:SgBOSg.

Tak wiec,
Of00% = (Stp 08e) 0 (Se0Se,) =

=SgB O(S[OS[)OSgA ZSgB OSgA.
gdyz Sp o Sy jest, oczywiscie, przeksztalceniem
tozsamosciowym. Teraz staje si¢ jasne, ze jesli proste
{4 i {p przecinaja sie w punkcie X, to

0% o 0% = %P,

W przypadku, gdy proste £4, {5 sa réwnolegle (ma to
miejsce wtedy, gdy a + 3 jest calkowita wielokrotnoscia
kata 360°), zlozenie rozwazanych obrotéw jest

przesunieciem (jako zlozenie dwoch symetrii osiowych
o osiach réwnoleglych).

Podsumowanie. Jezeli niezerowe katy «, 3 sa takie, ze
«a + [ nie jest calkowita wielokrotnoscia 360° oraz

A+ B, to 03009

(*) jest obrotem (’)g‘{"ﬁ , gdzie X jest wierzchotkiem
tréjkata X AB, takiego ze < XAB = «/2
i XBA=—p/2;

(x%) w szczeg6lnosci jesli o + = 180°, to O 0 O
jest symetria srodkowa wzgledem punktu X
(wyznaczonego w analogiczny jak wyzej sposob).

Umowa: < XY Z oznacza kat miedzy polprostymi Y X
i Y Z mierzony od polprostej Y X.

Ponizej przedstawimy kilka zadan, w rozwiagzaniach
ktérych zastosujemy obroty.

Zadanie 1. Wewnatrz tréjkata réwnobocznego ABC
obrano punkt P, taki ze AP =a, BP =b, CP = ¢, gdzie
a® + b? = ¢®. Wyznaczy¢ dlugoéé boku trojkata ABC.

A B

Rozwigzanie. Rozwazmy obrét (9?400 oraz punkt

P’ = 0%°(P). Zauwazmy, ze 0%’ (B) = C. Tak wiec
O%°(BP) = CP' i w szczegblnosci CP' = b. Tréjkat
APP’ jest réwnoboczny, wiec PP’ = a. Z zalozen
wynika, iz <PP'C = 90°, czyli < AP'C = 150°. Stosujac
twierdzenie kosinuséw do tréjkata ACP’, uzyskujemy

AC? = a2 + b? — 2abcos 150° = a? + b2 + abV/3.

TR — S— —



Zadanie 2. Na plaszczyznie dane sg dwa trojkaty
réwnoboczne ABC 1 CDE (majace wspolny
wierzcholek C') oraz punkty F i G, takie ze AD = AF,
BE = BG i <DAF = < EBG (jako katy skierowane).
Wykazaé, ze trojkat CFG jest réwnoboczny.

Rozwigzanie. Rozwazmy obrét (’)goo. Zauwazmy, ze
0%°(A) = B, OX° (D) = E, czyli 0¥°(AD) = BE.
Stad w szczegdlnosci AD = BE. Na podstawie zalozen
(AD = AF, BE = BG oraz <DAF = <EBG)
trojkaty AFD i BGE sa przystajace. Tak wiec
0%°(AAFD) = ABGE, czyli O%° (F) = G.

Trojkat CFG jest zatem rownoboczny.

Zadanie 3. [LV Olimpiada Matematyczna,
zadanie 4] Dany jest trojkat ostrokatny ABC.
Rozwazamy wszystkie takie trojkaty réwnoboczne

XY Z, ze punkty A, B, C sa punktami wewnetrznymi
odcinkéw YZ, ZX, XY. Dowiesé, ze srodki ciezkosci
wszystkich rozwazanych tréjkatéow leza na jednym
okregu.

Rozwigzanie. Rozwazmy dowolny trojkat XY Z
spelniajacy warunki zadania. Niech S bedzie jego
srodkiem ciezkosci. Zauwazmy, ze bok BC' jest widziany
z punktu X pod katem 60°, a wiec X lezy na okregu
opisanym na trojkacie rownobocznym zbudowanym
zewnetrznie na boku BC'. Analogicznie Y i Z leza

na okregach opisanych na tréjkatach réwnobocznych
zbudowanych odpowiednio na bokach AC i AB.
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Oznaczmy przez K, L, M kolejne érodki tych okregow.
Z twierdzenia Napoleona (patrz np. Delta 6/2004)
wynika, ze trojkat K LM jest réwnoboczny. Niech
O oznacza jego $rodek ciezkosci. Proste XS, Y'S,
7S (jako dwusieczne katéw wewnetrzych trojkata
XY Z) przecinaja w polowie krotsze tuki BC, AC, AB
narysowanych okregéw. Srodki tych tukéw oznaczmy
kolejno przez P, Q, R. Zauwazmy, ze
05" =0 0 0% = 0F" 0 O
Mamy wiec
08" (R) = O (0" (R)) = 08" (4) = Q
oraz
08" (Q) = 0 (0 (@) = 08" (€)= P.
Stad natychmiast wynika, ze trojkat PQR jest
rownoboczny i jego érodkiem ciezkosei jest punkt O.
Pozostaje wykazac, iz S lezy na okregu opisanym
na trojkacie PQR. W tym celu, poniewaz
IXSY =4YSZ =<xZSX =120°

oraz P, @, R naleza odpowiednio do prostych SX,

SY, SZ, wystarczy zauwazy¢, ze S nie jest punktem
wewnetrznym trojkata PQR. W przeciwnym razie,
boki trojkata PQR sa widziane z punktu S pod katem
120°, a wiec S = O. Wtedy punkt O lezy na zewnatrz
okregoéw opisanych na ,dobudowanych” na poczatku
trojkatach réwnobocznych. Oznacza to, ze kazdy

z katéw AOB, BOC, COA ma miare mniejsza od 120°,
co jest niemozliwe.

Zadanie 4. Boki BC' i AC tréjkata ABC sa
jednoczesénie bokami kwadratéw BKLC i CMNA
(lezacych na zewnatrz tréjkata ABC'). Punkty Q i S
sg odpowiednio $rodkami odcinkéw AB i LM, a Pi R
$rodkami kwadratow CMNA i BKLC. Wykazaé, ze
czworokat PQRS jest kwadratem.

Rozwigzanie. Rozwazmy przeksztalcenie S = O o O
bedace zlozeniem dwéch obrotéw o kat 90° wokot
punktéow R i P. Na podstawie (x%) S jest symetria
srodkowg wzgledem punktu X, takiego ze X X RP = 45°,
I XPR = —45°. Z drugiej strony zauwazmy, ze

S(L) = 0% (0?{]" (L)) = 0% (C) = M.

Tak wiec srodek X symetrii S pokrywa sie

ze $rodkiem S odcinka LM. W szczegblnosci PRS
jest rownoramiennym tréjkatem prostokatnym.
Rozwazajac analogicznie zlozenie obrotéw (9%00 o O?,OO,
dowodzimy, ze PQR jest rowniez rownoramiennym
trojkatem prostokatnym. Tak wiec czworokat PQRS
jest kwadratem.



Zadanie 5. Punkty K, L, M sa srodkami kwadratow
zbudowanych zewnetrznie na bokach AB, BC, CA
trojkata ABC. Wykazaé, ze

(a) odcinki KM i AL sa prostopadte,

(b) $rodki odcinkéw AB, AL, AC'i MK sy
wierzchotkami kwadratu.

Rozwigzanie. Przez N, O, P i R oznaczmy kolejno
$rodki odcinkéw AB, AL, AC' i KM.

(a) Na podstawie zadania 4 stwierdzamy, ze M NL
jest prostokatnym tréjkatem réownoramiennym, przy
czym X LNM = 90°. Zauwazmy, ze O?\?o (A=K
oraz OY° (L) = M. Tak wigc O (AL) = KM.

W szczegdlnosei odeinki AL i KM sa prostopadle.

(b) Z (x+) wiemy, ze O 0 O%" jest symetria
srodkowa Sy . Poniewaz O 0 O (M) = K, wiec
$rodek X tej symetrii pokrywa sie ze srodkiem R
odcinka K'M. Ponadto z (x) wynika réwniez, ze

PRN jest prostokatnym trojkatem rownoramiennym.
Z zadania 4 wynika, ze < K PL = 90° oraz PK = PL.
Tak wiec OF° 0 O’ (4) = L. Stad 0P 0 O° jest
symetrig srodkowa wzgledem srodka O odcinka AL oraz
tak jak poprzednio NOP jest prostokatnym tréjkatem
rownoramiennym. Ostatecznie czworokat NOPR jest
kwadratem.

Redaguje Mikotaj KORZYNSKI

F 629. Kula o masie M porusza sie¢ w kierunku kuli o masie m, za ktora stoi

dokladnie dwa razy?

Sciana (rys. 1). Jaki musi by¢ stosunek mas kul, aby obie kule zderzyly sie

Rozwiazanie na str. 16

F 630. Na orbicie kotowej o promieniu R wokol planety o masie M zderzaja
sie¢ dwa ciata o masach m i my. W wyniku zderzenia powstaja dwa ciata
o jednakowych masach, poruszajace si¢ po orbitach kolowych o tym samym

zderzenia?

Rozwiazanie na str. 16

promieniu, lecz nachylonych pod katem 45° do orbity poczatkowej (rys. 2).
Jaki byt stosunek mas cial m; i mo i jaka energia wydzielila sie podczas

Redaguje Waldemar POMPE

M 1075. Rozstrzygnad, czy istnieje taka liczba
caltkowita n, dla ktorej liczba

. e |
jest podzielna przez 25.
Rozwiazanie na str. 9

M 1076. Na przyprostokatnych AC i BC tréjkata
prostokatnego ABC' budujemy, po jego zewnetrznej
stronie, trojkaty rownoboczne ACE i BC'F. Ponadto na
przeciwprostokatnej AB budujemy tréjkat réwnoboczny
ABD przy czym C' i D leza po tej samej stronie prostej
AB (rys. 3).

D

F

Rys. 3 A B

Wykazaé, ze pole tréjkata ABC' jest rowne polu
czworokata ECFD.
Rozwiazanie na str. 3

M 1077. W tréjkacie prostokatnym réwnoramiennym
ABC (AB = AC, rys. 4) punkty D i E leza
odpowiednio na bokach AB i BC, przy czym

XCDE = 45° oraz DE = 2 - AD . Wyznaczy¢ miare
kata ACD.

\/

a
Rys. 4 A D B

Rozwiazanie na str. 9
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Dyfrakcja na palcu

Dyskusja o falowej badz czasteczkowej naturze $wiatla to jedna

z najwazniejszych i najptodniejszych debat w historii fizyki. Rozpoczela
sie pracami Christiana Huygensa i Izaaka Newtona na przetomie XVII

i XVIII wieku, i trwala, czasami zywsza, czasami wyciszona, do prac
Einsteina i Plancka z poczatku zeszlego wieku. Za korpuskularng

teorig Swiatla, popierang m. in. przez Newtona, przemawia optyka
geometryczna, wedtug ktérej w jednorodnym osrodku $wiatto rozchodzi
sie po prostej i doznaje odbicia zgodnie z prostym prawem réwnosci
kata padania i odbicia. Pewne eksperymenty z optyki nie dawaly sie
jednak prosto wyjasni¢ tymi zasadami. Jako przyklad

eksperymentu ukazujacego druga, falowa nature

Swiatla, zazwyczaj podaje sie doswiadczenie Younga m
z interferencja $wiatta na dwodch szczelinach. Jest ono

jednak do$¢ trudne do powtoérzenia w domu, gdyz

wymaga pewnych, nie zawsze dostepnych, przyrzadow.

Zadnych przyrzadéw nie wymaga natomiast

obserwacja zjawiska dyfrakcji. Wystarczy oko,

odlegly przedmiot i...palec. Stahmy w duzej = |
odleglosci od plotu lub dowolnego innego przedmiotu
pomalowanego w pionowe pasy. Zamykamy teraz jedno

oko i trzymanym pionowo okoto 10 cm od oka palcem

przestaniamy czeSciowo obraz plotu. Obraz deformuje

sie (patrz rys. 1). Rys. 1

Przyczyna pozornego skupiania sie sztachet plotu jest ugiecie sie
(dyfrakcja) Swiatta niedaleko przeszkody — palca (rys. 2).

Zjawisko to tamie zasady optyki
geometrycznej (niby dlaczego promien
$wiatta mialby sie zakrzywiac

") w jednorodnym powietrzu?), odchylenie
~ jest jednak stosunkowo niewielkie i na

L — . . .
] ogo6l zaniedbywalne — zaloze sie, ze

] wiekszos¢é Czytelnikéw nigdy nie zwrécita
. na nie uwagi!

Rys. 2a Rys. 2b

Jeden z moich kolegéw nauczyt sie ‘ l ’
wykorzystywac ten efekt do obserwacji dalekich

obiektow, gdy nie ma przy sobie okularow

(ma astygmatyzm). Zauwazmy bowiem, ze jesli

odpowiednio dobraé¢ polozenie palca, moze on

shuzy¢ za rozpraszajaca soczewke korekcyjna

(rysunek 3). Rys. 3

Malg Delte przygotowal Mikolaj KORZYNSKI




Suma pochodnych

Lev KOURLIANDTCHIK

Na LIV Olimpiadzie Matematycznej w zawodach I stopnia zostato
zaproponowane nastepujace zadanie.

Dla liczb dodatnich a,b,c,d okreslamy
A=ad+0¥+ 3+,
B = bed + cda + abe,
C=(a+b+c+d)?>
Udowodnicé nieréwnosé C < 4A + 24B.

W artykule tym opowiemy o pewnej metodzie dowodzenia nieréwnosci tego
rodzaju. Opiera si¢ ona na twierdzeniu, ktore jest uogoélnieniem nastepujacego
oczywistego lematu

Lemat. Niech funkcja f bedzie rézniczkowalna oraz niech spelnione beda
dwa warunki: f(0) > 0 oraz f’(z) > 0 dla 2 nieujemnych. Wtedy f(z) > 0 dla
wszystkich x nieujemnych.

Przez f. oznaczamy dalej pochodna czastkowa funkcji f wzgledem zmiennej z;. Pochodna taka
oblicza sie w ten sposéb, ze tylko z; traktujemy jako zmienna, natomiast wszystkie pozostale

zmienne traktujemy jako stale. Np. dla funkcji f(z1,x2) = J.'%zg mamy

TR |
£, =i,
gdyz x1 potraktowali$my tu jako stalta. Podobnie dla funkcji g(z,y, z) = z2y®2* mamy
/A 3 4
g, =2zy"z",
bo tym razem y i z traktowaliSmy jako state. Pochodna czastkowa f’rq mierzy, jak ro$nie funkcja

f w kierunku z;. Jesli w jakim$ punkcie A pochodna ta jest dodatnia, to znaczy, ze w kierunku z;
od punktu A funkcja f wzrasta. Gdy pochodna ta jest ujemna, w kierunku z; funkcja f maleje.

I'wierdzenie. Niech funkcja f spelnia dla nieujemnych zmiennych
z1,22,...,T, nastepujace n + 1 nieréwnosci

f(Il,J,’Q,. .o ,:cl-_l,(),.r,iH,. ,.I?n) = 0, 1=1,2,... ,n

f;l(:L‘l, ceyTp) F f;ﬁ(;vl, cey X))t f;n(zl, s vnBin) 2 05
Wtedy f(z1,22,...,2,) > 0 dla dowolnych nieujemnych liczb 1, o, ..., x,.
Dowdd. Niech ¢y, xa, ..., 2, beda liczbami nieujemnymi oraz niech a bedzie
najmniejsza z nich. Wtedy liczby
N1 =21 —a, Y2 =2 —0y...,Yn =Tp —Q

tez sa nieujemne, przy czym przynajmniej jedna sposrod nich jest réwna zeru.
Zatem na mocy pierwszej z zalozonych nieréwnosci f(y1,vy2,...,yn) = 0.

Rozwazmy teraz okreslong dla liczb nieujemnych funkcje jednej zmiennej ¢
9@t) = flyr +ty2 +t,...,yn +1).
Zachodza nieréwnosci
9(0) = f(y1,92,---,yn) 20,
gt =f, +f+-+ L, 20

Wobec tego z lematu wynika, ze dla kazdego nieujemnego t warto$é¢ g(t) jest
nieujemna. Zatem

f(mlvfl:Qv- --s'Tn) = f(yl +a7y2 +CL,.. s Yn +CL) = g((l) 2 0'
co dowodzi twierdzenia.

Pokazemy skuteczno$¢ tej metody na kilku przyktadach.

Przyktad 1. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a, b, ¢ zachodzi
nieréwnos¢
a® + b+ > a®b+ b2 + Aa.
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Rozwigzanie

zadania M

1075.

Rozwigzanie zadania M 1077.

1pe
I

Inijmy tréjkat

1BC do I

lozwigzanie. Rozwazmy funkcje
fla,b,c) =a®+ b+ ¢ — a®b - b%c — Pa.
Mamy oczywiscie
f(0,b,¢) 20, f(a,0,¢) 20, f(a,b,0)>0.
Ponadto
fot fy+fi=(a=b>+(b—-c)?+(c—a)®>0.
Przyktad 2. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a, b, ¢ zachodzi
nier6wnosé
adc+b3a+ b > abe(a+ b+ c).

Rozwigzanie. Rozwazmy funkcje

fla,b,c) =adc+b%a+ b —abe(a+b+c) = alc+ b2a + b — a’be — b*ca — *ab.
Po pierwsze jest oczywiste, ze

f(0,b,¢) 20, f(a,0,¢) >0, f(a,b,0)>0.

Po drugie

fo+ fi4 fl=(a® 4+ + & — a?b — b%c — c?a) + 2(a’c + b%a + ¢*b — 3abc) > 0,
bowiem z nieréwnosci miedzy Srednig arytmetyczna i geometryczng mamy

a®b + b?c + c*a > 3Va2c - b2a - c2b = 3abc.
Przvkiad 3. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a, b, ¢ zachodzi
nieréwnosé
a® 4+ b3 + ¢ + 3abe > ab(a + b) + be(b+ ¢) + ca(c + a).
Rozwigzanie. Rozwazmy funkcje
fla,b,¢) = a® 4 b> + ¢ + 3abc — ab(a + b) — be(b + ¢) — calc+ a).
Poniewaz jest ona symetryczna, tzn.
F(a,b.c) = fla,e,b) = f(byasc) = f(be.a) = f(e,a,b) = f(e,ba),

wiec dla sprawdzenia pierwszego warunku wystarczy dowiesé, ze f(a,b,0) > 0.
Mamy

f(a,b,0) = a® + b* — ab(a +b) = (a + b)(a — b)* > 0.
I dalej
i+ fi+f=a®+b*+c>—ab—bc—ca>0,
co dowodzi zadanej nieréwnosci.

Zmierzymy sie teraz z zadaniem wspomnianym na poczatku artykutu. W istocie
rozwigzemy zadanie nieco trudniejsze.

Przyklad 4. Niech A, B, C beda takie, jak w wyjsciowym zadaniu z LIV OM.
Udowodni¢ (mocniejsza od oryginalnej) nieréwnosé
C <4A+15B.

Rozwigzanie. Przyjmijmy
fla,b,c,d) = 4(a® 4+ b® + ¢ + d*) + 15(bed + cda + dab + abe) — (a + b+ c+d)* =

=3(a® + b3 +  + d®) + 9(bed + cda + dab + abe) — 3(a®b + a’c + a’d+

+b2a 4 b%c + b%d + 2a + c?b + 2d + d*a + d?b + d*c).

Wykazemy, ze funkcja ta spelnia zalozenia twierdzenia. Poniewaz jest ona

symetryczna, wiec dla sprawdzenia pierwszego warunku wystarczy sprawdzic,
ze zachodzi nieréwnosé f(a,b,c,0) > 0. Mamy

f(a,b,c,0) = 3(a® + b® + 3 — a®b — a’c — b%a — b*c — c®a — c*b + 3abe).
Dalej mamy
fo+ fo+ fi+ fi =6(ab+ac+ ad + be + bd + cd) > 0,
co konczy dowdd.

Zainteresowanemu Czytelnikowi proponuje samodzielnie udowodnié¢ nastepujace twierdzenie.
Niech o, B3 beda takimi liczbami dodatnimi, ze o + > 16, 3a + 3> 27. Wtedy prawdziwa jest
nieréwnosé C < aA + 3B.
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Powyzsze rozumowanie przeprowadzilem dla

Rozklad ladunku elektrycznego
w dwuwymiarowym przewodniku

Roman WERPACHOWSKI

W przyrodzie rozrézniamy materialy przewodzace, w ktérych tadunek
elektryczny moze sie swobodnie przemieszczad, i izolatory, w ktorych takiej
swobody nie ma. W obu typach materialow moze wystepowac niezerowy
tadunek elektryczny, wytwarzajac pole elektryczne wewnatrz i na zewnatrz
probki. W przewodniku taki tadunek nazywamy tadunkiem swobodnym.
Jego nosnikami sg elektrony swobodne (niezwigzane z atomami sieci
krystalicznej). Oprocz tego zrédlo pola moze znajdowaé si¢ na zewnatrz
prébki (mozemy obok polozyé druga albo wlozy¢ naszag probke miedzy okladki
kondensatora). Nie bede sie zajmowal takim przypadkiem, ograniczajac sie
do sytuacji, w ktorej jedynym zrédlem pola sa tadunki swobodne wewnatrz
przewodnika.

Jezeli pole elektryczne wewnatrz przewodnika jest rézne od zera, elektrony
swobodne poruszaja sie pod jego wplywem i ich rozklad ulega zmianie. Rozklad
tadunku bedzie w stanie réwnowagi (nie bedzie zmienial sie¢ w czasie), kiedy pole
elektryczne wewnatrz przewodnika zniknie. Elektrony, przemieszczajac sie, same
zmieniaja pole elektryczne, i to w taki sposéb, zeby calkowite pole zmniejszylto
sie (w ten sposéb uktad ,przewodnik + tadunki swobodne” minimalizuje

swoja energie). Gdyby przewodnik byl nieskonczenie duzy (nie mial brzegéw),
rozkladem, dla ktérego zachodzitaby réwnowaga (rozkladem réwnowagowym),
bylby rozklad jednostajny, ze stata gestoscia ladunku. Istnienie brzegéw
powoduje, ze rozklad tadunku swobodnego w przewodniku skoniczonym

(z brzegami) nie jest jednostajny.

OdpowiedZ na pytanie ,to jaki jest rozklad rownowagowy?” przynosi nam prawo
Gaussa: liczba linii pola elektrycznego wychodzacych z zamknietej powierzchni
jest wprost proporcjonalna do tadunku zawartego wewnatrz niej. Skoro, w stanie
réownowagi, wewnatrz przewodnika pole elektryczne musi by¢ réwne zeru,

nie moze tam by¢ zadnych tadunkéw swobodnych. Gdzie sie wiec podzialy?
Caly tadunek znajduje sie na brzegu przewodnika, gdyz tam jedynie moze byé
niezerowe pole elektryczne.

Wydawac by sie moglo, ze znamy juz odpowiedZ na dreczace nas pytanie,
1 w tym miejscu artykul powinien sie skoniczy¢. Tak jednak nie jest.

Symbolem ¢;; oznaczam iloé¢ ladunku zgromadzonego

przewodnika trojwymiarowego. Co si¢ stanie, jezeli w elementarnym kwadraciku o indeksach i, 7. Jest ona
wyobrazimy sobie przewodnik jako dwuwymiarows rowna

? ia sie ré [2 1\ I 1\ !
plaszczyzne? Do ustalenia si¢ rownowagowego rozkladu e i | | e o f B s
ladunku w przewodniku dwuwymiarowym potrzeba ¥ N2 2/ N’ 2) N)’
1 wystarcza, zeby réwnolegla do jego powierzchni gdzie p(z,y) jest gestoécia tadunku w punkcie

sktadowa pola elektrycznego byta réwna zeru. Sktadowa o wspélrzednych (z, ).
prostopadta nie musi by¢ réwna zeru, a co za tym idzie,

z dowolnego punktu przewodnika moze wychodzié
niezerowa liczba linii pola. To z kolei oznacza, ze

w takim punkcie moze si¢ znajdowaé niezerowy
ladunek elektryczny! Problem wiec istnieje, a do jego
rozwiazania, jak pokaze, warto zaprzac komputer.

Interesuje nas rownowagowy rozktad tadunku
elektrycznego p(z,y) na powierzchni kwadratowej ptytki
przewodzacej o boku dlugosci I. Okresla go warunek
stalosci potencjalu na plytce; w naszym przyblizeniu
oznacza to, ze potencjal generowany przez tadunki g ;-
skoncentrowane na $rodkach kwadracikéw o indeksach

POSh}iQ si¢ przyblizeniem: plytke kwadratowa o boku [ i’,j' jest taki sam, kiedy zmierzy sie go na srodku
podzielg na N x N malych kwadracikéw, zakladajac, dowolnego kwadracika o indeksach i, j:

ze wewnatrz kwadracika gestosé ladunku jest stala. NN
Calkowity tadunek na plytce jest ustalony i réwny 2) Vii=— @y =V
N N @) ! l;];::l\/(i-i')“r(j—j’)?
(1) Z Z %ij = Qrot- (korzystam z ukladu jednostek Gaussa). Jednoczesnie

i=1 j=1

musi by¢ spelniony warunek (1).

10



Analiza wymiarowa wskazuje, ze staly potencjal Vj
zalezy od catkowitego tadunku Q¢ i dlugosci boku
plytki I:
Qtot

l b
gdzie « jest bezwymiarowa stala. Jeduym z naszych
celow jest znalezienie tej stalej dla réznych wartosci N.

(3) VW=«

Uwazny Czytelnik zauwazy pewien problem pojawiajacy
si¢ w obliczeniu potencjatu V;;. Otéz dla ¢’ =iij =j
w mianowniku pojawia si¢ zero. Te wyrazy w sumie
musimy wiec potraktowaé inaczej.

Przypadek i’ = i, j/ = j odpowiada obliczaniu
potencjalu generowanego przez rozktad tadunku
zawartego w kwadraciku otaczajacym interesujacy
nas punkt. Zgrubne przyblizenie, polegajace
na zastapieniu rozkladu ciagtego rozkladem punktowym
skoncentrowanym w srodkach kwadracikéw (na tym
polega przyblizenie (2)) prowadzi do pojawienia si¢ pod
znakiem sumy nieskonczonych wyrazéw. Potraktujemy
te wyrazy oddzielnie, zastepujac realny rozklad ciagly
rozktadem jednostajnym: obliczajac V;; przyjmujemy,
ze na (4, j)-tym kwadraciku ladunek g;; jest rozlozony
jednostajnie, czyli ze gestosé tadunku w tym kwadraciku
jest réwna

N3g; j

2z -

Nastepnie, obliczymy wklad do potencjalu pochodzacy
od tego kwadracika w pewien specjalny sposéb,
otrzymujac na koncu wynik:

(4) V1;j = 3,52494Nqij/l+

+¥ >, -
@ity V= TP+ =)
Obliczenie pierwszego czlonu wzoru (4) wymaga nieco
sprytu. Kwadracik (¢, j) podzielimy na nieskoficzenie
cienkie ,ramki” (patrz rys. 1) o boku réwnym ich
podwojonej odleglosci od $rodka kwadracika i najpierw
scatkujmy po kazdej z nich, a nastepnie wklady

do potencjatu od ramek.

Rys. 1. Podzial kwadracika przy catkowaniu.

N2 [U@N) [ rl/(@2N) y

= / / 2 ay' | da’ =
2 Jyeny \J-iy@ny /22 + 2

— /WN) (/“ Gij__ ds> da.
i Jo —a N5 408

Wartosc¢ tej catki wynosi w przyblizeniu 3,52494Ng;; /1.
Gdybysmy wybrali inny sposéb obliczenia, mogliby$my
uzyska¢ po drodze funkcje podcatkows przyjmujaca

nieskonczone wartosci. Taki sposéb ominiecia problemu
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nazywa sie reqularyzacjg calki, i jest to chwyt uzywany
przez teoretykéw w wielu dziatach fizyki.

Najprostszym sposobem na znalezienie konkretnego
rozwigzania jest przyjecie, ze szukamy rozktadu ladunku
generujacego staly rozktad potencjatu o zadanej
wartosci Vp. Zsumowanie wszystkich ¢;; da nam wartos¢
catkowitego tadunku Qot, co — razem ze znajomoscia !
— pozwoli obliczy¢ stala a ze wzoru (3). Obliczenie
rozkladu o zadanym catkowitym ladunku Q4o
sprowadzi si¢ wowczas do przeskalowania jakiegokolwiek
rozwigzania z zadanym Vy wedlug wzoru

= aQiot
(5) PRun = =PV

Warunek (4) jest rownowazny ukladowi rownan
liniowych na g;;:

N N

i'=1j'=1
gdzie fop jest réwne 3,52494N/1, a
N

fu=th=s————m.

R N

Rozwigzanie takiego ukladu jest juz bardzo proste

i wymaga uzycia odpowiedniej procedury numeryczne;j.
Warto zauwazyé, ze jesli zapiszemy uklad réwnan (6)
w postaci macierzowej A - X = B, to macierz A
wspolczynnikéw rownania bedzie symetryczna.

Rysunek 2 pokazuje rozklad ladunku Qo = 1 na plycie
kwadratowej o dlugosci boku [ = 1 podzielonej na 70x70
kwadracikéw.

Rys. 2. Rozklad tadunku na ptycie 70x70.

Widaé, ze tadunek jest rozlozony na calej powierzchni
plyty. Jeszcze lepiej widaé to na rysunku 3 pokazujacym
przekréj gestosci tadunku przez srodek plyty
(réwnolegly do jej boku).

4

0 02 04 06 08 1
T

Rys. 3. Przekrdj gestosci tadunku przez $rodek ptyty 70x70.



7 kolei rysunek 4 pokazuje zalezno$¢ wspotcezynnika o
od N (pierwiastka kwadratowego z liczby kwadracikéw,
na ktore podzielono plyte).

3
2,95t
29t
@ 285}
28F 4+
2,75t T o %
2,7

$ 4 @
0 10 20 30 40 50 60 70
N

Rys. 4. Wartosci wspétczynnika o dla réznych N.

Analiza metoda najmniejszych kwadratéw pokazuje,
ze zaleznoé¢ ta jest postaci « = A+ B/N, gdzie
A~2724+0,001, B~ 0,76 + 0,007.

Gestos¢ tadunku w naroznym kwadraciku zalezy
od parametru N jak A + Bv/N. Analiza metoda
najmniejszych kwadratéw daje nam wartosci
A~ -194+0,2, B=~1,36+0,04.

Podobnie jest z gestoscia tadunku posrodku krawedzi
plyty, tutaj réwniez zaleznos$é¢ ma charakter A + BvV/N,

dla A=~ 0,11 +0,01, B ~ 0,413 4+ 0,001. Prosty rachunek
pokazuje, ze dla N — oo caly tadunek znajduje sie
we wnetrzu plyty przewodzacej (czyli nie na brzegach).
Istotnie, zsumowanie gestosci tadunku znajdujacego sie
na skrajnych kwadracikach daje tadunek

2
(7) Gbrzegowy ~ 4N% <A = Bm) NT:O 0.
Inna sytuacja zachodzi na srodku plyty, gdzie zaleznosé
gestosei tadunku od N ma charakter A+ B/N.
Parametry A i B maja wartoéci A ~ 0,4836 £ 0,0002,
B =~ 0,319 + 0,006, a wspolczynnik korelacji jest rowny
R = 0,999. Tu z kolei, kiedy wybierzemy sobie maly
obszar na srodku plyty o stalym polu powierzchni S
i zsumujemy ladunek znajdujacy sie na nim, to
otrzymamy

(8) Qérodek:S(A +B/N)NT' SA #U
Powyzsze wyniki sa bodaj najwazniejsze, poniewaz
uzmyslawiaja nam najwieksza roéznice miedzy
przewodnikiem dwuwymiarowym a tréjwymiarowym:
w tym ostatnim caly ladunek gromadzi sie na brzegu
(Qbrzegowy =2 Qtot» Qérodek — 0),

odwrotnie niz w przypadku dwuwymiarowym.

Autor dzigkuje swojej Zonie Agnieszce za cenne uwagi
krytyczne.

Uogoélniony wzoér Eulera dla wieloscianéw  Adam PIWOCKI

W XVIII wieku Leonard Euler stwierdzil, ze

w kazdym wieloscianie wypukiym Scian i wierzchotkéw
jest razem dokladnie tyle, ile jest krawedzi plus dwa.

Jezeli oznaczymy wierzcholki, krawedzie i Sciany
odpowiednio przez Ny, N1 i Na, to twierdzenie Eulera
mowi, ze:

No+ Ny =N;+2 lub Ng— Ny + Ny =2.
(Lewa strone drugiej réwnosci nazywa sie
charakterystykq Eulera-Poincarégo, jest ona waznym
niezmiennikiem topologicznym.)

Roéwnanie Eulera ma swoja wersje dla wielokatow,
mianowicie
kazdy wielokqt wypukly ma tyle wierzchotkow,
co krawedzi,
czyli
N0:N1 lub No—Nl =10
Gdzie jest dwojka? Poszukajmy jej w jeszcze nizszym
wymiarze:

kazdy odcinek na prostej ma dwa wierzchotki koncowe,

tzn. Ny = 2. Tu prawa strona znowu wyglada jak
w pierwotnym réwnaniu Eulera, wiec moze jest
blad we wzorze dla wielokatéw? Nie. Dla
swieloScianu” w przestrzeni czterowymiarowej
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wierzcholkow i $cian jest tyle, co krawedzi i komorek
trojwymiarowych,

czyli
NQ+N2=N1+N3 lub NQ—N1+N2-N3=0.

Widaé to na przykladzie 4-sympleksu (patrz Delta
8/2004), ktéry sklada sie z pieciu czworodcianow
sklejonych $cianami, wiec ma 5 komoérek
tréjwymiarowych, 10 Scian, 10 krawedzi i 5
wierzchotkéw. Jednak odpowiedz na pytanie

dlaczego na przemian pojawia si¢ zero i dwdjka?

podal Schléfli, uogélniajac jeszcze bardziej wzor
Eulera. Jesli przez Ny oznaczymy liczbe komérek
k-wymiarowych w n-wymiarowym wielo$cianie (k < n),
to mamy:

Nog— Ny + Ny — N3+ ...+ (—1)n_1Nn_1 =1—-(-1)"
Teraz ten wzor zagmatwamy jeszcze bardziej.
Zauwazmy, ze wieloécian, ktérego najwieksze
LSciany” sa (n — 1)-wymiarowe, ma n-wymiarowe
wnetrze podzielone na N, czedci (ograniczajac sie
do wielo$cianéw mniej lub bardziej regularnych,
dostajemy N,, = 1). Oznaczmy przez N_; liczbe czesci,
na ktére wieloscian dzieli swoje ,zewnetrze”, czyli
dopelnienie (w przypadku takich wieloscianéw N_; = 1).
Woéwezas wzor Schlifliego ma postaé:

No—Ni+Ng— ...+ (=1D)" N,y + (-1)"N,, = N_;.




Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Nobel dla Polaka?

W tym miesiacu, jak co roku, przyznana zostanie Nagroda
Nobla z Fizyki. Moze tym razem dostanie ja Polak?

Na pewno zashluguje na nia Bogdan Paczynski. Najlepszym
dowodem renomy, jaka cieszy si¢ on wéréd astronomoéw, byto
powierzenie mu reprezentowania pogladu o kosmologicznosci
rozblyskéw gamma (GRB — Gamma Rays Bursts) w debacie,
ktora w 1995 roku odbyta si¢ dla upamigtnienia 75. rocznicy
stynnej debaty Harlowa Shapley’a i Herberta D. Curtisa.

W 1920 roku Shapley uwazal mglawice za lokalne obloki
gazu, natomiast Curtis twierdzil, ze sa one skupiskami
gwiazd znajdujacymi si¢ poza skupiskiem, w ktérym sami
jestesmy. Trzy ¢wierci wieku pézniej oponent Paczynskiego,
Donald Q. Lamb, utrzymywatl, ze GRB sa zjawiskami
lokalnymi. Dzi§ wiemy, ze w obu debatach racj¢ mieli
zwolennicy wielkich odlegtosci (choé, podobnie jak nie
wszystkie mglawice okazaly si¢ galaktykami, tak istnieje
klasa GRB, ktére nadal moga zachodzi¢ w bezposrednim
otoczeniu naszej Galaktyki).

Samo uznanie nie wystarczy jednak do otrzymania Nagrody
Nobla. Dosé regularnie przyznawana jest ona ludziom, ktorzy
wywarli decydujacy wplyw na rozwoéj jakiejs dziedziny badan
w roku, w ktérym dziedzina ta odniosta spektakularny
sukces. Dziedzina, w ktérej wktad Paczynskiego byt
przelomowy, jest mikrosoczewkowanie grawitacyjne.

Przypomnijmy, ze promienie $wietlne sa zakrzywiane
przez grawitacje. Wedlug ogélnej teorii wzglednosci pole
grawitacyjne deformuje czasoprzestrzen w taki sposob,

ze fotonom ,oplaca si¢” poruszaé¢ po liniach, ktore

w euklidesowym ukladzie odniesienia sg zakrzywione.
Wyobrazmy sobie, ze w duzej odleglosci znajduje sie
bardzo duza, skupiona masa, np. gromada galaktyk.

Jezeli doktadnie za nia, ale duzo dalej, znajduje si¢

jakas galaktyka, to zobaczymy ja w postaci pierScienia
otaczajacego gromade. Takie soczewki grawitacyjne
przewaznie nie sg idealnie regularne, wigc zamiast jednego
pierscienia Einsteina zazwyczaj obserwujemy tuki, takie
jak na zdjeciu na pierwszej stronie oktadki. Efekt ten
nazywany jest soczewkowaniem grawitacyjnym. Natomiast
z mikrosoczewkowaniem mamy do czynienia wtedy,

gdy soczewka jest maly obiekt, niekoniecznie Swiecacy,

a deformowany jest obraz jakiej$s gwiazdy. W takim
przypadku nie dysponujemy instrumentami o zdolnosci
rozdzielczej pozwalajacej zaobserwowaé deformacje obrazu.
Mozemy zarejestrowac tylko jego wzmocnienie, w miare jak
soczewka i ogladana gwiazda przesuwaja si¢ wzgledem siebie.

Jest tylko jeden problem, ktéry dzieki pomystom
Paczynskiego i ludzi, ktérych udato mu si¢ przekonaé

do wspélpracy, zostat przezwyciezony. Zeby zaobserwowaé
jakikolwiek przypadek mikrosoczewkowania, trzeba
monitorowa¢ miliony gwiazd. W momencie publikacji
pracy [1], cytowanej przez wszystkich zajmujacych sie
mikrosoczewkowaniem, perspektywa rozwoju technik
obserwacyjnych w stopniu wystarczajacym do skutecznego
poprowadzenia takiego eksperymentu wydawala si¢ bardzo
odlegta. A jednak prawie natychmiast zawiazalo sie kilka
grup, ktére postanowily zmierzy¢ sie z tym wyzwaniem.
Gléwna motywacja naukowa byl zamiar oszacowania masy
Galaktyki zawartej w niedosztych gwiazdach — brazowych
kartach za malych na zainicjowanie syntezy jadrowe;j.
Jednym z wiodacych zespoléw jest od poczatku OGLE,
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skupiajacy przede wszystkim naukowcéw z Uniwersytetu
Warszawskiego, i w ktérym sam Paczynski bierze udzial.

Zanim kartka si¢ skonczy, przejdzmy do ,spektakularnego
sukcesu”. Jest nim pierwszy przekonujacy przypadek
wykrycia planety w soczewkujacym ukladzie. Przebieg tego
mikrosoczewkowania zostal zarejestrowany przez konkurujace
zespoly OGLE i MOA, ktére w tym przypadku polaczyty
swoje sily [2]. Mozliwo$é odkrywania w ten sposéb planet
przewidzial Paczynski wraz ze swoim 6wczesnym studentem
Shadonem Mao [3]. Jest to metoda o tyle interesujaca, ze

w przyszlosci moze pozwoli¢ na odkrywanie planet takich jak
Ziemia. W tym przypadku trzeba mie¢ jednak duzo szczgscia
albo monitorowaé¢ bardzo doktadnie jeszcze wieksza liczbe
gwiazd.

Dopasowana do pomiarow krzywa blasku zarejestrowanego
przypadku jest pokazana na pierwszej stronie oktadki.
Rézni sie ona od zwyklej krzywej mikrosoczewkowania
obecnoscig dwéch ostrych maksiméw. Zeby zrozumieé,
skad one si¢ biora i dlaczego sa takie wyrazne, nalezy
wyobrazi¢ sobie to, czego nie mozna zobaczy¢. W uktadzie
spoczywajacej soczewki mikrosoczewkowana gwiazda
porusza si¢ ruchem jednostajnym po prostej przechodzacej
w pewnej odlegtosei od soczewkujacej gwiazdy. Przypadek
jest wyrazny, jezeli minimalna odlegtos¢ katowa jest mniejsza
od promienia pierscienia Einsteina soczewkujacej gwiazdy.
W kazdej chwili do obserwatora docieraja dwa obrazy
gwiazdy. Im doktadniejsza jest koniunkcja, tym bardziej
obrazy te zmieniaja si¢ z tarcz na coraz wigksze rogaliki.
Srodki tych obrazéw lezg na prostej taczacej $rodki gwiazd.
Jeden wedruje wewnatrz pierscienia Einsteina i znajduje
sie po przeciwnej stronie niz soczewkowana gwiazda.

Drugi wedruje po tej samej prostej co gwiazda, caly czas
znajduje sie w wigkszej niz gwiazda odlegtosci od srodka
pierscienia, a w czasie gdy gwiazda przecina pierécien —
przeslizguje si¢ na zewnatrz niego. Jezeli ktérykolwiek z tych
obrazéw trafi w miejsce, w ktérym znajduje si¢ planeta, to
malutki ,pierscionek” Einsteina planety modyfikuje ten
obraz w analogiczny sposob. Dodatkowe maksima krzywej
blasku odpowiadaja przej$ciu srodka obrazu przez okrag
pierécionka. (Tym, ktorzy chca potwierdzié¢ site wlasnej
wyobrazni, polecam animacje [4].)

Na opisanie pozostatego wkladu Paczynskiego

we wspolczesna astronomie brakuje juz miejsca. Od lat
jest skutecznym promotorem podejscia alternatywnego
do uzywania wielkich teleskopéw: fotografowania nieba
mniejszymi lub wrecz bardzo matymi teleskopikami, za to
calego i jak najczedciej.

Rok 2005 zostal ogloszony rokiem fizyki dla upamigtnienia
stulecia stynnych trzech publikacji, tzw. trojaczkéw
Einsteina. Mikrosoczewkowanie grawitacyjne jest
jednym z najbardziej spektakularnych potwierdzen teorii
wzglednosci. Jak nie w tym, to w przyszlym roku Paczynski
Nobla dostaé¢ powinien.

Piotr ZALEWSKI

[1] B. Paczynski, Ap.J. 301(1986)503
[2] OGLE i MOA, I.A. Bond i inni, Ap.J.Lett. 606(2004)155
[3] S. Mao i B. Paczynski, Ap.J. 374(1991)37

[4] B. Scott Gaudi, http:/cfa-www.harward.edu/"sgaudi/movies.html
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® Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé¢ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do kornica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
s lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspolczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiagzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsylania rozwiazan: nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

) 31 XII 2004 — i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
UWAGA! i w ktorejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
ZMIANA ADRESU punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

- o I R Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
DO KORESPONDENCJI! http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html. ¢ ‘

5 4,50 : : Zadania z atematvk ~ 487. 488
Clnesknies Tigh andniowed Zadania z matematyki nr 487, 488

Klub 44 M Redaguje Marcin E. KUCZMA

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
475 (WT = 1,28) i ‘127/‘250((JTT =2.88)  487. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f, okreglone na zbiorze wszystkich liczb
Z numeru ool 5 . - i
nieujemnych, o wartosciach w tym samym zbiorze, majace ciagla pochodng f’

Jerzy Cisto — Wroctaw 45,14 2

J6sef Siwry ~ Laziska Gorne 43,54 1 Spelniajace nieréwnosé f/(z) > (f(z))” dlaz > 0.

Witold Bednarek — Lédz 40,04 B e L X . . . , X .

Zbigniew 488. Wykazac, ze istnieje nieskonczenie wiele uktadéw 23 kolejnych liczb
Sewartowski — Wieliczka 39,73 mnaturalnych, ktérych suma kwadratéw jest kwadratem liczby naturalnej.

Marian

Lupiezowiec — Zebrzydowice 39,64 Zadanie 488 zaproponowal pan Witold Bednarek z FLodzi.
Michatl Kieza — Warszawa 38,49

Michat Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 6/2004
Jézwikowski — Blonie 38,07 . 5% P
Janusz Olszewski — Suwalki 37,90 Przypominamy tres¢ zadan:
Andrzej Daniluk — Krakéw 34,80 IR - T mmm— ; -

Mamy kolejnego Weterana. Pan il
Jerzy Cislo zalicza ,44” po raz trzeci
i zostaje dwudziestym siédmym
Weteranem Klubu 44 M.

483. Rozwazana zmienna losowa gdzie
X = liczba wykonanych rzutéw = d — d 2 21 — 22
o h : f(x)zzmxm_lz_zxmzw( & ): T -z
przyjmuje warto$¢ n+2 (dla n > 0) wtedy i tylko wtedy, J dz A dz\l-—=z (1—=x)2
m= m=

gdy w ostatnim rzucie byta reszka, w przedostatnim orzel,

a wezeniej zaszlo zdarzenie dla z € (—1;1). Podstawiajac * = a, £ = 3 otrzymujemy

z poprzedniej réwnosci wynik: E(X) = 6.
An: wykonano n rzutéw i orty wystepowaty

tylko w blokach dlugosci parzystej. 484. Oznaczmy : i
" = I : =
Zatem P(X = n+2) = 3pn, gdzie p, = P(A4,). 5 = Zzi’ By Zmlz
Zdarzenie A, jest sumg nastepujacych dwoch roztacznych i=1 i=1
zdarzen: Mamy dowie$é, ze s, = t,. Przeksztalcamy réznice
zaszlo zdarzenie A,_1, potem byta reszka; tm = In-1:
zaszlo zdarzenie A, _2, potem byly dwa orty. b il me < anzi = 20 (Sm — Sn_1) <
Stad wynika zalezno$é rekurencyjna i=n i=n
1 1 SZn(n = sn-1);
Dn = zPn-1 + ~Pn—-2 .z v . " 5
2 4 skorzystaliSmy z zaltozenia, ze s,, <n. Stad otrzymujemy
z oczywistymi warunkami poczgtkowymi By — e iy — Bt — Bl = By} =
1
po=1 pm =3 = (8p—1+2Zn) —tn—1 — ZTn(n — Sn_1) =

Stosujac zwykly algorytm rozwiazywania réwnan

= n—1— —1)zn —th-1=
rekurencyjnych (lub zauwazajac, ze (2"p,) jest ciagiem o+ Mt = [a—Tip g

Fibonacciego), znajdujemy wzér jawny n-1
_ Y =gty 1+5 1-5 =Y ((@n+zi —an —af) =
Pn——\/—5—7 QZT’ ﬁ=T< =1
Wartos$¢ oczekiwana zmiennej losowej X jest réwna L
= 11 f(@) = £(8) =2 B —ml—m] 0
E(X)=Z(n+2)'zpn=szpmw:T, =1
n=0 m=2 Zatem dowodzona nieréwnos¢ s, > t,, istotnie zachodzi.
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Zadania z fizyki nr 384, 385
Redaguje Jerzy B. BROJAN

384. Na podstawie nastepujacych danych:

a) promien orbity Ksiezyca wokét Ziemi Ry = 380000 km,

b) promien Ziemi r = 6400 km,

¢) przyspieszenie ziemskie g i dlugo$¢ roku (powszechnie znane. . . ),

oraz wiedzac, ze plywy wywolywane przez Ksiezyc sa okoto dwoch razy wyzsze
od wywolywanych przez Stonce, oceni¢ przyblizong warto$¢ stosunku masy
Ksiezyca do masy Ziemi.

Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan:
31 XII 2004

385. Powierzchnia bardzo dlugiego walca o promieniu » = 1 cm wysyla $wiatlo.
W odlegtosci d = 10 ecm od konca walca znajduje sie przestona z kolowym
R otworem o promieniu R = 3 cm, przy czym os walca przechodzi przez srodek
otworu prostopadle do przestony (rys.). Jaka powinna by¢ ogniskowa f soczewki
wypelniajacej otwor, aby jasny krag na ekranie odleglym o D = 15 cm od
przeslony byl jak najmniejszy?

e

7

o Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 6/2004

Przypominamy tre$¢ zadan:

380. Dwie kulki upuszczono w odstepi

Czotéwka ligi zadaniowej to jak wybrac t, aby gérna kulka wznio
Klub 44 F ) po pierwszy1 l

po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
374 (WT =1,57) 1 375 (WT = 1,82) ) po trzecim zderzeniu z dolna kulka
z numeru 3/2004 laka m 1al ysoko$¢ moze osig

31,47
— Bolestawiec 28,36

Tomasz Rudny — Warszawa

Andrzej Idzik

Jacek Piotrowski — Rzeszow 22,20 i m 11% 1 wyt el prze i Zakladaja
Tomasz Wietecha — Tarnéw 19,44 w okresie powstawania Ziemi ter wtura byla tak w helow« Vi ICi€
Jerzy Witkowski — Radlin 13,12 w przestrzen kosm 13) i wiedzac, ze obecnie stosunek liczby ator \r 1 i li
Piotr Kumor — Olsztyn 11,01 wtomoéw °K wynosi 0.9, ocenié wiek Zien

380. a) Zderzenie nastapi po odbiciu dolnej kulki od
podtoza. Oznaczmy wysoko$¢ miejsca zderzenia przez h',
a masy kulek przez m (gérna) i M (dolna). Tuz przed
zderzeniem gérna kulka porusza sie z predkoscig

u=/2g(h - )

w dol, a dolna — z ta sama (co do wartosci bezwzglednej)
predkoscia u do gory. Stosujac do zderzenia zasady
zachowania pedu i energii wyznaczamy predkosé gérnej kulki
po zderzeniu — jest ona skierowana w gore i rowna

. -l
T M4+m’
a stad maksymalne wzniesienie tej kulki wynosi
3M —m)\?
hn = B (——) h—h).
* M+m ( )

Dla m < M maksymalna warto$¢ h,, jest osiagana
wtedy, gdy zderzenie kulek nastapi jak najnizej (b = 0).
Oznacza to, ze t powinno by¢ jak najmniejsze. Przy
podanych wartosciach liczbowych M i m wyliczamy

hmax = 1,830 h.

b) Po sprawdzeniu wszystkich mozliwosci okazuje si¢, ze
najkorzystniej jest wybra¢ ¢ nieznacznie mniejsze od

2v/2h/g,

tak ze pierwsze zderzenie nastapi tuz po puszczeniu goérnej
kulki, a drugie — tuz po odbiciu dolnej kulki od podioza.
Wtedy drugie zderzenie bedzie identyczne z opisanym

w punkcie a), a maksymalna wysoko$¢ wzniesienia gornej
kulki bedzie réwna wartosci poprzednio wyliczone;j.
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¢) Analiza numeryczna wskazuje, ze najkorzystniejszy jest

wybor
t = 0,047435/h/g.

Wtedy po pierwszym zderzeniu kulek nastepuje dwukrotne
odbicie dolnej od podtoza, po czym drugie zderzenie
nastepuje tuz przed spadkiem dolnej kulki, na bardzo malej
wysokosci. W ciggu bardzo krétkiego czasu nastapi odbicie
dolnej kulki i trzecie zderzenie, po ktérym gérna kulka
wzniesie si¢ na wysokosé 2,353 h.
Dla dowolnej liczby zderzen eksperymenty komputerowe
wykazuja, ze energia gornej kulki moze osiagnac¢ wartosc
dowolnie bliska gérnej granicy, odpowiadajacej stanowi
spoczynku dolnej kulki. Maksymalna wysoko$é gérnej
wyniesie wtedy

M+m

h = 2,429 h.

(Jesli Czytelnicy pragna sie o tym przekona¢, proponujemy
wybraé t = 0,21/h/g i zobaczy¢, co si¢ stanie po okoto 40
i po okoto 230 odbiciach i zderzeniach).

381. Jesli poczatkowy liczbe atoméw *°K oznaczymy
przez Np, czas polowicznego rozpadu przez T}z,
a wiek Ziemi przez T, to obecnie pozostato
No - 27 T/T1/2 atoméw *°K. Liczba powstalych jader °Ar
wynosi
0,11No(1 — 27 T/T/2),

a rozwigzujac rownanie

0,11-(1—2"T/M2) =0,9.277/Ms2,
znajdujemy

T =3,2Ty/; ~ 4 mld lat.



& Patrz w niebo
oS o e ST Na poczatku XX wieku astronomowie wiedzieli juz, ze linie widmowe ogromnej
Niech a = 3. Z zasady zachowania wiekszosci mglawic sa ,nie na swoich miejscach”, lecz sa z reguly bardziej
ehsrell 1ipedil po laddym mdersenin czerwone, niz odpowiadajace tym samym pierwiastkom linie ogladane
Rl Naleh STUNELN siy tenliing w laboratorium. W latach 1920. Edwin Hubble stwierdzil, ze — po pierwsze

l - a 2a — te mglawice to galaktyki, i — po drugie — im odleglejsza jest galaktyka,
“1+a l+ta tym bardziej ku czerwieni ma przesuniete widmo. Jedyna przyczyna tego
2 przesuniecia mogta by¢ predkosé¢ galaktyki, pozostalo wiec uznaé, ze wszystkie
"TFa’ * " galaktyki rozbiegaja sie z predkoscia wprost proporcjonalng do odlegloscei.

ZOTOW

1 po odbiciu sie od s$cianki u'’ =

Sinch I % fl-amencus pocsailion ‘ W latach 1970. wyraznie okazalo sie, ze ten wspdlczynnik proporcjonalnosei,
SC keulki AL Poczatkown predkose zwany stala Hubble’a, jest nieco rézny w réznych obszarach nieba. Nie bylo ;
ot '“"\ o s o w tym nic niezwyklego, bo mozna bylo spodziewaé sie, ze wielkie gromady |
SERSSRER galaktyk moga lokalnie modyfikowaé érednig ekspansje Wszech$wiata. \
$ Hopisrwszym. orlhiciv od, Salan Tak np. najblizsza wielka gromada, czyli gromada w Pannie (Virgo, lezaca
o o w odlegtosci 17 Mpc), hamuje rozbieganie sie dalszych galaktyk o okoto 20%.
s o Wreszcie stwierdzono, ze w Centaurze znajduje sie jeszcze masywniejsza
gromada oddzialujaca na ruch réwniez naszej Galaktyki. Nazwano ja Wielkim
i gttt il Atraktorem. OczywiScie okreslenie jego masy i odleglosci nie byto latwe. Ocena
ooy wig dalel w bewo. a3 1), 4lbs masy nie zgadzala sie z liczba widocznych w tym obszarze galaktyk, a pomiary
]“ "tH "“"”:‘i.}‘v » odlegtosci zazwyczaj sa obarczone sporym bledem. Nic w tym dziwnego, gdyz
e o badany obszar nieba lezy blisko Drogi Mlecznej, a zatem jest silnie przestaniany
———— W & ¥ przez skupiona tam materie miedzygwiazdowa. Udalo sie jednak zastosowaé
77 metode fluktuacji jasnosci powierzchniowej galaktyk, o ktérej wspomnieliSmy
i e i w Delcie sierpniowej. Dzigki niej mozna bylo precyzyjniej wyznaczy¢ odlegtoéé
GO0 i - ‘ Wielkiego Atraktora. Jego centrum znajduje sie¢ w odleglosci 43 Mpc, a jego
wspolrzedne to rektascensja 1136™ i deklinacja —46°. O ile te wyznaczenia
sa poprawne, to sg waznym argumentem za coraz silniej ugruntowanym
pogladem, ze tajemnicza ciemna materia Wszech$wiata zawsze towarzyszy
materii widocznej, a jest jej w przyblizeniu dziesie¢ razy wiecej niz tej ostatniej.

czvli 0.29 -

Tomasz KWAST

L]

Rozwigzanie zadania F 630.
Predkosé ciala na orbicie kolowej wynosi

z 11 zasady dynamiki) ﬁi 2%

V&R Pazdziernik

wynosil Niezbyt wysoko nad poludniowym horyzontem przesuwa si¢ wieczorami Wodnik,
=l = moelt = (g - ma)VGATR. tozlegly choé malo wyrazny gwiazdozbidér zodiakalny. Jego najjasniejsza

u (rys gwiazda, beta — o jasnosci okolo 3 mag, wschodzac w poswiacie wschodzacego
= o8 BLE S o Slonica (nazywa sie to wschod heliakalny) sygnalizowala starozytnym rolnikom
; nadejscie pory deszczowej. W analogicznej sytuacji Syriusz sygnalizowal
Egipcjanom zblizanie si¢ wylewu Nilu. W Wodniku znajduja si¢ radianty
dwoch rojéw meteoréw, czyli punkty, z ktoérych pozornie wybiegaja meteory.
W rzeczywistosci ciala meteorowe nalezace do jednego roju poruszaja sie
praktycznie po torach rownoleglych, a radiant dla nich jest tym, czym dla
szyn kolejowych punkt ich ,zlaczenia” sie na horyzoncie. Z okolicy delty
Wodnika wybiega réj lipcowy (delta-Akwarydy), a z okolic ety réj majowy
(eta-Akwarydy).

Wenus jest w Lwie i wida¢ ja przed wschodem Stonca. Mars i Jowisz sa

w Pannie, gdzie jest tez Stonce, zatem planet tych nie wida¢. Saturn jest

w Bliznietach i wieczorem wschodzi. 14 X wypada néw Ksiezyca i przy tym
Wydzielona w zderzenin energia to 0 czesciowe zac¢mienie Stonca, ale widoczne we wschodniej Azji, na Pacyfiku i na
. Alasce. 28 X wypada pelnia Ksigzyca i jego calkowite za¢mienie. Maksymalna
o v Sy promienin, e wice e <oy faza zaémienia wystapi okolo godz. 4 czasu srodkowoeuropejskiego. Zakry¢
nergie kinetyczna i potencjalna jasnych gwiazd w pazdzierniku nie bedzie.
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O Smieciach

wZapadta grobowa cisza”. Tak Barbara McClintock
wspominata reakcje publicznosei, gdy w 1951 roku po raz
pierwszy publicznie przedstawita rewolucyjne odkrycie
wskaczacych genow”. Wowcezas malo kto $miat wierzyé, ze
kawaltki chromosoméw moga sobie ot tak, przemieszczaé sig
z miejsca na miejsce.

Potowa naszego DNA sklada si¢ z réznego rodzaju
selementéw ruchomych”, a u niektérych roslin stanowia

one 90% ich DNA. Sa to sekwencje, ktére potrafia poruszaé
si¢ w obrebie genomu: wycinaé lub kopiowad si¢ i wstawiaé
w inny obszar DNA. Przez wiele lat uwazano, ze to tylko
genomowe Smieci, ktérych jedyna funkcja jest powielanie sig.
Dzi§ wiadomo, ze pelnia wazna role w ewolucji, wplywajac
na sckwencje kodujace biatek i regulujace dzialanie genéw.

Transpozony L1 (od .transpozycji” — zmiany polozenia

w genomie; termin wymyslony przez McClintock) sa
najbardziej aktywnymi sekwencjami ruchomymi genomu
czlowieka. Stanowia okolo 6% naszego genomu, a sposrod
pot miliona kopii okolo 50 weiaz jest aktywnych (tzn.
wykrywa si¢ ich .ruchy” w DNA wsp6lczesnych ludzi).

Sa tzw. retrotranspozonami, poniewaz mechanizm ich
powielania jest nieco podobny do retrowirusowego i obejmuje
etapy: przepisania (transkrypcji) transpozonowego DNA

na RNA, przepisania RNA na DNA (czyli odwrotna
transkrypcje) i wstawienie tego DNA w nowe miejsce
(powiclaja si¢ na zasadzie ,kopiuj i wklej”). L1 sa
samowystarczalne, koduja bowiem biatka, ktore umozliwiaja
transpozycje.

Transpozony Ac/Ds, ktére odkryta McClintock badajac
kukurydze, sa transpozonami DNA, i przemieszczaja si¢
wedlig mechanizmu ,wytnij i wklej” (specjalne biatka,
kodowane przez transpozon, wycinaja go z pierwotnej
lokalizacji i wklejaja w inne miejsce). Podobne do nich
sekwencje wystepuja takze w genomie wspolezesnych ludzi;
nie sa aktywne i jest ich duzo mniej niz retrotranspozonéw.

McClintock udato si¢ dostrzec taka transpozycje dzieki
obserwacji preparatéw mikroskopowych chromosoméw
kukurydzy. Wybarwiala je w sposéb umozliwiajacy doktadne
rozroznienie poszczegblnych odcinkéw chromosomoéw.
Wycigcie transpozonu powodowalo, po pierwsze, zaburzenie
ksztaltu chromosomu, a po drugie, zmiane wzoru jego
barwienia. Brakujacy fragment pojawial si¢ za to gdzie
indziej na chromosomie, znéw powodujac jego odksztalcenie
i zmianeg barwienia.

Dzi$ transpozony wykrywa si¢ technika PCR i dzigki
znajomosci sekwencji genomow. Zajscie transpozycji
w przypadku ,wytnij i wklej” potwierdza si¢ poréwnujac
sekwencje rodzicéw i dzieci (jesli transpozycja zaszta

w komérkach plciowych rodzicéw) lub réznych tkanek (jesli
zaszta w komérkach somatycznych organizmu); transpozony
DNA zwykle przesuwaja si¢ o niewielka odlegtosé od
poprzedniej pozycji. Transpozycja ,kopiuj i wklej” jest
trudniejsza do wykrycia, o ile nie dysponujemy calymi
genomami do poréwnania. Chyba, ze zaszta w obrebie
jakiego$ genu.

Transpozony Ac/Ds obserwowane przez McClintock
poruszaly sie¢ po chromosomie 9, ktory zawiera wiele
genow kodujacych biatka biorace udzial w wytwarzaniu
barwnikéw lisci i kolb kukurydzy. Wstawienie jakiejkolwick
sekwencji w obrebie genu prawie zawsze powoduje

jego uszkodzenie, co w tym przypadku powodowato
odmienne ubarwienie roslin. McClintock do swoich badan
wybierata te o charakterystycznych plamach na lisciach czy
roznokolorowych ziarnach w kolbie.

Dzis znanych jest 35 przypadkéw ludzkich chordb,
wywolanych transpozycja réznego rodzaju sekwencji
ruchomych. Transpozycje powoduja m.in. niektére przypadki
hemofilii, dystrofii mi¢$niowej czy raka jelita grubego.

Ale nie wszystkie skutki aktywnosci transpozonow sa
szkodliwe.

Zmane sa przypadki, gdy wstawienie transpozonu w obrebie
genu spowodowato powstanie nowego, funkcjonalnego
biatka. Czasem fragmenty transpozonéw staja sie czesciami
normalnych genéw albo sekwencji regulujacych ich dziatanie.
Najbardziej niezwyktym przyktadem pomocy ze strony
transpozonow sg geny przeciwcial. Za ogromne zréznicowanie
tych bialek produkowanych przez organizm czltowieka
(potrafimy wytworzy¢ przeciwciala przeciwko praktycznie
dowolnemu antygenowi) odpowiadaja enzymy, ktore
kodowane sa przez geny funkcjonalnie i strukturalnie
przypominajace transpozony DNA.

Obecno$é tak wielu podobnych sekwencji w genomie bardzo
sprzyja rekombinacji — wymianie podobnych fragmentéw
chromosomoéw podczas podziatu komorki. Rekombinacja
jest waznym zrédtem zréznicowania organizméw, ktére jest
niezbedne do dziatania doboru naturalnego.

Na zakonczenie wypada jeszcze wspomnieé o Alu,
transpozonie, ktéry odniést najwiekszy ewolucyjny sukces
sposrod wszystkich sekwencji ruchomych. Jest to tym
bardziej niezwykte, ze ten 300-nukleotydowy fragment DNA
niczego nie koduje i pojawil si¢ w ewolucji bardzo p6zno —
maja go tylko ssaki. Mimo tego stanowi w sile 1100000 kopii
blisko 10% naszego genomu! Alu jest ,pasozytem pasozytéw”
— powiela si¢ wykorzystujac retrotranspozony L1. Ogromna
wigkszos¢ znanych przypadkéw pozytywnego i negatywnego
wplywu transpozonéw na genomy dotyczy wtasnie Alu.

To gtéwnie dzigki nim zaczeto mysleé¢ o transpozonach nie
jak o ,samolubnych $mieciach”, ale jak o ,magazynie czesci
zamiennych”, ktore organizmy moga wykorzystywaé¢ na wiele
sposobéw w procesie ewolucji.

Anna LORENC, Jarek BRYK

Korespondencje do Kacika biologicznego prosimy przysytaé do Jarka Bryka pod adresem: bryko@poczta.onet.pl
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nicy niemal 50 kpc, zbudowany jest z mtodych, masywnych i bardzo jasnych gwiazd. Powstanie
pierdcienia ttumaczy s 3 galaktyk. Mianowicie przez dysk galaktyki AM 0644-741 przeleciata inna mata galaktyka
(znajdujaca sie obecnie pBza ramka zdjecia), ktéra spowodowata zniszczenie struktury wielkiej galaktyki oraz powstanie w niej .
- rozchodzacej sig jak kregi na wodzie po upadku kamienia - fali ogromnego zaburzenia, osrodka miedzygwiazdowego. Zaburzenie
to w koAcu stato sie ,fala gwiazdotwércza”. Galaktyka znajduje sie w odlegtosci 100 Mpc w gwiazdozbiorze Ryby Latajacej.
Zdjecie wykonano za pomoca Teleskopu Hubble “a. . ¢ ‘

-

Ten ogromny pierscien, o

‘Czerwony Prostokat

w3y e1500de/pode /a0 eseu-oys8-damue/ /:dazy
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Mgtawica ta od dawna znana byta jako silne zrédto podczerwieni, jednak dopiero niedawno Teleskop Hubble “a ujawnit jej osobliwy
wyglad. Centrum mgtawicy stanowi ciasny uktad podwdjny gwiazd, gdzie przynajmniej z jednej z nich wyptywa dos¢ chtodna
materia zawierajaca duze ilosci ziaren lodowych i czasteczek weglowodordéw. Ksztatt litery X ttumaczony jest tym, ze gwiazdy otacza
gesty pierscien pytowy, ograniczajacy wyptyw do stozka, ktérego o$ jest akurat prostopadta do kierunku widzenia. ,Szczeble” miedzy
ramionami litery X dowodza, ze wyptyw materii jest wysoce niejednostajny. Mgtawica znajduje sie w gwiazdozbiorze Jednorozca
w odlegtosci 700 pc. Zdjecie przedstawia obszar o rozmiarach rzedu jednej dziesiatej parseka.




