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Grupy i magiczna sztuczka

Na pewno nie kazdy uswiadamia sobie, ze liczby
calkowite rozwazane w oderwaniu od naturalnych
dzialan dodawania i mnozenia staja sie jakby senne

i malo rozréznialne. To dopiero wlasnosci dzialan czynia
$wiat liczb tak zywym i wielobarwnym. Okazuje sie
zreszta, ze mozna ,dzialanie” przenieé¢ takze w inne
$wiaty obiektow matematycznych, ktére wyposazone
w nowa strukture tzw. grupy staja sie niezwykle
atrakcyjnym tematem badan.

Przypomnijmy. ze grupa nazywamy niepusty zbiér G z dziataniem o.
spelniajacym warunki:

tacznosdei

(1) Viysea (Toy)oz=zo0(yoz)

istnienia elementu neutralnego

(2) JeeaVeea €0z =10€ = T4

odwracalnodci kazdego elementu

(3) VeeaIyeq zoy=yox =e.

Rok temu pisaliSmy juz o uzytecznoéci pojecia grupy

w elementarnej teorii liczb (Delta 8/2003). Tym razem
dostrzezemy strukture grupy tam, gdzie wydawaloby sie
matematyka nie siega.

Bedzie to opowie$é o pewnej sztuczce znanej nam

z dziecinstwa. Jej znajomos$é¢ pozwalala wielokrotnie
imponowac kolegom z podworka, ktorzy mimo uwaznego
$ledzenia kolejnych etapow jej wykonania, nie potrafili
przez dlugi czas jej powtérzy¢. Jak zatem wyglada ta
magiczna sztuczka?

Na palcach lewej reki w kolejnych etapach opisanych
przez rysunki 1-3 zakladamy wykonana ze sznurka
petle, az osiggniemy petle z rysunku 4.

VIR

Rys. 1 Rys. 2

Rys. 3 Rys. 4

Czestaw BAGINSKI
Edmund R. PUCZYEOWSKI

Robimy to mozliwie szybko, by ogladajacy nie
zauwazyli dokladnie, jak ja tworzymy. Ostatnim
etapem sztuczki jest pozorne jej skomplikowanie.
Zdejmujemy mianowicie te fragmenty petli, ktére
sa zaczepione o kciuk i przekladamy miedzy palec
grodkowy i serdeczny (rys. 5).

Rys. 5

Na koniec ciagniemy powoli ku sobie fragment sznurka
wskazany na rysunku strzatka. Okazuje sie, ze cata petla
daje sie w ten sposéb Sciagnaé z reki bez przektadania
zadnego jej fragmentu przez czubki palcow.

Dla lepszego zrozumienia calej sytuacji przyjrzymy
si¢ jeszcze raz petlom z rysunkéw 4 oraz 5 1 opiszemy
je w bardziej Scisty i formalny sposéb. W tym celu
wprowadzimy odpowiednie uproszczenia oraz podamy
zasady tworzenia petli, ich poréwnywania i opisu.

Mozliwie najprostsza petle, wykonana ze sznurka

z polaczonymi konicami, bedziemy zakladaé na,
powiedzmy, kilka kotkéw whitych w plaska powierzchnie.
Bedziemy to ilustrowaé¢ dwuwymiarowymi rysunkami,
gdzie kotkom odpowiadaé beda wyréznione punkty
plaszczyzny, a petlom krzywe zamkniete umieszczone
na tej plaszczyznie. Bedziemy przy tym zakladaé, ze
dwie petle sa réwnowazne, jezeli jedna z nich mozna
tak przesunaé po powierzchni bez przekladania przez
wierzchotki kotkéw, by wygladata dokladnie tak,

jak druga. Petle nazwiemy Sciagalna, jesli mozna ja
bez zadnych ograniczen dowolnie przemieszcza¢ po
calej plaszczyznie, innymi stowy — jesli jest to petla
niezaczepiona na zadnym z kotkéw (np. taka jak
,motyl” z rysunku 10).

Rys. 6




Rys. 7
Rys. 8
Rys. 9
Y Z
T
Rys. 10

Do opisu rysunku petli uzyjemy symboli literowych.
Najpierw kazdy z wyréznionych punktéow plaszczyzny
(odpowiadajacych koltkom) nazwiemy wielkimi literami
alfabetu (X,Y, Z,...). Nastepnie w rysowanej petli
zaznaczymy kierunek rysowania oraz poczatek petli,

2

ktéry, rzecz jasna, jest jednoczesnie jej koncem. Te dwa
parametry pozwola nam przypisywaé petli ciag symboli
— matych liter odpowiadajacych wyréznionym punktom,
ktére petla obiega. Przyjmujemy przy tym nastepujace

zasady.

1. Kazda petle $ciagalna oznaczymy symbolem 1.

2. Jezeli rysujemy petle, to jednoczesdnie zapisujemy
kolejne litery odpowiadajace punktom, ktére petla
otacza, przy czym obiegajac np. punkt X przeciwnie
do ruchu wskazdwek zegara piszemy z, a zgodnie

z ruchem wskazowek zegara z7'.

3. Cigg symboli odpowiadajacych ustalonej petli
bedziemy redukowaé¢ do mozliwie najkrétszego
zapisu, usuwajac z zapisu kazdy fragment postaci
aa~! oraz a la.

Zauwazmy, ze wladciwie kazda petle mozna poskleja¢

z petli najprostszych (rys. 11), jedli bedziemy trzymac

sie zasady, wedle ktérej mozliwy jest obieg po calej petli

bez naruszenia kierunkéw pierwotnych w najprostszych
petlach wchodzacych w jej sklad.

Rys. lla Rys. 11b

Rozwazmy na poczatek petle obiegajace jeden punkt X.
WeZzmy np. dwie petle obiegajace punkt X przeciwnie
do ruchu wskazéwek zegara i sklejmy je wedlug
powyzszej zasady. Obie petle oznaczymy symbolem z.
Niezaleznie od tego, czy najpierw bedziemy obiegad
petle, ktéra na rysunku jest wigksza, czy tez petle,
ktéra jest mniejsza, po ich sklejeniu powstanie petla
réwnowazna tej, ktora jest na rysunku 11b. W kazdej

z tych sytuacji otrzymanej petli przypiszemy symbol zz,
ktéry dla skrétu zapiszemy w postaci 2. Po sklejeniu
trzech czy czterech petli réwnowaznych petli x powstang
petle oznaczone jako z% i 2 (rvs. 12).

Rys. 12

Latwo zauwazy¢, ze sklejenie petli = z petla 7
prowadzi do petli $ciagalnej. Jest to wiec zgodne

z przyjeta zasada usuwania z zapisu nazwy petli symboli
postaci aa~! i a~'a. Tak wiec obie petle: zz~' iz 7'z
s petlami $ciagalnymi i mozemy im przypisa¢ symbol 1
(rys. 13).



Rys. 13

Przejdzmy teraz do petli obiegajacych dwa punkty:

X 1Y. Bedziemy je skleja¢ z petli prostych postaci

xz, z7, y iy . Zauwazmy, ze jezeli w rysunkach
zapomnimy zaznaczy¢ punkt poczatkowy (konicowy)
petli oraz kierunek obiegu, to cztery rézne petle zy,
y~lz7l yz iz~ 'y~! beda wygladaé tak samo (rys. 14),
ale az takie uproszczenia nas nie interesuja.
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Rys. 14

Rozrézniamy bowiem, ktory kolek obchodzimy najpierw,
ktéry potem i w jakim kierunku to robimy. Jest to

o tyle wazne, ze w przeciwnym razie doszlibysmy

do blednego wniosku, ze np. zy = yz, co z kolei
sugerowaloby istnienie mozliwosci przemieszczania petli
z rysunku 15 do postaci petli z rysunku 16, co, jak
widaé ,,golym okiem”, nie jest wykonalne.

O
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Rys. 15

Rys. 16

Rzeczywiscie, przy ustaleniu np. dodatniego obiegu
wzgledem punktu X, w zaleznodci od okreslenia
punktu poczatkowego, petla z rysunku 15 reprezentuje
kazda z petli 2%y?, zy%x, y?z? yz’y, natomiast petla

z rysunku 16 tylko zyzy lub yryr. Widzimy zatem,

ze dziatanie laczenia petli (stéw) nie jest przemienne!
Zauwazmy jeszcze tylko, ze zdjecie petli z kotka X
pociaga za soba modyfikacje zapisu przez usunigcie

z niego symboli z i 2!, Kazda z petli z rysunkéw

15 1 16 zostalaby w ten sposéb doprowadzona do postaci
y? (przy zachowaniu wezesniej ustalonego dodatniego
obiegu).

Jestesmy juz gotowi, by wykorzysta¢ wprowadzony
wyzej formalny opis do wyjasnienia tajemnicy magicznej
sztuczki. Powréémy zatem do petli z rysunkéw 41 5 1 do
ich uproszczonych wersji z rysunkéw 8 i 9. Pierwsza

z nich mozna nazwaé stowem =~ 'z~ 'y 'zyz. Druga
powstaje z niej przez zdjecie z palca X, zatem jej zapis
ma postaé 271y~ lyz, ale z tego zapisu juz widaé, ze
jest to petla $ciagalna, bo po usunieciu ciggu symboli
y~ 'y zostanie tylko 27!z, a zatem nazwa dla tej petli
jest symbol 1! W ten sposéb na pozér magiczny efekt
znalazt zupelnie racjonalne wytlumaczenie.

Skoro juz mamy sposob nazywania petli, pozwalajacy
z nazwy wywnioskowaé jej wazne wlasnosci, pobawmy
sie przez chwile w tworzenie petli dla iluzjonisty.

Na rysunku 17a przedstawiona jest petla majaca te
wlasnosé, ze jedli zdejmiemy ja z ktéregokolwiek palca,
to z drugiego palca mozna juz ja Sciagnaé.

Rys. 17a

Rzeczywiscie, jej ptaski rysunek pozwala nazwac¢ ja np.
stowem 'y~ lay. Jedli zdejmiemy ja z palca X, to
zostanie nam petla o nazwie y~'y, a jedli zdejmiemy
ja z palca Y, zostanie nam petla o nazwie = 'z. Idac
za sugestig p. Michala Krycha, mozna by to wyrazi¢
tak: gdyby$my zawiesili na $cianie obrazek zaczepiony
na dwdéch gwozdziach tak, jak na rysunku 17d, to
wyciagniecie ktéregokolwiek z gwozdzi sprawi, ze
obrazek spadnie.

Rys. 17b
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Rys. 17d

Czy potrafilibySmy zawiesi¢ obrazek na trzech
gwozdziach, by po wyjeciu ktéregokolwiek z nich
obrazek spadl? Co prawda, nie jest to latwe, ale takie
zawieszenie jest mozliwe na trzech i na czterech, i na
dowolnej skonczonej liczbie gwozdzi. Zacznijmy od
slowa, ktére odpowiada za takie zaczepienie na dwéch
gwozdziach 1 oznaczmy je symbolem [z, y|:

[z,9] = 27y Lay.

Jak zauwazylidmy, zastapienie symbolu x przez 1 lub
symbolu y przez 1 prowadzi do petli Sciagalnej. Innymi
slowy, mozna przyjaé, ze [1,y] = 11 [z, 1] = 1. Jedli teraz
p jest stowem odpowiadajacym petli zaplatanej wokdél m
punktéw, a przez p~! oznaczymy te sama petle, tyle ze
majaca przeciwny kierunek obiegu, to latwo stwierdzi¢,
ze petle p~'p i pp~! sa éciagalne, czyli p~'p=pp~! = 1.
Majac to na wzgledzie, widzimy, ze petla odpowiadajaca
stowu [p, z] po zdjeciu z punktu odpowiadajacego z
staje sie $ciagalna. To oznacza w szczegdlnosci, ze petla
postaci

[z,9], 2] = [z,9] 27 [z, 9]z =

= (@Y lay) e Ty T ayz =

1

=y x_lyrz_l

x ly layz

odpowiada za takie powieszenie obrazka na trzech
gwozdziach, o jakim méwimy wyzej. Jej wyglad
pokazuje rysunek 18.

Rys. 18a

Rys. 18¢c ’lr_lyxz_l.r_ly‘lzyz

Rys. 18d

Teraz juz nietrudno si¢ domyéleé¢, ze wieszanie obrazka
wedlug opisanej zasady na czterech gwozdziach mozna
np. zrobi¢ zgodnie ze slowem [[[z. y]. z] . t]. na pigciu -
([[[x,v], 2] . t] ,u] 1 tak dalej.

Zostawiamy Czytelnikowi wymyélenie. jak sprawnie
i szybko takie petle wykonane ze sznurka zaklada¢
na palcach reki lub kotkach.

Zostala nam jeszcze sprawa grupy. Otéz grupa, ktora
zawiera w sobie te wszystkie prawa rzadzace petlami,
jakie mozna zaplataé¢ wokét wyrdznionyeh n punktéw
X1, Xo,...,X,, to grupa, ktérej elementami sa
wszystkie mozliwe ‘stowa’, jakie mozemy utworzy¢
z symboli Il,Il_l,IQ,I‘Z_J, ..... r,. 7, !, zapisanych
kolejno jeden po drugim. Przyjmujemy przy tym, ze
dwa slowa sa identyczne, jesli z jednego z nich mozna
otrzymadé drugie w skonczonej liczbie krokéw wstawiajac
badz usuwajac z niego fragmenty postaci aa™! lub a™'a.
Dzialaniem w zbiorze tych sléw jest ich laczenie: jesli
w1, ws sa slowami, to
def.

wWpows = wWiws.

Elementem neutralnym jest, oczywiscie, stowo 1,

a tacznodé dzialania nie budzi watpliwosci.

Na zakonczenie sugerujemy zbadanie wiasnosci trzech
petli, ktérych nazwy podane sa ponizej.

1. [z,y2][2, zy][y, 2z]
2. [z, y2t|[t, xyz][z, tzy] [y, 2tz

=]

3. [z,y,z  2z][2, 2, 2 Y2y, 2,y L]



Czy mozna sklonowac¢ foton?

W ostatnich latach ogromne emocje rozpala problem
klonowania organizmoéw zywych. W 1997 roku biologom
udalo sie sklonowaé stynna owieczke Dolly. Sklonowac,
czyli z owieczki, majacej w swoich komérkach pewien
unikalny kod genetyczny, wytworzy¢ jej genetyczna
kopie. To znaczy osobnika (owieczke) z dokladnie takim
samym zestawem genéw.

Proces klonowania jest technicznie bardzo
skomplikowany i wciaz nie do konca zrozumiany.
Oczywiscie, im organizm prostszy, tym latwiej powinno
sie go da¢ klonowa¢é. Latwiej jest sklonowaé pierwotniaka
niz owce, nie méwiac juz o wirusach, ktérych

kod genetyczny potrafimy zlozy¢ z pojedynczych
nukleotydéw i wyprodukowaé¢ na zamdwienie wedlug
danego przepisu tyle kopii, ile chcemy.

A czy mozemy sklonowaé czasteczke chemiczna?
Wyobrazmy sobie takie zadanie: kto$ przysyla nam

w kopercie pewna nieznana nam czasteczke chemiczna.
Mamy do dyspozycji wszystko, czego dusza zapragnie
— nowoczesne laboratorium, wszelkie substancje
chemiczne. . . Polecenie jest proste: wytworzy¢ czasteczke
chemiczna taka sama jak otrzymana w kopercie.
Otwieramy wiec koperte i ostroznie badamy przystana
czasteczke, tak zeby jej nie zniszezy¢, a dowiedzieé

sie, z jakich atoméw sie sktada. Mozemy to zrobié,

na przyklad $wiecac na nia $wiattem laserowym

i obserwujac swiatlo, jakie tak wzbudzona czasteczka
emituje. Gdy juz poznamy, z jakich atoméw sie sklada,
musimy uzy¢ naszej chemicznej wiedzy, aby dokonaé
syntezy tej czasteczki (zazwyczaj uzyskamy cate
mnéstwo takich czasteczek) i klonowanie gotowe.

Czy rzeczywiscie sklonowana czasteczka jest identyczna
z oryginatlem? OdpowiedZ na to pytanie zalezy od

tego, co rozumiemy przez stowo ,identyczna”. Jesli
chodzi nam tylko o sklad atomowy czasteczki, to
rzeczywiscie odniesliSmy sukces. Ale jedli ktos ma
wyzsze wymagania i zazada, zeby sklonowana czasteczka
byla w dokladnie takim samym stanie kwantowym co
czasteczka przystana w kopercie, to jest to juz znacznie
powazniejsze wyzwanie. Méwiac w takim samym

stanie kwantowym mam na mysli, ze wszystkie atomy,
a wraz z nimi elektrony, protony, neutrony nalezace do
czasteczki-klonu sg w tym samym stanie co elektrony,
protony i neutrony czgsteczki oryginalnej.

Okazuje sie, ze takiego zadania nie jestesmy w stanie
wykonaé! Zaskakujacym twierdzeniem mechaniki
kwantowej jest to, ze wierne klonowanie nieznanego
ukladu kwantowego (np. czasteczki chemicznej) jest
niemozliwe!

Zeby zrozumieé, skad si¢ bierze w mechanice kwantowej
tak ostre ograniczenie naszych mozliwosci powielania,
zajmiemy sie obiektem jeszcze prostszym od czasteczki
chemicznej. Zajmiemy sie pojedyncza czastka sSwiatta —
fotonem. Zobaczymy na tym przykladzie, ze sklonowanie
nawet czego$ tak mato skomplikowanego jak foton
okazuje sie niemozliwe w $wietle obecnie uznawanych
praw fizyki.

Rafal DEMKOWICZ-DOBRZANSKI

Myélac o $wietle w sposéb klasyczny, mowimy, ze
$wiatlo jest fala elektromagnetyczna. Diugosé fali A
(odstep miedzy kolejnymi brzuszkami) decyduje o tym,
jakiego koloru jest $wiatto.

Poza barwa $wiatlo ma jeszcze innag wazng ceche
polaryzacje. Fala elektromagnetyczna jest
fala poprzeczna, co oznacza, ze pole elektryczne
i magnetyczne drgaja w kierunkach prostopadlych
do kierunku rozchodzenia sie fali. Rozwazmy fale
elektromagnetyczna, ktéra pada prostopadle na kartke,
ktora wlasnie czytacie. Poprzecznosé fali oznacza,
ze pola elektryczne i magnetyczne beda wzajemnie
prostopadlymi wektorami lezacymi w plaszczyznie
kartki. Umownie przyjmuje sie, ze kierunek polaryzacji
Swiatta to kierunek drgan pola elektrycznego. Zeby
wytworzy¢ spolaryzowane $wiatlo, wystarczy przepudcic
$wiatlo niespolaryzowane, np. z zaréwki, przez
polaryzator, ktéry przepusci tylko Swiatlo o okreslonej
polaryzacji. Mozemy kreci¢ polaryzatorem tak, aby
zamiast przepuszczaé¢ Swiatlo spolaryzowane np.
pionowo, przepuscil $wiatlo spolaryzowane np. pod
katem 45°. W ten spos6b mozemy wytworzy¢ swiatlo
o dowolnej polaryzacji (liniowej).

O $wietle nie da si¢ jednak my$leé jedynie jako

o fali. W wielu sytuacjach swiatlo przejawia nature
czasteczkowa (korpuskularng) i trzeba mysle¢ o nim,
ze sklada si¢ z czastek. Te czastki nazywamy fotonami.
Fotonom przypisujemy takie same cechy co fali
elektromagnetycznej: kolor i polaryzacje, jakkolwiek
trudno intuicyjnie uchwyci¢ pojecie polaryzacji czy
koloru pojedynczego fotonu.

Zapomnijmy na jaki$ czas o tym, ze foton ma kolor

i skupmy sie tylko na jego polaryzacji. To pomoze
nam zrozumie¢, dlaczego klonowanie fotonu jest
niemozliwe. Jedli ustawimy idealny polaryzator tak,
aby przepuszczal swiatlo spolaryzowane pionowo,

a nastepnie puscimy na taki polaryzator pojedynczy
foton o polaryzacji pionowej, to foton ten na pewno
przejdzie przez polaryzator. Jesli na ten sam polaryzator
puscimy foton spolaryzowany poziomo, to tym razem
foton na pewno przez polaryzator nie przejdzie. Ale
co bedzie, jedli kto$ nam przesle pojedynczy foton

o polaryzacji pod katem 45°7 Czy nasz polaryzator
go zatrzyma czy przepuéci? Otéz tu wladnie objawia
swoja nature fizyka kwantowa i méwi: ,Nie mozna
przewidzieé¢, czy foton przejdzie czy nie! Mozna
powiedzieé tylko, ze z prawdopodobienstwem 50%
przejdzie, a z prawdopodobienistwem 50% nie”.

Jesli ktoé nam przesyla pojedynczy foton o polaryzacji
albo poziomej, albo pionowej, albo 45°, to ustawiajac
polaryzator i sprawdzajac, czy foton przeszedt czy nie,
nie jesteSmy w stanie stwierdzié¢, jaki foton zostal nam
przystany! Jesli foton przejdzie przez polaryzator, to
nie wiemy, czy byl to foton o polaryzacji pionowej,

czy tez foton o polaryzacji 45°, ktéremu szczesliwie

(z prawdopodobienstwem 50%) udalo si¢ przejéé

przez polaryzator. Jedyne, co mozemy w tej sytuacji



powiedzie¢, to to, ze na pewno nie byl to foton
o polaryzacji poziomej, bo ten by na pewno nie
przeszed!.

Zamiast polaryzacji 45° mozna by uzy¢ w powyzszych
rozwazaniach polaryzacji §wiatla pod dowolnym katem

np. 30°, byle tylko innej niz pozioma i pionowa. Spowodowaloby
to jedynie zmiane prawdopodobienistw przejscia lub nieprzejscia
takiego fotonu przez polaryzator, zamiast 50% i 50% byloby

np. 25% i 75%. Nie zmieniloby to jednak zasadniczych wnioskéw
dyskusji.

Wréémy teraz do klonowania. Ktos$ nam przesyla

-Ww kopercie” foton o nieznanej polaryzacji. Naszym
zadaniem jest sklonowaé ten foton, to znaczy zwrécié
zleceniodawcy dwa fotony o takiej samej polaryzacji
jak foton przystany. Nasuwa sie strategia: najpierw
sprawdzmy, jaka polaryzacje ma foton, a potem
wytworzymy jego kopie. Sprobujmy postapi¢ w sposéb
opisany w poprzednim akapicie. Ustawiamy polaryzator
np. tak, by przepuszczal $wiatlo spolaryzowane pionowo
i... no c6z, mamy ten sam problem co poprzednio.
Jedli foton przejdzie, to wiemy tylko tyle, ze nie byl to
foton spolaryzowany poziomo, ale mégt by¢é to foton
spolaryzowany pionowo albo foton o polaryzacji pod
katem 8°, 17°, 34°, 77°,..., ktéremu szczesliwie udato
sie przejé¢. Wiec wladciwie nic nie wiemy. Co gorsza po
dokonaniu pomiaru nieodwracalnie zaburzyliémy stan
fotonu. Jesli foton mial polaryzacje 45° i szczeSliwie
udalo mu si¢ przejé¢ przez polaryzator, to po przejsciu
jest juz fotonem o polaryzacji pionowej i catkowicie
~zapomnial” swoja pierwotng nature. Widaé, ze ta
metoda nie pozwoli nam sklonowaé fotonu. A moze jest
inna?

Moze nie nalezy wykonywaé¢ pomiaru na przystanym
fotonie. Kwantowa natura fotonu nie pozwala dowiedzie¢
si¢ o nim tego, czego bysmy chcieli, za pomoca pomiaru
na pojedynczym egzemplarzu. I to nie dlatego, ze
pomiar za pomoca polaryzatora jest zbyt prymitywny.
Kazda inna préba pomiaru polaryzacji pojedynczego
fotonu zostawilaby nam ten sam niedosyt.

Zrezygnyjmy wiec z pomiaru i zastanéwmy sie, czy
mozemy sklonowac foton, nie dowiadujac sie wcale, jaki
on jest. To zadanie nie jest wcale az tak absurdalne.
Mozemy, na przyklad, przygotowaé urzadzenie,

do ktérego wpuszczamy foton, on tam oddziatuje

z jakim$ wzbudzonym atomem, ktéry w wyniku
oddziatywania wysyla dodatkowy foton o takiej samej
polaryzacji jak foton, ktéry wpadl do urzadzenia.

Na zadnym etapie tego procesu nie wykonujemy
pomiaru, nie wiemy wiec, jaka jest polaryzacja
przystanego fotonu. Po wyprodukowaniu jego kopii
oba fotony odsylamy zleceniodawcy, réwniez teraz nie
mierzac ich polaryzacji (bo mogliby$my co$ popsué).

Niestety, okazuje sie, ze nie mozna skonstruowaé takiego
urzadzenia, ktére by klonowalo foton o nieznanej
polaryzacji i bylo zgodne ze znanymi nam prawami
mechaniki kwantowej. Przedstawie tutaj dowdd tego
faktu, wynikajacy jedynie z tego, ze wszelkie operacje

w mechanice kwantowej (pomiar, ewolucja ukladu) sa
operacjami liniowymi.

Wyobrazmy sobie maszyne, ktéra potrafi dobrze
klonowaé fotony majace albo polaryzacje pionowa,

albo poziomg (taka maszyna jest dopuszczalna przez
mechanike kwantowa). Oznaczmy stan poczatkowy
maszyny jako |Mp). Oznaczenie stanu w postaci | ) nosi
w fizyce nazwe ,ket”. Zapiszmy, co robi maszyna, jedli
dostanie na wejsciu foton o polaryzacji poziomej |«)
lub foton o polaryzacji pionowej | ] ):

| =) Mo)  — <)) M)
| D) Mo)  — [ DI 1) M2)

Zapis po lewej stronie oznacza, ze na poczatku mamy
foton o pewnej polaryzacji (poziomej, pionowej) oraz
maszyne w stanie poczatkowym. Po dzialaniu maszyny
na wyjsciu otrzymujemy dwa fotony o tych samych |
stanach polaryzacyjnych oraz maszyne, ktérej stan

moze w ogdlnosci zaleze¢ od tego, jaki foton klonowala

(stad rézne stany |M;) oraz |M>)). W zapisie po prawej

stronie mamy trzy ,kety”: pierwszy oznacza stan

pierwszego fotonu, drugi oznacza stan drugiego fotonu,

a trzeci stan maszyny. Mozna mysle¢ o tych ,ketach”, ze

sg przez siebie mnozone, co utatwi dalsze rozumowania.

Jest to najogdlniejsza posta¢ maszyny, ktéra dobrze

klonuje stany | <) oraz | | ). Sprawdzmy teraz, czy

ta maszyna dobrze sklonuje réwniez foton o innej niz

pionowa lub pozioma polaryzacji, np. 45°.

(1)

Stan fotonu o polaryzacji 45° w mechanice kwantowej
zapisuje si¢ jako |45°) = 1/v/2(|«) +]1)). O stanach
w mechanice kwantowej mozna mysle¢ jak o wektorach
o dhugosci 1. W tym przypadku jest to szczegélnie
intuicyjne. Mozna my$leé, ze stan | <) to wektor
dlugosei 1 skierowany np. w prawo, stan | [) to wektor
dtugodci 1 skierowany do géry. A stan |45°) to wektor
skierowany pod katem 45°. O stanie | 45°) mozna
mysle¢ jako o pewnej kombinacji polaryzacji pionowej
i poziome;j.

Roéwnie dobrze polaryzacje pozioma i pionowa mozna by
wyrazié np. przez polaryzacje pod katem 45° i polaryzacje pod
katem 135°. Matematycznie oznacza to, ze zdecydowalisSmy

sie na wybér pewnej bazy w przestrzeni wektorowej. To tak,
jak opisujac wektory na plaszczyznie, mozemy wybrac rézne
uklady wspélrzednych. Np. zamiast osi «, y mozemy wybraé
uktad wspétrzednych 2/, y’ obrécony wzgledem tamtego o 45°
i rozpisywaé¢ wektory w nowym uktadzie wspoélrzednych.

Wspélezynnik 1/4/2 zapewnia, ze dtugosé wektora | 45°)
jest réwna 1.

Co by oznaczalo dobre klonowanie stanu [45°)7
Na wyjéciu chcieliby$my uzyskaé dwa fotony w stanie
| 45°), czyli stan:

| 45°)[ 45°) M)
(2) =

1 1
V2 V2
gdzie | M3) oznacza stan maszyny po klonowaniu, ktéry
moze by¢ w ogdlnosei inny od |M) i |Msy).

(=) +11) = (=) +11)) [Ms),

Operacje A nazywamy liniowa, jesli spelnione sa prawa:
Alv+w) = A@) + A(w),  Aav) = aA(v),
gdzie a jest dowolng liczbg.




Wymnazajac nawiasy, otrzymujemy wniosek, ze stan,
jaki chcieliby$my uzyskaé, jest postaci

1
(3) M)+ 1A+ D)+ 1T T)) [ Ms).
A co nam da nasza maszyna klonujaca, jesli wpuscimy
do niej stan |45°) = 1/v/2 (| <) + | ]))? Skorzystamy
kwantowe] 1 wzoréw (1).
1

\/5(|<—>>+|I>)|Mo>—>

L
V2

Niestety, ku naszemu zmartwieniu musimy

stwierdzié, ze jest to znaczaco inny stan niz ten

w wyrazeniu (3), ktéry cheieliby$my uzyska¢ od
idealnej maszyny klonujacej. Nawet jesli przyjmiemy,
ze |M,) = |Ms) = |Ms), to i tak wyrazenia beda si¢
réznié tym, ze w rownaniu (4) w koncowym stanie
mamy w nawiasie dodane do siebie dwa czlony,

a w wyrazeniu (3) sa cztery nieredukowalne skladniki.
Podsumowujac, kazda maszyna, ktéra dobrze klonuje
stany | ) i | <), nie moze dobrze klonowa¢ stanu |45°).
Czyli nie ma urzadzenia klonujacego dobrze foton

o dowolnej polaryzacji.

(4) — —= (=) =) M) + [ 1) 1) M) -

7 tego wszystkiego plynie bardzo prosty i ogélny
wniosek. RozwazaliSmy jeden z najprostszych
przykladéw ukladu kwantowego i doszliémy do wniosku,
ze nie da sie sklonowaé tego ukladu, jesli znajduje si¢ on
w nieznanym stanie. Oczywiscie, jesli interesujg nas

réwnan:

Rys. 2
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Rozwiazanie na str. 16

tylko wybrane stany kwantowe, np. tylko polaryzacja
pionowa lub pozioma, to klonowanie jest mozliwe.
Wszystko to przenosi si¢ na bardziej skomplikowane
uklady kwantowe, takie jak atomy, czasteczki, a nawet
owieczki. Majac jeden egzemplarz ukladu kwantowego
i nic nie wiedzac o jego stanie, nie da si¢ stworzy¢ jego
wiernej kopii. Przez wierna rozumiemy, oczywiscie,
uktad w dokladnie takim samym stanie kwantowym
(w przypadku fotonu stan kwantowy utozsamiliSmy

z jego polaryzacja).

Na problem klonowania stanéw kwantowych mozna
patrzeé¢ jak na problem powielenia pewnej informacji.
Trudno$é kwantowego klonowania nie polega na tym,
ze nie mamy materialéw, zeby wytworzy¢ klon, ani

ze nie umiemy zlozy¢ odpowiednich czeéci. Problem
tkwi natomiast w tym, ze nie potrafimy powieli¢ stanu
kwantowego ukladu. Méwiac inaczej — nie umiemy
powieli¢ kwantowej informacji zapisanej w stanie
uktadu. Klasyczna informacja latwo poddaje si¢
powieleniu, natomiast kopiowanie informacji kwantowe]
jest niemozliwe. Ograniczenie to ma swoje dobre strony.
Drzieki temu istnieje bezpieczna kwantowa metoda
rozsylania klucza, ktérego uzy¢ mozna do szyfrowania
wiadomoéci (kryptografia kwantowa).

A co z tego wynika dla owieczek? Biologowie maja
mniejsze wymagania co do tego, czym jest wierne
klonowanie. Nie martwig sic o kwantowa nature ukladu
i dlatego moga sie szczycié¢ tym, ze umieja klonowac.
My jednak wiemy, ze nie ma metody, zeby owieczka
Dolly byla naprawde (kwantowo) identyczna ze swoim
pierwowzorem!

F 625. Sonda kosmiczna o masie M i predkosci v wpada w chmure
spoczywajacego pyhu. Pyl sktada si¢ z przypadkowo rozrzuconych drobin

o masie m i koncentracji n. Pole przekroju poprzecznego sondy wzgledem
kierunku ruchu wynosi A. Jakie bedzie obserwowane opéznienie a sondy, jesli
kazda drobina po zderzeniu grz¢Znie w powierzchni sondy?

Rozwiazanie na str. 16

F 626. Kwadratowa, jednorodna plyta o masie m wisi na 4 sprezynach

o réznych stalych sprezystosci ki, ko, k3 1 ks (rys. 1). Plyta wisi réwnolegle
do podloza, a dlugosci swobodne sprezyn 11 2 sa réwne (pozostalych
niekoniecznie). Jakimi sitami dzialaja sprezyny na ptyte?

Rozwiazanie na str. 14

Redaguje Waldemar POMPE
M 1069. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste x, y, z spetniajace uklad

r+y=2
ry—22:1

M 1070. Wykazaé, ze w dwunastokacie foremnym A; A, ... A2 przekatne Ay Ag,
AsAg, A3A|| przecinaja sie w jednym punkcie (rys. 2).
Rozwiazanie na str. 16

M 1071. Rozstrzygnaé, czy istnieje tréjkat o polu réwnym 100 i kazdej
wysokosci mniejszej od 1.
Rozwiazanie na str. 14



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Zloty jubileusz CERNu

W tym roku CERN obchodzi pieé¢dziesiata rocznice
powstania. Oérodek wywodzi sw6j akronim od Conseil
Européen pour la Recherche Nucléaire, czyli Europejskiej
Rady Badan Jadrowych, ktéra w 1952 roku wybrata Genewe
jako miejsce lokalizacji przyszlego laboratorium. W czerwcu
1953 roku projekt, stosunkiem gloséw 16539 do 7332,
przeszedl w kantonalnym referendum (w konicu to przeciez
Szwajcaria). Ponizsze zdjecie przedstawia poczatek prac
ziemnych, ktére rozpoczely sie 17 maja 1954 roku pod okiem
przedstawicieli lokalnych wiadz i pracownikéw powstajacego
osrodka.

Obok Wspélnoty Wegla i Stali oérodek byt prekursorem
europejskiej wspélpracy, ktéra obecnie przybrata postaé
Unii Europejskiej. Celem powolania oérodka byto

skuteczne konkurowanie z naukowym potencjatem Stanéw
Zjednoczonych i Zwiazku Radzieckiego. Udawalo si¢ to od
samego poczatku, po dzien dzisiejszy. 24 listopada 1959 roku
uruchomiony zostal potezny akcelerator Proton Synchrotron
(PS). Przyspieszal on protony do energii 24 GeV
(odpowiadajacej przyspieszeniu potencjatem 24 miliardéw
wolt), ktéra przyémila najwyzsza do tej pory energie

10 GeV osiggana w Dubnej (ZSRR). Rosjanie, przewidujac
przejecie pateczki przez CERN, zaopatrzyli Johna Adamsa
w magiczny przedmiot ulatwiajacy $wietowanie sukcesu
(zdjecie na pierwszej stronie okladki). Po opréznieniu, lampa
zostata odestana do Alladyna z fotografia dokumentujaca
osiagnieta energie. Po ponad 40 latach PS nadal dziata!

To w nim wstepnie przyspieszane sa wszystkie rodzaje
czastek uzywanych w CERNie. PS bedzie prawdopodobnie
stuzyt przynajmniej przez najblizsze ¢wieréwiecze: za trzy
lata rozpocznie sie kolejna era bezwzglednej dominacji
CERNu w dziedzinie osiagania maksymalnych energii
przyspieszanych czastek. Zacznie dziala¢ Wielki Zderzacz
Hadronéw (Large Hadron Collider LHC), w ktérym beda
krazy¢ przeciwbiezne wiazki protonéw o energii 7 TeV kazda.

Z perspektywy czasu widaé, ze to gléwnie dzigki CERNowi
udato si¢ stworzy¢, a nastepnie niezwykle precyzyjnie
potwierdzi¢ standardowy model czastek elementarnych

(SM) [1]. Przypomnijmy tylko kamienie milowe tego procesu.
W 1973 roku olbrzymia cernowska komora pecherzykowa
Gargamelle zarejestrowala prgdy neutralne, a konkretnie
oddzialywania neutrin mionowych bez przemiany neutrina
w odpowiadajacy mu natadowany mion. Jedno z pierwszych
takich oddzialywan pokazane jest na pierwszej stronie
oktadki.

Odkrycie to dowodzilo istnienia neutralnych bozonéw
posredniczacych Z°, bez ktérych SM nie miat sensu.
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Dzieki temu teoretycy Steven Weinberg, Abdus Salam
i Sheldon Glashow otrzymali w 1979 roku Nagrode Nobla
z Fizyki (NNF).

CERN nie poprzestal na udokumentowaniu istnienia Z°.
Zbudowany zostal gigantyczny Super Proton Synchrotron
(SPS), ktéry w genialnej wersji SppS, zderzajacej
przeciwbiezne wigzki protonéw 1 anyprotonéw o energii
bliskiej 1 TeV, pozwolil na odkrycie najpierw naladowanych
bozonéw posredniczacych W i W™, a nastepnie bozonu Z°.

Za to osiagniecie, w 1984 roku, NNF otrzymali Carlo Rubbia
i Simon van der Meer. I na tym nie poprzestano, tylko

w 1989 roku uruchomiono Wielki zderzacz Elektronéw

i Pozytonéw (LEP), ktéry przez pie¢ lat byt fabryka Z°,

a przez nastepne pieé¢ intensywnie szukal bozonu Higgsa
(ostatniej brakujacej cegietki SM), produkujac przy okazji
pary bozonéw posredniczacych. Te dziesigé¢ lat intensywnej
pracy, uzupelnione o wyniki innych eksperymentéw,
pozwolily uczynié¢ z SM najbardziej kompleksowa, precyzyjna
teorie fizyki. Dos¢ powiedzieé, ze to LEP pokazal, jaka

mase powinien mieé najciezszy kwark top, co pozwolilo
uwierzy¢ w jego odkrycie w Tevatronie (Stany Zjednoczone)
na podstawie bardzo malej statystyki.

Te same precyzyjne dane pozwalaja obecnie wierzyé,

ze enigmatyczny bozon Higgsa istnieje tuz ponad
do$wiadczalnie wyznaczona granica jego masy (grafika

na pierwszej stronie okladki) i tylko czeka na odkrycie
jego i/lub fizyki, ktérej SM jest tylko niskoenergetycznym
przyblizeniem. Precyzja opisywanych pomiaréw

przyniosta w 1999 roku NNF Gerardusowi 't Hooftowi

i Martinusowi J.G. Veltmanowi, teoretykom, ktérych prace
legly u podstaw rachunkowej wirtuozerii.

CERN to, oczywiscie, nie tylko badania podstawowe

w dziedzinie czastek elementarnych [2]. W 1992 roku
pracujacy w CERNie Georges Charpak dostalt NNF za wklad
w budowe detektoréw nie tyle ze wzgledu na ich niezbednosé
w badaniach podstawowych, co na ich wykorzystanie

w innych dziedzinach z medycyna na czele. To w CERNie
Tim Berners-Lee wymys$lit WWW, a obecnie to CERN
odgrywa wiodaca role w rozwijaniu technik GRIDowych,
czyli tworzeniu z rozproszonych komputeréw jednego
efektywnie dzialajacego systemu. Technologia ta jest
potrzebna do przetwarzania olbrzymich mas danych,

ktére bedzie dostarczaé¢ LHC, ale jednocze$nie okazuje sie
niezbedna w rosnacej liczbie dziedzin.

Gléwnym celem CERNu pozostaje jednak badanie. . .
poczatkéw Wszechswiata. Badania mikroskopowe
(femtoskopowe?) pozwalaja na wnikniecie tam, gdzie nie
siegng najpotezniejsze teleskopy.

Co jeszcze czeka nas na tej drodze? Sami to sprawdzimy —
CERN to przeciez takze nasze, polskie laboratorium.

Piotr ZALEWSKI

[1] Delta 5/2000. http: /hep.fuw.edu.pl/delta/5-2000.html
[2] Delta 6/1996. http://hep.fuw.edu.pl/delta/6-1996.html

Polska strona CERNu:
http://wuw.fuw.edu.pl/ ajduk/Public/Welcome.html




Maia aelld

Mozna zaczaé¢ od banknotu

Na ile sposobéw mozna przykryé banknotem prostokat o tych samych
rozmiarach? Kazdy od razu zgadnie, ze na cztery sposoby: do géry
orlem, przy czym orzel moze by¢ do dotu lub do géry nogami, i podobnie
na dwa sposoby krélem do géry (cho¢ na banknocie nie widaé jego nég).

Na sprawe mozna spojrzec¢ inaczej: na ile sposobéw mozna zmienié
polozenie takiego banknotu? Odpowiedz, whrew pozorom, tez bedzie:
cztery. Trzy znajdujemy latwo: symetria wzgledem pionowej osi (A),
symetria wzgledem poziomej osi (B) i obrét o 180° wzgledem srodka,
czyli symetria $rodkowa (C'). A czwarty sposéb? No wlasnie: ... nie
ruszac¢ go weale (D). Taki uktad ruchéw, ktéry prowadzi do kazdego
mozliwego polozenia banknotu to jego izometrie wtasne Iub jego ruchy.

Maja one ciekawg wlasnosé: jesli
wykonamy po kolei kilka z nich, to zawsze
okaze sie, ze koncowy wynik mozna byto
uzyskac¢ za pomoca tylko jednego. Prosze
sprawdzi¢, ze ta tabelka, méwigca, co
wyjdzie z wykonania kolejno dwéch takich
ruchéw, nie klamie.

= Q|
S| = Ol Q
Qo= W O
O Qo
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Za jej pomocg mozemy obliczy¢, jak bedzie lezal banknot po kilku
ruchach, bez postugiwania si¢ banknotem. Na przyktad

ABCBDACBCB =CAAAA =C,

czyli zamiast wykonywaé skomplikowane operacje opisane na poczatku
wystarczylo tylko raz obréci¢ banknot. Jak to zostalo obliczone?
Ot6z przy takich obliczeniach mozna dowolnie wstawia¢ nawiasy, wiec
liczyliSmy tak

(AB)((CB)(DA))((CB)(CB)) = C(AA)(AA) =CDD =CD = C.
Jak wida¢, te cztery ruchy, oznaczone przez nas A, B, C, D, tworza uklad
zamkniety. W takiej sytuacji méwimy, ze tworzq one grupe. Jest to grupa
o czterech elementach.
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Mozna by sie zastanowié, czy jest to jedyna grupa czteroelementowa, to
znaczy, czy kazde inne zamkniete cztery ruchy réznié sie beda od ruchéw
banknotu tylko obrazkiem czy nazwami.

Sprébujmy wykonaé eksperyment.

Tym razem zastanowimy sie, jak mozna przeklada¢ kwadrat, co

ma cztery rogi. Bez trudu stwierdzimy, ze tym razem odwrécié go

na druga strone sie nie da — rogi nie
pozwalaja. Ale mozna go obréci¢ o 90°,
180°, 270° i 360° (lub w ogdle go nie
rusza¢, co na jedno wychodzi). Niech
beda to ruchy P, @, R, S. Ulézmy dla
nich tabelke.
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Tabelka wyglada troche inaczej, ale moze mozna tak poprzestawiacé
wiersze lub kolumny tej tabelki, by stala sie taka sama jak ta
na poprzedniej stronie?

Baczniejsze przyjrzenie sie obu tabelkom (to nawet lepiej, ze ogladaé
je bedziemy z osobna) pokazuje, ze jest to jednak inna tabelka. Tam,
na poprzedniej stronie, wszystkie ruchy mialy te wlasnosé, ze jak sie je
wykonalo dwa razy, to wychodzilo to samo:
AA=BB=CC=DD =D,

a tutaj tak nie jest. Oznacza to, ze grupa rogatego kwadratu jest inna od
grupy banknotu, bo ma inne wlasnosci. Mamy wiec juz dwie rézne grupy
o czterech elementach. A czy jest ich wiecej?

A czy grupa moze mie¢ mniej niz cztery elementy? Oczywiscie.
Na przyktad grupa rogatego tréjkata réwnobocznego. Prosze sprawdzié,
ze to jest jej tabelka.

K | L M
K | L M | K
L M | K | L
M | K | L M

Jest ona podobna do tabelki rogatego kwadratu — tak samo linie z lewego
dotu do prawej géry skladaja sie z jednakowych liter. A jakie wladciwie
ruchy oznaczaja litery K, L, M?

A czy jest wiecej grup tréjelementowych niz ta jedna?

Kazdy zgadnie z latwoscia, jak napisaé¢ tabelke rogatego pieciokata
foremnego. A czy grup piecioelementowych jest wiecej?

Zostawie to — jako bardzo trudne pytanie — Czytelnikom.

Jako ¢wiczenie proponuje natomiast ustalenie liczby ruchéw i napisanie
tabelki dla ruchéw nierogatego tréojkata réwnobocznego. Kazdy dostrzega,
ze moze to by¢ co$ troche podobnego do banknotu, bo tréjkat bedzie sie
moégl obracaé¢ ,na lewa strone”. Ale i do rogatego tréjkata tez.

Po wykonaniu tego ¢wiczenia bedzie mozna z tatwoscia stwierdzié, ze
grup szescioelementowych jest co najmniej dwie.

Marek KORDOS



Szuflady pana Dirichleta

Jesli macie w biurku trzy szuflady, a chcecie

do nich wlozyé zeszyty z, powiedzmy, szesciu
przedmiotéw, to nie ma rady: w co najmniej jednej
szufladzie musza znalezé sie zeszyty z co najmniej
dwoch przedmiotéw. Te prosta obserwacje mozna
rozwinaé¢ do nastepujacej zasady ogdlnej: jesli
rozmiesci¢ m przedmiotéow w n szufladach i m > n,
to w co najmniej jednej szufladzie znajda sie co
najmniej dwa przedmioty. Ta ogélna zasada znana
jest pod nazwa zasady szufladkowej Dirichleta.

Jej matematyczne sformutowanie brzmi tak: jesli
m > n, to nie istnieje funkcja réznowarto$ciowa

ze zbioru m-elementowego w zbiér n-elementowy.
Funkcja f jest réznowartosciowa, gdy réznym argumentom
przyporzadkowuje rézne wartosci: gdy a # b, to f(a) # f(b).
Oczywidcie, szuflady moga by¢ przerdzne,

w zalezno$ci od kontekstu, moga nawet wcale nie

przypominaé fragmentu mebla. Istotne jest jedynie,

co jestesmy sklonni uznaé za szuflade. Popatrzmy
na dwa zadania, ktére mozna rozwigzaé¢ za pomoca
zasady Dirichleta, odpowiednio interpretujac
pojecia ,szuflady” i ,,przedmiotu”.

Na poczatek zadanie geometryczne.

W kole o promieniu 1 wybrano siedem punktéw.
Wykaz, Ze istnieje wsrdd nich co najmniej jedna
para punktéow, ktorych odleglosé jest niewieksza
od 1.

Rozwiazanie: Zacznijmy od zbudowania szuflad.
Podzielmy koto na szeé¢ przystajacych wycinkéw.

X7

Zauwazmy, ze odlegtos¢ dowolnych dwdch punktéw
nalezacych do tego samego wycinka jest réwna

co najwyzej 1. Mamy 6 wycinkéw (to sg nasze
szuflady) i1 7 punktéw (przedmioty), zatem

w co najmniej jednym wycinku lezg dwa punkty

— a wiec odlegto$¢ miedzy nimi nie przekracza 1

i teza zadania jest spelniona.

Sprébujmy teraz uzyé zasady szufladkowej
Dirichleta w nastepujacym zadaniu.

Nauczyciel matematyki postanowit na kazdej
z najblizszych 14 lekcji przepytac co najmniej

jedng osobe, tak aby w sumie przepytac co najwyzej
dwadziescioro uczniow. Wykaz, Ze niezaleznie od
sposobu rozdzielenia pytanych uczniow na 14 lekceyi,
zawsze znajdzie sie kilka kolejnych lekcji, w trakcie
ktérych nauczyciel przepyta w sumie dokladnie 7
0s6b.

Rozwigzanie: Mozna sie domysli¢, ze ,szufladami”
beda lekcje, a ,przedmiotami” uczniowie, ale tym
razem nie chodzi o to, co lub kto trafi do jednej
szufladki, lecz o kilka szufladek z okreslona z gory
szawartoscia”.

Niech x; oznacza liczbe uczniéw przepytanych
do konca lekcji o numerze ¢, dla ¢ =1,2,...,14.
Na kazdej lekcji ma by¢ przepytana co najmniej
jedna osoba, zatem

T <2< ...< T14;
inaczej mowiac, wszystkie liczby x; sa rozne.
Ponadto, 1 < z; oraz x4 < 20. Dodajmy teraz 7
do kazdej z tych liczb: otrzymamy

T+ T <0+ 7T<...<2144+7,
zatem te liczby tez beda wszystkie rézne, a przy
tym 8 <z + 71 x4+ 7<27. W takim razie
wszystkie liczby

e Ty, T+ T, e+ T, g+ T

sg liczbami calkowitymi zawartymi miedzy 1 i 27.
Jest ich jednak 28, wiec co najmniej dwie z nich
muszg byé réwne. W pierwszej czternastce nie ma
dwdéch jednakowych liczb, w drugiej tez nie, zatem
jedna z pierwszych czternastu liczb, powiedzmy,
x;, musi byé réwna jednej z nastepnych czternastu
liczb, powiedzmy, x; + 7: x; = x; + 7. Oznacza to,
ze x; — x; = 7, a wiec miedzy lekcja o numerze j

a koncem lekcji o numerze ¢ przepytanych zostalo
dokladnie 7 uczniéw. I koniec dowodu.

Xy, T2,

Nie chcac odbiera¢ Czytelnikowi przyjemnoéci
wynikajacej z samodzielnego rozwiazania zadania,
proponuje nastepujace.

1. W kole o promieniu 1 rozmieszczono 7 punktow,
przy czym odlegto$¢ miedzy dowolnymi dwoma

z nich jest niemniejsza niz 1. Wykaz, ze jeden

z tych punktéw jest érodkiem kota.

2. Kazde dwa wierzchotki szesciokata potaczono
odcinkiem w jednym z dwoéch koloréw,
amarantowym lub seledynowym. Udowodnij,

ze z wierzchotkéw szedciokgta mozna wybraé

co najmniej jeden tréjkat o wszystkich bokach
w tym samym kolorze.

Powodzenia!
Wiktor BARTOL



Przeksztalcenie piekarza

Zapewne widzieliscie kiedy$ Mame, Tate lub Babcie przygotowujacych
ciasto na pierogi. Jeéli nie przyszlo Wam wtedy do glowy spojrzec¢ na ich
prace okiem matematyka, to nic straconego! Wprowadzimy teraz bowiem
troche abstrakcji do naszej kuchni. Przyjmiemy najpierw, ze ciasto

ma ksztalt kwadratu o boku 1, walkowanie to jednokladnos¢ o skali 2,
natomiast skladanie wyglada tak jak na rysunku 1.

+

Uy |55 7~

I
I
I
pm =y i —_——,
1
1
1
1

2 2
2 &

Rys. 1

Oczywidcie, cala praca piekarska ma na celu m.in. dobre wymieszanie
skladnikéw. Wyobrazmy wiec sobie, ze gdzies w pewnym miejscu
kwadratu zostala rozsypana sél. Czy potraficie udowodni¢, ze zostanie
ona réwnomiernie rozprowadzona po calym placku, po odpowiedniej
liczbie rozwalkowan i zlozen? (rys. 2).

Jesli s6l jest rozsypana na obszarze o dziwacznym ksztalcie, nasze zadanie
jest zbyt skomplikowane. Uprosémy je zatem i zbadajmy, co si¢ dzieje,
gdy sol jest rozsypana w kwadracie o boku 277, j € N (rys. 3).

Nietrudno spostrzec, ze po j rozwatkowaniach i zlozeniach kolorowy
kwadracik osiggnie rozmiary 1 na 1 i zgromadzona w nim s6l wniknie
réwnomiernie w placek (rys. 4).

4

Rys. 2 Rys. 3 Rys. 4 Rys. 5

Teraz latwo poradzimy sobie takze z sytuacja z rysunku 5 i ostatecznie
przyblizajac obszar z rysunku 2 odpowiednig suma kwadratéow, dojdziemy
do wniosku, ze i z tym przypadkiem sobie poradzimy.

Zastanéwecie sie teraz, czy sol bedzie réwnomiernie rozprowadzona

takze wtedy, gdy walkowanie i skladanie bedzie przebiega¢ zgodnie
ze schematem z rysunku 6 lub ze schematem z rysunku 7.
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Rys. 7
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A teraz sp6jrzmy na bardziej wyrafinowanego piekarza, ktory ugniata
ciasto wedlug schematu z rysunku 8. Czy on réwniez rownomiernie
rozprowadzi s61? Ile watkowan na to potrzebuje? Czy moze tego dokonac

w skoniczonym czasie?

Przeksztalcenie  wyrafinowanego
pickarza” mozna opisa¢ wzorem

_ 1'+% dla x € (0%] : :
&= 20 - dlaze (4.1) o L 3

Rys. 8

el Y22

Moze kto$ na koniec tych zabaw spytaé, czy taka
piekarska matematyka moze sie istotnie jakiemus
piekarzowi przyda¢? OczywiScie nie! Przydatna
jest ona bowiem raczej samym matematykom,
ktérzy z ,watkowaniem i skladaniem” spotykaja
sie w bardziej skomplikowanych przypadkach,
tam gdzie odrobina intuicji jest na wage zlota.

Czym réznilo sie starozytne pojecie

Trudno$ci z poprawnym zdefiniowaniem predkosci
pokonal dopiero Newton wprowadzajac rachunek
rézniczkowy. Wezeséniej ,straszyto” widmo aporii
Zenona z Elei, ktory poddawal w watpliwosé
istnienie ruchu pokazujac, ze przyjecie jego
realnosci prowadzi do sprzecznosci. Najbardziej
znane z tych aporii to ,,Achilles i z6tw”, oraz
,strzata”. Achilles, zeby dogonil zélwia, musi
najpierw znalez¢ si¢ w miejscu, w ktérym teraz
znajduje sie zolw, ale przez ten czas z6tw troche
sie przesunie itd. Strzala, zeby dolecie¢ do tarczy,
musi najpierw przeby¢ polowe odleglosci, nastepnie
potowe potowy itd. Zenon twierdzil, ze w takim
razie ani Achilles nie powinien dogoni¢ zétwia, ani
strzala dolecieé¢ do tarczy. W konsekwencji pojecie
ruchu jest wewnetrznie sprzeczne. Twierdzili tak
eleaci, ktorzy uwazali, ze jest tylko byt, a niebytu
nie ma. W takim razie nie ma ruchu, bo ruch
musialby powodowaé przejscie do czego$, czego nie
ma. A jak czego$ nie ma, to nie ma i nie mozna
do tego przejsé.

Pozostali filozofowie greccy az tak drastycznie
do ruchu nie podchodzili, ale ani oni, ani ich
nastepcy (az do Newtona) nie potrafili sobie
z pojeciem predkosci poradzic.

Nalezy jednak pamietaé, ze dla starozytnych
ruch byl przedmiotem rozwazan filozoficznych,
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A problem réwnomiernego rozproszenia soli

to — po odpowiednim uogélnieniu — jeden

z podstawowych probleméw pewnej bardzo
rozbudowanej galtezi matematyki (teorii
ergodycznej). Ale to juz zupelnie inna para kaloszy.

Witold SADOWSKI

ruchu od obecnego?

a obecnie jest to przedmiot badan fizyki.

Cele tych nauk sa rézne, wiec nie mozna
bezposrednio poréwnywaé pogladéw starozytnych
i wspélezesnych, bo to tak, jakby przeciwstawiac
sobie twierdzenia: ,jablko jest okragle” i , jabtko
jest smaczne”.

Obecnie wiemy, ze cho¢ strzala rzeczywiscie musi
przeby¢ ten nieskonczony cigg odcinkéw

s=5/2+s/4+5/8+...,
to jedli pokonuje kazdy z nich w czasie
proporcjonalnym do jego diugoéci, to dotrze do
celu w skonczonym czasie

:t/2+t/4+t/8—|—...,

a wiec ze stala predkoscig v = s/t. Wydaje
sie, ze nie ma w tym nic odkrywczego, ale to
tylko dlatego, ze sie do tego przyzwyczailismy.
Tak naprawde ,,predkos¢ jest stosunkiem drogi
do czasu” tylko dla ruchu jednostajnego (lub dla
predkosci éredniej). Ogdlnie, predkosé (chwilowa)
jest to ,granica ilorazu wyrazéw dwoch ciagow”.
Jednego opisujacego przebywang droge w coraz
mniejszych odcinkach czasu i drugiego opisujacego
wlaénie te coraz mniejsze odcinki czasu. Aby robié¢
to w sposéb dajacy poprawne wyniki nalezy uzy¢
rachunku rézniczkowego.

Piotr ZALEWSKI



Ulamki tancuchowe i saros

Utamek tancuchowy byl w starozytnosci wysunietg przez Teajtetosa
propozycja przedstawiania tego, co dzi§ nazywamy liczbami

rzeczywistymi. Pomysl Teajtetosa nie przyjal sie, niemniej jednak za
pomoca utamka tancuchowego mozna zilustrowaé pewne zagadnienie

astronomiczne.

Iloraz dwu liczb A/B to cze$¢ catkowita K, oraz
jakis§ ulamek wlasciwy. Ten utamek to jednosé
podzielona przez odwrotno$é¢ utamka, a ona to
znowu jakas inna czes¢ catkowita K plus inny
utamek wtasciwy. Do tego ulamka znowu stosuje
si¢ to, co powiedziano w poprzednim zdaniu itd.
Zapisuje si¢ to wlasnie jako utamek tancuchowy
A/B = [Ky;, K, Ko,...].
Jezeli na starcie byt iloraz stanowigcy po prostu
liczbe wymierna, to odpowiadajacy jej utamek
tancuchowy bedzie skonczony, bo opisana tu
procedura osiagnie koniec. Jezeli iloraz byl
liczba niewymierna, to ulamek bedzie wprawdzie
nieskoniczony, ale jego obcigcia (méwi sie: redukty)
beda wymiernymi przyblizeniami wyjéciowego
stosunku liczb. A to juz moze by¢ interesujace.
Niech A = 29,5306 oraz B = 27,2122 beda
wyrazonymi w dniach przyblizonymi dlugos$ciami
miesigca synodycznego i smoczego. Miesigc
synodyczny to okres, po jakim powtarzaja sie fazy
Ksiezyca, a smoczy to okres, po jakim Ksiezyc
powraca do tego samego wezla orbity, tj. punktu,
w ktérym jego orbita przecina ekliptyke. Zaden
z nich nie jest réwny okresowi obiegu Ksiezyca
wokot Ziemi, poniewaz ani Slonce, ani wezly
orbity nie sa na niebie nieruchome. Znaczenie tych
poje¢ wynika stad, ze z ich pomocg mozna tatwo

Czym rézni sie budowa woltomierza

Jezeli chodzi o budowe ,zewnetrzng”, to zaréwno
amperomierz, jak woltomierz wygladaja podobnie:
sa to pudetka z dwoma kabelkami wyposazone

we wskaznik wychyleniowy lub elektroniczny.
Obecnie czesto uzywa sie miernikéw uniwersalnych,
ktérych funkcje zmienia sie za pomoca np.
pokretta. Taki przyrzad moze by¢ zaleznie

od potrzeby amperomierzem, woltomierzem,
omomierzem itp.

Woltomierz i amperomierz (w tradycyjnej postaci)
mierzg natezenie pradu za pomocg galwanometru
analogowego. Sekret polega na réznym sposobie
wlaczania go w obwdd.

Woltomierz wiaczamy réwnolegle. Prad plynacy
przez woltomierz ptynie przez szeregowo polaczone:
galwanometr, czyli przyrzad bezposrednio mierzacy
natezenie pradu ¢ oraz duzy, znany opér R. Spadek
napiecia jest po prostu réwny i - R, a poniewaz
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sformulowa¢ prawo rzadzace za¢mieniami (Storica
lub Ksiezyca). Aby w ogdle nastapito za¢mienie,
Ksiezyc musi znajdowaé sie¢ albo w nowiu, albo

w pelni oraz blisko ktérego$ wezta. Jezeli wiec
kiedy$ nastapito zaémienie, to w przyszlosci
za¢mienie nastapi, gdy uplynie catkowita liczba
miesiecy zaréwno synodycznych, jak i smoczych

— wszystko oczywiscie w jakims rozsagdnym
przyblizeniu. Dlugoéci miesiecy okreslone

ze skonczong doktadno$cia daja iloraz wymierny,
zatem odpowiadajacy mu ulamek lancuchowy

jest skonczony, tylko nie wiadomo, jak dlugi. Jego
poczatek to A/B = [1: 11, 1, 2, 1, 4,...]. Obciecie
akurat na tej czwérce daje A/B =~ 242/223. Wynik
ten oznacza, ze 242 miesiace smocze trwaja tyle
samo co 223 miesiace synodyczne, z bledem — co
tatwo sprawdzi¢ — zaledwie 0,03 dnia.

Okres ten, zwany sarosem, réwny w przyblizeniu
6585,3 dni, znany byl juz w starozytnosci. Odkryto
go prawdopodobnie metoda préb i bledéw. Rzecz
jasna, w czasie kazdego sarosu wystapi wiele
innych za¢mien, ale te, ktore dzieli saros, stanowig
regularng serie. Jednak przewidywanie zaémien

na tej podstawie na bardzo odlegly przysztosé
musi zawie$¢, bo przeciez ta regularno$é to tylko
przyblizenie.

Tomasz KWAST

i amperomierza?

opdr jest duzy, to natezenie pradu jest bardzo
mate, a wiec prad plynacy przez badany element
jest prawie niezaklécany.

Amperomierz natomiast wlagczamy szeregowo,

ale ma on w $rodku dwie réwnolegle galezie.
Jedna ze znanym, bardzo malym oporem r, przez
ktéra ptynie wiekszos¢ pradu oraz druga z duzym
oporem R i z szeregowo do tego oporu wlaczonym
galwanometrem.

amperomierz
R
G




Czyli amperomierz to maly opér r z dolaczonym w zewnetrznym polu magnetycznym. Obrét

do niego réwnolegle woltomierzem. ramki jest spowodowany polem magnetycznym
indukowanym przez ptynacy w niej prad,

a powstrzymywany przez sprezyne. Sita jest

amperomierz z jednej strony proporcjonalna do wychylenia

@ (dzieki temu mozemy ja mierzy¢), a z drugiej
- . do natezenia.
fi W przypadku miernikéw cyfrowych wewnetrzna
budowa moze byé¢ odwrécona. Sensor (przetwornik
i analogowo-cyfrowy) moze mierzy¢ napiecie, a nie
! natezenie pradu jak galwanometr. To nie ma
Mierzac prad i plynacy przez galaz z oporem R, jednak w praktyce wiekszego znaczenia, gdyz
mierzymy catkowity prad I =i-(1+ R/r), zawsze amperomierza mozna uzy¢ jako woltomierza
a poniewaz R > r, to mozna przyja¢, ze [ =i-R/r, i odwrotnie. Wystarczy znaé (lub zmierzy¢)
wiec wskazania galwanometru (mierzacego prad ) wewnetrzny opér przyrzadu i mieé dodatkowy,
musimy tylko zmieni¢ odpowiednio skal¢ mnozac znany, maly (duzy) opér, aby przerobi¢ woltomierz
przez czynnik R/r. (odpowiednio: amperomierz) na amperomierz
Natomiast sam (wychyleniowy) galwanometr (odpowiednio: woltomierz).
mierzy site odchylajaca ramke umieszczona Piotr ZALEWSKI

Kilka doswiadczen z monetg

Moneta to jeden z ulubionych ,przyrzadéw” zadaniowych matematykéw,
zwlaszeza milo$nikéw rachunku prawdopodobienstwa (patrz np. artykut
+Gry Penneya” w Delcie 7/2004). Sprébuje pokazaé, ze za pomocy
monety mozna réwnie skutecznie bawié sie w fizyke.

Pierwsze do$wiadczenie jest proste: na duzej, gladkiej i poziomej
powierzchni sprébujmy przytrzymaé monete palcem pionowo. Drugim
[ palcem nalezy ja ,pstryknaé¢” w sam kraniec (rysunek 1). Moneta
zacznie wirowaé z duza szybkoscia i jednocze$nie porusza¢ sie powoli
do przodu. Ruch postepowy po chwili ustanie, ale moneta bedzie cicho
kreci¢ sie w miejscu. Po pewnym czasie charakter ruchu znéw sie zmieni,
moneta przechyli sie i z oskotem bedzie sie turla¢ w kétko coraz bardziej
= przechylona, az ruch ustanie catkowicie (rysunek 2).

Rys. 1

Jesli namalowaé na powierzchni monety duza, kolorowa strzaltke (np.
La flamastrem), to widaé bedzie, ze péki moneta wiruje prosto, strzatka
podczas ruchu wskazuje wciaz ten sam kierunek. Kiedy jednak zacznie
4 i sie przechylaé, strzalka bedzie szybko wirowaé¢ wokét osi monety (rysunek
3a i 3b).

: ! Wyjaénienie tego zachowania jest nastepujace: gdy predkosé¢ wirowania
Rys. 3 jest dostatecznie duza, moneta wykonuje po prostu ruch wirowy wokét
ustalonej osi, stojac na krawedzi. Gdy jednak ta predkos$¢ jest zbyt mala,
LA moneta pochyla sie i do wirowania dochodzi toczenie sie monety po coraz
to szerszym kétku. Gdy moneta toczy sie, strzatka kreci sie wokol osi
monety.

Ciekawe moze by¢ poréwnanie czasu trwania poszczegélnych etapow
ruchu dla réznych monet — np. dla cienkiej i duzej jednoztotéwki i grubej,
ale mniejszej dwuzlotowki.

Czytelnikom pozostawiam natomiast przyjemnos¢ poglowienia sie nad

rezultatem nastepujacego eksperymentu: monete pstrykamy na réwni

pochylej, ustawionej pod niewielkim katem do poziomu. Moneta bedzie

oczywiscie zsuwaé sie z réwni, ale po zaskakujacej trajektorii (rysunek 4).
Rys. 4

Mikotaj KORZYNSKI
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Dodawanie wielkosci gwiazdowych

Znane z fizjologii prawo Webera-Fechnera glosi, ze ,wrazenie” jest
proporcjonalne do logarytmu wywolujacego je ,bodzca”. Zgodnie z nim,
ale nieSwiadomie, Ptolemeusz okreslil najjasniejsze gwiazdy nieba jako
gwiazdy ,pierwszej wielkosci”, a najstabsze (widoczne nieuzbrojonym
okiem) jako ,szdstej wielkosci”. Tradycja ta przetrwala wieki, z tym ze
w czasach nowozytnych ten system okreslania jasnosci gwiazd uscislono.
Okazalo sie, ze najlepsza zgodnosé ze skala Ptolemeusza uzyska sie, jezeli
wielko$¢ gwiazdowa m (magnitudo) z o$wietleniem E dawanym przez
gwiazde bedzie sie wiagza¢ zaleznoscia

m=-2,5log E + C,

gdzie — jezeli oéwietlenie jest w luksach — to stala C ~ —14 mag. Im
slabsza jest gwiazda, tym wieksza liczba wyraza sie jej jasno$é, jezeli
za$ obiekt jest bardzo jasny, to jego magnitudo jest liczbg ujemna. Np.
Stonce ma jasnos¢ —26,8 mag.

A jak obliczy¢ taczna wielko$¢ gwiazdowa dwu gwiazd o znanych
jasnosciach m; i m»? No wtladnie, trzeba tu pamietaé, ze dodawaé¢ mozna
o$wietlenia, a nie wielkosci gwiazdowe. Trzeba zatem wpierw wielkosci
gwiazdowe ,odlogarytmowad”:

E1 = 100.4((,‘—7771)’
teraz dopiero doda¢ E) i E, i na koniec obliczy¢ taczna wielko$é
gwiazdowa m z definicji, czyli jako

m = —2,5log(E; + E;) + C = -2,5log (107%4™ 4 107%4m2) ,
Jak wida¢, stata C zniknela, zatem przy dodawaniu jasnosci jej wartoséé
jest nieistotna. I tak jest z tym troche roboty. Dla poczatkujacych
astronoméw wynik zawsze jest nieco zaskakujacy: magnitudo dwu gwiazd

E‘) — 100.—1((‘—1712)

razem jest mniejsze niz magnitudo jasniejszej gwiazdy sktadowe;j.

Tomasz KWAST

Na czym polega paradoks bliznigt?

Paradoks blizniat nie jest tak naprawde
paradoksem, tylko zadziwiajagcym faktem.

Chodzi o nastepujaca sytuacje. Wysytamy jedno
z bliznigt rakieta, ktéra bardzo szybko sie porusza.
Zgodnie ze szczegblng teorig wzglednosci czas

w poruszajacym sie ukladzie (ale mierzony

z ,naszego”, spoczywajacego ukladu) biegnie
wolniej. W takim razie po powrocie podrézujacy
blizniak bedzie mlodszy.

To juz wyglada jak paradoks, ale nim nie jest.
Rzeczywiscie podrézujacy blizniak bytby mlodszy!
Zostalo to sprawdzone, ale oczywiscie nie

na ludziach. Tak zachowuja si¢ czastki elementarne
(ktére, zazwyczaj, poruszaja sie z predkosciami
bliskimi predkosci §wiatta). Przeprowadzono
réwniez (z pozytywnym skutkiem) eksperyment

z wozeniem samolotem bardzo dokladnego zegara.
Wiasciwym paradoksem blizniat jest nastepujace
pytanie. Dlaczego to podrézujacy blizniak ma

by¢ mlodszy? Przeciez, jezeli ruch jest wzgledny,
to ,blizniak domator” w ukladzie ,bliZniaka
podréznika” porusza sie dokladnie tak samo jak
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wpodréznik” w ukladzie ,domatora” (predkosci
beda mialy tylko przeciwne zwroty).

W takim razie wydaje sie, ze zaden nie powinien
by¢ mlodszy!

Okazuje sie, ze paradoks jest pozorny. Mlodszy
bedzie ten, ktéry porusza sie z przyspieszeniami.
Réznica w ditugoéci zycia bedzie brata sie z okreséw
przyspieszania i hamowania ,,podréznika”.

Ich sytuacja nie jest identyczna. Gdyby nawet
obydwu zamkna¢ w identycznych kabinach bez
okien, to i tak bedg wiedzieli, czy polecieli,

czy zostali na Ziemi. Ten problem jest w pelni
prawidlowo rozwiazany dopiero w ogdlnej

teorii wzglednosci (teorii grawitacji Einsteina),
wedlug ktérej tempo uptywu czasu zalezy réwniez
od natezenia pola grawitacyjnego nieodréznialnego
od pola sit bezwladnoséci. W szczegdlnej teorii
wzglednosci (bez poprawnego uwzglednienia
ruchéw przyspieszonych) rzeczywiscie mamy cos,
co wyglada jak paradoks.

Piotr ZALEWSKI



Sita rachunkéw interwalowych
Marek W. GUTOWSKI

Sporo juz czasu mineto od przedstawienia Czytelnikom podstaw rachunkéw
interwalowych (Delta 9 (232), str. 4-6, 1993), zaczniemy wigc od ich
przypomnienia. Zostaly one wymys$lone przede wszystkim dlatego, ze — jak

wiadomo

- nie do konica mozna polega¢ na wynikach obliczen wykonywanych za

pomoca komputera. Dzieje sie tak z kilku powodéw, z ktérych wymienimy dwa:

e kazdy wspoélczesny komputer postuguje sie skonczonymi przedstawieniami
dwéjkowymi potrzebnych liczb. Oznacza to, ze komputer ,nie zna” takich
liczb, jak V2 czy 7 (bo, jako liczby niewymierne, maja przedstawienia
nieskonczonej dtugosci), ale takze ma klopoty z pospolitymi utamkami, takimi

oo

jak 15

czy % Nie jest tez w stanie poprawnie przetwarzaé liczb zbyt duzych
lub zbyt bliskich zera.

Tak naprawde, ten cudowny wynalazek ,zna” jedynie niewielki podzbiér
liczb wymiernych o skonczonej liczbie elementow.

e nawet jedli liczby zostana odwzorowane zupelnie doktadnie, to juz wyniki
dziatan arytmetycznych, zwlaszcza dzielenia, ale niekiedy takze zwyklego
dodawania, beda musialy by¢ jako$ zaokraglone.

Nietrudno sobie wyobrazié¢, ze po dlugim cyklu

obliczen koncowy wynik moze znacznie odbiegaé¢ od
prawdziwego. Kiedy w gre wchodzi bezpieczenstwo ludzi
albo sprzet o ogromnej warto$ci — wyniki ,,mniej wigcej
dobre” nie moga by¢ akceptowane. Nawet jesli nie sa
one doktadne, to przynajmniej powinnismy wiedzie¢,

w jakim przedziale mieszcza sie prawdziwe wartosci.

Koniecznos$é¢ operowania wielkosciami znanymi niedoktadnie
zainspirowala m.in. polskiego matematyka Mieczystawa Warmusa,
ktéry w r. 1956 opublikowal swoje pierwsze prace na ten temat.

Za ojca rachunkéw interwalowych uznajemy obecnie Raymonda E.

Moore’a, ktéry w swojej rozprawie doktorskiej (1962), a p6zniej
w formie ksigzkowej podsumowal swoje wczedniejsze badania

w tej dziedzinie. Nic nowego pod sloricem, powiedza ci, ktérzy
wiedza, ze o wiele wczesniej Archimedes z Syrakuz pokazal, ze

3% L 3%, oraz podal sposéb ulepszania tego oszacowania.

Nie byloby jednak tego artykulu, gdyby rola rachunkéw
przedzialowych ograniczata sie do gwarantowanych
oszacowan wynikéw obliczenn komputerowych.

Podstawowe przepisy

Bedziemy odtad oznaczaé liczby znane niedokladnie
ttustym drukiem: @ := [z, 7], gdzie z oraz T sa liczbami
rzeczywistymi, takimi ze zachodzi podwéjna nieréwnosé
z < x < T. Obiekt x jest zatem odcinkiem, ktéry z calg
pewnoscig zawiera nasza blizej nieznana liczbe z.

Zauwazmy przy okazji, ze zwyczajne liczby rzeczywiste mozna
utozsamié z interwalami cienkimzi, tj. majacymi postaé:
T =z = [T,m).

Na poczatek potrzebne nam beda przepisy

na wykonywanie czterech podstawowych dzialan

na takich obiektach. Oczywistym wymaganiem jest to,
aby wynik takiego dzialania, sam bedacy przedziatem,
z calg pewnoscig zawieral wynik prawdziwy.
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Okreslamy zatem

(1) z+y=[z+yT+7],
(2) r—y=[z-FZ—y
(3) wy:[nnn(lg’ly,f@fy)-

max (z-y, -5, T Y, T-7)].
Przepis na dzielenie otrzymujemy, zamieniajac
w przepisie na mnozenie znak ,-” na znak dzielenia ,,/”
oraz pamigtajac, zeby interwal y, ten w mianowniku,
nie zawieral zera. Mozna si¢ przekonac, ze tak
otrzymane wyniki sa ciasne (dokladne?), w tym sensie,
ze zawieraja wszystkie mozliwe wyniki obliczen, dla
dowolnych z € x oraz y € y, a jednoczeénie tylko te
wyniki — nic tu nie da sie ulepszy¢.

Pracujac z komputerem powinnismy do powyzszych przepisow
dodaé jeszcze jedna, zelazna regule: kazdy wynik posredni, oraz
koncowy, trzeba koniecznie zaokrggla¢ na zewngtrz — to znaczy
lewy kraniec wyniku w dé}, a prawy — w goére. Jedynie tym
sposobem uzyskamy gwarancje poprawnego wyniku, niezaleznie
od wspomnianych wczesniej niedostatkéw arytmetyki komputera.

Niewgtpliwie Czytelnik bedzie zaskoczony faktem,
ze cho¢ dodawanie i mnozenie sa, jak nalezy, taczne
i przemienne, to jednak prawo rozdzielnosci mnozenia
wzgledem dodawania nie zawsze jest spelnione. Zawsze
natomiast mamy:

z-(y+z2) Cz-yt+x- =2
Wyposazeni w podstawowe umiejetnosci bedziemy
odtad potrafili oblicza¢ wartosci wszelkich wyrazen
wymiernych. Jak jednak pokazuje ostatni przyklad,
nasz wynik koficowy ma prawo, przynajmniej od
czasu do czasu, by¢ ,zbyt szeroki”. Mozemy si¢
spodziewaé tego niepozadanego efektu zawsze wtedy,
gdy w obliczanym wyrazeniu przynajmniej jedna
zmienna pojawia sie wigcej niz jeden raz albo w potedze
innej niz pierwsza.



Funkcje interwatowe

Wprawdzie cztery dzialania arytmetyczne powinny nam
wystarczy¢ do wielu zastosowan, ale tak naprawde to
chcielibysmy czegos wiecej. Chcieliby$my umieé rzetelnie
odpowiadaé¢ na pytania w rodzaju: jesli x jest dowolnie
wybrang liczbg z pewnego ustalonego przedziatu x,

to w jakim przedziale jest x*? albo log x 2. Okazuje

si¢, ze konstrukcja funkcji, ktére bylyby Scistymi
odpowiednikami zwyktych funkcji rzeczywistych,

tyle ze okreslonymi na zbiorze interwaléw (funkcje

takie nazywane sa po angielsku range functions, czyli
funkcje-zakresy), bywa nielatwym zadaniem, nawet dla
wielomianéw. Nielatwym, gdyz opisujace je wyrazenia
niekoniecznie dadza si¢ przedstawié jako funkcje samych
tylko krancéw interwalowych argumentéw. Jedynym
wyjatkiem sa funkcje monotoniczne (czyli wszedzie
rosnace albo wszedzie malejace) wzgledem kazdej
zmienne;j.

_____ DAL T AL
N+

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Fragmenty obwoluty interwaltowej funkeji narysowanej kolorem.

Cho¢ nie mamy pewnodci, jak przebiega jej wykres. to jednak mozemy
twierdzi¢, ze na pewno nie ma ona minimum w obszarach z numerami
1,2, 3, 12i 13. Linia przerywana przebiega po goérnej granicy obwoluty
wyliczonej dla obszaru z numerem 7.

Z konieczno$ci musimy sie¢ wiec postugiwaé innymi
funkcjami, latwiejszymi do skonstruowania i obliczen,
ktére nazwiemy obwolutami interwalowymi

(ang. interval enclosures) funkcji-zakresow.

W tym -jednakze przypadku musimy sie pogodzié

z nieuchronnymi nadmiarami, wynikami o zawyzonej
szerokosci. Nawet w tak trudnych warunkach bardzo
czesto uda nam sie uzyskaé wartosciowe wyniki,

chocby czeéciowe, jak to mozna przesledzi¢ na rysunku.
Widzimy tam wtasnie taka niedoskonala obwolute,
dzigki ktoérej mozemy sie podjaé¢ zadania wykrycia, gdzie
oryginalna funkcja osiaga warto$é najmniejsza.

Pomocne nam beda przede wszystkim interwalowe
odpowiedniki zwyktych funkeji, ktére nosza nazwe
monotonicznie inkluzywnych. Sa to obwoluty
interwatowe o nieslychanie cennej wlasciwosci. Méwiac
obrazowo, generuja one tym mniejsze nadmiary
wynikéw, im wezsze sa ich argumenty. W granicznym
przypadku, kiedy z = T (interwal zdegenerowany,
czyli punktowy, innymi stowy najzwyklejsza liczba,
rzeczywista), nadmiar ten jest dokladnie réwny zeru
(w komputerze: z dokladnoscia do zaokraglen). Dobra
wiadomosé jest taka, ze wyrazenia obliczane wedtug
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podanych przepiséw sa dobrymi, monotonicznie
inkluzywnymi obwolutami interwalowymi wyrazen

i funkcji rzeczywistych, ktore zastepuja. Oj, przydataby
sie obwoluta o takich wlasciwosciach do rozwiazania
zadania zilustrowanego rysunkiem. Latwo mozna

by wtedy zaweza¢ granice, w ktérych ,siedzi” nasze
rozwigzanie, gdyz obszar opisany numerami od 4

do 11 wydaje sie niewiele mniejszy niz ten, od ktérego
rozpoczelismy.

Algorytmy interwalowe

Przyktad rysunkowy jest typowy dla przedzialowych
metod rozwigzywania rozmaitych probleméw. Ich
charakterystyczna cecha jest podzial podejrzanego
obszaru na mniejsze czesci, z ktérych te na pewno
whiedobre™ zostaja sukcesywnie eliminowane. Te,

o ktorych nie potrafimy powiedzieé, czy sa dobre czy
nie, musza by¢ rozdrobnione jeszcze bardziej, i tak az
do skutku. A zatem, jesli rozwiazanie w ogdle istnieje,
to musi by¢ elementem zbioru obszaréw jeszcze nie
przebadanych, nigdzie indziej.

Po co to wszystko fizykom albo
inzynierom?

Zacznijmy od potrzeb inzynierskich”. Konstruktor
nowego urzadzenia musi sie liczy¢ z tym, ze elementy,

z ktorych ono ma sie sktadaé, produkowane sg

z okreslona dokladnoscia, albo jak kto woli — tolerancja.
Przekonanie sie, czy telewizor zbudowany z podzespolow
o znanych rozrzutach parametréw rzeczywiscie

bedzie dzialal, wymaga wykonania tzw. analizy
wrazliwoéci, jeszcze na etapie projektowania. Analiza
interwalowa, w swojej najprostsze] wersji, nadaje

si¢ tutaj znakomicie. Otrzymamy wynik obejmujacy
kazdy, nawet najgorszy mozliwy przypadek. Jesli

nasza konstrukcja przejdzie ten test, to wadliwy

wyréb koncowy moze by¢ jedynie efektem wadliwych
podzespoléw (spoza zakresu tolerancji) lub innych
uszkodzen, ktorych zwykle gwarancja nie obejmuje,

np. spowodowanych przez powddz. Standardowa
statystyczna analiza wrazliwosci bada raczej ,.przypadek
przecietny”, co dopuszcza mozliwosé, ze wyréb zlozony
wylacznie z dobrych elementéw nie zadziala jako calosé.

A co dla fizykéw?

Jak dotad — jeszcze niewiele. Pierwsze zastosowania
rachunkéw interwalowych pojawily sie — gdziezby
indziej? — w fizyce doSwiadczalnej. Przydatly sie one

w opisie sit dziatajacych pomiedzy czedciami aparatury
do precyzyjnego wyznaczania stalej grawitacji. Chodzito
o to, ze niektore czesci byly wykonane z mosiadzu,
ktéry jest stopem nie do konca jednorodnym. W obrebie
kilkudziesieciokilogramowego mosie¢znego walca

nalezy sie liczy¢ z lokalnymi odstepstwami gestosci

od wartosci éredniej. Z tego powodu dokladne
wyliczenie sit grawitacyjnych, w tym takze ich kierunku,
wytwarzanych przez taki obiekt, nie moze ograniczy¢ sie



do wykonania kilku catkowan. Rachunki interwatowe
pozwolily ponadto uwzgledni¢ mozliwe odstepstwa
od idealnego ksztaltu walca, spowodowane obrébka
mechaniczna.

Co dalej?

Poprzedni przyktad moze wydaé sie nieco egzotyczny.
Porozmawiajmy zatem o zastosowaniach, ktore,
przynajmniej potencjalnie, sa bardziej uniwersalne.

Czesta w praktyce badawczej jest czynnosé zwana
gwarowo fitowaniem danych. Chodzi o odgadywanie
wartoéci parametréw fizycznych, ktérych nie mozna
zmierzy¢ bezpoérednio, ale ktérych warto$ei mozna
wywnioskowaé¢ z innych obserwacji. Mozemy np., nie
posiadajac omomierza, prébowaé ,zmierzy¢” opér
elektryczny poprzez pomiar napiecia na probce podczas
przeplywu przez nia pradu elektrycznego o znanym
natezeniu. Pojedynczy pomiar moze da¢ nam wynik
obarczony znaczna niepewnoscia. Powtarzamy wiec
do$wiadczenie kilkakrotnie, zmieniajac za kazdym
razem natezenie pradu. Otrzymane wyniki mozemy
przedstawié na wykresie. W przypadku przewodnika
metalicznego prostokaty niepewnosci powinny uktadaé
sie na linii prostej, przechodzacej przez poczatek
ukladu wspélrzednych. Mozemy, oczywiscie, znalezé
szukane nachylenie nieznanej linii prostej latwg

metoda ,graficzna”, poprzez odpowiednie przylozenie
linijki. Jednakze liczba polozen, przy ktérych linia
prosta przetnie wszystkie prostokaty niepewnosci,
bedzie zwykle spora. A to oznacza, ze szukany opor
mozna wyznaczy¢ jedynie z ograniczona doktadnoscia.
Trudno si¢ zdecydowaé, ktore polozenie jest najlepsze.
Rutynowym trikiem jest uzycie metody najmniejszych
kwadratéw, ktéra pozwala na wyliczenie szukanego
parametru i jego niepewnosci.

Naiwne podejscie interwalowe sugeruje takie obracanie
linijki wokét punktu (I = 0,U = 0), az znajdziemy dwa
skrajne polozenia: w jednym z nich wszystkie prostokaty
niepewnosci znajda sie powyzej linijki, w drugim

— wszystkie beda ponizej. Ale czy to jest najlepsze
rozwigzanie? Mamy lepszy sposéb: rozpoczynajac od
polozenia, w ktorym linia prosta przecina wszystkie
prostokaty, obracamy linijke najpierw w jedna, a potem
w druga strone, az do momentu, kiedy nie wszystkie
prostokaty beda mialy punkty wspdlne z prébna prosta.
I to sa poprawne granice poszukiwanego rozwigzania.
Widaé, ze ,naciaganie” wynikéw pomiaréw, poprzez
rozmyslne zanizanie niepewnosci pomiarowych, moze
sie skonczy¢ bardzo nieprzyjemnie: moze si¢ okazaé, ze
szukana prosta zwyczajnie nie istnieje.

Juz w przypadku jednej niewiadomej (wspdlezynnik
kierunkowy prostej) widzimy, ze otrzymany przedzial
zawiera w sobie poszukiwany wynik, ale takze wiele
innych liczb, ktére nie sa rozwiazaniami naszego
problemu. Przy dwéch niewiadomych wynikiem bedzie
fragment plaszczyzny o ksztalcie prostokata, przy trzech
— fragment przestrzeni tréjwymiarowej o ksztalcie
prostopadtoscianu, itd. Waznym zadaniem analizy
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interwalowej jest poszukiwanie takich sposobéw
rozwigzania, aby te obszary byty mozliwie mate.
Obszary, ktérych rozmiaréw nie da sie juz dalej
zmniejszy¢ bez jednoczesnej straty zawartych

w nich rozwiazan, nazywamy naukowo powtokamsi
interwatowymi zbioréw rozwiazan.

Rozmiary powloki interwatowej sa wobec tego scisle, bez
zadnych przyblizen, zwiazane z niepewnosciami danych
wejsciowych, i w sposéb jednoznaczny ograniczaja od
gory niepewnosci wynikéw.

Sita

Sita metod interwalowych przejawia sie w kilku
miejscach. Po pierwsze, w kazdym kroku prawie
dowolnego algorytmu przedzialowego przetworzeniu
ulega nie jedna, dwie czy n liczb, lecz od razu
nieskonczona ich ilo$¢ — podobnie jak wtedy, gdy
Jrecznie” rozwiazujemy uklad réwnan. Po drugie,
jak dowi6d! R.E. Moore, mozna wskaza¢ przypadki,
w ktérych wraz z powloka zbioru rozwiazan
jednoczesnie otrzymujemy gwarancje, ze poszukiwane
rozwigzanie znajduje si¢ na pewno w tym zbiorze

i jest w nim jedyne. Inne metody moga nas zwodzi¢,
wskazujac jedynie kandydatéw na rozwiazania,
niekoniecznie prawdziwe rozwigzania.

Niewatpliwym przejawem sily metod przedzialowych
jest mozliwosé rozwiazania probleméw, dla ktérych —
przynajmniej dzi$ — nie znamy innych metod.

Czesciej pewnie spotkamy sie z innym, pozornie
destruktywnym, przejawem mocy algorytmoéw
interwatowych. W prowadzonych przez autora
badaniach absorpcji mikrofal przez bardzo cienkie
druty zelazne okazalo sie, ze przypuszczenie, iz — jak sie
wszystkim wydawalo — obserwujemy zwykly rezonans
ferromagnetyczny, jest bledne. Zbiér poszukiwanych
parametréw opisujacych to zjawisko okazal si¢

pusty, mimo drastycznego zawyzenia niepewnosci
pomiarowych. Wynik ten, choé negatywny, okazal sie
nie do podwazenia, wlasnie dlatego, ze zostal uzyskany
metodami interwalowymi. Trzeba bylo poszukaé innego
wyjasnienia, co si¢, na szczedcie, udalo.

Ciag dalszy nastapi?

Doceniajac znaczenie rachunkéw, ktére produkuja
zawsze niezawodne wyniki, amerykanska rzadowa
agencja DARPA, ta sama, dzieki ktorej powstal
internet, przydzielila w lipcu 2003 r. grant o wartosci
blisko 50 mln dolaréw na kontynuacje prac nad
przyszlym komputerem. Bedzie on 50 razy szybszy

niz najszybsze maszyny wspoélczesne, a obliczenia
bedzie wykonywaé zgodnie z regutami arytmetyki
interwatlowej. Firma Sun, beneficjent tego grantu, juz od
lat oferuje kompilatory (fortran, C), ktére ,znaja sie”
na rachunkach przedziatowych. W niektorych krajach
metody interwalowe sa wykladane studentom wyzszych
lat studiéw. Warto, aby$my i my zapoznali si¢ z tym
poteznym narzedziem.



O wieloécianach wiekszych i mniejszych

O wielodcianach foremnych styszeliémy w szkole,

a niektérzy z nas nawet pamietaja, ile ich jest. Juz

w starozytnoéci Platon udowodnil, ze wypuktych
wielodciandw foremnych jest dokladnie pigé. Stad

czesto mowi sie o nich bryly platonskie. Chodzilo mu,
oczywicie, o bryly tréjwymiarowe, ktérych sciany sg
wielokatami foremnymi, a naroza sa przystajace. Jednak
Platonowi do glowy nie przyszlo, ze wielosciany moga
mieé¢ swoje odpowiedniki w innych wymiarach, wigc tym
bardziej nie udato mu sie ich policzy¢. Sprobujmy to
zrobi¢ za niego.

Najpierw sprecyzujemy, czym si¢ bedziemy zajmowac.
W wypuklym wielogcianie foremnym wszystkie sciany
musza by¢é takimi samymi wielokatami foremnymi 1 katy
miedzy dowolnymi parami sasiednich écian musza by¢
takie same. Przykladem pospolitym jest szescian, czyli
kostka (cho¢ bez kropek na $cianach). Tu kazda sSciana
jest kwadratem, a kat miedzy sasiednimi Scianami jest
prosty. Szeécianami mozna wypelni¢ cala przestrzen
tréjwymiarows, tak jak plaszczyzne da sig pokry¢
kwadratami. Poréwnanie jest nieprzypadkowe, bo
wlaénie kwadrat jest dwuwymiarowym odpowiednikiem
szedcianu. A kwadrat to przeciez cztery odcinki réwnej
dlugoéci z katem prostym miedzy nimi. Mamy wigc
jeden dwuwymiarowy ,wielocian”, a inne?

Czworoécian to piramida o tréjkatnej podstawie,

w ktérej wszystkie krawedzie (trzy podstawy i trzy
boczne) sa réwnej diugosci, a jego ,mlodszy brat”

2 plaszczyzny to, oczywiscie, tréjkat réwnoboczny. Stad
pomysl, ze za nizejwymiarowy wielocian przyjmujemy
wypukla figure plaszczyzny, ktérej wszystkie boki

sa réwnej diugosci, a katy miedzy nimi takie same.
Dostajemy wielokaty foremne. Takich jest bardzo duzo,
bo dla kazdego n > 3 istnieje n-kat foremny. Ale o tym
Platon wiedzial.

Jezeli érodek kazdego boku n-kata potaczymy

ze $rodkami sgsiednich bokéw, to otrzymamy figure
dualng do pierwotnego n-kata, bedaca zreszta tez
n-katem, ale mniejszym. Czy mozemy tak postapi¢

z wieloécianami? Jezeli polaczymy srodki wszystkich
écian czworoécianu foremnego, to otrzymamy mniejszy
czworoécian. Ale ten sam zabieg wykonany na szescianie
da nam oémioécian foremny, a wykonany drugi raz daje
znowu szedcian. Sa to wige bryly wzajemnie dualne.
Podobnie dualne sa dwunastoscian i dwudziestoscian.

Teraz poszukamy wyzejwymiarowych czlonkow
wieloécianowego bractwa. Zaczniemy od najprostszego
przedstawiciela. Aby zbudowaé tréjkat réwnoboczny,
musimy mieé trzy odcinki réwnej dtugosci, do obu
konicéw jednego z nich przyczepiamy pozostale dwa.
To mozemy zrobié na prostej, ale w nastepnym kroku
wyginamy skrajne odcinki, az si¢ spotkaja, tworzac
tréjkat. Podobnie tworzymy czworoécian: do wszystkich
trzech bokéw tréjkata réwnobocznego doklejamy

po jednym tréjkacie, ktére nastepnie podnosimy

z plaszczyzny, az si¢ spotkaja przy wierzcholku.
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Adam PIWOCKI

Idzmy za ciosem i do kazdej sciany czworoscianu
(podstawy) doklejmy po jednym czworo$cianie. To sig
na razie mieéci w trzech wymiarach. Teraz ,wyginamy”
z przestrzeni (77) wszystkie cztery czworoéciany boczne,
az sie spotkaja przy wspolnym wierzchotku. Tak
otrzymaliémy pieciobryl foremny. W kazdym z pieciu
wierzcholkéw schodza sie cztery czworodciany, a figura
dualng, powstata z polaczenia grodkow wszystkich
czworo$cianéw, jest tez pieciobryt.

Jezeli zdefiniujemy wypukty wielobryt foremny tak:
jest to figura wypukla, ktérej wszystkie tréjwymiarowe
JSciany” sq takimi samymi wieloScianamsi foremnymi
oraz wszystkie kqty miedzy sqsiednimi wieloscianami
sq takie same, to zobaczymy (7), ze pieciobryt jest
tego dobrym przykladem (o ile wiemy, jak mierzy¢
katy miedzy wieloscianami). Ale pojdzmy dalej:
mozemy jeden pigciobryl oblepi¢ pigcioma innymi,
wygiaé je i otrzymac cod, co miesci sig dopiero

w pieciu wymiarach. Mozemy wiec zdefiniowac
n-wymiarowy wielo$cian foremny tak, ze jego
JSciany” sa (n — 1)-wymiarowymi wielo$cianami.

W najprostszym przypadku jest to n-sympleks, tzn.
tréjkat to 2-sympleks, czworoscian to 3-sympleks,
picciobryl to 4-sympleks. itd. Wszystkie sa samodualne.

Inng nieskomplikowang figura jest kwadrat, ktéry
powstaje z przesuwania odcinka w kierunku
prostopadtym do prostej. na ktorej lezy. Podobnie,

jedli bedziemy przesuwaé kwadrat prostopadle do
zawierajacej go plaszczyzny, to otrzymamy szescian.

I dalej: przesunimy szescian w kierunku prostopadlym
do zawierajacej go przestrzeni i dostaniemy hiperkostke.
A co to jest? Figura zlozona z odmiu szeScianow, po
cztery w kazdym wierzchotku. A jak to wyglada? Ma
dwie réwnolegle podstawy-szesciany i szes¢ bocznych
szedcianéw. A jak to zobaczy¢? Zwykly szescian mozna
zrobié za pomoca dwuwymiarowej siatki, np. w ksztalcie
krzyza ztozonego z szesciu kwadratéw (rys. la).

D' c’
D' D C c D'
Al A B B/ A/
Rys. la A B’

Odpowiednio sklejajac boki kwadratow, dostajemy
kostke (rys. 1b). D o

Rys. 1b




Podobnie mozemy wykonaé tréjwymiarowa siatke
zlozona z o$miu szedciandéw, zwana tesseraktem.

H' G’
El F/ G/
H' G H'
@ e r /¢
F/ El
F ,
D
74
gl |7 B B
A/ B/ A,
Cl
A 4

Rys. 2

Teraz trzeba tylko odpowiednio posklejaé szesciany
wzdtuz kwadratéow i hiperkostka gotowa.

Ale dlaczego mieliby$my na tym poprzesta¢? Czemu
nie popychaé¢ powstatej hiperkostki w jeszcze innym
kierunku, tworzgc hiperhiperkostke? Mozna tak
dowolnie wiele razy, a to, co dostaniemy po n takich
ruchach, to kostka n-wymiarowa, ktéra oznaczamy

I™, i ktéra jest Sciang w kostce (n + 1)-wymiarowej.
Dosy¢? A skadze! Przeciez szedcian ma bryle dualng —
o$mioscian. Podobnie, jesli potaczymy srodki wszystkich
o$miu szedciandéw w hiperkostce, to dostaniemy cos,

co ma osiem wierzchotkéw. Jest to szesnastobryt
foremny, zbudowany z szesnastu czworoscianéw, po
osiem w kazdym wierzchotku. Oczywiscie, srodki tych
czworoscianéw wyznaczaja wierzcholki hiperkostki.
Konstrukcja nie powinna by¢ za trudna. Aby otrzymaé
zwykly o$miodcian, mozna sklei¢ dwie piramidy wzdiuz
kwadratowych podstaw.

A D

Rys. 3

Wykonujemy na plaszczyznie siatke z czterech trojkatow
réwnobocznych (rys. 3) i sklejajac dwie krawedzie,
dostajemy piramide, ktorej podstawa ABCD nadal lezy
w jednej plaszczyznie. Podstawa niby jest kwadratem,
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w

ale tak naprawde jest figura dualna do kwadratu.
Laczymy z druga piramida i mamy o$mioScian.
Podobnie, w trzech wymiarach robimy siatke z o$miu
czworoécianéw. Po sklejeniu odpowiednich Scian

w przestrzeni pozostanie podstawa w ksztalcie
oémioécianu, wzdtuz ktérego doklejamy druga taka
figure (rys. 4).

S S
c D
AV BV
s s

Rys. 4

(Topolodzy zauwaza, ze oSmioscian jest zawieszeniem
kwadratu, a 16-bryt jest zawieszeniem oémioscianu.

W jeszcze wyzszych wymiarach ta konstrukcja nadal
dziala: figura dualna do kostki I" jest zawieszeniem
figury dualnej do I"~1.) Wyobrazmy sobie, ze

na hiperkostce opisaliémy (hiper)sfere. W te sama
sfere wpiszmy 16-bryl foremny w taki sposéb, ze

jego przekatne sa prostopadle do ,$cian” hiperkostki.
Wéwezas wierzcholki obu bryt (a jest ich 16 + 8 = 24)
sa wierzcholkami figury zwanej 24-brylem foremnym.
Sktada sie ona z dwudziestu czterech o$miodcianéw
foremnych, po sze$¢ w kazdym wierzchotku, sklejonych
z sobg tak, ze kwadraty, bedace ich réwnikami,
wyznaczaja $ciany (dwuwymiarowe) w hiperkostce.

Te figure trudniej sobie wyobrazié¢, gdyz nie ma
swojego odpowiednika w nizszych wymiarach ani
zreszta w wyzszych. Fakt, ze ta samodualna figura jest
charakterystyczna tylko dla czwartego wymiaru, jest
konsekwencja tego, iz krawedz I! ma taka sama dlugosé
jak promien sfery opisanej na tej hiperkostce.

Wiéréd wieloécianéw tréjwymiarowych jest dualna
para o stosunkowo duzej liczbie Scian, mianowicie
dwunasto- i dwudziestoécian. Czy w przestrzeni
czterowymiarowe] tez istnieje podobna para? Tak.
Poza czterema wyzej opisanymi wielobrylami, mozna
jeszcze zbudowaé figure o stu dwudziestu brylach
oraz figure do niej dualna o szesciuset(!) brytach.

Ten pierwszy to 120 dwunastoscianéw foremnych, po
cztery w kazdym wierzchotku, ten drugi za$ to 600
czworoécianéw, po dwanascie przy wierzcholtku. Az
strach pomyéleé, jakie potwory kryja sie w wyzszych
wymiarach. Otéz wymiary od piatego w gére sa,
niestety, ubogie: poza n-sympleksem, kostka I oraz
bryta do niej dualna nie ma zadnych wypuktych
wielodcianéw foremnych. A szkoda. Widzimy wigc, ze
Platonowi nie udalto si¢ znalez¢ zaledwie trzech nowych
bryt: samodualnego 24-brytu oraz dualnej pary o stu
dwudziestu i szeSciuset brylach, wystepujace wylacznie
w czterech wymiarach. Trzy z jego wieloScianéw -
czworoécian, szedcian i odmioScian — to przedstawiciele
dhugiego, nieskonczonego rodu hiperbryl foremnych.
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Czoltéwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadari
370 (WT =1,54) i 371 (WT = 2.02)
z numeru 1/2004

Zbigniew Galias - Krakéw 42.38
Andrzej Idzik — Bolestawiec 24.97
Marian Lupiezowiec — Gliwice 22,14
Tomasz Wietecha  — Tarnéw 19.44
Jacek Piotrowski ~ Rzeszow 17,80

=

Rozwigzanie zadania F 626.

Niech = oznacza wydluzenie sprezyn

1 i 2 od dlugodci swobodnej. r3. ry
wvdltuzenie sprezyvn 3 0 4. Z warunkow

zadania mamy
kix + koo + kgas + kyry = mg

oraz z rownosci momentow sit

dzialajacych na plyte:

ki + kyry = kar 4 kyasg.

Rkyr + ko = hgag + kyay.
A ko
Stad 23 = oL oraz vy = 122, a po
- : 1 .
podstawicniu do pierwszego réwnania

mg

2k 4 2ka

=

Sily wynosza wiee odpowiednio
kymg

2ky + 2ka

Fy=F;=
) 2 kamg
Fp=Fi= — 2=

2k + 2hs

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
471 (WT = 2,24) 1 472 (WT = 1,37)
z numeru 12/2003

Pawetl Kubit — Krakéw 44.94
Jerzy Cislo — Wroctaw 39.86
Marian Lupiezowiec — Zebrzydowice 39,64
Michal J6zwikowski — Blonie 38.07
Janusz Olszewski - Suwalki 37.90
Witold Bednarek - Lédz 37.64
Zbigniew

Sewartowski — Wieliczka 37,44
Andrzej Daniluk - Krakéw 34.80

Pawel Kubit, wytrawny uczestnik
Ligi, autor wielu zadaii. koriczy trzecia
runde, zostajac dwudziestym széstym
Weteranem Klubu 44 M.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakeji Delty

Skroét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do koiica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwdéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddziclnych kopertach.
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscig do 0.1. Ocene mnozymy przez wspélezynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N. gdzic S oznacza sume¢ ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbg¢ 0s6b. ktére
nadeslaly rozwigzanie cho¢by jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw. w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F). zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktow jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szezegblowy regulamin zostatl wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 4,/2004
Przypominamy tresé¢ zadan:

479. Wyznaczye wszvstkic funkeje

I3 c
,/v(/’llw“) t /w/‘) = rf.e) 4 y.

480. C'zy istnicje dodatnia liczba catkowita ¢ majaca te wilasnosdé. ze dla kazdej trojki dodatnich

K — R spehiajace dla r. y € E rownanic

liczb catkowitveh k. €. m iloczyvn a’(a + 1)%a +2)" da si¢ przedstawic jako suma dwoch
kwadratéw liczb calkowitveh?

479. Niech f bedzie jedng z szukanych funkcji. Oznaczmy f(0) = c. Podstawienie
z =y = 0 pokazuje, ze f(c> + ¢) = 0. Z kolei podstawienie x = y = ¢ + ¢ prowadzi
do réwnosci f(0) = ¢* + ¢; stad ¢ = ¢ + ¢, czyli ¢ =0, czyli f(0) =0.

Kladac w danym réwnaniu 2 = 0 dostajemy réwnosé¢ f(f(y)) = y, z ktérej wynika, ze
funkcja f jest réznowartosciowa. Ktadac zaé y = 0 otrzymujemy zaleznosé

f{f@)°) = zf(2).

Podstawiajac w niej ¢ = f(y) i uwzgledniajac réwnosé f(f(y)) = y, otrzymujemy
W) = f)y-

Zastepujac y przez = dostajemy po prawej stronie ten sam iloczyn, co w poprzednim
réwnaniu. Zatem f(z*) = f(f(x)?) i wobec réznowartoéciowosci funkcji f mamy

f(z)* =22, cayli fz)=z lub f(z)=-z dlazeR

Oczywiscie funkcje f(z) = x oraz f(z) = —x s3 rozwiazaniami zadanego réwnania.
Pokazemy, ze innych nie ma. Przypusémy, ze f jest taka ,inna” funkcja. Istniejg wiec
liczby u,v # 0, dla ktérych f(u) = u, f(v) = —v. Przyjmujac w danym réwnaniu

x =u, y = v, otrzymujemy f(u® — v) = u® + v, co oznacza, ze

v —v=v’+v lub o’ —v=—(u®+v).

W obu przypadkach mamy sprzeczno$é z warunkiem u, v # 0. Ostatecznie wiec
flz) =z lub f(z) = —=x.
480. Zadanie jest ilustracja znanej tozsamoséci

(@® +9°)(s* + £°) = (@s + yt)* + (at — ys)*,
ktéra méwi, ze iloczyn sum dwéch kwadratéw takze jest sumg dwoch kwadratéw.
Wystarczy zatem znalezé taka liczbe naturalng a, by kazda z liczb a, a+1, a+2
byla sumg dwéch kwadratéw. Skoro ta wlasnogé jest multyplikatywna, bedzie ona
przystugiwala kazdej liczbie postaci a*(a + 1) (a 4 2)™.
Zadany warunek spelnia, na przyklad, liczba a = 144 = 12% + 0°, bowiem
145 =122 + 17, 146 = 117 + 52,

@

Rozwigzanie zadania M 1071.
Taki trdjkat istuicje. Niech ABC bedzie trdjkatem. w ktérym AC = B
,D_ ___________ 1B = 100 oraz wysokosé opuszezona
g T Emesa C z wierzchotka €' ma diugosé 1,2
; I
2
A 400
Trojkat ABC ma pole 100. Wykazemyv. ze wysokosci trojkata ABC sa mniejsze od 1. Poniewaz

tréjkat ABC jest rownoramicnny. wice wystarczy wvkazac. ze wysokosé h poprowadzona

z wierzchotka A jest mniejsza od 1. Al

200 ~ 1. gdvz BC > 1AB =200

h= = &7 . 5

2 poletanc
[
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Klub 44

Redaguje Jerzy B. BROJAN
Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 4/2004

Przypominamy treéé¢ zadan:

376. Do jednorodnej plvtki o ksztalcie kola doczepiono dwie sprezynki w przeciwleglych punktach
obwodu. napicto sprezyvnki pewna sila. a drugie ich konce zamocowano. tak ze w polozenin
rownowagi dlugosd kazdej sprezynki jest rowna promieniowi kola (rys. la)
7 1
UWAGA!
ZMIANA ADRESU
- Q
DO KORESPONDENCJI!
Ryvs. la
Jedli w ruchu postepowyin plytki wzdluz osi pionowej okres malyeh drgan jest rowny T to ile wynosi
e~ malveh drgan dla ruchu obrotowego:
WO o=i prostopadlej do plaszezyzny rysunku i przechodzgcej przez srodek kola.
A b plonowej osi przechodzaceej przez Srodek kota?
377. Ohwad sklada si¢ z n wezlow polaczonyeh kazdy z kazdym opornikami o oporze 1.
1) Obliczyé opdr zastepezy migedzy dwoma wezlami sicci (n 2 2)
b Zwarto dwa wezly tego obwodu. Obliczvé opdr zastepezy migdzy tymi dwoma weztami
v dowolnym innym (n
Zwarto dwa wezly tego obwodu., Obliczvé opor zastepezy miedzy dwoma innymi wezlami (n 2 1)

376. Oznaczmy mase plytki jako m, promien jako r, a sile
napiecia sprezynek jako F. Zauwazmy, ze w przyblizeniu
malych drgan we wszystkich trzech rozpatrywanych
przypadkach mozna zaniedba¢ zmiany wartosci F, gdyz
wydluzenie sprezynek jest znacznie mniejsze od wychylenia
plytki z polozenia réwnowagi (dawniej méwiono: ,jest mala
drugiego rzedu”). Dla ruchu postepowego wzdluz pionowej
osi sila kierujaca plytke w strone polozenia réwnowagi jest
pionowa sktadowa F. réwna w przyblizeniu Fz/r (gdzie z —
przesuniecie plytki, zob. rys. 1b).

Wiy

Rys. 1b

Facznie dla obu sprezynek odpowiednikiem stalej
sprezystosci jest wyrazenie 2F/r, zatem
mr

) T = By s,
™ 2F

Wychylenie plytki w przypadku a) jest przedstawione na rys.

1c i nietrudno sprawdzic¢, ze jesli kat obrotu « jest maly,
to moment kazdej z sit F' wzgledem $rodka kota wynosi
w przyblizeniu 2Fra — tacznie 4Fra.

Rys. lc

Do wzoru na okres wahadla sprezynowego powinnismy
wiec podstawié¢ zamiast stalej sprezystosci wyrazenie 4F'r,
a zamiast masy — moment bezwladnoéci jednorodnego kota
(lub walca), réwny (1/2)mr?. Otrzymujemy

mr T
7-'1122 ===y
"WBF T 2

Dla przypadku b) moment sit kierujacych jest taki sam, jak
dla przypadku a), ale moment bezwladnosci kota wzgledem
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osi przechodzacej przez jego srodek i lezacej w jego
plaszczyznie jest dwukrotnie mniejszy, niz wzgledem osi
prostopadlej do plaszczyzny. Zatem

mr T

Pyo= B e =,
PTETVI6F T 9y

377. Oznaczmy symbolami A i B te wezly, do ktérych
przylaczono napiecie zewng¢trzne.

a) Ze wzgledu na symetri¢ ukladu oczywiste jest, ze prad nie
poplynie zadnym z polaczen miedzy pozostaltymi weztami.
Zatem mamy do czynienia z réwnoleglym polaczeniem oporu
r (laczacego A i B bezposrednio) oraz (n — 2) oporéw 2r
(zob. rys. 2a). Opér zastepczy calodci wynosi

2
R=-—r
n
A A
B B
Rys. 2a Rys. 2b

b) Zwarte wezly mozna uwazaé za wezel poltaczony z kazdym
innym wezlem opornikiem o wartosci r/2. Jak poprzednio,
pozostate wezly (tzn. ani oba zwarte, ani wezel podlaczony
do drugiego bieguna zrédla) maja ze wzgledu na symetrie
jednakowy potencjal i mozna je uwazac za zwarte lub tez
pomingé polaczenia miedzy nimi. Mamy tu zatem polaczenie
réwnolegte oporu r/2 i (n — 3) oporéw 3r/2 (zob. rys. 2b,
gdzie ,podwdjne” polaczenia oznaczono grubsza linia),
a szukana warto$é oporu zastepczego jest réwna
3

R= %’I\
¢) W tym przypadku zwarcie nie ma znaczenia, gdyz dotyczy
wezléw, ktére i tak mialy ten sam potencjal. Wynik jest ten
sam, co w punkcie a).
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Rozwigzanie zadania F 625.

W czasic At do sondy przyvezepia sig
srednio nSvAt drobin. Poczatkowy ped
uktadu chmura-sonda wynosi py = M.
a kolicowy: ps = (M + mnSvAt)e
gdzie ©” to predkosé sondy po czasie At
Z zasady zachowania pedu py = pa. wie
1 ,
a= —i(uv = i) =
At

e M+ mSvAtn — A
At M+ mSvAtn )

a gdy At — 0. to

@

Rozwigzanie zadania M 1069.

7 drugiego réwnania mamy
Yy =143,

skad wniosek. ze liczby r. y sa albo
obie dodatnie. albo obie ujemne. To
w polaczeniu z pierwszym réwnanicim
dowodzi. z¢ r.y > 0. Dalej. stosujac
nicrdwnosé migdzy Srednia arvtmetyvezng
a Sredniy geometryvezng. mamy

E =1y — S
(%) 1= > JFg= /L4 2.

5 vy V1

skad otrzymujemy =7 < 0. Stad wniosck.
ze z = 0. oraz ze w nieréwnosci ()
zachodzi rownosé. 1o oznacza. 70

Ti=g=1.

Zatem (w.y.z) = (1.1.0) jest jedyuym

rozwigzaniem danego ukladu.

Rozwigzanie zadania M 1070.
Opiszmy okrag na dwunastokacic
Az A

Aj2
An _--"%-~_ A

Z rownosci cieciw Az A; 1 Ag Ay

wnioskujemy. ze prosta A, A5 jest
dwusieczng kata A3 4 Ao, Analogicznie.
proste Ax Ay oraz Az4q; sa mlpn\\‘;uiniu
dwusiccznymi katow Ay Ay Ay or

ApA3A4,. Zatem proste 4, \., .\_‘.\.
12411 sa dwusiecznymi katow
wewnetrznych trdjkata Ay A3 Ag. ezvli
przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Patrz w niebo

Wydaje sig, ze powstawanie czarnych dziur w wyniku eksplozji supernowych
jest zjawiskiem niezle juz poznanym. Teoria ewolucji gwiazd przewiduje

(a obserwacje potwierdzaja), ze gwiazda o masie kilku mas Slofica, ZUZYWSZY

w swoim centrum wodér, powstaly z niego hel i powstale z niego ciezsze
pierwiastki, wytwarza w koncu jadro zelazne. Zelazo paliwem jadrowym byé juz
nie moze, gdyz synteza jeszcze ciezszych pierwiastkéw nie prowadzi do produkeji
energii (jak synteza helu z wodoru), lecz wymaga dostarczenia energii. Dlatego
zelazne jadro zapada sie do stanu czarnej dziury, jezeli przed zapascia miato
mase nie mniejsza niz 2-3 masy Slofca. Bardziej zewnetrzne warstwy gwiazdy
zostaja podczas tego kataklizmu rozerwane i w koficu rozpraszaja sie, stajac

sig czescig materii miedzygwiazdowej. Z gwiazd najmasywniejszych moga
prawdopodobnie pozostawaé czarne dziury o masach rzedu 10 mas Stofica.

Z kolei w samych centrach wielu galaktyk obserwuje sic obiekty, ktére
najprawdopodobniej sa czarnymi dziurami o masach od miliona Slonc wzwyz.
Jezeli nawet pominaé fakt, ze wlasciwie nie wiadomo, jak one powstaja, to jedno
wydawalo si¢ pewne: nie ma czarnych dziur o masach posrednich. Tymczasem
w 2000 roku pojawilo sie doniesienie o odkryciu, za pomoca rentgenowskiego
satelity Chandra, w galaktyce M82 czarnej dziury o masie nieprzekraczajacej
100 000 mas Stonca. Swwdczyc o tym mialty dod¢ szybkie zmiany jasnoéci
pewnego punktowego zrédla w poblizu centrum tej galaktyki. Rzecznik zespotu
opiekujacego si¢ satelita oglosil wkrétce, ze zmiany jasnosci mogly zostaé
zaobserwowane — niestety — z przyczyn tylko technicznych. Gérna granice
masy, czyli 100 000 mas Stonca, nalezalo wiec odwolaé, ale sama ogromna
jasnos¢ obiektu dowodzi, ze obecna tam czarna dziura powinna mieé mase co
najmniej 500 mas stonecznych, a wigc nie mogla powstaé¢ w wyniku ewolucji
pojedynczej gwiazdy. Na razie nie wiadomo, ani jak powstala, ani czy moze mieé
co$ wspdlnego z bardzo masywnymi czarnymi dziurami obecnymi w centrach
galaktyk.

Tomasz KWAST

Sierpien

Wielka szkoda, ze Strzelca widaé w Polsce tak nisko. Przesuwa si¢ nad
poludniowym horyzontem m.in. wlasnie w sierpniowe wieczory, nigdy jednak nie
wida¢ go w calodci. Jest gwiazdozbiorem zodiakalnym, a wice od czasu do czasu
bywaja w nim planety (cho¢ w tym roku akurat nie). Przez niego przebiega
Droga Mleczna, mnéstwo wige jest w nim gromad otwartych i mglawic, zaréwno
Jasnych, jak i ciemnych. W nim znajduje si¢ centrum naszej Galaktyki. Gdyby
nie materia miedzygwiazdowa przeslaniajaca odlegle gwiazdy. to centralne
zgeszezenie Galaktyki $wiecitoby wedlug niektérych ocen jak Ksiezye w pelni.
Zdumiewajace jest, ze mimo obecnodci materii miedzygwiazdowej widaé

w Strzelcu kilka gromad kulistych, ktére leza przeciez daleko poza dyskiem
Galaktyki. Jezeli, bedac na wakacjach, znajdziemy sie w miejscu, gdzie jest
czyste powietrze i brak jest §wiatel na poludniu, to warto w potudniowe niebo
skierowa¢ choéby lornetke.

Wenus jest w BliZnigtach i wida¢ ja jako Gwiazde Poranna. Najdalej katowo
od Slofca (46° na zach6d) znajdzie si¢ 17 VIIT. W Bliznietach jest tez Saturn,
ktéry zaczyna by¢ widoczny rano, natomiast Mars i Jowisz sa w Lwie, blisko
Stonica, przez co praktycznie ich nie wida¢. Néw Ksiezyca wypada 16 VIII,
a petnia 30 VIIL Zadnych zaé¢mien ani zakry¢ jasnych gwiazd w sierpniu nie
bedzie.

I, K.
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Kary Mullis to zdecydowanie najbardziej kontrowersyjny
z noblistow. Jako dziecko wysylal zaby na wysokosé
1,5 mili w skonstruowanych przez siebie rakictach.

RIO
DIV

Chytre sztuczki

W 1968 roku. pod wplywem przemyslen po zazyciu
LSD. napisal artykul ,, Kosmologiczne znaczenie
odwrdcenia czasu”, ktéry opublikowalo Nature.
Wreszcie. gdy pewnego letniego wieczoru wracal z pracy,
wpadl mu do glowy pomysl, ktéry zrewolucjonizowal
biologi¢ molckularna.

Wymyslit prosty sposéb na nieograniczone powielenie
niemal dowolnego fragmentu DNA. Do tamtego czasu
wymagalo to prowadzenia hodowli bakteryjnych

na duza skale, bylo bardzo pracochlonne i trwalo
przynajmniej dobe. Sposéb Mullisa wymagal jednej
probéwki. 5 odezynnikow i w clagu najwyzej kilku
godzin dostarczal ogrommnych ilodci materiatu.

Dwie nici w czasteczce DNA biegna antyrownolegle

i konce kazdej z nich nie sa réwnocenne. Oznaczamy

je 3715 od numerdw atoméw wegla, do ktérych
moga przylaczaé sie kolejne nukleotydy. Polimeraza
DNA dolacza nowe nukleotvdy wedlug zasady
komplementarnosci. wyvkorzystujac jako matryce
rozpleciona na pojedyicze nici macierzysta czasteczke
DNA. Jednak moze ona dolaczaé nowe cegielki tylko
do nukleotvdow. ktére maja wolne konce 3’. Nie moze
rozpoczaé syvutezy .od zera”, wymaga obecnodci

tzw. startera  czasteczki kwasu nukleinowego, ktora
dostarczy pierwszego nukleotydu z wolnym koncem 3.
Dzieki temu lokalizacja starteréw decyduje o miejscu
startu syntezy nowej nici DNA.

Sprobujmy przesledzi¢ nastepujacy cykl reakeji:

Denaturacja Przylaczanie Wydhuzanie

nici starteréow starterow
— A B
= — T
s L - =
ry W = - L2 L] =1
Il = = k=1 =23 =3
- - =
o™ - -‘ =N
=
=4 — —
= = -
= - . - - -

Cheemy namnozy¢ fragment DNA czlowieka — odcinek
AB. W pierwszym kroku musimy rozdzieli¢ dwuniciowa
czasteczke — co jest proste, gdyz wystarczy ja podgrzac
do 95°C. W ten sposéb uzyskamy dwie jednoniciowe
matryce dla polimerazy. Do rozpoczgcia syntezy
potrzebujemy jeszcze dwbch starterdéw, dolaczonych

do matryey doktadnie w punktach A (starter ,prawy”)
i B (starter  lewy").

Starterami w naszej reakeji sa krétkie, jednoniciowe
fragmenty DNA, ktérych syntezg zajmujg sie
komercyjne firmy. Cetus Corporation, dla ktérej
pracowal Mullis w latach 70. ubieglego wieku,
zajmowala sie wlasnie ich produkeja.

Zaprojektowanie i zsyntetyzowanie odpowiednich
starteréw wymaga znajomosci sekwencji konecow
odcinka AB. Gdyby naszym materialem wyjsciowym
byl genom czlowicka, takie startery musialyby wiaza¢
si¢ z matrycowym DNA tylko w regionie AB wsr6d

3 miliardéw par zasad.

Zakladajac, ze sckwencja nukleotydéw w nici
matrycowej jest losowa (kazdy z 4 nukleotydéw ma
jednakowa szanse znalezienia si¢ w dowolnym miejscu
sekwencji), szansa znalezienia dowolnej sekwencji

o dlugodci n w genomie wynosi (%)” . Aby starter

byl unikalny, (11) " musi by¢ mniejsze niz 3,3 - 10710;
warunek ten jest spelniony dla n > 16. Zwykle stosuje
sic startery o dlugoscei 17-26 nukleotydow.

Kiedy wige do jednoniciowych matryc dodamy nieco
starteréw, polimerazy, wolnych nukleotydéw i obnizymy
troche temperature, by startery mogly przylaczyc sie
do matrycy, polimeraza rozpocznic synteze nowych
nici. Jedli powtérzymy ten cykl zmian temperatury,
powiedzmy 30 razy, to po trzecim cyklu liczba
czasteczek potomnych — odcinkéw AB — zacznie rosnac
w postepie geometrycznym!

Tak wlagnie dziala PCR, czyli wymys$lona przez Karego
Mullisa laficuchowa reakcja polimerazy. Nie wymaga
uprzedniego wyizolowania odcinka AB z genomu

— po prostu selektywnie go powiela. Nie wymaga

duzej iloéci materialu wyjsciowego — wystarczy tylko
jedna czasteczka DNA matrycowego. Nie wymaga
skomplikowanego sprzetu - wspoélczesne maszyny

do PCR to po prostu bloki grzejno-chlodzace, ktérych
temperatura steruje procesor. Jeden cykl reakeji trwa
przecietnic minute. Jedynym powaznym problemem
zwigzanym ze stosowaniem PCR jest jego czulosé:
kazde zanieczyszczenie probki (np. nasz wlasny DNA)
namnozy si¢ réwnie dobrze jak badany DNA, jedli tylko
startery przylacza sie do czasteczki matrycowej. PCR
wymaga dobrej techniki laboratoryjnej i stosowania
wielu kontroli w kazdej reakcji. Oczywiscie, musimy tez
znaé sckwencje, ktéra chcemy namnozy¢.

Dzicki PCR mozna zidentyfikowaé przestepce

na podstawie DNA wyizolowanego ze $liny, ktéra ten
zostawil na polizanym znaczku listu z pogrézkami.
Mozna zdiagnozowaé chorobe genetyczng zarodka,
pobicrajac zaledwie jedna jego komérke. Mozna tez
zbadaé¢ DNA neandertalczyka, zachowany przez 30 tys.
lat w skamienialych kodciach.

Bez wielkiej przesady mozna powiedzieé, ze wynalazek
Karego Mullisa zmienil biologie molekularna. Dla Cetus
Corporation mial tez wymiar bardziej bezposredni —
Hoffman-La Roche odkupil od niej patent na PCR za
300 milionéw dolaréw, co do dzi§ pozostaje rekordows
sumg zaplacona za patent w historii.

Anna LORENC, Jarek BRYK

Korespondencje do Kacika biologicznego prosimy przysyla¢ do Jarka Bryka pod adresem: bryko@poczta.onet.pl
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VIII Festiwal Nauki

odbedzie sie w dniach 17-26 wrzesnia 2004

w Warszawie

Wydzial Matematyki, Informatyki 1 Mechaniki UW,

ul. Banacha 2 (wejscie od ul. Pasteura) zaprasza na:

- Wielo$ciany foremne fascynowaly: nie tylko wielkiego Leonarda.
O takich wielo$cianach, ktére wypelniaja przestrzen i o takich,
ktore poruszaja sie, nie wyginajac swych $cian, bedzie mowa

w sobote 18 wrzesénia.

Matematycy wiedza nie tylko to, co wiedza, ale nawet wiedza,
czego nie moga wiedzie¢. O tym, dlaczego nie mozna
skonstruowac 23-kata foremnego, udowodni¢ niesprzecznosci
matematyki, wykona¢ kwadratury kola lub trysekcji
dowolnego kata, opowiemy w sobote 25 wrzesnia.

Zero 1 jeden. Pi. Liczba urojona 4, ktéra po podniesieniu

do kwadratu daje —1. Liczba e, ktéra przewija sie przez cala

analize. Co faczy te liczhy? O najwazniejszych statych
matematyki i wzorze, w ktorym wszystkie one wystepuja,
bedzie mozna postucha¢ w trakcie spotkari klubowych
od poniedziatku do piatku (20-24 wrzesnia, godz. 18.00)




