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Problem Malfattiego

Geometria elementarna nie stwarza dzisiaj szerokiego
pola dla oryginalnej twérczosci. Wciaz jednak istnieja
proste w sformutowaniach problemy geometryczne,
ktore nie doczekaly sie rozwigzania. Jeden z nich zostat
postawiony w 1803 roku przez wloskiego geometre
(profesora matematyki na uniwersytecie w Ferrarze)
Gian Francesco Malfattiego (1731-1807). Malfatti chcial
wyciaé¢ z graniastostupa o tréjkatnej podstawie trzy
cylindryczne kolumny o mozliwie najwiekszej objetosci.
Problem ten mozemy wyrazi¢ nastepujaco.

Problem Malfattiego. W trgjkqt wpisaé trzy kola
(o0 rozlgcznych wnetrzach), ktorych lgczna powierzchnia
jest mozliwie najwieksza.

Hipnoza

Malfatti nie tylko postawil problem, lecz réwniez
pokazal, jak widzi jego rozwigzanie. Rozwigzanie
problemu — wedlug Malfattiego — wskazuja trzy
okregi, z ktérych kazdy jest styczny do dwoch
pozostalych i jednoczeénie do dwéch bokéw tréjkata
(bedziemy je nazywaé okregami Malfattiego). Malfatti
podal nawet algebraiczne warunki takiej sytuacji.
Zwrécil jednoczednie uwage na problem wskazania
mozliwie prostej realizacji takiej konstrukcji érodkami
klasycznymi (przy uzyciu cyrkla i linijki). Zagadnienie
to cieszyto sie duzym zainteresowaniem wsrdd
owczesnych sympatykéw geometrii. Dzisiaj znamy je
jako zadanie Malfattiego.

Zadanie Malfattiego. W trdjkqt wpisaé trzy okregi
styczne do siebie i do bokow danego trijkqgta.

Specjalny przypadek tego zadania (gdy tréjkat jest
réwnoboczny) rozwazal juz Jakob Bernoulli (1654-1705)
przed 1704 r. Rozwiazanie zadania Malfattiego srodkami
klasycznymi (prosze sprébowaé to zrobié!) interesowalo
nie tylko amatoréw, bedacych entuzjastami elementarnej
geometrii, lecz réwniez matematykoéw tej miary co

J. Steiner (1796-1863) czy A. Cayley (1821-1895), [9].
Pierwsze, dogodne do realizacji, konstrukcyjne
rozwiazanie zadania Malfattiego wskazal dopiero w 1819
roku C.L. Lehmus (1780-1863). W 1826 r. J. Steiner
podal (bez uzasadnienia), ze uogélnienie zadania
Malfattiego (wykresli¢ trzy okregi styczne do siebie,

z ktérych kazdy jest styczny do dwdch prostych
wyznaczonych przez boki danego tréjkata) moze mieé
az 32 rozwiazania, [6].

Prezentacje elementarnego rozwiazania zadania
Malfattiego (wedlug pomystu C.H. Schellbacha
(1809-1892), [1]) rozpoczniemy od nastepujacych
obserwacji:

o Jesli mamy dany kgt ostry w, to mozemy wykreslié
odcinek dlugosci m = sin® w.

o Jesli dany jest odcinek o dlugosci 0 < m < 1, to
mozemy wykresli¢ kqt w, dla ktérego m = sin® w.

Kreslimy poétokrag oparty na srednicy K H o dtugosci

réwnej 1. Na boku K H odkladamy kat w tak, ze drugie

ramie kata przecina pélokrag w punkcie L. Z punktu L
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kreslimy prostopadia do érednicy K H. Punkt ich
przeciecia oznaczamy przez M (rys. 1).

L
w 2w
K H
I 16) M I
Rys. 1
Woéwezas

1 1
|MH|:|OH|—|OM|:§—§c052w:sin2w:m.

Postepujac w odwrotnej kolejnosci, dla danego odcinka
HM mozemy wyznaczy¢ ,,odpowiadajacy” mu kat w.

e Dla okregu o promieniu p, wpisanego w trojket ABC
o0 bokach dlugosci a, b, ¢ (a + b+ c=2s), w ktérym
odlegtosci od punktow stycznosci do wierzchotkow
trdjkata wynoszq odpowiednio ay,by,c1, (rys. 2), ma

miejsce zaleino$é p? = ‘“I’Tlcl

C
1
C1 .
“ by

ay v p

A ai b1 B

Rys. 2

Z ukltadu trzech réwnan
b1 +c1 =a,
c1+a;=0b,
a1 +bi=c,

wyznaczamy wartoscia; =s—a,b; =s—b,c1 =s—c.

[AABC|

S

Uwzgledniajac teraz zaleznosé p = i korzystajac

ze wzoru Herona, mamy
|AABC)| \/(sa)(sb)(sc) \/a1~b1~cl
p=———= .

S S S

Nasze dalsze postepowanie jest nastepujace:
Przyjmujemy, ze potowa obwodu danego tréjkata jest
rowna 1. Wykreslamy trzy katy A, p, v, ktérych sinusy
podniesione do kwadratu sa réwne dtugo$ciom kolejnych
bokéw danego tréjkata. Tworzymy kat o = %()\ +pu+v)
oraz trzy nowe katy v =oc — A\, o =0 —pu, x =0 — 1.
Wéwezas wartosci sin® 1, sin? ¢, sin? x s dtugosciami
odcinkow taczacych wierzcholki tréjkata z punktami
stycznosci okregéw Malfattiego z bokami tréjkata.
Pozwala to juz wskazac srodki i promienie okregdéw
Malfattiego.



Uzasadnienie poprawnosci tej konstrukcji jest
nastepujace. Rozwazmy tréjkat ABC o bokach
dlugosci a, b, ¢ (a+ b+ c=2s) ikatach «, 3, 7,
ktorego okregi Malfattiego (styczne do ramion katéw

a, B, v) maja $rodki w punktach P, @, R, i ktérych
promienie maja dltugosci p, ¢, r. Niech dlugosci
stycznych z wierzchotkow A, B, C do punktéw
stycznosci z okregami Malfattiego wynosza odpowiednio
u, v, w (rys. 3).

C
w
w
°R
Q
p 4 v
u P v‘ a
A uw U t 1% v B
Rys. 3

Poniewaz punkt P, jak i srodek okregu wpisanego

(o promieniu p) leza na dwusiecznej k@ta a, wiec

p = 2 skad p = £ - u. Podobnie ¢ = £ - v. Rozwazajac
1

trOJk@t prostokatny PFQ i WykorzystuJQc zaleznos$é
2 = %, bez trudu znajdujemy dlugosé odcinka

[ 52
[UV|=t=2p-q=2Vu-v pb =2,/L V.
ay - 01 S

Korzystajac z przyjetego zalozenia (s = 1), poréwnujac
wielkosci skladajace sie na dlugosé boku AB, dostajemy
roéwnanie

hS)

u+v+2y/eVu-v=c.
Podobne postepowanie w przypadku pozostalych dwdch
bokéw trojkata pozwala na otrzymanie nastepujacego
uktadu réwnan
v+w+2/av-w=a,
(*) w4 u+ 2vbiy/w-u=b,
u+v+2/ciVu-v=c.
Potraktujmy teraz wielkosci a, b, ¢, u, v, w
jako kwadraty sinuséw szeéciu ostrych katéw
A by vy b, X

sin® A = a, sin® ) = u,
sin® = b, sin® ¢ = v,
sinv = ¢, sin? y = w.

Wowczas (dzigki zaleznosciom a + a3 = s =1,
b+b =1,c+c; =1) mamy cos* = ay, COSQ/L— b1,
cos? v = ¢1. To za$ pozwala zapisaé¢ uklad réwnan ()

w postaci:

sin? ¢ 4 sin? y 4 2sin ¢ - sin y - cos A = sin? \,
sin? y + sin? ¢ 4 2siny - sinv - cos p = sin? p,
sin? 1) + sin® ¢ + 2sine) - sin ¢ - cosv = sin? .

()

Przypatrzmy sie pierwszemu réwnaniu. Stosujac
twierdzenie sinuséw do tréjkata XY Z o katach ostrych
|XZXY| = ¢, |XXZY| = x, wpisanego w okrag

o érednicy 1 (rys. 4) widzimy, ze boki tego tréjkata
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maja dlugodci |[YZ| =sing, | XY| =siny, |XZ| = sin A,
gdzie A jest miara zaznaczonego kata zewnetrznego przy
wierzchotku Y.

o} A
X Y

Rys. 4

Zastosowanie do tego trojkata twierdzenia cosinuséw
daje pierwsze réwnanie. Oznacza to, ze pierwsza
zalezno$¢ trygonometryczna z ukladu (xx) wyraza
ré6wnosé ¢ + x = A. Zatem z ukladu (xx) otrzymujemy:
p+x=Ax+v=p v+o=r,astad Yy =0 — A,
p=0—pu, x=0—v,gdzie o = %(/\+u+1/). Oznacza
to, ze wyzej opisana konstrukcja wskazuje rozwiazanie
zadania Malfattiego.

Promienie okregéow Malfattiego mozna tez wyrazi¢ jak

w [9]:
ry = %(s—l—e—rho—f—g),
p
ro= orlstf-p-e—y),
rs= S(s+g-p—e—f)

2m
gdzie p oznacza promien okregu wpisanego w trojkat,
s jest potowa dlugosci obwodu trojkata, e, f, g sa
odleglo$ciami wierzcholkow tréjkata od srodka okregu
wpisanego w ten tréjkat; n, k, m sa odleglosciami
wierzcholkow tréjkata od punktow stycznosci okregu
wen wpisanego.

Wariacje na temat... zadania

Opisane wlasnie zadanie pojawilo sie réwniez (i to
wezesniej) w dosé niezwyklych okolicznosciach, w innej
kulturze — w XVII wiecznej Japonii. W okresie Edo [od
nazwy osrodka wladzy, dzisiaj Tokyo] (przypadajacym
na lata 1600-1868) szogun Tokugawa lemitsu, aby
wzmocni¢ swoja wladze, proklamowal w 1639 roku
oficjalng izolacje Japonii. Zakazano wowczas czytania
obcojezycznych ksiazek, odbywania podrézy poza
granice kraju, wprowadzono obowiazek rejestrowania
sie wszystkich Japonczykow w swigtyniach buddyjskich,
zabroniono wstepu do japonskich portéw hiszpanskim
oraz portugalskim statkom (ograniczony handel
prowadzono jedynie z Holendrami, Chinczykami

i Koreanczykami). Wiele z tych ograniczen przetrwalo
do 1853 r., gdy komandor Matthew C. Perry wplywajac
do zatoki Uraga (koto Jokohamy) eskadra amerykanskiej
floty wojennej, przerwal trwajaca izolacje. Wlasnie

na czas izolacji przypada znakomity rozwdj sztuki

i kultury japonskiej (bedacy odpowiednikiem
europejskiego renesansu). W tym czasie rozwija sie
réwniez matematyka, w ktorej dominujaca pozycje maja
metody rachunkowe. Na terenie Japonii pojawiaja sie
drewniane ,tabliczki matematyczne” z kolorowymi



rysunkami geometrycznymi zwane san gaku. Wydaje
sie, ze byly one ogdlnie przyjetym aktem oddawania
czci opiekunczym béostwom. Wiekszosé tabliczek san
gaku (do dzisiaj odnaleziono ich ponad 880, najstarsza
7 1683 r. w prefekturze Tochigi) przedstawia réznorodne
zadania geometryczne. Lektura ksiazki [3], prezentujacej
tre$é blisko 250 takich tabliczek (zob. tez [5], [8]),
pokazuje, jak wazna w nich role odgrywaja okregi,
elipsy, wielokaty, sfery. Wiekszos¢ san gaku prezentuje
elementarne zadania (zazwyczaj bez rozwiazan).
Pojawiaja sie réwniez tabliczki z zadaniami trudnymi.
Na przyklad Chokuyen Ajima z Yedo (1732-1798)
pracowal nad zadaniem: w trajkqt wpisaé trzy okregi
tak, by kazdy byl styczny do dwdch pozostalych (to

nic innego jak zadanie Malfattiego). Ajima zawarl
rozwigzanie w manuskryptach z lat 1771-1773. Zgodnie
z dwezesnymi zwyczajami jego rozwiazanie jest
liczbowym przykladem: dla tréjkata, ktérego boki maja
dtugosci a = 507, b = 375, ¢ = 252, $rednice wpisanych
okregéw wynosza 2r; = 128, 2ry = 1125, 2rg3 = 72.
Przyjaciel Ajimy, Teisi Fujita (1734-1807) postawil

w 1781 roku nastepujace zadanie [3, Prob. 2.3]: Trzy
okregi O1(r1), Oa(re,) Os(rs) sq styczne zewnetrznie
kazdy z kazdym. Tréjkgt ABC tworzq wspélne styczne
do tych okregow. Wyznaczyé promien okregu wpisanego
w ten trojket w zalezZnosSci od r1, r9, r3. Zadanie to
znajduje sie réwniez na tabliczce san gaku z 1865 r.,
ktoéra znaleziono w prefekturze Gifu. Jak widacé,
potrzeba rozwazan geometrycznych jest niezalezna od
cywilizacyjnego kregul!

Problemy dotyczace tréjkatow czesto daja mozliwosé
uzupetnienia bogatej listy punktow szczegélnych tréjkqta
(tak nazywamy punkty, ktére sa wyznaczone przez
wigksza liczbe warunkéw, niz jest to niezbedne).

Na przyktad, jezeli punkty stycznosci okregow
Malfattiego, A’, B’, C’, polaczymy z odpowiadajacymi
im przeciwleglymi wierzchotkami (rys. 5), to odcinki
AA’, BB', CC’ przetng sie¢ w jednym punkcie zwanym
punktem Ajimy-Malfattiego. A

Rys. 5 B C

O innych punktach szczegélnych tréjkata, pojawiajacych
sie w kontekscie zadania Malfattiego, mozna

przeczytaé w internecie: www.cedar.evansville.edu;
www.mathworld.wolfram.com.

Przebudzenie..., czyli wcigz mamy
problem

Trudno uwierzy¢, ale dopiero po blisko 130 latach (!!)
(w roku 1929) H. Lob i H'W. Richmond [6] zauwazyli,
ze okregi Malfattiego nie musza wskazywaé rozwiazania
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problemu Malfattiego! Na przyktad dla tréjkata
rownobocznego kota z rysunku 6 maja taczna
powierzchnie wigksza niz kota Malfattiego z rysunku 7.

Rys. 6 Rys. 7

W 1965 roku H. Evans [2] ,wzmocnil” to przypuszczenie
zauwazajac, ze dla tréjkatéw dlugich i cienkich”

taczna powierzchnia trzech két wpisanych w trojkat

tak jak na rysunku 8 jest niemal dwukrotnie wicksza

od klasycznego ,rozwigzania” Malfattiego z rysunku 9.

—]

Rys. 8

__— (H

Rys. 9

W 1967 r. M. Goldberg [4] wyjasnil rzecz ostatecznie:
konfiguracja okregéw Malfattiego nigdy nie jest
rozwiazaniem problemu Malfattiego! Jak zatem
wyglada rozwiazanie problemu Malfattiego? Niestety,
tego nie wiemy! Wydaje sie, ze rozwiazan problemu
Malfattiego nalezy upatrywaé¢ w konfiguracjach
przedstawionych na rysunkach 6 i 8. Jednak dowodu
tego przypuszczenia nie ma. Pomostem taczacym te
propozycje jest trojkat prostokatny o kacie ostrym,
réwnym w przyblizeniu 30,7° (wielko$é te wyznaczamy
rozwiazujac stosowne réwnanie trygonometryczne),

w ktérym obie konfiguracje k6l maja takie same
powierzchnie (rys. 10.).

PO

Rys. 10
LITERATURA

1. H. Doérrie, 100 great problems of elementary mathematics: their
history and solutions, N. York (1965), 147-151.

2. H. Eves, A survey of geometry, Allyn & Bacon, Boston, MA (1965),
245.

3. H. Fukagawa, D. Pedoe, Japanese temple geometry problems (San
Gaku), The Charles Babbage Research Center, Winnipeg (1989).

4. M. Goldberg, On the original Malfatti problem, Math. Mag. 40
(1967), 241-247.

5. E. Jagoda, D. Panek, Przyklady japoriskich problemdéw
geometrycznych, Matematyka 1 (2002), 4-10.

6. H. Lob, H. Richmond, On the solution of Malfatti’s problem for
a triangle, Proc. London Math. Soc. 2 (1930), 287-304.

7. C.S. Ogilvy, Ezcursions in geometry, Oxford Univ. Press, N. York
(1969), 145-147.

8.T. Rothman, H. Fukagawa, Japoriska geometria Swigtynna, Swiat
Nauki 7/1998, 63-69.

9.A. Wittstein, Geschichte des Malfatti’schen Problems, Miinchen
(1871).




Ukryta niesprawiedliwo$¢ w grach Penneya

Gra Penneya polega na rzucaniu moneta, az

do uzyskania okreslonej serii ortéw i reszek.

Na poczatku gracze wybieraja serie dlugosci n.

Na przyktad trzech graczy moze wybraé¢ serie: ORORR
(gracz A), RRORR (gracz B) oraz ROORO (gracz C).
Jesli potem uzyskane zostana nastepujace wyniki:
OORRORORORORR, to gra konczy si¢ zwycigstwem
zawodnika A, gdyz w ostatnich pieciu rzutach
otrzymano serie ORORR. Ogélnie rzecz biorac, gdy

w grze Penneya bierze udzial n graczy, to kazdy z nich
wybiera ,swoja’seri¢ i gra toczy sie do chwili uzyskania
jednej z wybranych serii. W klasycznej wersji gry seria
jest trzyelementowa, a graczy dwoch.

Z istoty gry wynika, ze liczba graczy moze by¢ zmienna od jednego
do 2" dla serii n-elementowych.

Zauwazmy, ze gdyby w gre Penneya o dlugosci serii 3
grato 23 graczy, to wybrana zostalaby kazda z o$miu
mozliwych serii: ORR, ROO, OOR, RRR, ROR,
RRO, ORO, OOO i gra konczylaby sie zawsze po
trzech rzutach, przy czym kazdy z graczy mialby
réwne szanse wygranej (p = 2%) Gra bytaby wiec
sprawiedliwa. Uogélniajac, mozemy stwierdzi¢, ze

w przypadku monety symetrycznej, gdy weZmiemy
2™ graczy i serie dlugosci n, to prawdopodobienstwo

zwyciestwa dowolnego z graczy jest rowne 2%

A co jest ze sprawiedliwoscia gry Penneya o seriach
n-elementowych, gdy graczy bedzie mniej niz 2™7
Rozpatrzmy przypadek, gdy graczy bedzie dwoch,

a seria trzyelementowa. Zauwazmy, ze dla gry RRR
przeciw ORR, prawdopodobienstwo zwyciestwa gracza
obstawiajacego serie ORR wynosi P(ORR) = %, gdyz
uzyskanie w pierwszych trzech rzutach innej serii niz
RRR powoduje wygrana serii ORR.

Z kolei w grze RRO przeciw ORR mamy P(RRO) = 1,
gdyz uzyskanie w pierwszych dwoéch rzutach serii innej
niz RR powoduje wygrana serii ORR.

Nie zawsze jednak szanse zwyciestwa danego

gracza obliczamy tak szybko. Czasami trzeba

sie bardziej natrudzi¢. Dla przyktadu obliczymy
prawdopodobienstwo uzyskania serii OOR przed

seria. ORO. Poniewaz pdzniej bedziemy rozpatrywaé
przypadek monety niesymetrycznej, ponizsze obliczenia
przeprowadzimy w do$¢ ogdlnej postaci, przyjmujac
prawdopodobienstwo wyrzucenia orta réwne ¢,

a prawdopodobienstwo wyrzucenia reszki rowne p.
Spoéjrzmy na ponizszy schemat.

Wojciech KRZEMINSKI

Stan wyjsSciowy oznaczony zostal tu przez s. Wyrzucenie
reszki powoduje powrdt do stanu wyjsciowego, bo nie
faworyzuje zadnej z opcji OOR i ORO. Ze stanu s
z prawdopodobienstwem ¢ dochodzimy do stanu O,
w ktéorym w ostatnim rzucie wypad?t orzel. Ze stanu
O z prawdopodobienistwem p przechodzimy do stanu
OR i z prawdopodobienstwem g do stanu OO.
Ze stanu OR dochodzimy z prawdopodobienstwem ¢
do zwyciestwa gracza obstawiajacego serie ORO
lub z prawdopodobienistwem p wracamy do stanu
wyjsciowego, w ktérym zadna z wybranych serii nie
uzyskala nowych szans w trakcie dotychczasowego
rzucania moneta. Z kolei ze stanu OO droga prowadzi
albo do uzyskania serii OOR, albo do wyrzucania
orta w nieskonczono$é. Czytelnik zechce zauwazyé, ze
rozwazania te dadza si¢ stresci¢ w ponizszym ukladzie
rownan, gdzie przez px oznaczono prawdopodobienstwo
zwyciestwa gracza obstawiajacego serie OOR, pod
warunkiem, ze znajdujemy sie w stanie X:

Ds = Pps + qpo

PO = PPOR + qPOO

POR = pps +¢q -0

Poo = qpo +p-1
Stad otrzymujemy

Ds = PPs + qpo

po =p’ps +4
Poo = qpoo +p=1
POR = PPs,

czyli

ps = pps + 4(Pps + @)
i ostatecznie widzimy, ze prawdopodobienstwo uzyskania

serii OOR przed serig ORO wynosi

q2

1-p-p*¢
codlap=gq=1dajeps =

Ps

2
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Podobnie mozemy obliczaé¢, oczywiscie,
prawdopodobienistwa dla innych konkurujacych

ze soba serii. W tabeli ponizej przedstawione sa
prawdopodobienistwa wygranej w poszczegdlnych
klasycznych grach Penneya z prawdopodobienstwem
p=q= % Liczba w kratce oznacza prawdopodobienstwo
wygranej gracza a przed graczem b.

a/b | 00O | OOR | ORO | ROO | RRO | ROR | ORR | RRR
000 | X 1/2 | 2/5 | 1/8 | 1/4 | 5/12| 2/5 | 1/2
OOR | 1/2 X 2/3 | 1/4 | 1/2 | 5/8 | 2/3 | 3/4
ORO | 3/5 | 1/3 X 1/2 | 3/8 | 172 | 172 | 7/12
ROO | 7/8 | 3/4 | 1/2 X 1/3 | 1/2 | 1/2 | 3/5
RRO | 3/4 | 1/2 | 5/8 | 2/3 X | 2/3| 174 | 172
ROR | 7/12 | 3/8 | 1/2 | 1/2 | 1/3 | X 1/2 | 3/5
ORR | 3/5 | 1/3 | 1/2 | 1/2 | 3/4 | 1/2 | X 7/8
RRR | 1/2 | 1/4 |5/12| 2/5 | 1/2 | 2/5 | 1/8 | X

Jak widzimy, az dwadziescia z dwudziestu oSmiu gier
jest niesprawiedliwych. Jesli jednak mamy do czynienia
jedynie z dwoma graczami, to wydaje si¢, ze mozemy



zawsze tak dobra¢ prawdopodobienstwo wyrzucenia
reszki, iz otrzymamy serie réwnie prawdopodobne.
Rozpatrzmy na przyklad gre ROO przeciw
RRR. Mozemy po kroétkich rachunkach obliczyé,
ze prawdopodobienstwo ps zwycigstwa gracza
obstawiajacego seri¢ ROO wynosi
(1 +p)

1—pg—p’q
Podstawiajac ¢ = 1 — p w réwnaniu

¢?(1+p) _1

1—pg—p*q 2
uzyskamy réwnanie p? — 2p? —p + 1 = 0. Uzywajac
metod numerycznych, mozemy znalezé pierwiastek
tego réwnania nalezacy do przedziatu (0,1):
p=0,554958132. ..

Istnieja jednak gry, w ktérych nigdy nie bedzie
sprawiedliwosci. Na przyktad w rozwazanej wczedniej
grze OOR przeciw ORO seria OOR zawsze bedzie
bardziej prawdopodobna niz seria ORO, niezaleznie od
tego, jakie dobierzemy prawdopodobienstwo wyrzucenia
reszki p. Jesli bowiem zachodzi réwnoéé
¢ 1
ps = 1—p—p’q DR

to, po podstawieniu ¢ = 1 — p, mamy
2(1—=2p+p°) =1—-p—p*(1—p).
Zatem
PP —3p2+3p—1=0
i ostatecznie (p — 1) = 0, co nie moze zachodzié¢ dla
p € (0,1).

Ponizsza tabela przedstawia prawdopodobienstwo
wyrzucenia reszki, dla ktérego odpowiednia gra jest
sprawiedliwa.

000 | OOR | ORO | ROO | RRO | ROR | ORR | RRR
000 | X 0,5 0,276 | 0,206 | 0,396 | 0,394 | 0,445 | 0,5
OOR | 05 X BRAK [ 0,293 | 05 0,597 | 0,618 | 0,604
ORO | 0,276 | BRAK X 0,5 | 0,403 0,5 0,5 | 0,606
ROO | 0,206 | 0,293 0,5 X 0,382 0,5 0,5 | 0,555
RRO | 0,396 | 0,5 0,403 | 0,382 X BRAK | 0,707 | 0,5
ROR | 0,394 | 0,597 0,5 0,5 | BRAK X 0,5 | 0,724
ORR | 0,445 | 0,618 0,5 0,5 | 0,707 0,5 X |o0,794
RRR | 0,5 | 0,604 | 0,606 | 0,555 | 0,5 0,724 [ 0,794 X

Spogladajac na tabele, widzimy, ze gry Penneya

cho¢ wydaja sie oferowa¢ obu graczom réwne

szanse, w istocie czesto sa tak niesprawiedliwe, ze
sprawiedliwos$ci nie moze przywrdci¢ nawet najbardziej
niesymetryczna moneta.

i Zadania

Rozwigzanie na str. 7

- F 624. Nadlatujacy z predkoscia 9y z daleka pojazd kosmiczny porusza

w polu grawitacyjnym 2 zblizajacych si¢ do siebie ciezkich ciat po trajektorii
zadanej rysunkiem 2. W momencie mijania maja one predkosci odpowiednio: ymY
i1 1 2. Poniewaz oba ciala sa duzo cigzsze od pojazdu, w ukltadzie

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 623. W przestrzeni kosmicznej odpalamy dwie rakiety: jedna
ztozona z 2 identycznych silnikéw rakietowych odpalanych
jednoczesnie w chwili startu, druga ztozona z takich samych
silnikéw odpalanych kolejno, drugi po odczepieniu wypalonego
pierwszego (rys. 1). Poréwnaé predkosci koricowe obu rakiet.

>

Rys. 1

zwiazanym z cialami efektem mijania si¢ cial jest tylko zmiana kierunku

- —-
—_— e —
7o To— i1 + s
Rys. 2
—%
——
9
luka w rozumowaniu?
— . .
Rys. 3 7o Rozwigzanie na str. 7

- wektora predkosci pojazdu (rys. 3), a w innym uktadzie ¥o — —o + @ (4 bez zmian).
Oznacza to, ze predkosé pojazdu daleko od obu cial wyniesie ¥ = Uo — 41 + U2, a jego
energia kinetyczna wzrosnie. Lamie to jednak zasad¢ zachowania energii. Gdzie jest

Redaguje Waldemar POMPE

M 1066. Niezerowy wielomian f(z) o wspélczynnikach rzeczywistych
ma te wlasnoéé, ze wielomian f(z? + = + 1) jest podzielny przez
wielomian f(z). Wykazaé, ze stopien wielomianu f(z) jest

liczba parzysta.

kata BDC.

Rys. 5

5

Rozwiazanie na str. 10

M 1067. Dany jest trojkat ABC, w ktérym « A = 45°
oraz « B = 75° (rys. 4). Punkt D lezy na odcinku AB )
i spelnia warunek AD : DB =1 : 2. Wyznaczy¢ miare A 1 D D) B

Rozwigzanie na str. 13

Rys. 4

M 1068. Punkty E i F' leza odpowiednio na bokach AB i AD réwnolegtoboku
ABCD (rys. 5). Prosta EF przecina proste BC i CD odpowiednio w punktach P i Q.
Wykazaé, ze pola trojkatow APQ i CEF sa rowne.

Rozwiazanie na str. 12



Bifurkacje, czyli o wedréwkach punktow po plaszczyznie

Witold SADOWSKI

Do opisu poszczegdlnych fragmentdéw rzeczywistosci wystarcza nam czasem

jedna liczba (np. stan pieniedzy na koncie), czasem kilka (np. ci$nienie,
temperatura, wilgotno$é powietrza dla okreslenia pogody), a moze sie tez
zdarzyé, ze i milion liczb to za malo (np. do okreslenia poltozen i predkosci
atoméw gazu w stoiku). Tak czy inaczej stan opisywanego przez model
matematyczny uktadu zazwyczaj reprezentowany jest przez n liczb
rzeczywistych, czyli przez jakis punkt w przestrzeni R, gdzie n moze by¢
bardzo duze, ale nie musi. Poniewaz opisywany uklad ulega zwykle zmianie

w czasie, wiec jego historia to droga punktu w przestrzeni n-wymiarowej, zwanej

przestrzenia stanow.

Interesowac nas bedzie pytanie, po jakich drogach
moga chodzi¢ punkty? Nie bedziemy przy tym
rozpatrywac jakiegos konkretnego modelu pewnego
zjawiska i ograniczymy sie do bardzo prostej sytuacji,
gdy punkty wedruja po plaszczyznie. Ruch punktu
bedzie zdeterminowany przez okreslenie predkodci,
z jaka w danym miejscu ma si¢ porusza¢. Innymi
stowy, w kazdym punkcie plaszczyzny zaczepimy
wektor-drogowskaz, tak ze cala plaszczyzna pokryje sie
uczesanymi wloskami, z ktérych utkana bedzie droga
punktu. To, jak ustawione sg wektory-drogowskazy
(a przez to i drogi punktéw), zalezy na ogét od
jakiej$ ustalonej reguty. Mozemy np. zalozy¢, ze
wszystkie punkty wiruja woko6l punktu (0,0) ze stata
predkoscia katowa w, a ich predkosé radialna (czyli
ta wzdluz promienia wodzacego, od poczatku ukladu
wspolrzednych do miejsca, w ktérym znajduje sie
wedrujacy punkt), v,., dana jest zaleznoscia:

v =711 —7r),

gdzie r — to promien wodzacy (rys. 1).

(%4

Rys. 1

Widzimy, ze v, jest réwne zeru w poczatku ukladu
wspoétrzednych i na okregu 2% 4 y? = 1. Ponadto

dla 0 < r < 1 predkos¢ radialna jest dodatnia, czyli
skierowana od punktu (0,0) do okregu jednostkowego,
dla r > 1 jest ona ujemna, a zatem skierowana

do poczatku ukladu wspélrzednych. Otrzymujemy wiec
obraz drég jak na rysunku 2.

Rys. 2

Zastanéwmy sig, co by sie zmienilto, gdyby predkoséé
wirowania punktow nadal byta stala, ale predkosé
radialna zmieniala si¢ wedle reguty

v =r(a—r1),
gdzie a jest pewna ustalona liczbg rzeczywista. Dla
a > 0 obraz drég nie ulega wigkszej zmianie (rys. 3a),

B | =

Rys. 3a

ale dla a < 0 wyglada catkiem inaczej: znika kolowa
orbita wokot zera i wszystkie punkty zbiegaja do punktu
(0,0), zupelnie tak jak woda w zlewie, gdy wyjaé korek
(rys. 3b).

Rys. 3b

Mozemy zatem na te sytuacje patrzeé nastepujaco:
startujac z ujemnych wartosci parametru a, mamy
jeden $ciek, do ktérego splywaja wszystkie punkty.
Gdy parametr a mija zero, rodzi si¢ koto, ktére wciaga
wszystkie punkty, a dotychczasowy $ciek przestaje byé
Sciekiem i zaczyna by¢ zrédtem. Méwimy, ze w punkcie
a = 0 nastapita tzw. superkrytyczna bifurkacja Hopfa
(ze stabilnego, tzn. przyciagajacego okoliczne punkty
ujécia, powstala stabilna orbita).

Nieco inna sytuacje otrzymamy, gdy predkosé katowa
nadal bedzie stata, ale predkos$¢ radialna zmieniaé sie
bedzie zgodnie z reguta:

vy =r(—r* + 1% +a).
Zbadajmy, kiedy predkos¢ v, jest dodatnia, a kiedy
ujemna. W tym celu znajdzmy pierwiastki wielomianu

—rt +r? +a.

Rozpatrzymy przypadki pod hastem ,be kwadrat minus
cztery ace”.



Przypadek I: Parametr a jest dodatni i wtedy zachodzi

A=1+4a>1.

Mamy dwa miejsca zerowe, z czego jedno jest dodatnie

1+ +v1+4a
5 .

Widzimy, ze predkosé¢ v, jest dodatnia dla r € (0,71)
oraz ujemna dla r € (r1, 00).

J

Przypadki a = 0 oraz a = —1/4 pozostawiamy do rozpatrzenia
Czytelnikowi.

=

Rys. 4a

Przypadek II: Parametr a nalezy do przedziatu
(—=1/4,0) i wtedy spelniona jest nieréwnosé
1>A=1+4a>0.

Mamy cztery miejsca zerowe, w tym dwa dodatnie

1—+v1+4a 1++144a
r = 3 Tro = .
\/ 2 \/ 2

FLatwo spostrzec, ze predkos¢ v, jest ujemna dla
r € (0,r1) U (re,00) oraz dodatnia dla r € (r1,72).
Rys. 4b

Przypadek III: Parametr a jest mniejszy od —1/4
i wtedy zachodzi

A=1+4a<0.

Badany wielomian przyjmuje tylko wartosci ujemne.
A zatem dla a < —1/4 mamy v, < 0 dla kazdego r > 0.

Rys. 4c

Wyniki tych elementarnych, cho¢ chwilami nuzacych,
rachunkéw streszczone sg na rysunkach 4a, 4b oraz 4c.

Sprobujmy opowiedzie¢ przedstawiong na obrazkach
historie. Poczatkowo, gdy parametr a byl dodatni,
wszystkie punkty (z wyjatkiem jednego; ktérego?)
zasysato pewne kolo o promieniu wiekszym od 1. Gdy
parametr a malal, malal tez promien ssacego kola, az
w pewnej chwili parametr a osiagnal zero, promien
ssacego kola stal sie réwny 1 i ze spokojnego dotad
punktu (0,0) wystartowalo odpychajace okoliczne
punkty kolo o malym promieniu. To, co dzialo sie¢
potem (gdy parametr a malal ponizej zera), latwo sobie
wyobrazi¢: dwa kola — ssace i odpychajace — ruszyly
naprzeciw siebie, az w koncu, gdy parametr stal si¢
réwny —1/4, oba kota uderzyly w siebie i. .. znikly,
zostawiajac na placu boju jedynie zasysajacy wszystko
poczatek uktadu wspotrzednych.

Powstaje pytanie, czy opisane wyzej dramatyczne
historie wedrowek punktéw po plaszczyznie maja
jakikolwiek zwiazek z rzeczywistoscia? Wielu sadzi,
ze tak. Przyroda wybiera bowiem zazwyczaj takie
stany, w ktorych osiagnieta jest pewna rownowaga,
co odpowiada obszarom w przestrzeni stanéw, ktore
zasysaja okoliczne punkty. Wiedza o tym, jak takie
obszary rodzg sie i umieraja, moze mie¢ rozmaite
zastosowania i sg juz tacy, ktérzy probuja uzyé jej
do opisu réznicowania sie ubarwienia zwierzat, czy
rozwoju zarodka. Czy jednak bifurkacje spelnia
pokltadane w nich nadzieje uczonych, pokaze dopiero
przysztosé.

@

Rozwigzanie zadania F 624.

Ze wzoru Ciotkowskiego vy = U In (1\]\?;) , gdzie U to predkosé

wylotowa gazéw z dyszy rakiety, My to masa startowa wraz z paliwem,
M), — masa po zuzyciu calego paliwa. W pierwszym przypadku mamy

v =u IH(ZZZZ) =u 1“(::2)’
gdzie ms, my i u odnosza si¢ do pojedynczego silnika, w drugim
musimy zsumowa¢é predkoéci nadane przez oba silniki

vo=u In (=22 ) fyln (Bs) =yln (B . 2Ms ) 5 4.
( ) +uln (52) =wln ( )

mstmy m my, | mstmy

Wynik pokazuje, ze ,optaca si¢” uzywacé rakiet wielostopniowych,
w ktérych zuzyte stopnie sg odrzucane.

w

Rozwigzanie zadania F 623.

W analizie pominigto wplyw zbliZzenia pojazdu na predkosé ciezkich
cial. Zmiana predkosci ich ruchu jest bardzo niewielka przy duzym
stosunku masy cial do masy pojazdu, lecz powoduje zmiang energii
kinetycznej obu cial. Pojazd przyspiesza wigc kosztem energii ruchu
cigzkich cial.

Jest to bardzo uproszczony model mechanizmu wykorzystywanego
do ,wyrzucania” sond kosmicznych poza Uktad Stoneczny przy
pomocy grawitacji planet (np. Voyager).



Mota delld

Olej na patelni, powierzchnia Stonca
i wnetrze Ziemi

Czy podczas smazenia na patelni przygladates sie, Czytelniku, uwaznie
podgrzewanemu olejowi? Jesli tak — czy zaintrygowaly Cie niewielkie

nieréwnosci pojawiajace sie na zimnym oleju w chwile po wtaczeniu

podgrzewania?

Poczatkowo sa to odizolowane od siebie niewielkie ,gdrki”, potem
pojawia si¢ ich wiecej 1 zaczynaja tworzy¢ strukture podobna do plastra
miodu. W miare jak podgrzewamy olej do coraz wyzszej temperatury,
daje si¢ zaobserwowaé, ze rozmiar ,gérek” zmniejsza sie.

Nierownosci najlepiej obserwowaé pod Swiatlto, patrzac na znieksztalcenia
odbicia jakiego$ zrédla $wiatla, np. lampy, na powierzchni oleju (lepiej
nadaje sie tu patelnia teflonowa ze wzgledu na swa czarng powierzchnie
niz blyszczaca stalowa).

Przyczyna powstawania nieréwnosci powierzchni jest konwekcja, czyli
wznoszenie si¢ bardziej nagrzanych i 1zejszych warstw oleju do géry oraz
jednoczesne zapadanie si¢ warstw chtodniejszych. Unoszenie takie mozna
tez obserwowaé podczas gotowania wody. Jednak, w przeciwienstwie

do wody w garnku, w cienkiej warstwie oleju zjawisko to odbywa sie
,spokojnie” (jak méwia fizycy — laminarnie), w niewielkich, niemal
niezmiennych w czasie sze$ciokatnych komorkach. Jest to zwiazane

z duza lepkoscia, czyli wewnetrznym tarciem, oleju w poréwnaniu

z woda.

Typowa komérka konwekcyjna ma strukture jak na rysunku: w centrum
goracy prad wznoszacy. Goracy olej przemieszcza si¢ w kierunku
zewnetrza komoérki, ochtadzajac sie jednoczesnie przy zetknieciu

z zimnym powietrzem, i opada na granicy.

Aby przekonaé sig, ze podobny ruch rzeczywiscie
zachodzi w komérkach, proponuje posypaé

olej odrobing maki. Jednorodnie rozsypana po
powierzchni, maka szybko zacznie dryfowaé zgodnie
z powierzchniowym ruchem oleju i zgromadzi si¢
na granicach komoérek konwekcyjnych.

Stopniowe zmniejszanie si¢ komoérek konwekcyjnych
zwigzane jest z coraz mniejsza lepkoscia oleju

przy wzroscie jego temperatury. Latwo sprawdzic,
kolyszac patelnia (nie za mocno, by sie nie
poparzy¢), ze goracy olej jest znacznie ,ruchliwszy”
niz zimny.

Wystepowanie komérek konwekcyjnych nie jest
ograniczone tylko do kuchni: komoérki konwekcyjne
goracej plazmy mozna obserwowaé na Stoncu.

Od dotu plazma, czyli bardzo goracy gaz,
podgrzewana jest reakcjami termojadrowymi
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toczacymi sie gleboko we wnetrzu Stonca, od géry
chtodzi si¢, promieniujac. Komérki konwekcyjne
obserwujemy jako tzw. granulacje jego powierzchni.
Rozmiar tych komérek jest imponujacy: dochodza
do kilkuset km $rednicy!

Przypuszcza si¢ ponadto, ze we wnetrzu Ziemi
znajduja sie ogromne obszary konwekcyjnego
wznoszenia si¢ i opadania roztopionej magmy.
Odpowiedzialne sa one za strefy wulkaniczne

w niektérych rejonach Ziemi, jak Hawaje, Islandia
czy Kamczatka.

Badanie ich jest jednak poza mozliwosciami
domowych badan, wiec poprzestanmy
na kuchennych eksperymentach na oleju.

Malg Delte przygotowal Mikolaj KORZYNSKI



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Komu bije dzwon?

Niestety, okazuje sie, ze nikomu. Przynajmniej ten
skonstruowany przez zesp6t eksperymentu CDMS.

On w ogble nie bije, ale nie dlatego, ze zostal Zle
zaprojektowany lub wykonany. Wprost przeciwnie. Jest to
najbardziej niezwykly dzwon, jaki kiedykolwiek zostal ludzka
reka zrobiony. Miat by¢ putapka na, powiedzmy, mantikory

o odpowiedniej wielko$ci 1 zwyczajach. O istnieniu takich
mantikor przekonuje od czterech lat DAMA. I oczywiscie
twierdzi, ze ma dowody. Jednak milczacy dzwon CDMS
przekonuje, ze co§ w opowiesciach DAMY nie gra. ..

Co to jest mantikora? To jeden z potworéw wystepujacych

w literaturze fantasy. Z naszego punktu widzenia jego
charakterystyczng cechs, wspblng z pozostalymi potworami,
jest to, ze mantikora nie istnieje. Cwieré wieku temu profesor
Biatkowski na tamach Delty pytal ,,Czy istnieja smoki?”.
Artykul mozna (i warto) przeczytaé [1]. Autor postuzyt sie
smokami, zeby uzmystowié¢ czytelnikom subtelno$é¢ pojecia
sistnieje” w odniesieniu do §wiata czastek elementarnych.
Redakcja zaméwila artykul na temat kwarkow.

Dzi$ nikt, kto wie, co to sg kwarki, nad ich istnieniem

sie juz nie zastanawia. Przez ostatnie ¢wier¢ wieku liczba
hipotetycznych obiektow, ktére mogltyby w mikroswiecie
istnie¢, zwiekszyla sie drastycznie. Rzetelnych dowodow
istnienia praktycznie nie ma, ale raz uwolniona fantazja
naukowcéw zaludnia strony renomowanych czasopism
naukowych coraz bogatsza fauna fantastycznych stworéw.

Nie jest jednak tak, ze zadnych podstaw do fantazjowania
nie ma. Wygladato na to od dawna, a ostatnio zdobyto
praktycznie niepodwazalne dowody, ze zdecydowana
wiekszosé materii we Wszech§wiecie jest nieznanej natury.
Poniewaz jest to materia, ktéra nie swieci, to nazwano ja
ciemna materia. Wiadomo réwniez, ze nie jest to zwykla
materia.

O cechach ciemnej materii troche juz wiemy. Poniewaz
materia ta oddzialuje grawitacyjnie, to wiemy mniej wiecej,
jaki jest jej rozklad we Wszechéwiecie. Jezeli chodzi o naszg
najblizszg okélice, to powinna ona tworzy¢ halo, w ktérym
zanurzona jest nasza Galaktyka. Z badan promieniowania
reliktowego tla wiemy, ze powinna to by¢ tzw. zimna
ciemna materia. Najbardziej naturalnym kandydatem

na ciemna materie sa wiec ciezkie stabo oddzialujace czastki,
tzw. WIMPy (Weakly Interacting Massive Particles).

Ale oczywiscie nie jest to jedyne rozwiazanie. Liczba

i oryginalno$é pomystéw jest doslownie fantastyczna.

W konicu jednak zajmujemy sie¢ fizyks. W tej dziedzinie
ostatecznym sprawdzianem jest doswiadczenie. Tylko

jak taka czastke zlapadé? Wystarczy zmierzy¢ energie
kinetyczng uderzonego jadra (prawdopodobienstwo takiego
zdarzenia jest niezwykle male, ale gestos¢ WIMPéw w halo
galaktycznym jest odpowiednio duza), aby zarejestrowad
przejscie WIMPa. Byloby to takie proste, gdyby nie réznego
rodzaju tlo.

Jezeli zalozymy, ze WIMPYy istnieja, to mozna wykorzystaé
sezonowa réznice predkosdci Ziemi wokél centrum Galaktyki
w celu wyeliminowania wptywu tta. W czerwcu predkosci
Ziemi wokét Stonca i Stonca wokél centrum Galaktyki

9

sumujg sie, a w grudniu odejmuja. Poniewaz Slofice ma
pewna predko$é wzgledem halo ciemnej materii, to wiatr
wlasny Ziemi wzgledem tego halo mierzony czestoscia
zliczen WIMP6w w odpowiednio czulym detektorze
powinien wykazywaé wzgledng modulacje o nastepujacych
cechach: (i) sinusoidalno$é, (ii) okres réwny jednemu
rokowi, (iii) maksimum 2 czerwca, (iv) wzgledna amplituda
nieprzekraczajaca 7%.

Cztery lata temu raportowaliSmy [2], ze naukowcy

z eksperymentu DAMA widza dokladnie to, czego
szukaja. Przypomnijmy jednak ostrzezenie, ktére wtedy
zamiesciliSmy:

Czy jest to w takim razie jedno z najwiekszych odkryc

fizyki? Wiekszo$¢ specjalistow wypowiada si¢ na ten temat

z rezerwq. [... ] nikomu jak na razie nie udato sie potwierdzi¢
tej obserwacyji. Jedna z konkurencyjnych grup badawczych
(CDMS) twierdzi nawet, ze wyklucza wynik DAMY, ale same
wyniki CDMS budzq duzo wiecej zastrzezen.

Wyniki CDMS (Cryogenic Dark Matter Search) budzity
wtedy zastrzezenia, bo byly oparte na testowej wersji
detektora niezbyt dobrze odizolowanego od promieniowania
kosmicznego. W maju tego roku ukazala sie jednak praca [3]
opisujaca pierwsze wyniki CDMS z finalng wersja detektora
(CDMS II) umieszczong gteboko pod ziemig w starej kopalni
w Soudan.

Detektor CDMS II potrafi praktycznie calkowicie
wyeliminowaé tto, gdyz nie tylko mierzy jonizacje, jaka
powodowaloby uderzone przez WIMPa jadro, ale potrafi
,ustyszeé” samo uderzenie. Po prostu jest niezwyklym
rodzajem (tytutowego) dzwonu. CDMS II jest zestawem
kilku specjalnie izolowanych, krystalicznych plytek
germanowych (250 g) i krzemowych (100 g). Z jednej strony
plytki maja ,zwykte” detektory mierzace jonizacje, za to

z drugiej detektory fononéw, czyli mechanicznych wzbudzen
generowanych przez uderzenie WIMPa w jadro. Wiadomo,
ze dzwigk dzwonu zalezy od temperatury. Olowiany
dzwonek normalnie nie dzwoni, chyba ze zanurzy sie go

w cieklym azocie. Aby mie¢ szanse na ustyszenie dzwonienia
WIMP6w, CDMS II jest chtodzony za pomocs chtodziarki
wykorzystujacej hel-3 i hel-4 do temperatury 10 mK. W tej
temperaturze fonony wykrywane sg dzigki temu, Ze rozbijaja
pary Coopera w nadprzewodniku. Sygnatem jest gwaltowny
wzrost oporu elektrycznego.

Ten niezwykty detektor nie widzi jednak sygnatu,
wykluczajac istnienie WIMPéw o cechach (masie

i prawdopodobiefistwie oddzialywania z jadrami) takich, jak
te widziane przez DAME.

Nie wyklucza to jednak istnienia WIMPO6w. Sa jeszcze
olbrzymie ostepy przestrzeni parametréw stosownych teorii,
w ktorych ta mantikora moze sie ukrywac.

Piotr ZALEWSKI

[1] Delta 7/1985, 7/1998, http://www.wiw.pl/delta/czy_istnieja.asp
[2] Aktualnosci (nie tylko) fizyczne, Delta 6/2000

[3] CDMS Collaboration, First Results from the Cryogenic Matter
Search in the Soudan Underground Lab, astro-ph/0405033




Rozwigzanie zadania M 1066.
Przypuéémy, wbrew tezie, ze wielomian
f(x) ma nieparzysty stopien. Wéwczas
wielomian ten ma pierwiastek
rzeczywisty. Niech zo bedzie najwigkszym
rzeczywistym pierwiastkiem wielomianu
f(z). Z warunkéw zadania wynika, ze
istnieje wielomian g(z) o wspélczynnikach
rzeczywistych spelniajacy

f@® +z+1) = f(z) g(2)
dla wszystkich x € R. Wstawiajac zo
do powyzszej réwnosci, wnioskujemy, ze
liczba Ig + 20 + 1 > 20 jest pierwiastkiem
wielomianu f(z). Przeczy to zalozeniu,
ze xo jest najwigkszym pierwiastkiem
wielomianu f(z).

Pasiaste mineraly
Jacek WOLKOWICZ

Ogladajac niektére skaly, takie jak agat czy malachit, mozna zaobserwowadé
ciekawe struktury — kolorowe, naprzemiennie utozone koncentryczne lub
rownoleglte warstwy. Poniewaz mechanizm ich powstawania wyjasnit Raphael

E. Liesegang, to nazywane sa one pierécieniami, lub warstwami, Lieseganga.
Powstaja one wtedy, gdy w zelu, np. krzemionkowym, rozprzestrzenia si¢
(dyfunduje) substancja, ktéra posuwajac sie w glab zelu, wytraca osad. Reakcje
z tym zwigzane moga by¢ rdzne.

Pelne poznanie praw rzadzacych powstawaniem warstw Lieseganga jest o tyle
wazne, ze spotyka sie je nie tylko w zjawiskach geologicznych, takich jak
pasmowa struktura intruzji magmowych czy budowa mineraléw, ale takze np.
w kamieniach nerkowych. Sprobujmy zatem poznaé blizej fizyczne podstawy
tego zjawiska poprzez tworzenie tego typu struktur w domowym (lub szkolnym)
laboratorium.

Aby wytworzy¢ pierScienie Lieseganga, trzeba uzyé¢ dwéch substancji, ktore

w wyniku wzajemnej reakcji wytracaja osad. Nalezy jeden z tych zwiazkéw
rozpusci¢ w zelu, np. w zelatynie, a drugi pozostawi¢ w postaci krystalicznej
badz roztworu wodnego. Odkryto wiele zestawéw takich substancji. Historyczny
eksperyment Lieseganga zostal przeprowadzony miedzy roztworem zelatynowym
dwuchromianu potasu KoCroO7 i roztworem wodnym azotanu srebra AgNOg.
My jednak wybraliémy inny zestaw reagentéw, gdyz jest on chyba bardziej
dostepny. W celu przebadania tego zjawiska wykonaliémy do$wiadczenia

z jodkiem potasu KI (w zelu) oraz siarczanem miedzi CuSO4 (w wodzie).

Do wykonania badan uzyliémy wielu probéwek z réznymi stezeniami jodku
potasu i stalym stezeniem zelatyny oraz przyszykowalidémy roztwory o réznych
stezeniach CuSOy4. Dodatkowo wykonaliSmy szereg préb, zmieniajac warunki
zewnetrzne (temperature, naswietlenie itp.), jak i wewnetrzne (rézne stezenia
zelatyny czy nawet rézne potencjaly elektryczne miedzy roztworami KI

i CuSOy). Uzyliémy réwniez probéwek réznych ksztaltow i wielkosci. Wigkszosé
badan przeprowadziliSmy w temperaturze pokojowej. Do kazdej probéwki,

na powierzchnie zelu, nalewaliémy po okolo 5 cm? roztworu CuSO,4. Na granicy
zelu i roztworu zachodzilo wytracanie si¢ brunatnego osadu, ktéry z biegiem
czasu coraz glebiej wnikal w zelatyne. Osad powstawal w wyniku reakcji, ktérej
przebieg zaraz wyjasnimy, a pojawial sie coraz glebiej z powodu przemieszczania
sie jonéw siarczanu miedzi do zelatyny. Proces taki nazywamy dyfuzja.
Prowadzi on do wyréwnania stezen jonéw miedzy roztworem a zelem. Krétko
scharakteryzujemy teraz przebieg reakcji, ktéra zachodzi miedzy jonami miedzi
Cu?* i jodu I™. Jest to reakcja redoks (utleniania i redukcji), zachodzaca
zgodnie z nastepujacym réwnaniem:

2Cu*T 4417 — (2Cul + Iy),.

Miedz 2 redukuje si¢ do miedzi 1, a jony jodu utleniaja si¢ do jodu
czasteczkowego Is:

2Cu*t + 2~ — 2Cu*

217 — Igl + 2e™
Kationy miedzi 1 stracaja sie z czescia jondéw jodu, dajac bezbarwny osad jodku
miedzi Cul:
Cut +1° — Cul,.

Zatem tworzacy sie osad jest mieszaning Cul i I5. Jednak jedynym widocznym
produktem reakcji jest jod — substancja o charakterystycznym brunatnym
kolorze i ostrym zapachu.

Zajmijmy sie teraz fizycznymi aspektami tego zjawiska. Zbadajmy najpierw, jak
przebiega nasza reakcja w czasie. Zauwazamy dyfundowanie CuSO4 do zelatyny
i wytracanie sie osadu I w postaci warstw przedzielonych strefami, w ktérych
tego osadu nie ma lub jest go mato. O tym, ze zachodzi dyfuzja, wiemy

z obserwacji probki czystej zelatyny, bez jodku, zalanej roztworem CuSQOy.
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Z zelu, ze znacznie mniejsza szybkoscia, dyfunduja w przeciwnym kierunku jony
KT i I~. W obszarze bliskim granicy faz zachodzi reakcja i powstaja czasteczki
jodu. Kiedy zostaje lokalnie przekroczony krytyczny stopien przesycenia Ig,
tworza sie zarodki krystalizacji i wytraca sie osad. Do obszaru tego w wyniku
lokalnego obnizenia stezenia czasteczek I dyfunduja czasteczki z dalszych stref
uktadu. W konsekwencji tego zubozenia dopoty w dalszych strefach nie wytraca
sie osad Iy, dopéki front dyfuzyjny Cu?* nie osiggnie dalszych stref uktadu
praktycznie niezubozonych w reagenty. Tam reakcja zachodzi od poczatku

i proces sie powtarza.

Aby wyjaénié to zjawisko, Wilhelm Oswald, przez analogie do wspo6lczynnika
rozpuszczalnodci, wprowadzil wielko$é nazywang wspotczynnikiem przesycenia
okredlajaca maksymalne stezenie substancji w roztworze przesyconym, przy
przekroczeniu ktérego musi doj$é do wytracenia osadu, po ktorym stezenie
regentow spada do poziomu odpowiadajacemu wspotczynnikowi rozpuszczalnosci
osadu. Zanim nowy osad si¢ wytraci, stezenie reagentéw musi wzrosnaé

do poziomu odpowiadajacemu maksymalnemu przesyceniu, co nastepuje

w kolejnej strefie.

W reakcjach z powstawaniem pasm Lieseganga wspélczynnik przesycenia
jest zazwyczaj dwu, trzykrotnie wiekszy od wspotczynnika rozpuszczalnosci,
a obecno$¢ zelatyny zwicksza ta réznice nawet osiemnastokrotnie (sic!).

W tej reakcji znaczenie zelatyny, a raczej jej struktury jest kluczowe. Jezeli
bedziemy chcieli przeprowadzi¢ nasze do$wiadczenia w temperaturze powyzej
40° C, zelatyna ulegnie denaturacji, czyli straci swa helisowa strukture i stanie
sie mieszaning krotkich tancuchow peptydowych. Zjawisko, ktére przy tej okazji
zachodzi, jest rowniez ciekawe, ale nie jest obiektem naszych badan. Pasma
Lieseganga powstaja rowniez w cieczach i gazach, ale tylko w zelach reakcja jest
tatwa do uzyskania i obserwowania.

W roztworze nad powierzchnia zelu reakcja nie zachodzi. Jest to spowodowane
malg ilodcia jonow 17, ktére poruszajg sie znacznie wolniej w zelatynie niz
jony Cu?*t. Czasem jednak, gdy mamy do czynienia z duzym stezeniem jodku
potasu, gérny roztwoér nabiera zielonego zabarwienia. Jest to spowodowane
mieszaniem sie niebieskich jonéw miedzi i z6ttych jodu, ktérym udalo sie
przedosta¢ do goérnego roztworu, zanim reakcja rozpoczela sie na dobre.

Jak wspomnialem, przeprowadziliSmy rowniez doswiadczenia badajace wplyw
roznych czynnikéw na przebieg procesu. Obiektem naszego zainteresowania stat
sie wplyw grawitacji. PrzeprowadziliSmy do$wiadczenie podobne do poprzednich,
jednak zatkaliSmy probéwke korkiem i odwréciliSmy do géry dnem. Okazalo
sie, ze zjawisko zachodzi réwnie dobrze i w tej sytuacji. SprawdzaliSmy réwniez
wplyw temperatury i naswietlenia. Péki zelatyna byta w formie zelu, zjawisko
zachodzilo podobnie. Przeprowadziliémy réwniez badania z tylko jednym
reagentem (kolejno samym CuSQy, a potem tylko z KI). Przekonalo nas

to, ze CuSO, dyfunduje duzo szybciej niz KI. Zaobserwowali$my réwniez,

ze CuSOy4 przenikajac do zelatyny, wcigga powierzchnie zelatyny, tworzac
charakterystyczny lej. Mozemy sie domyslaé, ze w czasie normalnej reakcji lej
tez sie tworzy, ale nie jestedmy w stanie go zaobserwowac.

Musze jednak ostrzec przyszlych eksperymentatoréw. Ten eksperyment jest
dtugotrwaly. Na niektére z wynikéw czekaliémy wiele tygodni, poza tym
musieliSmy wykona¢ mase eksperymentow, by uzyska¢ naprawde widoczne
rezultaty. Jest jednak sposob, by przyspieszy¢ dyfuzje. Wystarczy przylozyé
roznice potencjaléw do probki, a reakcja zacznie zachodzié szybciej, nawet duzo
szybciej — wyniki mozna osiagna¢ nawet po kilku godzinach. Mialem réwniez
wrazenie, ze reakcja cofnela sie po zmianie polaryzacji.

Od czasu odkrycia tego zjawiska zarejestrowano sporo réznych zjawisk, ktérych
przebieg jest podobny do oryginalnej reakcji Lieseganga. Nadal jednak nie
wiadomo, czy w pelni rozumiemy zachodzace w czasie tych reakcji zjawiska i czy
wszystkie tego typu struktury sa pierscieniami Lieseganga.
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Rozwigzanie zadania M 1068.
Oznaczmy przez [F] pole figury F. Niech
K bedzie punktem przecigcia prostych
AC i PQ (rys.).

Q D c

Woéwczas dowodzona réwnoéé

[APQ] = [CEF] jest réwnowazna
réwnosci [ACEP] = [CEF]. Z kolei
réwnosé ta, po odjeciu od obu stron
pola tréjkata K EC, przybiera postaé
[AKP] = [FKC]. Wreszcie dodajac

do obu stron ostatniej réwnosci pole
tréjkata AKF, przepisujemy dowodzong
zalezno$¢ w postaci [AFP] = [AFC],

co jest prawda.

Analiza niestandardowa
Leif ARKERYD, Szwecja

W matematyce, z jaka spotykamy sie w szkole i na uniwersytecie, lini¢

prosta identyfikuje sie ze zbiorem punktéw, w ktérym wspolrzednymi sa
liczby rzeczywiste. Istnieje jednakze argument przeciw takiemu konkretnemu
utozsamieniu, ktéry opiera sie na tym, iz nieskonczenie wiele wlasnosci linii
prostej nie moze by¢ ani dowiedzionych, ani obalonych za pomoca aksjomatow
uzywanych w matematyce (tzw. aksjomatéw Zermelo-Fraenkla).

Inny sposob spojrzenia na prosta reprezentowal Gottfried Leibniz (1646-1716),
ktéry traktowal ja jako nosnik réznych zbiorow punktéw, nie tylko zbioru
samych liczb rzeczywistych, ale i bardziej gestych zbioréow zawierajacych idealne
elementy nieskoniczenie mate, ktére miaty byé wieksze od zera, ale mniejsze

od jakiejkolwiek liczby rzeczywistej. Ponadto tzw. zasada Leibniza zezwalala

na to, by z elementami nieskonczenie matymi robi¢ wszystko to, co mozna

robi¢ ze zwyklymi liczbami rzeczywistymi. A zatem pomnozenie przez —1 daje
elementy ujemne, dodawanie liczb rzeczywistych i nieskoniczenie matych sprawia,
ze nowe liczby zageszczaja ,,przestrzen” pomiedzy liczbami rzeczywistymi.
Wreszcie dzielenie liczby 1 przez dodatnie elementy nieskoniczenie malte daje co$
wiekszego od jakiejkolwiek liczby rzeczywistej — liczby nieskoniczone.

Leibniz jest takze autorem oznaczenia % dla pochodnej oraz oznaczenia calki f f(z)dz

(wykorzystujacego znak f: rozciagnigte S), co mialo zreszty reprezentowaé, ze pochodna i catka
réznig si¢ od ilorazu réznicowego, czy tez od odpowiedniej sumy, jedynie o warto$¢ nieskonczenie
malg.

Podejscie Leibniza przyczynito sie w duzej mierze do rozkwitu analizy w wieku
XVIII i znalazto swe odbicie w pracach najwybitniejszego reprezentanta
6wezesnej matematyki Leonarda Eulera (1707-1783). Jednakze, jak zauwazy
kazdy wspotczesny czytelnik dziet Eulera, zasada Leibniza nie zawsze moze
by¢ uzywana. W istocie wszelkie niekonsekwencje i sprzecznosci w niej ukryte
krytykowane byly od poczatku, z najwigkszym moze rozglosem przez biskupa
George’a Berkeleya (1685-1753), ktéry wy$miewal nieskonczenie male jako
wduchy wielko$ci, ktére odeszty”.

W wieku XIX metoda nieskonczenie matych byta stopniowo zastepowana

— odtad dominujaca — metoda ,epsilona i delty”. Do konca wieku XIX
aksjomatyczna teoria mnogosci zostata silnie rozwinigta i — nieco paradoksalnie
— wzmocnita opdr przeciw uzywaniu nieskonczenie matych u wielu generacji
matematykdéw wierzacych w stwierdzenie Georga Cantora (1845-1918), ze

jest mozliwe dowiedzenie nieistnienia nieskonczenie malych w ramach teorii
mnogosci. Dopiero od Skolema (1887-1963) i jego (niearchimedesowego) modelu
arytmetyki z nieskoficzonymi liczbami (1927) rozpoczyna sie powolny renesans
nieskonczenie matych.

Model archimedesowy arytmetyki to taki, w ktérym dla kazdej liczby N i kazdej dodatniej liczby e
istnieje taka skonczona liczba n, ze zachodzi nieréwnosé

e+e+...4e>N.
———
n razy

Moéwigc obrazowo: w modelu archimedesowym dojdziemy do kazdej liczby, idac choéby
najdrobniejszymi kroczkami.

Polski matematyk Jerzy Lo$ (1920-1998) zrobil w tym kierunku wazny

krok w 1955 r. W jego konstrukcji liczby hiperrzeczywiste sa domknietym
rozszerzeniem (zawierajacym nieskonczenie mate) uporzadkowanego ciala liczb
rzeczywistych. Y.o§ podaje tez nowoczesna i Scista wersje zasady Leibniza zwang
zasada przejscia, ktora stwierdza dokladnie, ktére stwierdzenia przenosza sie

z liczb rzeczywistych na elementy nieskoniczenie mate. Ostateczny krok nalezy
do analizy niestandardowej i jej twércy Abrahama Robinsona (1918-1974), ktéry
wykazal, ze nowa wersja zasady Leibniza umozliwia rozwiniecie calej analizy
opartej na liczbach hiperrzeczywistych.
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Uzytecznos¢ analizy niestandardowej oparta jest na dwdoch wlasnosciach:
wspomnianej juz zasadzie przejScia oraz wlasnosci zwanej nasyceniem, ktora
wyraza fakt, ze system liczb hiperrzeczywistych jest bardzo bogaty. Pierwszym
zastosowaniem analizy niestandardowej byto wypelnienie luk w rozumowaniu,
jakie zawieral XVIII-wieczny rachunek nieskonczenie malych. Ponadto
dostarczyla ona nowego modelu systemu liczbowego z liczbami rzeczywistymi
jako czedcia liczb hiperrzeczywistych. W istocie, analiza niestandardowa idzie
znacznie dalej, dostarczajac modeli dla matematyki klasycznej powstalej

na gruncie liczb rzeczywistych (odpowiednio hiperrzeczywistych) z mozliwoscia
przeprowadzania wszystkich klasycznych rozumowan w kazdej ze struktur.
Ponadto, obiekty struktury rzeczywistej moga by¢ interpretowane w ramach
struktury hiperrzeczywistej w nowy i owocny sposob. Zasada przejscia daje tutaj
ostre kryterium wyrézniajace zbiory, do ktoérych odnosi sie zasada Leibniza.
Na przyktad zbior liczb naturalnych mniejszych od danej liczby calkowite] jest
dopuszczalny, ale do zbioru wszystkich skonczonych liczb naturalnych zasady
Leibniza zastosowaé si¢ nie da, gdyz biorac kres gérny tego zbioru (co zawsze
da sie zrobi¢ dla ograniczonych zbioréw liczb rzeczywistych), uzyskaliby$my

w wyniku najmniejszg nieskonczona liczbe calkowita, a wiec co$, czego nie ma.

Gléwne znaczenie analizy niestandardowej to jej rola jako silnego narzedzia dla
obecnej i przyszlej matematyki. W zastosowaniach matematyki w zjawiskach
naturalnych i ekonomicznych, linia hiperrzeczywista i analiza niestandardowa
dostarczaja znacznie wigcej modeli niz klasyczna struktura rzeczywista. Fizycy
czesto zastepuja skonczony zbiér atomoéw badZ czastek przez zbiér nieskonczony.
Analiza niestandardowa idzie krok dalej i moze zastapié¢ skonczony zbiér zbiorem
sktadajacym sie z ustalonej calkowitej liczby nieskonczonej. Zasady skonczonej
kombinatoryki nadal maja tu zastosowanie i na przyktad prawdopodobienstwa
interesujacych fizykéw zdarzen sa tatwe do obliczenia.

Autor tego artykulu interesuje si¢ badaniem rozrzedzonych gazdw, dziedzing
fizyki matematycznej o skomplikowanych réwnaniach, w ktérych sily (np.
grawitacyjne) pomiedzy czasteczkami gazu dochodza do nieskonczonosci,

a czas, w jakim wzbudzony ruch stabilizuje sie, staje sie nieskonczony. Moc
analizy niestandardowej w odniesieniu do wielko$ci nieskonczonych pozwalata
mi niejednokrotnie znajdowaé rozwigzania réwnan gazu, a takze badaé

jego graniczne zachowanie, gdy czas dazyl do nieskonczono$ci. Przywolujac
idee zwiazane z zasada przejicia, moje rezultaty otrzymywaly znaczenie

i interpretacje w ramach tradycyjnego podejécia, choé czesto okazywalo sie
niezwykle trudne otrzymanie jakichkolwiek wstepnych wynikéw przy uzyciu
metod klasycznych.

Stynny matematyk Kurt Godel postrzegal analize niestandardowa jako
matematyke XXI wieku. Mamy juz rok 2004, ale w spotecznosci matematykow
wciaz nie jest ona w powszechnym uzyciu. Dzisiejsi matematycy sa bowiem
zazwyczaj wyspecjalizowani i niewielu czuje sie réwnie dobrze zaréwno
w zakresie logiki matematycznej, jak i w obszarze zastosowan. Jednakze analiza
niestandardowa ze swa ogromna mocg niewatpliwie zastuguje na to, by znalezé
sie wérod podstawowych metod stosowanych przez matematykéw nadchodzacych
pokolen.

Tlumaczyl Witold SADOWSKI

w

Rozwigzanie zadania M 1067.

Z warunkéw zadania wynika, ze < C = 60°. Niech E bedzie rzutem prostokatnym punktu B

na bok AC (rys.). Z réwnoéci < BAE = 45° uzyskujemy BA? = 2 - BE? natomiast z réwnosci

L BCE = 60° wnioskujemy, ze BE? = % - BC?. W efekcie mamy
BC2:§~BA2:BD-BA.

Zalezno$¢ ta wraz z oczywistg réwnoscia < DBC = { CBA dowodzi, ze tréjkaty DBC oraz CBA sa
podobne. Stad <« BDC = < BCA = 60°.
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Klub 44

UWAGA!

ZMIANA ADRESU
DO KORESPONDENCJI!

Rys. 1

Rys. 2

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbg os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Redaguje Jerzy B. BROJAN
Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 3/2004
Przypominamy tresé¢ zadan:

374. Kota roweru jadacego z predkosciag 5 m/s majg $rednice 1 m. Na jaka maksymalng wysokosé
(nad ziemia) moze si¢ wznie$¢ grudka blota oderwana od opony tego roweru?

375. Gaz doskonaly jest zamkniety w cylindrze (rys. 1) tlokiem polaczonym z dnem cylindra
sprezyna o stalej sprezystosci k i zerowej dlugosci swobodnej (tzn. sila wywierana przez sprezyne jest
réwna zeru, gdy tlok styka si¢ z dnem cylindra). Na zewnatrz cylindra jest préznia. Ile ciepla trzeba
dostarczy¢, aby ogrza¢ 1 mol tego gazu o 1 stopien, jesli dla przemiany w staltej objetoséci analogiczne
ciepto jest réwne Cy 7?7

374. Jesli grudka oderwie sie od opony w chwili, gdy jej ,kat polozenia”
(zob. rys. 2) jest réwny ¢, to wysoko$¢ w tej chwili wyniesie r + r sin ¢,
a pionowa sktadowa predkosci — v cos ¢. Maksymalna wysokos¢ wzniesienia
bedzie wigc réwna
02
h =17+ rsing + — cos? .
2g

Po podstawieniu cos? ¢ = 1 — sin? ¢ otrzymujemy wyrazenie kwadratowe
w zmiennej sin . Maksymalna wartoscia h jest
2 2
v r
h=r+ 2 4+ 8 _180m.
2¢ 202
375. Dlugosé stupa gazu w cylindrze jest réwna x = V/S, gdzie S — pole
powierzchni tloka. Po pomnozeniu = przez k otrzymujemy sile sprezystosci
(r6wna sile parcia gazu na tlok), a po podzieleniu sily przez S — ciénienie gazu:
_kV
b= 52
Podstawiajac to wyrazenie do réwnania Clapeyrona, otrzymujemy
ko
Male przyrosty V' i T sa wiec powiazane zaleznoscia

2pAV = nRAT.

7 drugiej strony, I zasada termodynamiki pozwala znalezé dostarczone ciepto
7€ WZoru

Q = AU + pAV.
Poniewaz energia wewnetrzna gazu doskonatego zalezy tylko od jego
temperatury, wiec jej zmiana jest réwna analogicznej zmianie w przemianie
izochorycznej (kiedy praca W jest réwna zeru). Stad
Q = nCy AT + pAV.

Aby wyznaczy¢ cieplo wlasciwe C rozwazanego gazu, wystarczy teraz podstawié
wczedniej znalezione wyrazenie na pAV. Ostatecznie

__Q _ 1
—nAT—CerQR.
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Klub 44
@

UWAGA!

ZMIANA ADRESU
DO KORESPONDENCJI!

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
467 (WT = 2,24) i 468 (WT = 1,55)
z numeru 10/2003

Pawel Najman  — Jaworzno 45,54

Pawel Kubit — Krakéw 42,51
Piotr Kumor — Olsztyn 42,01
Andrzej Jézwik — Kielce 40,64
Janusz Olszewski — Suwalki 34,19
Witold Bednarek — Lodz 34,03

Pawel Najman — nowa twarz
w Klubie 44M — pierwsza od péltora
roku. Witamy!

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 3/2004
Przypominamy tres¢ zadan:

477. Udowodnié, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n oraz dla dowolnych liczb rzeczywistych

T1,. ..
n
@,
— = < n.
Z T+a2+... +a2 Vo
k=1

478. W tréjkacie ABC wysoko$é CD dzieli kat przy wierzchotku C tak, ze |XBCD| =2 |[XACD|.
Odcinek CE jest dwusieczng kata BC' D; punkty D, E leza na odcinku AB. Wykazad, ze
|AD|-|BC| = |CD]|-|BE|.

, T, zachodzi nieréwnosé

477. Mozna zakladaé, ze liczby z; sa nieujemne. Oznaczmy wyrazenie po
lewej stronie nieréwnosci przez F,(x1,...,x,). Dowodzimy przez indukcje, ze
funkcja F,, przyjmuje wartosci mniejsze niz y/n. Dla n = 1 mamy

Fl(SC): 1

x
Ty Sa<h

Zakladamy stusznos$é tezy dla n, bierzemy dowolne n+1 liczb nieujemnych

Z1,...,Tp41 1 badamy warto$é¢ funkcji F), 41, wprowadzajac oznaczenie

p=+1+ai:

n+1 .
2 : k
Fn+1($1 xn-}-l) = =
Y = pP?+a3+... +ai

n

T Tjt1
= — 4+ —
p? ;p2+x§+...+z?+1

21 1 x x
IRVt W A
b b p p
21 n
LY oL Y
b p
skorzystaliSmy z zalozenia indukcyjnego. Zatem

2 21 2yp —1-y/n n
(Fn+1($1,--~7$n+1)) <P + P \/_JF_:

p* p?
1 1 Vp2—1-yn\°
=nt 5 —-|5-——— | S
p p p
1

<n+2?<

<n+1

S Tnt1) < Vn+ 1.

(bo p > 1) i mamy teze indukeyjna F,41(x1, ..
To konczy dowdd.

478. Niech F' bedzie rzutem prostokatnym punktu F na bok BC'.

C

A D E B

Potproste CD i CE dzielg kat AC B na trzy rowne katy, wobec czego trojkaty
ADC, EDC, EFC sa przystajace; tak wiec |AD| = |EF|. Wystarczy teraz
zauwazy¢, ze kazdy z iloczynéw |EF| - |BC| oraz |CD| - |BE| wyraza podwojone
pole tréjkata BCE.
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Patrz w niebo

Wszystko wskazuje na to, ze galaktyki i gromady galaktyk tworza

we Wszechswiecie wielkoskalowa strukture podobnag do gabki lub piany, czyli ze
miedzy widknami i platami utworzonymi z galaktyk znajduja si¢ obszary niemal
ich pozbawione, tzw. pustki. Zgeszczenia w tych widknach i platach to gromady
galaktyk. Nietrudno wyobrazi¢ sobie trudnosci przy probach okreslenia struktury
pojedynczych gromad: po prostu wszystkie wlasciwie metody wyznaczania
odleglosci galaktyk sa zbyt niedokladne, by mozna bylo z rozsadna doktadnoscia
zmierzy¢ male réznice odleglosci galaktyk, czyli ich rozklad wzdiuz promienia
widzenia w wybranej gromadzie. Nadzieje wydaje sie tu budzi¢ nowa metoda
wykorzystujaca pomiary fluktuacji jasnosci powierzchniowej galaktyk ustalonego
typu. Idea metody jest — jak zwykle w takich przypadkach — oczywista. Obraz
bliskiej galaktyki rozktada si¢ w kamerze CCD na wiele pikseli, tak ze na jeden
piksel przypada niewiele lub nawet zero gwiazd — fluktuacje oswietlenia pikseli sa
wiec duze. Gdy kamera widzi galaktyke odlegla, to kazdy piksel oSwietlony jest
przez bardzo duzo gwiazd, co prowadzi do matych fluktuacji oswietlenia. Jezeli
pominaé problem wyskalowania tej metody, to zrozumiale staje sie, ze jest ona
stosunkowo czuta wlaénie na mate réznice odleglosci galaktyk.

Ta metoda grupa amerykanskich i angielskich astronomoéw przebadata
przestrzenny rozklad galaktyk w najblizszej nam gromadzie Virgo. Jej érodek
lezy w odlegloéci 17 Mpc. Stwierdzono, ze najjasniejsze galaktyki gromady
tworzg niemal proste wlokno odchylone od promienia widzenia zaledwie
0 10° lub 15°. Ma ono dhugosé 6 Mpc, jezeli uznaé, ze jego bliski koniec
stanowi galaktyka NGC 4660, a odleglty M 84. Stabsze galaktyki i ich grupy
ciagna sie znacznie dalej w tym samym kierunku, az do gromady Abell 1367
odleglej o okoto 90 Mpc. Fakt, ze nasza Galaktyka lezy na przedluzeniu tego
wldkna, jeszcze raz potwierdza dawno wysuniete przypuszczenie, ze Lokalna
Grupa Galaktyk (ktérej nasza jest czlonkiem) jest peryferyjnym zgeszczeniem
w gromadzie Virgo.

Tomasz KWAST

Lipiec

Latem w poblizu zenitu wida¢ Smoka, gwiazdozbioér okotobiegunowy, a wiec
nigdy u nas niezachodzacy. Jest do$¢ rozlegly, ale niezbyt wyrazny, cho¢

tatwo go znalez¢é dzieki temu, ze spora jego cze$¢ lezy miedzy Wielka a Mala
Niedzwiedzica. Jego dwie gwiazdy zyskaly szczegélng stawe. Gamma (Etamin)
jest akurat najjasniejsza gwiazda tego gwiazdozbioru, ale nie w tym rzecz.
Wazniejsze, ze w 1728 r. James Bradley, prébujac zmierzy¢ jej paralakse,
odkryl aberracje swiatla, czyli efekt sumowania sie predkosci $wiatla i predkosci
obserwatora wynikajacej z ruchu okolostonecznego Ziemi. Paralaksy Etamina
Bradleyowi nie udalo si¢ zmierzyé. Duzo pdzniej okazalo sie, ze gwiazda ta lezy
w odlegtosci 60 pc. Druga stynna gwiazda Smoka jest jego alfa, Thuban. Byla
ona ,gwiazda polarna” okoto 2700 lat przed poczatkiem naszej ery. Wskutek
precesji o$ ziemska obecnie celuje w alfe Malej Niedzwiedzicy, ktora po prostu
nazywa si¢ Gwiazda Polarna.

Wenus jest w Byku i widaé ja jako Gwiazde Poranna. Mars jest na granicy Raka
i Lwa, a Jowisz w Lwie, przez co obie te planety wieczorem szybko zachodza.
8 VII Saturn znajdzie sie za Stonicem, wiec go w lipcu nie widaé. Za to Merkury
10 VII znajdzie sie w odleglosci ponizej jednego stopnia od Marsa, co moze
utatwic¢ jego znalezienie — bedzie to jednak bardzo blisko Stonca. Natomiast
27 VII Merkury znajdzie si¢ katowo najdalej od Slonica (o 27° na wschéd),
dzieki czemu moze by¢ lepiej widoczny wieczorem na zachodnim niebie. Pelnia
Ksiezyca nastapi w lipcu dwa razy: 2 VII i 31 VII, a néw 17 VIL Zadnych
zalmien ani zakry¢ jasnych gwiazd w lipcu nie bedzie.

T. K.
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Kacik biologiczny

czlowiek

CA[JATG

Szympans
CAATG
makak
CACATG

Rys. 1 Dwie sekwencje réznig sie
jednym nukleotydem. Aby stwierdzié,
czy zaznaczona cytozyna zostala
wstawiona w sekwencje czlowieka, czy
tez wypadta z sekwencji szympansa,
nalezy poréwnaé jg z sekwencjag DNA
organizmu, ktéry wczeséniej oddzielit
si¢ od linii prowadzacej do cztowieka
i szympansa. Poréwnanie wskazuje, ze
badany nukleotyd wypadl z sekwencji
szympansa.

Szympans czlowiek (2)

goryl

orangutan (1)

makak

lat temu

mysz (1)

lat temu

Rys. 2 (za Nature 2002 vol. 418 p. 869)
Zaznaczenie zmian aminokwaséw

w biatku FOXP2 miedzy mysza

a czlowiekiem. W ciggu okoto 130
milionéw lat, ktére dzielg przodka myszy
i przodkéw czlowieka i szympansa,

w biatku FOXP2 zaszla jedna zmiana
aminokwasu (inna, pojedyncza zmiana
zaszla réwniez u orangutana). W ciaggu
zaledwie 4-6 milionéw lat, jakie dzielg
nas od OWP czlowieka i szympansa,

w linii prowadzacej do Homo sapiens
zaszly dwie zmiany w FOXP2. Mutacje
te zmieniaja charakter biatka.

mozg

czlowiek Szympans

szympans 55

makak

OWP 4-6 mln

N OWP ok. 130 mln

krew
czlowiek

1,0

makak

Pan homo

»2Malpa byta Panskim przodkiem ze strony dziadka, czy tez moze

babki. ..?” — spytano Tomasza Huxleya, jednego z pierwszych

goracych zwolennikéw idei Darwina. Wspdlczesne poréwnania

sekwencji pojedynczych gendéw malp i cztowieka wyjasnity kwestie

pokrewienstwa — naszymi najblizszymi krewnymi sa szympansy.
Oceniono tez, ze ostatni wspélny przodek (OWP) naszych gatunkéw zyt 4-6 milionéw
lat temu — ,,przedwczoraj” w ewolucyjnej skali czasu.

Dzigki poréwnaniu catych genoméw tych organizméw byé moze uda si¢ dowiedzied,
ktore geny i biatka odpowiadaja za czltowieczenstwo. 10 grudnia 2003 roku ukonczono
wstepng wersje genomu szympansa. R6znica miedzy sekwencjami kodujacymi biatka
czlowieka i szympansa wynosi zaledwie 1,2-1,7% (poniewaz rézne sekwencje DNA
moga kodowaé identyczne bialka, nasze bialtka réznia si¢ mniej). Dla poréwnania,
czlowiek—mysz to okoto 15%. Ale jedynie 1,5% naszego genomu koduje biatka. Reszta
z 3 miliardéw par zasad to odcinki strukturalne (niezbedne np. do utrzymania
prawidlowego ksztaltu chromosoméw), odcinki odpowiedzialne za regulacje dziatania
genéw i tak zwany Smieciowy DNA (ktérego funkeji nie znamy lub jej nie posiada).
W calym genomie mamy z szympansem 97-98% identycznych nukleotydéw. Roéznica
jest wigksza, jesli idzie o fragmenty DNA, ktére maja tylko szympansy albo tylko
ludzie. Okoto 4% naszego genomu to odcinki, ktére jeden z gatunkéw uzyskal, albo
drugi stracit po oddzieleniu sie od OWP. Do sprawdzenia, czy Zrédtem réznicy jest
wstawienie nowej sekwencji, czy wypadniecie starej, postuzy sekwencja genomu
organizmu, ktéry wczeéniej oddzielil sie od linii wiodacej do szympansa i cztowieka
(rys. 1). Wybrano do tego makaka — najblizsze czlowiekowi zwierze laboratoryjne.
Projekt sekwencjonowania jego genomu rozpoczat si¢ pod koniec 2003 roku.

Jeden z genéw wystepujacych tylko u szympansa koduje enzym odpowiedzialny za
powstawanie kwasu N-glikoneuraminidowego (Neu5Gc), ktéry m.in. bierze udzial

w komunikacji miedzy komérkami. Wystepuje on u wszystkich naczelnych w komérkach
wigkszosci narzadéw — z wyjatkiem moézgu, gdzie gen ten jest wylaczany. Ludzki gen
zostal unieczynniony mutacja i w naszym organizmie nie ma Neu5Ge. Oszacowano, ze
mutacja zaszta 2,1-2,2 miliona lat temu, co przypada na poczatek okresu gwaltownego
rozwoju moézgu naszych przodkéw.

Poszukiwanie genéw, ktére doznaly ewolucyjnego przyspieszenia w ciggu ostatnich

5 milionéw lat, zwrécito uwage na geny receptoréw wechowych. Sa one najwieksza
rodzina genéw u ssakéw (ponad 1000 genéw). U czlowieka ponad 60% tych sekwencji
to tzw. pseudogeny — czyli geny nieaktywne. U myszy stanowia one tylko okoto 20%,
u malp naczelnych 28-36% . Od czasu rozdzielenia si¢ linii malp i cztowieka mutacje
w ludzkich genach receptoréw wechu gromadzity si¢ 4 razy szybciej niz u innych
ssakéw, co prawdopodobnie wynika z mniejszej zaleznosci ludzi od zmystu wechu.

W podobny sposéb zauwazono gen FOXP2, kodujacy biatko regulujace dziatanie wielu
gendéw. Jest ono niemal identyczne u myszy, szympansa i czlowieka. Dwa z trzech
aminokwasow rézniacych biatka czlowieka i myszy zmienily sie po rozdzieleniu linii
prowadzacych od OWP do szympansa i czlowieka (rys. 2).

FOXP2 zidentyfikowano réwniez niezaleznie jako zrédlo problemu rodziny KE

z Wielkiej Brytanii. Jej cztonkowie, ludzie inteligentni i nie uposledzeni umystowo,
cierpig na zaburzenia artykulacji i nie sa w stanie nauczy¢ sie¢ gramatyki jezyka, mimo
braku probleméw z jego rozumieniem. Powoduje to mutacja wylaczajaca FOXP2.

Fascynujace wyniki analiz aktywnosci genéw w réznych tkankach cztowieka, szympansa
i makaka przedstawia rysunek 3.

Rys. 3 (za Science 2002 vol. 296 p. 341) Poréwnanie
Wactroba wzglednych réznic w aktywnosci genéw w trzech tkankach
czlowieka, szympansa i makaka. Im dluzsze linie laczace
organizmy, tym wigcej réznic obserwowano w aktywnosci
genéw miedzy tymi organizmami. Liczby przedstawiaja
stosunek wielkosci zmian miedzy cztowiekiem i szympansem
(1 oznacza brak réznic). Najwiecej zmian aktywnosci genéw
obserwowano w moézgach.

czlowiek
szympans

1,3

Olbrzymie genetyczne podobienstwo ludzi

i szympanséw sklonito niektérych uczonych

do zasugerowania zmian w systematyce naczelnych
i stworzenia jednego rodzaju Pan z trzema gatunkami: Pan troglodytes (szympans),
Pan paniscus (bonobo) i Pan homo (cztowiek).

makak

Anna LORENC, Jarek BRYK

Korespondencje do Kacika biologicznego prosimy przysyta¢ do Jarka Bryka pod adresem: bryko@poczta.onet.pl
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