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Rys. 1

Rys. 2

W czasach nowozytnych francuski
architekt Le Corbusier postulowal uzycie
geometrycznej skali opartej na zlote]j
liczbie w projektach architektonicznych.

Rys. 3

Bardziej ogélnie méwimy, ze wielokat
W jest gnomonem wielokata V'

(z ktérym nie ma wspdlnych punktéow
wewnetrznych), jesli W UV jest
wielokatem podobnym do V.

/

Rys. 4

Magiczne liczby foremne
Jan M. AARTS, Holandia

Hans van der Laan (1904-1991) urodzit si¢ w rodzinie holenderskich
architektow. W roku 1923 rozpoczat studia architektoniczne na Politechnice
w Delft, by po dwéch latach je porzucié¢ i zosta¢ mnichem w zakonie
benedyktynéw. Odtad poswiecal swe zycie Bogu i architekturze. Kluczowsa
role w jego pracach odegralta tzw. liczba plastyczna p =1,324... —
pierwiastek réwnania 1 4+ 2 = x3. Liczba ta to podstawa przenikajacej
wszystko geometrycznej skali miar ..., p~2,p~ !, p% p',p?, ... Poréwnanie
skali geometrycznej ze skalg arytmetyczna wyznaczona przez liczby naturalne
prowadzi do rownan, w ktérych k i [ to pewne liczby naturalne, z za$ jest
niewiadoma liczba rzeczywista

(1) r>1, z+l=2F z-1=z7"

Liczba rzeczywista x, spelniajaca (1) dla pewnych k i [, zwana jest
liczbg foremng. Latwo zauwazy¢, ze liczba plastyczna p jest rozwiazaniem (1)
dla k = 3 oraz [ = 4, zachodzi bowiem réwnosé

-2t 1= - 1)(? -2 +1).

Liczba ¢ (ztota liczba @) spelnia z kolei réwno$é¢ (1) dla k = 2 oraz [ = 1.
Holenderski inzynier Kruijtzer podejrzewal, ze ¢ oraz p to jedyne rozwiazania

(1), co okazalo sie prawda.

Dowéd (J.M. Aarts, R. Fokkink, G. Kruijtzer) jest zbyt skomplikowany, by
mozna go bylo tu zamiesci¢. Opiera sie na wynikach dwoch matematykow z
uniwersytetu w Bergen w Norwegii: Selmer udowodnil, ze tréjmian z" —x — 1
dla n > 3 jest nierozkladalny, natomiast Tverberg wykazal m.in., ze tréjmiany
2™ — 2™~ — 1 83 dla m > 3 albo nierozkladalne, albo sa iloczynami wielomianu
nierozktadalnego i tréjmianu 22 — z + 1. (Podobne zagadnienie bylo tematem

zadania 3 Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej w 2002 r.)

Jest wiele podobienstw miedzy liczba ¢ oraz liczba plastyczna p. Zloty prostokat
(czyli prostokat o bokach 1 oraz ¢) ma nastepujaca interesujaca wlasnosé:

jesli odetniemy od niego kwadrat o boku 1, to pozostanie prostokat podobny

do wyjsciowego, zmniejszony o czynnik ¢ (rys. 1).

Dlatego Gazalé nazywa kwadrat gnomonem zlotego prostokata. Srebrny
pieciokat to pieciokat, ktérego boki maja diugosé 1, p, p?, p?, p* i ktérego katy
pomiedzy kolejnymi bokami sa réwne odpowiednio 120, 120, 120, 60 i 120
stopni. Srebrny pieciokat ma interesujaca wlasnosé¢ podobna do opisanej wyzej
wlasno$ci zlotego prostokata: jesli zostanie z niego wyciety trojkat réwnoboczny
o boku dtugoéci p?, to pozostala czeéé bedzie podobna do pieciokata wyjsciowego
w skali 1/p (rys. 2). W ten sposéb tréjkat réwnoboczny jest gnomonem
srebrnego pieciokata. Gazalé podejrzewal, ze jesli wielokat foremny W jest
gnomonem wielokata V', to albo V' jest ztotym prostokatem, a W kwadratem,
albo V' jest srebrnym pieciokatem, a W trdjkatem. Oto magia liczb foremnych!
Przypuszczenie okazalo sie stuszne (J. Aarts, R. Fokkink), choé¢ przydaltby

sie¢ pewnie prostszy dowdd. Dotychczasowy oparty jest na nastepujacym
pomysle. Przypus$émy, ze wielokat foremny W jest gnomonem wielokata V.
Niech f: W UV — V bedzie podobienstwem (zlozeniem translacji, obrotu

i jednoktadnosci), ktére dowodzi, ze W jest gnomonem V. Podobiefistwo f jest
zdefiniowane na calej ptaszczyznie R? i ma punkt staly, powiedzmy punkt gq.
Wtedy R? \ {¢} jest suma zbioréw {f™*(W) :n € Z}, tworzacych swoisty
sparkiet” dla R? \ {¢} (rys. 3 i 4). Wykonujac odpowiednie przeksztalcenia
mozna uzyskaé stad okresowe pokrycie calej plaszczyzny i korzystajac z pewnych
standardowych w gruncie rzeczy metod mozna w koncu wykazaé, ze mozliwe

sa tylko dwa przypadki: jeden odpowiadajacy ztotemu prostokatowi, drugi —
srebrnemu pieciokatowi.

Tlumaczyl Witold SADOWSKI



Testy dla liczb pierwszych o czasie wielomianowym

Ian STEWART,
Wielka Brytania

Rozwigzanie zadania F 619.

‘Wysokie ci$nienie lepiej zniesie gumowy
balonik. Jest on elastyczny, wiec
powickszajace si¢ ci$nienie na zewnatrz
spowoduje tylko niewielka zmiang
objetosci wody w $rodku, ale sity
dzialajace na jego powloke beda sie
réwnowazy¢. Teoretycznie moze on
zanurzy¢ si¢ na dowolnie duzg gltebokosé.

W wypadku puszki cisnienie wewnatrz
pozostaje podczas zanurzania bez zmian,
a ci$nienie na zewnatrz roénie. Poki sity
sprezystodci stali rownowaza powstate
naprezenie, puszka utrzyma swéj ksztalt,
jednak w pewnym momencie zostanie ona
zgnieciona.

W roku 1801 Carl Friedrich Gauss stwierdzil (w 329. artykule Disquisitiones
Arithmeticae), ze ,problemy odrézniania liczb pierwszych od zlozonych i rozktad
tych ostatnich na czynniki pierwsze sa uznane za jedne z najwazniejszych

i najbardziej uzytecznych w arytmetyce”. Do roku 2001 te same problemy,
dzieki wynalazkowi kryptosysteméw opartych na faktoryzacji liczb pierwszych,
okazaly sie kluczowe dla rynku w Internecie. Wydaje si¢ zadziwiajace, ze

co$ nowego da sie powiedzie¢ o parze tak starozytnych i tak dlugo badanych
probleméw. Tymczasem nowe odkrycia pietrza sie! Najnowsze z nich — algorytm,
ktéry w czasie wielomianowym rozstrzyga, czy dana liczba jest pierwsza —

ma wyjatkowe znaczenie. Autorami tego algorytmu sa: Manindra Agrawal,
Neeraj Kayal i Nintin Saxena z Politechniki w Kanpur w Indiach.

Powszechnie znany jest fakt, ze z dwoch probleméw wymienionych przez Gaussa
sprawdzanie, czy dana liczba jest pierwsza, jest znacznie latwiejsze niz rozktad
liczby zlozonej na czynniki. Najbardziej naturalnym testem, czy dana liczba
jest pierwsza, jest prébowanie podzielnosci przez kolejne mozliwe czynniki,

co daje wrazenie, ze testowanie, czy liczba jest pierwsza, musi opieraé si¢ na
faktoryzacji. Wydaje sie przy tym tez, ze liczba operacji matematycznych,
potrzebnych do przetestowania liczby, wynosi okoto 10™/2 dla n-cyfrowej
liczby N. Oznacza to, ze potrzeba okolo v/N krokéw do przetestowania
wszystkich mozliwych dzielnikow liczby N, gdyz tylko liczba 2 i liczby
(nieparzyste) az do v/N musza byé brane pod uwage. Ale oba te wrazenia sg
btedne.

Po pierwsze, jest wiele testow, ktére daja odpowiedz ,tak” lub ,nie”, bez
znajdowania jakiegokolwiek dzielnika, jesli odpowiedz brzmi ,nie”. Klasyczny
taki test opiera sie¢ na twierdzeniu Wilsona: N jest liczba pierwsza wtedy i tylko
wtedy, gdy N dzieli liczbe (N — 1)! 4+ 1. Test ten nie jest jednak zbyt praktyczny:
jedli N ma 100 cyfr, to obliczenia wymagaja pomnozenia 10%° liczb. Istnieja
jednak takze wydajne testy. Wiele z nich wywodzi si¢ z matego twierdzenia
Fermata: jesli p jest liczba pierwsza i a nie jest wielokrotnoscia p, to

(1)
Jest szybki sposéb na to, by obliczyé a?~! mod p, oparty na powtarzaniu
podnoszenia do kwadratu i uzywaniu dwéjkowego rozwiniecia liczby p — 1.
Na przyklad, aby obliczy¢ 222 mod 23, obliczamy (zawsze modulo 23) liczby
2l=292 22=4, 2'=16=-7, 28=49=3, 26=0.

Mamy zatem

a?~ ! =1 modp.

222 =2916.91.92=9. (7). 4= (-17)-4 =1,
jak tego zreszta oczekiwalidmy, skoro 23 jest liczba pierwsza.

Pozytywny wynik testu Fermata jest warunkiem koniecznym tego, by dana
liczba byla pierwsza, ale nie jest wystarczajace. Wiele liczb p, znanych
jako liczby Carmichaela, spelnia (1) dla wszystkich a niepodzielnych

przez p. Najmniejsza z nich to p = 561 = 3-11 - 17. Alford, Granville

i Pomerance udowodnili, ze jest ich nieskonczenie wiele. Jednak bardziej
wyrafinowane warianty testu Fermata naprawde weryfikuja, czy dana
liczba jest pierwsza. Do niedawna najbardziej wydajny byt test APR
(Adelman—Pomerance-Rumely), ktérego czas dzialania byl rzedu

(log N)log log log N.

7 grubsza biorac, sa dwa rodzaje algorytméw. Wydajne sa klasy P, co oznacza,
ze dzialaja w czasie wielomianowym. Oznacza to, iz dla danych na wejsciu N
bitow uzyskuja odpowiedz po wykonaniu co najwyzej kN" krokow, gdzie k i r
sg stalymi. Nieefektywne algorytmy sg klasy nie-P i wykonywane sa w czasie
gorszym niz wielomianowy, przy czym bardzo niewydajne pracuja w czasie
wykladniczym kr"™ lub dtuzszym.

Do 2001 roku bylo wiadomo, ze sprawdzanie, czy liczba jest pierwsza moze by¢
wykonane w czasie niewiele dluzszym od wielomianowego, tak ze w przypadku
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liczby 200-cyfrowej mozna to bylo zupelnie swobodnie wykona¢ na zwyktym,
dobrym komputerze. Z drugiej strony, wydawalo si¢, ze roztozenie na czynniki
pierwsze liczby 200-cyfrowej nawet przy uzyciu najlepszych metod zajeloby
czas, jaki uptynal od zarania ludzkiej cywilizacji. Jednak nie byto i nadal nie
ma teoretycznej gwarancji, ze faktoryzacja liczby to problem klasy nie-P.
Cho¢ wiec sadzi si¢ powszechnie, ze nie istnieje zaden algorytm faktoryzacji
dzialajacy w czasie wielomianowym, to moze jest inaczej, a my po prostu nie
jestedmy wystarczajaco sprytni, zeby go odkry¢. Pod koniec roku 2001 nie istnial
przeciez zaden algorytm sprawdzania, czy dana liczba jest pierwsza, dziatajacy
w czasie wielomianowym, a tymczasem w 2002 roku juz sie taki pojawil wraz
z wkroczeniem do akcji wspomnianych matematykow indyjskich. Wymy$lili oni
mianowicie nowy wariant testu Fermata. Zamiast pracowaé z liczbami, zajeli sie
wielomianami jednej zmiennej. Punktem wyjscia ich rozwazan byt fakt, ze gdy =
to niewiadoma, a p to liczba pierwsza, ktora nie dzieli liczby catkowitej a, to

(x —a)? = (2P — a) mod p.
Testowanie tej kongruencji nie prowadzi jeszcze do wielomianowego czasu
dzialania algorytmu. Zamiast tego algorytm testuje powyzsza nieréwnosé
modulo rézne proste wielomiany, ktére dla wygody przyjmuje sie w postaci
z" — 1 dla pewnego catkowitego r. Jedna iteracja algorytmu sprawdza, czy
zachodza jednoczesnie kongruencje

(2) { (z —a)? = (2P — a) moda" — 1

(x —a)P = (2P —a) modp.
Kongruencje sa spetnione dla wszystkich liczb pierwszych p. Dla danego
a i r takze przez niektore liczby zlozone, ale zadna liczba zlozona nie spelnia
powyzszej kongruencji dla wszystkich a i r. Trik polega wiec na tym, by
utrzymac zlozonoéé obliczeniowa algorytmu, zapewniajac jednoczesnie, ze zadna
liczba zlozona nie przeslizgnie sie¢ przez zastawiong siec.

Test (2) moze byé przeprowadzony w czasie rzedu r2 log® p, przy uzyciu
powtarzalnego podnoszenia do kwadratu lub w czasie rlog? p, gdy uzyjemy
szybkiego mnozenia Fouriera. Jest to zatem czas wielomianowy. Zaczynamy
od wybrania odpowiedniego r; powinna to byé liczba pierwsza rzedu log® p,

a r — 1 musi mieé¢ dzielnik pierwszy wielkosci co najmniej 7'/2+¢ dla pewnego
d > 0. Takie r istnieje (Fouvry, Baker, Harman). Nastepnie algorytm sprawdza
kongruencje (2) dla malej liczby kandydatéw na a (ta mala liczba jest

rzedu rlogp). I — jak dowiédl zesp6l hinduskich matematykéw — algorytm

ten rozstrzyga pierwszoéé liczby N w czasie rzedu log'? N, co jest czasem
wielomianowym (oszacowanie to zostalo jeszcze poprawione).

Istnienie algorytmu rozstrzygajacego w czasie wielomianowym to, czy dana
liczba jest pierwsza, zmienia nasze myslenie o calym zagadnieniu. Ale metody
tu rozwiniete zdaja sie nic nie podpowiadaé, jak rozwiazaé¢ drugi z probleméw
Gaussa — faktoryzacje. Czy istnieje algorytm klasy P znajdujacy dzielniki liczby
zlozonej? Wigkszos$¢ ekspertow mysli, ze nie, ale teraz nie sa juz tego tak pewni,
jak dotychczas.

Tlumaczyl Witold SADOWSKI

Rozwigzanie zadania M 1060. D C
Niech I' bedzie punktem symetrycznym do
punktu E wzgledem prostej DB. Wéwczas
punkt F lezy na odcinku AB i AF = CE. \
Zatem trojkaty AFD i CED sa przystajace.
Poniewaz \ Q _

<EPB+ <EQB = 180°, ) T

wigc punkty P, E, Q, B leza na jednym okregu. D

Analogicznie stwierdzamy, ze punkty A, F', P, D \ .-p

leza na jednym okregu. Zatem _ ,\( A
LAPD =4 AFD =4CED =4BEQ =< BPQ, A

skad wynika, ze punkty A, P i Q leza na jednej A F B

prostej.
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Czy w Unii Europejskiej méwiono po polsku?
J. MIRO, F. ROSSELLO, Hiszpania

Niejednego z odwiedzajacych nas polskich przyjaciél zaskakuja graffiti

z tekstami w rodzaju Polacos, esto es Espana. (Polacy, tu jest Hiszpania.)

A kiedy wyjasniamy im, ze ludzie méwiacy po katalonsku nierzadko spotykaja
sie z ostra reprymenda jUsted no me hable a mi en polaco! (Prosze do mnie nie
mdowié po polsku!), przestaja cokolwiek rozumieé.

Chodzi o to, ze na ogromnym obszarze nad brzegiem Morza Srédziemnego,
ogarniajacym wschod Hiszpanii i potudnie Francji, méwimy nie tylko w jezyku
hiszpanskim lub francuskim, ale takze w innym jezyku romanskim, jakim jest
katalonski. Czesto w historii byto to powodem pogardliwych zartéw ze strony
mieszkancow centralnej Hiszpanii, a jednym z typowych zartow jest oskarzenie
nas o mowienie. .. po polsku. Widaé kto$ kiedy$ uznal jezyk katalonski, znacznie
bogatszy w dzwigki od hiszpanskiego, za cos réwnie dziwnego i trudnego jak
jezyk polski.

Mozna sie zastanawiaé, czy istnieja podstawy naukowe do tego poréwnania.
Czy katalonski jest rzeczywiscie podobny do polskiego? Oczywiscie nie,

ale mozna pytac¢ dalej, bardziej realistycznie: czy katalonski jest podobny

do polskiego bardziej niz hiszpanski? Pytanie to moze okazac sie interesujace
dla Czytelnikéw Delty nie tylko z powodu ich ojczystego jezyka, lecz takze
dlatego, ze pozwala wyjasni¢ pewne matematyczne narzedzie, bardzo modne
w dzisiejszych czasach genomiki.

Poszukujac na nie odpowiedzi, porownaliSmy zbiér polskich stéw z ich
odpowiednikami w jezykach katalonskim i hiszpanskim. A Zze mamy do czynienia
ze stowami, uzyliémy pojecia odleglosci edycyjnej, wprowadzonej przez

V.I. Levenshteina w 1966 roku. Majac dwa stowa, staramy si¢ przeksztalcié¢
jedno w drugie za pomoca operacji edycyjnych: wstawienia lub usuniecia litery,
lub zastapienia jednej litery przez inna. Kazdej takiej operacji przypisujemy
pewien koszt i szukamy przeksztalcenia, dla ktérego koszt jest najmniejszy.

Ow najmniejszy koszt jest odlegloscia edycyjna danych dwéch stéw.

Takie ciagi operacji edycyjnych reprezentuje sie zazwyczaj poprzez uliniowienia.
Uliniowieniem dwdéch stow X =x120 ... 2, 1Y = 4192 . . . ym jest dwuwierszowa
macierz, taka ze w gérnym wierszu wystepuja kolejne litery X poprzetykane
spacjami, w dolnym wierszu zas$ litery stowa Y, takze, by¢ moze, ze spacjami;
zadamy jedynie, by zadna kolumna nie sktadata sie wytacznie ze spacji.
Wystapienie w jednej kolumnie litery z; ze stowa X i litery y; ze stowa Y
oznacza zastapienie x; przez y;; kolumna zawierajaca w gérnym wierszu x;

i w dolnym spacje reprezentuje usuniecie x;, natomiast kolumna z litera y;

w dolnym wierszu i spacja w gérnym oznacza wstawienie litery y;.

Levenshtein nie zaproponowal zadnego algorytmu obliczajacego odleglosé
edycyjna, lecz luke te predko wypelnili inni autorzy. Wszystkie opisane przez
nich algorytmy sa do$¢ podobne. Jeden z pierwszych, stuzacy do poréwnywania
biatek (patrz Delta 10/2002), podali S.B. Needleman i C.D. Wunsch

w 1970 roku. Byta to jedna z pierwszych prac z biologii obliczeniowej,
teoretycznej galtezi bioinformatyki. Do poréwnania stéw uzyliSmy uproszczonej
wersji tego algorytmu, opracowanej w 1974 roku przez P.H. Sellersa dla
szczegolnego przypadku, gdy koszt wstawienia i usuniecia litery jest staly.

Rozpatrujemy stowa nad pewnym ustalonym alfabetem X.
Okres$lmy macierz kosztu
(J(av b))a,bGEa

w ktérej o(a,b) reprezentuje koszt zamiany litery a na b. Zakladamy, ze
o(a,b) = o(b,a) oraz o(a,b) =0, gdy a = b. Przyjmujemy ponadto staly koszt
wstawienia lub usuniecia litery. Tak wiec koszt uliniowienia dwéch stow
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X=x1...2p 1Y =y1...ym powstaje przez dodanie wszystkich wartoéci
o(z;,y;) dla kazdej kolumny uliniowienia, ktéra laczy x; z y;, oraz wartosci v
pomnozonej przez liczbe kolumn zawierajacych spacje. Uliniowienie X i Y jest
optymalne, gdy koszt jest najmniejszy (i to jest wlasnie odleglosé edycyjna
miedzy X iY).

Dla danych dwéch stéw X =x1...2, 1Y = y; ...y, nad alfabetem 3, algorytm
Needlemana—Wunscha—Sellersa oblicza rekurencyjnie macierz

(F(i,5)) i=0.....n

7=0,....m

taka ze kazdy wyraz F(i,j) jest kosztem optymalnego uliniowienia przedrostkéw
x1...2; 0raz Y1 ...y, stéw X 1Y, odpowiednio (gdy ¢ = 0 lub j =0,
przedrostkami sa slowa puste). W ten sposéb wyraz F(n,m) jest odlegloscia
edycyjnag X i Y.

Koszt uliniowienia uzyskuje sie przez dodawanie kolejnych wartosci, zatem
optymalne uliniowienie dwbch stéw mozna zbudowaé na podstawie uliniowienia
ich przedrostkéw. Wynika stad, ze jesli optymalne uliniowienie przedrostkéw
Z1...2 1y1...y; taczy z; z y;, to indukuje ono optymalne uliniowienie dla
T1...T5-1 i Y- Yj—1 1 wtedy

F(Zvj) = F(Z - 17] - 1) + U(Z'i,yj).
Podobnie, jesli optymalne uliniowienie z1 ...2; i y1...y; taczy z; ze spacja, to
indukuje ono optymalne uliniowienie 1 ...2;—1 1 y1...y;, a stad

F(i,j)=F(@—1,7)+~.

Symetrycznie, F'(i,5) = F(i,j — 1) + ~. Tak wiec rzeczywista warto$¢ F (i, 7)
bedzie najmniejsza z tych trzech mozliwych wartosci. Wyznacza to procedure
rekurencyjna, w ktérej F(i,j) oblicza sie na podstawie znajomosci wezesniej
obliczonych wartosci

Z drugiej strony, koszty F(i,0) i F(0,4) w optymalnym uliniowieniu 7 ... x;
oraz yj . ..y; ze stowem pustym, odpowiednio, musza by¢ rowne iy.
Powyzsze rozwazania wykazuja w skrécie poprawnosé nastepujacego algorytmu

obliczajacego odleglos¢ edycyjna dwéch stow:

Input x1...2n, Y1...Um

F(0,0) =0

For i=0,...,n F(4,0) =4y
For j=0,...,m F(0,5)=jv
Fori=1,...,n

For j=0,...,m
F(’La.j) :mln{F(’L_ 1a] - 1) +U($ia y])’F(’L_ 13])—’—’7) F(Zaj_ 1) +’Y}
Output F(n,m)

Jesli ponadto zapamietujemy, ktéra z trzech mozliwosci zostala wykorzystana

w obliczeniu kazdego wyrazu F(i,7) dla ¢,j > 0, mozemy z latwoscia uzyskaé
optymalne uliniowienie stéw wejsciowych.

Do naszych celow przyjeliSmy, ze alfabet 3 sklada sie ze wszystkich liter
uzywanych w jezyku polskim, katalonskim lub hiszpanskim, lacznie z tymi, ktére
opatrzone sg znakami diakrytycznymi. Taki alfabet sktada si¢ z 46 elementéw.
Dla uproszczenia zdefiniowali$émy macierz kosztéw w sposéb nastepujacy:

0 gdya=0»
o(a,b) = { 1 gdy aib sa réznymi literami, lecz brzmia podobnie
2w pozostalych przypadkach.

Pelna wersje macierzy mozna znalez¢ w sieci na stronie
bioinfo.uib.es/"joemiro/polcat. Przyjelidmy takze v = 3.

Jesli zastosujemy algorytm do obliczenia odlegtosci miedzy polskim
stowem ,angielski” a katalonskim odpowiednikiem ,angles”, otrzymamy
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nastepujaca macierz (wszystkie litery w tym przykladzie sa albo réwne, albo

rézne z réznym brzmieniem):

a n g i e 1 S i
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0oj0 3 6 9 12 15 18 21 24 27
a 13 0 3 6 9 12 15 18 21 24
n 2|6 3 0 3 6 9 12 15 18 21
g 3|9 6 3 0 3 6 9 12 15 18
1 4112 9 6 3 2 5 6 9 12 15
e 5|15 12 9 6 5 2 5 8 11 14
s 3|18 15 12 9 &8 5 5 5 8 11

Widaé stad, ze zgodnie z przyjeta macierza kosztow, odleglos¢ miedzy tymi
stowami jest rowna 11. Podkredliliémy w macierzy $ciezke, ktora prowadzi do
ostatecznego wyniku: 11 w dolnym prawym rogu bierze sie z 8 w sasiedniej
kolumnie, ta warto$¢ pochodzi z kolei od 5 z lewej strony itd. W ten sposéb
otrzymujemy optymalne uliniowienie (spacje oznaczamy symbolem ,, _7):

a n g i el s k i

a n g 1l & _ s _ _
Zastosowalidémy ten algorytm do 427 polskich sléw, losowo wybranych
ze stownika polsko-angielskiego; szczeg6étowe obliczenia mozna zobaczy¢
na wymienionej wczesniej stronie web. W rezultacie okazalo sie, ze $rednia
odleglo$¢ miedzy slowami polskimi a kataloniskimi jest réwna 12,43, podczas
gdy $rednia odleglto$¢ miedzy stowami polskimi a hiszpanskimi jest réwna
12,31. Jak widaé, wyniki do$é zblizone (co zapewne nie jest niespodzianka),
ale stowa hiszpanskie sg nieco blizsze polskim niz katalonskie. Niektorzy nasi
hiszpanojezyczni koledzy byliby tym mocno zdziwieni! Oczywiscie probka nie
byla duza ani reprezentatywna, a macierz kosztéw mozna z pewnoscia ulepszy¢.
Zachecamy do dalszych badan w tym kierunku.

Musimy na koniec wspomnieé, ze mimo wszystko nasze badania wspierat rzad
Hiszpanii w ramach projektu DGES BFM2000-1113-C02-01 MOBIOCO.

Ttumaczyl Wiktor BARTOL

Redaguje Waldemar POMPE

M 1060. Punkt F lezy na boku BC kwadratu ABCD (rys. 1). Punkty P i Q
sg rzutami prostokatnymi odpowiednio punktéw E i B na proste BD i DE.

D C

Dowiesé, ze punkty A, P, @ leza na jednej prostej.

Rozwiazanie na str. 3

E M 1061. Dane sa liczby rzeczywiste a > 1, b > 2, ¢ > 3. Wykazaé, ze
Q. abc>a+b+ec.
ot r Rozwiazanie na str. 16
/,}; $ M 1062. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym < ACB = 60° (rys. 2).
P Punkty D i E sa rzutami prostokatnymi odpowiednio punktéw A i B na proste
- BC i AC. Punkt M jest $srodkiem boku AB. Wykazaé, ze tréjkat DEM jest

A B réwnoboczny.

Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 619. W okolicach Rowu Marianskiego spuszczamy do wody obciazony
gumowy balonik napelniony woda oraz obciazona, wypelniong powietrzem
stalowa puszke. Ktore z nich wytrzyma wieksze cisnienie w glebi Oceanu?
Rozwiazanie na str. 2

F 620. Samolot lecac poziomo osiagga maksymalna predkosé v, = 900 km/h.
Czy jest on w stanie przekroczyé predkosé dzwieku w powietrzu m = 1200 km/h
pikujac w dol, jesli wiemy, ze nie jest on w stanie startowa¢ pionowo do goéry?
Zaktadamy, ze opory ruchu sa caly czas proporcjonalne do kwadratu predkosci.
Rozwigzanie na str. 12
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Planetarium w Kopenhadze

Zaprojektowane przez dunskiego architekta, Knuda
Munka, Planetarium Kopenhaskie ma ksztalt, ktory
matematycy okresliliby jako prosty walec kolowy $ciety
ukosna plaszczyzna.

Planetarium im. Tychona Brahego w Kopenhadze.

Pewnego dnia moja zona, réwniez architekt, spytata
mnie, jak mozna najlatwiej zbudowaé kartonowy

model takiego budynku. Dzieki powszechnie uzywanym
programom projektowym typu CAD (computer
aided-design) mozna z tatwoscia zobaczy¢ obraz
budynku na ekranie lub papierze, lecz zazwyczaj nie
daja one zadnych wskazéwek, jaka krzywa nalezy
narysowaé¢ na plaskim (i miekkim) kartonie, by po jego
rozcieciu wzdtuz tej krzywej i zwinieciu powstat zadany
ksztatt.

Chce tu wyjasnié¢, jak mozna odpowiedzie¢ na pytanie
mojej zony.

Przyjmijmy, ze otrzymany walec (rys. 1) ma promien
podstawy rowny r, natomiast m jest odlegloscia
miedzy najnizszym punktem ukosnego, ptaskiego dachu
i plaszczyzna podstawy. Niech ponadto M oznacza
odleglo$é najwyzszego punktu dachu od tej plaszczyzny.

(_Tv 07 M)

cost, rsint, h(t))

z  (r,0,0) /(—n0,0)
y (rcost, rsint, 0)
Rys. 1

W celu matematycznego opisu sytuacji wprowadzmy
tréjwymiarowy uktad wspolrzednych w sposéb
nastepujacy. Walec umieszczamy na plaszcezyznie xy,
tak aby jego 0§ stanowila trzecia o$ uktadu, czyli o$
Oz, a $rodek podstawy byl tego uktadu poczatkiem.
Co wiecej, zrobmy to tak, by zaréwno najnizszy, jak

i najwyzszy punkt dachu lezaly w plaszczyznie xz

i mialy wspétrzedne (r,0,m) i (—r,0, M), odpowiednio.
Takie polozenie walca w ukladzie wspoélrzednych ma
wiele wygodnych konsekwencji.

Mogens NISS, Dania

Pierwsza z nich jest to, ze (—r,0, M) — (r,0,m) =

= (=2r,0, M — m) jest w plaszczyZnie xz wektorem
réwnoleglym do dachu, podezas gdy (M —m, 0, 2r) jest
(w tej samej plaszezyznie xz) wektorem normalnym

do dachu. Ponadto punkt przeciecia osi Oz z dachem,

S, ma wspélrzedne (0,0, 2EM).

Punkt P(t) na krzywej wspdlnej dla walca

i dachu mozna opisa¢ parametrycznie w postaci
(rcost,rsint, h(t)) dla ¢ € [0,27). Funkcja h jest wlasnie
poszukiwang funkcja, gdyz jej wykres wyznacza ciecie
kartonu przed jego zwinieciem.

Aby znalezé te funkcje h, zazadamy, by wektor z S

do P(t) byl prostopadly do wektora normalnego,

o ktérym mowa wyzej. Inaczej moéwiac, h ma by¢
funkcja taka, ze iloczyn skalarny tych dwoch wektoréw
pozostaje stale réwny 0 w przedziale [0, 27):

m+ M

(rcost,rsint, h(t) — ) (M —m,0,2r) =0

dla wszystkich t € [0, 27). Po wymnozeniu otrzymujemy
réwnanie
(M —m)rcost+ 2rh(t) —r(m+ M) =0,
gdzie t € [0,27), z ktérego wnosimy, ze
m+M M-m
2 2

h(t) = cost dlat € [0,2n).
Zauwazmy jednak, ze gdy przyjdzie rysowaé krzywa
ciecia na kartonie, tatwiej bedzie odwoltywac sie

do dhugosci s odcinka na powierzchni bocznej walca niz
do kata obrotu. Z rownosci s = rt otrzymujemy funkcje,
ktorej wykres powinnisémy narysowac na kartonie:

m+M M-m
H(s) = h(s/r) = 22
dla s € [0,277).

coss/r

Tak wyglada odpowiedz na poczatkowe pytanie.
Wynik widaé¢ na rysunku 2.
H

M'" M-
H(s) = 2, Mom

cos s/r

2 ! 2

0 r 27r S
Rys. 2

Warto dodaé, ze brzeg dachu jest zawsze elipsa.
Do wykazania tego faktu wystarczy rozwazy¢ dowolny
punkt P(t) tej krzywej na plaszczyznie dachu
w uktadzie wspotrzednych, w ktérym S jest poczatkiem,
prosta laczaca najnizszy i najwyzszy punkt dachu jest
pierwsza osia, a prosta normalna przechodzaca przez S
— druga osia.

Ttumaczyl Wiktor BARTOL



Maia delld

Europejskie zakupy ze znizka
Giorgio BUSONI, Wlochy

Jak wiadomo Unia Europejska sktadata sie dotad z 15 panstw. Sa to
Belgique, Deutschland, Eire, EAA&dx, Espaiia, Finland, France, Italia,
Létzebuerg, Nederland, Osterreich, Portugal, Danmark, Sverige oraz
United Kingdom. Pierwszych dwanascie panstw ma wspdélna walute: euro.
Siedem banknotéw (5; 10; 20; 50; 100; 200; 500 euro) i osiem monet

(1; 25 5; 10; 20; 50 eurocentéw; 1; 2 euro) jest obecnie w uzyciu.

Monety danej wartosci maja jedng strone identyczna we wszystkich
krajach, natomiast druga strona jest ilustrowana portretami stawnych
0s6b, pomnikéw, dziet sztuki, instrumentoéw, zwierzat czy tez roslin
charakterystycznych dla danego kraju. Jest wiec np. 12 réznych monet
wartosci 1 euro i 12 réznych monet 5-centowych. W kazdym sklepie w 12
wymienionych krajach ptaci si¢ w euro.

1. Zdarzyto mi sie kiedys, ze kupilem towary ze znizka 20, 30 i 40
procent. Oto lista towaréw i ich nieobnizonych cen (w euro)
A 1,49; B0,80; C6,62; D287 ET794; FO0,83 G 260; H16,90.

Zyskatem 0,30 euro na obnizce 20 procent, 8,82 euro na obnizce

30 procent i wreszcie 3,70 euro na obnizce 40 procent. Czy potraficie
odgadnad, jakie produkty kupilem z jaka znizka? (Pamietajcie, ze kasy
w sklepie zaokraglaja liczby.)

2. Zbieram rézne monety. Chcialbym mieé¢ ich wszystkie rodzaje. Teraz
mam niemal 79 procent ich wszystkich, przy czym mam wszystkie
monety z nastepujacych panstw: Deutschland, Eire, Espana, France,
Osterreich oraz Italia. Mam dwanascie monet 2 euro, ale niestety nie
mam zadnych innych kompletow monet tej samej wartosci. Brakuje mi
monet na laczna sume tylko 3,75 euro (gléwnie monet o malej wartosci).
Czy mozecie wydedukowaé, ilu monet i jakiej wartoéci mi brakuje? Zeby
nieco poméc w dociekaniach, powiem tylko, ze brakuje mi tyle samo
jednocentéwek co dwucentowek oraz ze gdyby udato mi sie dostaé trzy
wladciwe monety, to cata brakujaca suma zmiejszytaby sie do 1,25 euro
(a ponadto uzyskatbym jeszcze jeden kompletny zestaw monet jednakowej
wartosci).

Rozwigzania

1. Zauwazmy, ze 0,30 euro to 20 procent 1,50 euro, 8,82 euro to

30 procent 29,40 euro, a 3,70 euro to 40 procent 9,25 euro. Produkt A
kosztuje 1,49 euro, niemal tyle co 1,50 euro; zadna inna mozliwa suma
cen nie daje nic w poblizu 1,50 euro; wiec produkt A zostal kupiony

z 20 procentowa znizka. Zauwazmy teraz, ze 6,62 + 2,60 = 9,22 | co daje
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niemal 9,25. Inne sumy cen bliskie 9,25 to 6,62 + 2,87 = 9,49 oraz

7,94 + 0,80 + 0,83 = 9,57. Roznia sie one jednak od 9,25 zbyt mocno.
Wreszcie pozostate ceny daja w sumie 29,34, co jest catkiem bliskie 29,40.
Kupione zostaly zatem nastepujace produkty: ze znizka 20 procent: A;

ze znizka 30 procent: B, D, E, F i H; ze znizka 40 procent: C oraz G.

2. Wszystkich rodzajow monet jest 96, z czego 79 procent to 76.
Brakujace monety maja wartosci od 1 centa do 1 euro. Nie tak tatwo
podaé szybko pelna liste zestawdéw monet, ktorych taczna wartoéé daje
3,75 euro. Dodatkowa wskazéwka sugeruje, ze 2,50 euro to taczna wartosé
trzech monet, ktérymi musza koniecznie by¢ dwie monety o nominatach 1
euro i jedna 50-centowka. A zatem pozostate 17 brakujacych monet maja
taczna wartosé 1,25 euro. Wéréd nich nie moze by¢ juz monety 1 euro;
wyklucza to stwierdzenie, ze jedynym kompletnym zbiorem monet jest
ten zlozony z monet 2 euro. Mamy zatem do rozpatrzenia nastepujace
réwnania:

a+b+c+d+e+ f=17,
a+ 2b+ 5¢+10d + 20e + 50 f = 125,
a=n>o.

Szukamy rozwigzan, ktére naleza do zbioru
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.

Oczywiscie f nie moze by¢ réwne 3,4, ..., etc. Jesli przyjmiemy f = 2, to

musimy szukaé rozwiazan réwnan

a+b+c+d+e=15,
a+2b+5c+10d +20e =25 =1V,

ale trzeba spostrzec, ze drugie réwnanie (i kazde inne reprezentujace cala
sume warto$ci monet) nie ma rozwiazan, jesli wielkos¢ V' jest mniejsza od
sumy wspotczynnikéw nieznanych wielkosci: 1 + 2 + 5 + ... Zatem nie
ma rozwiazan, gdy f = 2. Zalézmy wigc, ze f = 1. Rozwazmy réwnania

a+b+c+d+e=16,
a+2b+ 5¢+ 10d + 20e = 75.

Rozpatrzmy przypadki e = 3,2, 1; nie ma sensu rozwazaé e > 4. Uwaga,
jaka niedawno przytoczyliSmy, dowodzi, ze e nie jest réwne 3. Jesli e = 2,
to trzeba rozwazy¢ d = 3,2, 1; ale d nie moze by¢ réwne 3. Jesli d = 2, to
trzeba rozwazy¢ ¢ = 3,2, 1; i znéw korzystajac z poczynionego wczesniej
spostrzezenia, dostrzec, ze ¢ nie jest réwne ani 3, ani 2. Z réwnosci a = b
wynika, ze ¢ = 1 nie jest szukanym rozwiazaniem. Rozumujac w sposéb
powyzej opisany spostrzegamy, ze jedyne rozwiazanie to

a=b=25,
c=2,
d=3,
e=f=1,

co odpowiada monetom, jakich mi brakowalo (lacznie z 50 centéwka
i dwiema monetami po 1 euro): pieciu jednocentéwkom, pieciu
dwucentéwkom, dwoém pieciocentowkom, trzem monetom po 10
eurocentéw, jednej dwudziestocentéwee, dwoém monetom wartosci
50 eurocentéw i dwém monetom 1 euro.

Ttumaczylt Witold SADOWSKI



Na ile obszaréw krzywa algebraiczna moze dzieli¢

plaszczyzne?

Bedziemy zajmowaé sie oszacowaniem liczby obszaréw,
na jakie krzywa algebraiczna dzieli ptaszczyzne.
Zagadnienie to zwiazane jest z 16. Problemem
Hilberta. Problem oszacowania liczby takich obszaréw
w przypadku wielomianéw o wiekszej liczbie zmiennych
niz 2 jest wciaz otwarty.

Zacznijmy od spostrzezenia, ze liczba obszarow, na jakie
m prostych ly,1s,13, ..., 1, dzieli plaszczyzne, jest réwna
co najwyzej 1 + %

Stwierdzenie to ma dowdd indukeyjny, a wymienione
wyzej oszacowanie jest najlepsze z mozliwych — mozna
je osiagnacé. Okazuje sie, ze identyczne ograniczenie
da sie uzyskaé¢ w sytuacji, gdy rozwazamy krzywa
algebraiczna zdefiniowana przez wielomian stopnia m.

Twierdzenie. Niech f(z,y) bedzie wielomianem
stopnia m. Wowczas zbidr

Zy ={(x,y) € R*: f(z,y) =0}

m(m+1)
2

dzieli ptaszczyzne na co najwyzej 1 + obszarow.

Dowdd sktada sig¢ z dwéch czedci. W pierwszej
rozpatruje sie wielomian nierozktadalny, w drugiej —
rozkladalny. W tym artykule zaprezentujemy jedynie
szkic dowodu w pierwszym przypadku.

Jedli m =1, to Zy dzieli plaszczyzne na dokladnie

dwa obszary. Gdy m = 2, to tatwo spostrzec, ze Z¢
dzieli ptaszczyzne na 2 lub 3 obszary. Wystarczy zatem
rozwazy¢ problem dla m > 2.

Na poczatek wprowadzimy kilka przydatnych pojec.
Jedli P jest takim punktem na plaszczyznie, ze
f(P) =0, to przez przesuniecie zawsze mozemy umiescié
punkt P w poczatku ukladu wspélrzednych. Mozemy
zatem zalozyé, ze P = (0,0). Mamy wiec f(0,0) =0
oraz

f(z,y) = ax + by + ca® + doy +ey® + ...,
gdzie a, b, ¢, ... sa liczbami rzeczywistymi. Punkt (0,0)
bedzie nazywany punktem prostym zbioru Zy,
gdy a # 0 lub b # 0. W przeciwnym wypadku
punkt P bedzie zwany osobliwym. (Dopuscimy
sytuacje, gdy pewne punkty osobliwe leza na ,,prostej

w nieskonczonosci” — I, czyli sa kierunkami.)

Jedli wielomian f ma postaé

f(xvy) = fT(za y) + fTJrl('rvy) +ot fm(xvy)a
gdzie fr, fr41,- .-, fm sa jednorodnymi wielomianami
stopnia 7,7+ 1,...,m oraz f, # 0, to punkt (0,0)
nazywany jest punktem r-krotnym.

Zauwazmy teraz, ze w kazdym nieizolowanym
punkcie krzywej spotykaja sie¢ przynajmniej dwa tuki
tworzace galaz krzywej (rys. 1). Uméwmy sie, ze
wchodzac do danego punktu P wzdtuz pewnego tuku
« opuszczamy go wzdluz innego tuku, powiedzmy f.
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Themastocles M. RASSIAS, Grecja

P
Rys. 1

Punktow osobliwych i galezi przez nie przechodzacych
jest skoniczenie wiele, wiec ostatecznie wracamy

do punktu P po zamknietej drodze, ktéra zwaé
bedziemy cyklem. Przyktadowy cykl przedstawia
rysunek 2.

Rys. 2

W dalszym ciggu potrzebne bedzie nam ogdlne
twierdzenie, ktore okredla maksymalna liczbe cykli
krzywej okre$lonej przez nierozkladalny wielomian f.

Fakt. Kazda krzywa okreslona przez nierozkladalny
wielomian stopnia m, do ktérej nalezy punkt ri-krotny,
ro-krotny, itd., ma nie wiecej niz

N:W—%Zm(ﬁ—l)-f—l

i

cyKkli.

Cykl — jak to wida¢ z rysunku 2 — moze sie przecinac.
W kazdym punkcie cyklu spotyka si¢ parzysta

liczba tukéw, przy czym w punkcie r-krotnym jest

ich co najwyzej 2r. Ponumerujmy teraz tuki wokot
punktu P kolejnymi liczbami naturalnymi zgodnie

z ruchem wskazowek zegara. Gdy P jest punktem
r-krotnym cyklu, przechodzi¢ bedzie przez niego 2s < 2r
tukéw. Obejdziemy teraz caly cykl w ten sposéb, ze
idac do punktu P wzdluz tuku numer i, wyjdziemy
wzdhuz tuku numer i 4+ s (mod 2s). Przeprowadzamy

te procedure dla wszystkich punktéw osobliwych

i wszystkich cykli. Przykladowa droga wyglada wiec tak
jak na rysunku 3, gdzie w wykropkowanych fragmentach
trafiaé¢ sie moga punkty osobliwe.



!
- 104
RN !
N A ! /7
x N0y,
S )
T_.-- LT
.7 ’ \ ~ o N
e L AN NET \
- - Vo 3 ==
. -« 4
i -6 \ 3
--- 54 \

v
<
1,6,72,3,8,9,4,5,10
Rys. 3
W ten sposéb w malym otoczeniu punktu P sytuacja

wyglada tak, jak gdyby przeciety zostal on przez
s prostych (rys. 4).

Rys. 4

Jedli teraz rozsuniemy nieco te proste (rys. 5), to
oczywiscie liczba obszaréw, na jakie dzielg one
plaszczyzne, raczej wzro$nie niz zmaleje.

Rys. 5

Gdyby kto$ mial watpliwosci, moze spojrzec jeszcze
na rys. 6a oraz 6b, gdzie na rys. 6a narysowane kétko
jest tak male, ze zadne dwie galezie nie przecinaja sie
poza punktem P.

A(z’+s) mod 2s

A(i+s) mod 2s

%

Rys. 6a Rys. 6b
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W ten sposéb punkt k-krotny zastepujemy przez
przecie¢ prostych, gdzie s < 7.

s(s+1)
2

Skorzystamy teraz ze wzoru Eulera dla spéjnych grafow
na plaszczyznie:
v—e+ f=2,
gdzie v to liczba wierzchotkéw, e — krawedzi,
a f — obszaréw. Na przyklad dla rysunku 7 mamy:

v=1 e=2, f=3iv—e+f=1—-24+3=2

Rys. 7

W przypadku potaczonych cykli zawierajacych punkt
ri-krotny, ro-krotny, itd., otrzymujemy graf, dla ktérego
zachodzi szacowanie

1
VS5 Zm(ri +1).

i
Jedli teraz zastapimy — zgodnie z przedstawionym wyzej
schematem — nasza krzywa przez odpowiednig liczbe
zamknietych drog z jednokrotnymi przecieciami, to bez

trudu wykazemy indukcyjnie, ze

IN

e = 2v.
Stad ze wzoru Eulera mamy
f=24e—v=24+2v—v=2+w.

Jedli zatem mamy polaczonych N rodzin cykli, to

N N

F=1+> A+k) <1+ N+ &,

i=1 i=1
gdzie k; jest liczba wierzchotkéw w danej rodzinie
polaczonych cykli. Zauwazmy, ze w pierwszej sumie
skltadniki maja posta¢ 1 + k; zamiast 2 + k;, co wynika
z tego, ze wszystkie cykle maja wspélny obszar, ktory
dodali$émy osobno. Mamy ponadto

1
k/’i < 5 Zrij(rij — 1).
2¥)

Uwzgledniajac teraz sposéb, w jaki krzywa przecina
prosta w nieskonczonoéci I, dodajemy m obszarow
i ostatecznie korzystajac z Faktu uzyskujemy

f< {1+ B(m—l)(m—Q)— %ZZ%‘(W —1)+1]+

1
t5 Zrij(rij -+ m},
Y
czyli

1
< (mfl)(m72)+m+2<1+§m(m+1),

N | —

gdzie ostatnia nieréwnos¢ zachodzi dla m > 2. W ten
spos6b dowdd w pierwszym wypadku (nierokladalnego
wielomianu) zostal zakorficzony.

Ttumaczyl Witold SADOWSKI



Przekatna Cantora

Zbior liczb wymiernych Q jest
przeliczalny, co oznacza, ze wszystkie jego
elementy mozna ustawi¢ w cigg.

Juz ze szkoly znamy charakteryzacje
liczb wymiernych: sa to doktadnie te
liczby, ktérych rozwiniecia (przy dowolnej
podstawie wigkszej od 1) sa od pewnego
miejsca okresowe.

Rozwigzanie zadania F 620.
Jesli samolot nie moze startowaé¢ pionowo,
to maksymalna sita ciggu jego silnikéw
musi by¢ mniejsza od jego ciezaru

T < mg
Podczas lotu poziomego ze stala
predkosciag opory ruchu réwnowaza si¢
z ciggiem

nvi =T
a podczas pikowania w dél z ciggiem
i cigzarem

rws =T+ mg

stad kv > 27 i vg > V2v, ~ 1270 km/h,
czyli wigcej niz predkos$é dzwieku m.
Nalezy zaznaczy¢, ze dla predkodci
bliskich m i wigkszych zaleznos¢ oporu od
predkosci jest w rzeczywistosci bardziej
skomplikowana.

Michel MENDES FRANCE, Francja

Rozwazmy tablice nieskonczona T', ktorej kazdy wiersz przedstawia rozwiniecie
dziesietne pewnej liczby wymiernej z przedzialu (0, 1). Przypusémy, ze
zapisaliSmy w ten sposob wszystkie liczby wymierne ze wspomnianego
przedziatu, a jesli ktéras ma podwdjna reprezentacje, uwzgledniliémy obie.
Tak wiec na przyklad pewien wiersz tablicy bedzie mial postac 119999...,

a w innym wierszu pojawi sie takze 1 2000 0... . Bedziemy pisali
1 2 3
a% a% ag
T—| % 4 a3

gdzie ag jest jedna z cyfr 0,1,2,...,8,9.

Twierdzenie 1. Liczba, ktérej cyfry dziesietne sa wziete z przekatnej
x = 0,ata3a3 ... jest niewymierna.

Dowdd. Niech f bedzie przeksztatceniem wzajemnie jednoznacznym zbioru
{0,1,2,...,8,9} w siebie. Przyjmijmy, ze f nie ma punktu stalego, tzn. dla
kazdego a € {0,1,2,...,8,9}, f(a) # a. Na przyklad f(a) =a+1dla0<a <8
i £(9) = 0. Rozwazmy tablice 7" otrzymana z T' przez zastapienie a¥ przez
f(ak), dla k =1,2,3,.... Wtedy ciag f(al)f(a3)... nie moze by¢ wierszem
tablicy T', bo w przeciwnym razie, dla pewnego k bytoby

araiay ... ak .. .= fla)f(a2)... f(a})...
co jest niemozliwe, gdyz oba ciagi réznig si¢ na k-tym miejscu. A zatem
ciag f(ai)f(a3)f(a3)... nie nalezy do zbioru wierszy T, a wiec reprezentuje
liczbe niewymierna. Nietrudno zauwazy¢, ze, ogélnie, ciag f(b1)f(b2)f(b3) ...
jest od pewnego miejsca okresowy wtedy i tylko wtedy, gdy wlasnos$é te ma
Cl@g b1b2b3 Ce
Stad wnioskujemy, ze réwniez przekatna ajaia} ... macierzy T
reprezentuje liczbe niewymierna.

QED

3 ... zawiera kazda cyfre nieskofczenie

Twierdzenie 2. Liczba x = 0,aja3a3 ..
wiele razy.

Dowdd. Dla otrzymania sprzecznos$ci przypusémy, ze cyfra 7 (na przyklad)
wystepuje tylko skoniczenie wiele razy. Niech g bedzie przeksztalceniem
zbioru {0,1,2,...,8,9} w siebie okreslonym przez g(7) =01 g(a) =7, dla
kazdego a # 7. Jak poprzednio, przeksztalcenie nie ma punktu statego,
choé tym razem nie jest wzajemnie jednoznaczne. Niech T” bedzie tablicg
otrzymana z T przez zastapienie a’,z przez g(az), dla k=1,2,3,.... Jak
poprzednio, liczba 0, g(a})g(a3)g(a3) ... nie moze byé¢ wierszem T'. Ta
liczba powinna zatem by¢ niewymierna. Z drugiej strony, skoro od pewnego
miejsca af # 7, mamy (od pewnego miejsca) g(af) = 7 i w konsekwencji
0,9(al)g(a3)g(a3) ... jest wymierna. Otrzymana sprzeczno$é¢ dowodzi,

ze 7 wystepuje nieskonczenie czesto w rozwinieciu dziesietnym liczby .

QED

Uwaga 1. Rozwazmy powyzsza tablice T' i wszystkie tablice, jakie mozna
otrzymac¢ permutujac dowolnie jej wiersze. Zbior przekatnych wszystkich

tych tablic jest wigc pewnym zbiorem liczb niewymiernych E. Twierdzenie 2
pokazuje, ze na ogél E jest wlasciwym podzbiorem (R\Q) N (0,1). Jest

jasne, ze rozumowania powyzsze zachowuja swa stusznosé dla rozwinie¢

przy dowolnej podstawie. Niemniej jednak, przy podstawie 2 mozna wykazad,
ze E=(R\Q) N (0,1).

Uwaga 2. Mozna takze zastapi¢ ,liczby wymierne” przez ,liczby algebraiczne”
i ,liczby niewymierne” przez ,liczby przestepne”. .., a takze wyobrazi¢ sobie
wiele innych wariantéw, cho¢ dowody trzeba bedzie zmodyfikowac.

Ttumaczyl Damian NIWINSKI
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Misja Rosetta

Nazwa Rosetta Stone (albo la pierre de Rosette) odnosi

sie do bazaltowej tablicy (prezentowanej w tle tylnej
okladki) odnalezionej w lipcu 1799 roku przez oficera

armii napoleonskiej Pierre’a Boucharda w poblizu egipskiej
wioski Rosette (Raschid) potozonej w zachodniej delcie
Nilu. Na tablicy wyryta jest ta sama informacja na trzy
sposoby: za pomoca hierogliféw (czyli piktograficznego
pisma uzywanego przez starozytnych Egipcjan w oficjalnych
i religijnych inskrypcjach), pismem demotycznym
(najbardziej uproszczona wersja pisma uzywang przez
Egipcjan w ostatnim tysiacleciu p.n.e.) i greka. Pomimo ze
kamien z Rosetty bardzo szybko wpadl w rece brytyjskie
(od 1801 roku znajduje si¢ w British Museum w Londynie),
to jednak Francuz Jean Frangois Champollion zdotal
odczytaé hieroglify (okolo roku 1822). Czeé¢ pracy wykonat
w miedzyczasie Thomas Young (tak, ten Young). Okazato
sie, ze hieroglify sa jednoczes$nie pismem piktograficznym

i alfabetycznym.

Nazwe ROSETTA przyjeta jedna z ciekawszych misji
Europejskiej Agencji Kosmicznej ESA (European Space
Agency). Jej celem jest pierwsze w historii ladowanie
wytworzonego przez cztowieka instrumentu na. .. komecie.
Pierwotnie miala to by¢ kometa 46P/Wirtanen,

ale klopoty z rakieta Ariane 5 spowodowaly, ze minal

czas, w ktérym mozna bylo wystaé sonde na spotkanie

z tg kometa. Ostatecznie zdecydowano sie na kometg

67P /Churyumov-Gerasimenko. Badania jej ruchu pokazaly,
ze jest to obiekt niedawno schwytany (po dwéch bliskich
spotkaniach z Jowiszem w 1840 i 1959 roku) na orbitg

o czasie obiegu okolo 6,6 lat. Naukowcy licza, ze tak jak
kamien z Rosetty umozliwil odczytanie pisma starozytnych
Egipcjan, tak misja ROSETTA pozwoli na zrozumienie,
jak i z czego powstal Uklad Stoneczny dzigki zbadaniu
,kamienia odrzuconego przez budujacych”.

Zasadnicza cze$é misji rozpoczeta si¢ 2 marca 2004 roku
wystrzeleniem sondy (zdjecie na tylnej okladce) za
pomoca rakiety Ariane 5 z kosmodromu w Gujanie
Francuskiej na okolostoneczna orbite. Po dziesigciu

latach przygotowan trzeba teraz bedzie. . . poczekaé
nastepne 10 lat na sfinalizowanie przedsigwzigcia. Dotarcie
do celu jest mozliwe tylko dzigki wykorzystaniu planet
jako grawitacyjnych przyspieszaczy (patrz zadanie

F 620 na stronie 6). Sonda spotka sie najpierw z Ziemia

w 2005 roku, pézniej z Marsem i Ziemia i jeszcze raz

z Ziemig w 2007 r. Dwa lata p6Zniej po ostatnim przelocie
w poblizu naszej planety sonda podazy na spotkanie komety.

Przy okazji wystrzelenia sondy naukowcy z Europejskiego
Obserwatorium Potudniowego ESO (European Southern
Observatory) sfotografowali komete (zdjecie na tylnej
oktadce) za pomocy teleskopu NTT (New Technology
Telescope) znajdujacego sie na gérze La Silla w Chile. W tej
chwili obiekt zainteresowania znajduje si¢ w odleglodci
okoto 670 milionéw kilometréw od Stonca. Za dziesieé lat,
po wykonaniu pelnego obiegu, bedzie jeszcze dalej, okoto
790 milionéw kilometréw od centrum Ukladu Stonecznego.
Dokonane obserwacje potwierdzaja spodziewana niska
aktywnoéé komety i pozwalaja przypuszczaé, Zze manewr
spotkania sondy z nia przebiegnie bez zakt6cen.
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Spotkanie ma nastapié¢ w roku 2014. Sonda ma wejs¢

na orbite o promieniu okolo 25 km wokét jadra komety.
Przeprowadzi jego dokladna kartografie, na podstawie ktorej
wybrane zostanie miejsce ladowania 100-kilogramowego
ladownika Philae. Zostanie on zrzucony z odleglosci okolo
kilometra. Ze wzgledu na bardzo mata mase¢ komety
ladownik zblizy si¢ do niej z predkoscia piechura i zakotwiczy
za pomoca harpuna. Philae bedzie prowadzil badania przez
co najmniej tydzien. Na tyle obliczone sa jego baterie
chemiczne. Bedzie dziatal dluzej, jezeli jego baterie stoneczne
na to pozwola. Ich dzialanie nie jest pewne, bo nie wiadomo,
jak duzym utrudnieniem bedzie gazowa otoczka komety.
Sama ROSETTA ma dziataé przynajmniej do roku 2015

i doczekaé ,budzenia si¢” komety.

Jednym z elementéw ladownika jest penetrator MUPUS,
ktéry w znacznej mierze powstal dzigki pracy polskich
naukowcéw i inzynieréw, gtéwnie z Centrum Badan
Kosmicznych PAN w Warszawie. Jest to rodzaj

ramienia, ktére wysunie sie z ladownika i wbije szpikulec

z szeregiem czujnikéw na gleboko$é 37 cm w grunt komety.
Najtrudniejszym zadaniem byto wiasnie zaprojektowanie

i wykonanie tego ,kometarnego mlotka” (zdjecie

na okladce). Nalezalo zrobi¢ go tak, zeby pracowal

z minimalnym poborem mocy i zeby nie wyskoczyl z gruntu
w warunkach mikrograwitacji.

W oficjalnych dokumentach tak misji ROSETTA, jak

i samego MUPUSa trudno doszukaé si¢ $wiadectwa znaczacej
roli, jaka odegrali polscy naukowcy i inzynierowie. Okazuje
sie, ze weszli do tego przedsiewziecia jako podwykonawcy.
Gléwny wklad finansowy zwiagzany z MUPUSem poniesli
Niemcy.

I tu dochodzimy do sedna. W chwili wchodzenia do Unii
Europejskiej trudno o bardziej aktualny dla naukowcow
temat jak sprawa finansowania polskiej nauki. Z jednej
strony nalezy si¢ cieszy¢, ze Polacy nie tylko sa w stanie
wykonaé co$, czego nikt nie chcial si¢ podjaé, ale jeszcze
robig to w znacznej mierze za srodki europejskich
partneréw. Z drugiej jednak strony nie da si¢ ukry¢,

%e Polska nie jest i w najblizszym czasie nie bedzie ani
cztonkiem ESO, ani ESA. Dlatego w tych dziedzinach
skazani jesteémy na przekradanie sie na gtéwna sceng za
kulisami. Oczywiscie mozna argumentowac, ze wejscie

do miedzynarodowych organizacji, takich jak ESO czy ESA,
to nie jest najefektywniejszy sposéb wydawania pienigdzy
na nauke. Ale, po pierwsze, wigkszoé¢ krajow UE albo
juz tam jest, albo zamierza tam by¢, a po drugie — nie
oszukujmy si¢ — nie ma zadnego alternatywnego pomystu
na finansowanie tego rodzaju badan w Polsce.

Czy wejécie do Unii co$ zmieni? Zdanie na ten temat zalezy
gtéwnie od tego, czy jest sie pesymista, czy optymista.
Pesymista powie: ,jest tak Zle, ze gorzej by¢ nie moze”, na
co optymista z uémiechem: ,moze, moze!”

Piotr ZALEWSKI

PS. Najstarsza organizacja naukows Europy jest CERN, ktéry
w dodatku obchodzi we wrzeéniu 50-lecie powstania. Napiszemy o tym
w numerze sierpniowym.



Klub 44
@

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VII 2004
UWAGA!

ZMIANA ADRESU
DO KORESPONDENCJI!

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
465 (WT = 2,20) i 466 (WT = 1,38)
z numeru 9/2003

Pawel Najman — Jaworzno 43,99
Andrzej Jézwik — Kielce 40,64
Pawel Kubit — Krakéw 38,72
Piotr Kumor — Olsztyn 38,22
Zbigniew Sewartowski — Wieliczka 36,07

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 1/2004
473. Trapez ABCD o réwnolegtych podstawach AB, CD jest wpisany

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 481, 482
Redaguje Marcin E. KUCZMA

481. Niech S, oznacza symetrie plaszczyzny wzgledem prostej p.
Scharakteryzowac te tréjki réznych prostych (k, £,m), dla ktérych ztozenie
f = Sm o Spo Sk jest tym samym przeksztalceniem, co zlozenie g = Sy 0 .S, 0 .5p.

482. Dana jest liczba naturalna n > 1. Liczba dodatnia a jest pierwiastkiem
wielomianu z™ — x — 1; liczba dodatnia b jest pierwiastkiem wielomianu

22" — & — 3a. Rozstrzygnaé, w zaleznosci od n, ktéra z liczb a, b jest wieksza.

Zadanie 482 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

Przypominamy tres¢ zadan:

474. Dla jakich dodatnich liczb catkowitych n réwnanie

w okrag Q. Okrag w, styczny wewne¢trznie do Q w punkcie T, jest tez 2 2 2

styczny do odcinkéw BC' i C'A. Okrag wpisany w tréjkat ABC' jest
, ze punkty D, K, T sa

styczny do boku AB w punkcie K. Dowies
wspotliniowe.

473. Niech T'S bedzie cigciwa okregu €2, rownolegla

do ABiCD.

7 réwnosci tukéw AS i BT wynika réwnosé katéw AC'S
i BOT. Okrag w’ dopisany do tréjkata C AB, styczny 1 1
do przedtuzen bokéw C' A i CB, jest styczny do boku AB

T Yy z B
xr+1 y+1 z+1 N
ma rozwigzanie w liczbach caltkowitych dodatnich z, y, 27

n

dopisany w’. Obrazem punktu L w tej symetrii jest N

— punkt stycznosci okregu w’ z bokiem EF'; z réwnosci
|<ACS| = |« BCT| wynika za$, ze obrazem péltprostej C'S™
jest pétprosta CT . Teza sprowadza sie do wykazania, ze
punkty C, N, T sa wspoétliniowe.

Inwersja o srodku C' i promieniu r = \/|CA| - |CB|

przeprowadza punkty A i B odpowiednio na E i F', okrag Q2
na prosta FF, a okrag w — na okrag styczny do prostych
CE, CF, EF, potozony po przeciwnej stronie prostej EF,
niz punkt C' — czyli na okrag w’. Punkt stycznoéci okregéw
Qi w (czyli T') przechodzi na punkt stycznosci prostej EF

i okregu w’ (czyli N). Pélprosta CT ™ jest w tej inwersji
swoim wlasnym obrazem. Uzyskujemy wspo6tliniowos$é
punktéw C, N, T, do ktérej dowodu zostato wezesniej
sprowadzone zadanie.

474. 7 rownosci
z? 1
x+1 =z-1+ x+1
wynika, ze jesli liczby catkowite dodatnie n, x, y, z spelniaja
podane réwnanie, to

+ +

o n+3—(z+y+2).

r+1 z+1:

w takim punkcie L, ze |AL| = |BK|. Symetralna cieciw

AB, CD, ST jest osig symetrii, w ktérej punktom D, K,
T odpowiadaja punkty C, L, S. Wystarczy udowodnié, ze te
ostatnie trzy punkty sa wspotliniowe.

Na péiprostych CA™ i CB™ odkladamy odcinki CE i CF
o dlugosciach |CE| = |CB]|, |CF| = |CA|. Trojkat CFE
jest obrazem tréjkata C'AB w symetrii, ktérej osig jest
dwusieczna kata BC'A; oba tréjkaty maja wspélny okrag

Prawa strona jest liczba catkowita. Lewa strona jest liczba
dodatnia, niewieksza niz % Musi wiec to byé liczba 1.
Istnieja trzy przedstawienia jedynki jako sumy utamkéw
egipskich: % + % + %, % + i + i, % + % + é. Zatem tréjka
(z,y, 2) jest, z dokladnoscia do permutacji, jedna z trzech
tréjek: (2,2,2), (1,3,3), (1,2,5). Wartosci n wynosza,
odpowiednio, 4, 5, 6 i sg to jedyne wartosci n, spelniajace
postawiony warunek.
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Klub 44

Ng = 1,45?

Termin nadsytania rozwigzan:
31 VII 2004
UWAGA!
ZMIANA ADRESU
DO KORESPONDENCJI!

Zadania z fizyki nr 378, 379

Redagugje Jerzy B. BROJAN

378. Czlowiek stoi w windzie na wadze sprezynowej. Kiedy winda przejechata
jedno pietro w gore, wskazania wagi zmienialy sie wedlug wykresu 1. Ile pieter
przejedzie winda, jesli przebieg wskazan wagi bedzie opisany wykresem 27

379. Pewna cienka soczewka ma w powietrzu ogniskowa f = 30 cm, a w wodzie
(wspOlezynnik zatamania ny = 1,33) — ogniskowa f; = 100 cm.
a) Ile wynosi ogniskowa tej soczewki w oleju o wspdlezynniku zalamania

b) Czy otrzymany wynik jest poprawny réwniez wtedy, gdy soczewka jest
w rzeczywistosci zestawem sklejonych soczewek?

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 1/2004

Przypominamy tresé¢ zadan:

370. Gérka ma jedno zbocze bedace réwnig pochyla, drugie zbocze jest wklgste, a trzecie — wypukle
(rys. 1), przy czym zaréwno wysoko$¢ zboczy, jak i dlugo$é rzutu na plaszczyzng pozioma sa

F
jednakowe.
Wykres 1 ,t !
F :
i l
Wykres 2 4 Rys. 1 >

Rys. 2

370. Podzielmy pochylni¢ na mate odcinki, a analiz¢ ruchu
sanek przeprowadzmy na razie bez uwzgledniania roli sily
odsrodkowej. Wtedy przyspieszenie sanek bedzie takie, jak
dla réwni pochytej, tzn.

a=g(sina — fcosa),
gdzie « jest katem nachylenia danego odcinka do poziomu,
a f — wspoélczynnikiem tarcia. Wedtug wzoréw opisujacych
ruch przyspieszony predkosé uzyskana w wyniku zjazdu
z réwni o dtugosci dl, wysokosci dh i dlugosci rzutu
na plaszczyzne pozioma ds wynosi

v =/vg + 2adl,

a po podstawieniu a

v = /v + 2g(dh — fds),
gdzie v jest predkoscig poczatkowa. Dodajac przyrosty
wielkosci v? na poszczegdlnych odcinkach i podstawiajac
predkosé na poczatku zjazdu réwna zeru wyznaczamy

predkosé koncowsa,
v = +/2g(h — fs).

Zgodnie z trescia zadania tak obliczona predkosé koncowa
nie zalezataby od wyboru zbocza. O ostatecznej odpowiedzi

decyduje zatem pominiety wpltyw dziatania sity odsrodkowej.

Oczywiste jest, ze dla pochylni wklestej sita ta dociska sanki
do podtoza i — wskutek tarcia — hamuje je, a dla pochylni
wypuklej efekt jest odwrotny. Dyzio rozpedzi sie silniej po
zjechaniu z wypuktego zbocza.

371. Jesli odlegto$é miedzy ptytkami wyniesie d, to
natezenie pola elektrycznego miedzy nimi stanie si¢ réwne

E=U/d,
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Dyzio zjechal sankami ze zbocza prostoliniowego i narzeka: ,Marny dzisiaj $nieg, nawet na samym
dole nie mozna si¢ porzadnie rozpedzic¢!”. Czy Dyzio rozpedzi si¢ bardziej, gdy zjedzie z innego
zbocza, a jesli tak, to z ktérego? Wspodlczynnik tarcia sanek o $nieg jest wszedzie taki sam, a opér
powietrza pomijamy. Zabronione jest odpychanie si¢ od podtoza.

371. Dwie réwnolegte plytki przewodzace o powierzchni S tworza kondensator powietrzny. Jedna
z plytek jest nieruchoma, a drugg przymocowano do sprezynki o stalej sprezystosci k, przy czym
A dla sprezynki swobodnej odlegto$é¢ miedzy plytkami jest réwna do (rys. 2). Jakie jest maksymalne
napiecie, ktére mozna przylozy¢ do takiego kondensatora, aby plytki si¢ nie zetknely? Jaka
do maksymalng energi¢ moze zmagazynowaé taki uklad? Napig¢cie wzrasta stopniowo, tak ze plytka nie
zostanie wprawiona w drgania.

tadunek na ptytkach
Q = EoES = EoUS/d7

a sita ich wzajemnego przyciagania

1 1 U\?2
F=5QF= 5505(—)

d
(czynnik % wynika stad, Ze natezenie pola jednej plytki jest
roéwne %) W stanie rownowagi te sile nalezy przyréwnaé

do sity sprezystosci, czyli do k(do — d). Otrzymalismy
rownanie trzeciego stopnia, a graficznie mamy do czynienia
z punktem przeciecia wykreséw funkcji

y=A/z> i y=B-Cz.
Maksymalna warto$é A, dla ktérej istnieje rozwigzanie
dodatnie, odpowiada sytuacji, kiedy oba wykresy sg styczne.
Przyréwnujac pochodne znajdujemy
4B?
2702’
a po niezbednych podstawieniach otrzymujemy maksymalna
wartosé napiecia

k 1/2 2do 3/2
Umax == - e .
(605) ( 3 )

Odnotujmy, ze gdy U osiaga warto$¢ maksymalna, odleglosé
plytek d staje sie réwna % do. Energia uktadu sktada sie

z energii kondensatora Fj = % CU? oraz energii sprezystosci
Es = L k(d — do)*. Latwo sprawdzi¢, ze maksymalna warto$é
kazdego ze sktadnikéw wystepuje wtedy, gdy napiecie

jest maksymalne. Przeksztalcajac wyrazenia dochodzimy

do wyniku

Amax =

B = k.



Rozwigzanie zadania M 1061.
Z zaleznosci
a+b+c 1

=—+

1
abce be a
1

+1<
c ab =

< 1 1

SestistTzT
uzyskujemy abc > a + b + ¢, co konczy
rozwigzanie zadania.

-]

Rozwigzanie zadania M 1062.
Poniewaz

JIADB =4 AEB = 90°,

wiec na czworokacie ABDE mozna opisaé
okrag, ktérego srodkiem jest punkt M.

Stad wynika, ze M D = ME. Ponadto
IEMD = 2-<EBD = 60°,
gdyz
LEBC =90°— 4ACB = 30°.
Zatem trojkat DEM jest rownoboczny.

!+ Huygens ma ladowaé na Tytanie w listopadzie. Zaprojektowany jest tak,

Patrz w niebo

Tytan, najwiekszy satelita Saturna, od dawna byl znany jako jedyny w Ukladzie
Stonecznym satelita majacy ,,porzadng’ atmosfere. Stopniowo gromadza

sie obserwacje, na podstawie ktérych mozna wyrobié sobie wyobrazenie

o pogodzie na Tytanie. Satelita w calosci spowity jest w pomaranczowa mgle.
Odpowiedzialna za to jest zawiesina kropelek réznych zwiazkéw organicznych
w atmosferze, ktérej gléwnym skladnikiem jest azot. Przypomina wiec to
bardzo gesty smog nad miastem, wskutek czego nawet Voyager 1, ktory

ponad 20 lat temu przelecial w poblizu Tytana, nie zaobserwowal ani skrawka
powierzchni satelity. Prowadzone z Ziemi obserwacje w podczerwieni dowodza
obecnosci metanowych chmur pokrywajacych najwyzej 1% powierzchni Tytana
(bardzo rzadko wiecej) i zmieniajacych sie z godziny na godzine. Unosza

sie one na wysokosci okoto 15 km, co swiadczyloby o intensywnej konwekcji

w atmosferze, podobnie jak na Ziemi.

Trzeba jednak pamigtaé, ze Saturn z Tytanem znajduja sie w przyblizeniu
dziesieé¢ razy dalej od Stonca niz Ziemia, zatem jednostka powierzchni
dostaje tam sto razy mniej stonecznej energii. Przy tak stabym ogrzewaniu
gruntu Tytana nalezaloby oczekiwaé konwekcji rowniez bardzo stabej. Grupa
amerykanskich badaczy wysunela wiec hipoteze, ze cieplo, utrzymujace
metanowe chmury wysoko w atmosferze, jest cieptem skraplania metanu.

Na Ziemi podobne zjawisko czasami przejawia si¢ w obszarach burzowych,
przy czym — rzecz jasna — uwalniane jest wtedy ciepto skraplania wody. Male
rozmiary chmur i ich szybkozmienno$¢ sugeruja, ze w nastepstwie metanowego
deszczu gina catkowicie i odradzaja sie gdzie indziej. Nie wiadomo, czy ten
deszcz dociera do powierzchni Tytana, czy moze krople wyparowuja przed
osiagnigciem gruntu. W tym roku do Saturna dotrze sonda Cassini i probnik

aby wytrzymal zarowno ladowanie na twardym gruncie, jak i ,wodowanie”
w spodziewanym tam metanowym oceanie.

Tomasz KWAST

Maj

Fuk, wyznaczony przez lekko wygiety ogon Wielkiej Niedzwiedzicy, trafia

w jedna z najjasniejszych gwiazd wiosennego i letniego nieba, Arktura, alfe
Wolarza. Arktur jest pomaranczowym olbrzymem o temperaturze 4000 K,

a wiec chlodniejszym od Stonca, ale o rozmiarach 26 razy wiekszych od
stonecznych, przez co $wieci ponad 100 razy silniej niz Stonce. Widzimy go jako
gwiazde bardzo jasna, poniewaz znajduje sie stosunkowo blisko nas, w odleglosci
11 pc. Réwniez dzieki temu Halley w 1717 roku odkryt jego ruch wlasny,
mianowicie na podstawie poréwnania aktualnego jego polozenia z polozeniem
okredlonym przez Hipparcha. Warto wiedzieé, ze w czasach Halleya nie znano
jeszcze odleglosci zadnej gwiazdy; pierwsze odleglosci wyznaczono ponad sto lat
pozniej. Na poczatku stycznia z pélnocnej czedci Wolarza wybiega r6j meteoréw
nazwanych Kwadrantydami, poniewaz obszar ten byl dawniej niezaleznym
gwiazdozbiorem i nosil nazwe Kwadrantu.

Wenus znajduje sie¢ w Byku i jako Gwiazda Wieczorna osiaga 2 V swoja
maksymalna jasnos$¢. Niedaleko ku wschodowi wida¢ w Bliznigtach Marsa

i Saturna, a jeszcze dalej — w Lwie — Jowisza. Merkury natomiast 14 V znajdzie
sie najdalej katowo od Slonca, ale ku zachodowi, dlatego szuka¢ go na niebie
nalezy przed wschodem Stonca. Pelnia Ksiezyca wypada 4 V i nastapi wtedy
calkowite jego za¢mienie. Srodek zaémienia bedzie okolo godz. 23 czasu letniego,
a wiec zjawisko bedzie doskonale w Polsce widoczne. Néw Ksiezyca nastapi

19 V, a 21 V Ksiezyc zakryje Wenus, ale u nas bedzie wtedy niemal $rodek
dnia. Warto jeszcze wspomnieé, ze 24 V Mars i Saturn znajda sie we wzajemnej
odleglosci okolo péltora stopnia.

T. K.
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% 104 (77)
limating

7,11
7 okazji Gammalimatiasu 7 - 11 pragne przypomniec¢
konkurs 7,11, ktéry ogloszony zostal w Delcie 120 (12/1983).
Obecna Delta ma numer trzykrotnie wigkszy.

Zadanie w skrocie brzmiato nastepujaco:

John Smith wybral z obficie zaopatrzonych pélek sklepu 7,11
cztery produkty i niemal natychmiast ustyszatl glos kasjera.
- Placi pan 7,11.

- Co? Za to? — zapytal.

— 7 dolaréw i 11 centow za zakupione towary. Po prostu
odnotowatem ceny poszczegolnych towaréw, pomnozytem

1 wyszto 7,11 — wyjasnil kasjer.

— Panie, toz to trzeba dodaé, a nie pommnozyc!

— Istotnie, przepraszam — palce kasjera znéw zastukaly

w klawisze podrecznego komputerka — placi pan 7,11.

— To sq kpiny! — oburzyl si¢ John.

— Alez skqd, prosze sprawdzic.

Zadanie polegalo na wyznaczeniu cen poszczegdlnych
produktéw zakupionych przez Johna Smitha. Tymi cenami
byty: 1,20, 1,25, 1,50 oraz 3,16.

Kiedy we wrzesniu 2003 roku w Poznaniu Marek Kordos
przypomnial mi ten problem z pytaniem, czy aby liczba
7,11 nie jest tu jaka$ wyjatkowa liczba, odpartem w ciemno,
ze pewnie takich liczb jest bez liku, ale dopiero w domu
mogtem to rzetelnie sprawdzic.

Szukamy rozwigzan réwnania
a+b+c+d=a-b-c-d
w liczbach dodatnich bedgcych wielokrotnosciami 0,01.

Fatwiejsza wersja zadania, w ktérej wystepuja tylko dwa
produkty, ma 13 istotnie réznych rozwigzan: 4,00 =

= 2,00 % 2,00, 4,05 = 1,80 % 2,25, 4,50 = 1,50 * 3,00, 4,90 =
= 1,40 % 3,50, 6,25 = 1,25 % 5,00, 7,20 = 1,20 % 6,00, 8,41 =
= 1,16 % 7,25, 12,10 = 1,10 % 11,00, 14,58 = 1,08 *

x13,50, 22,05 = 1,05 % 21,00, 27,04 = 1,04 % 26,00, 52,02 =
=1,02% 51,00, 102,01 = 1,01 % 101,00, gdzie N = a * b oznacza
N=a+b=a-b.

W przypadku trzech produktéw szukamy rozwiazan
réwnania a + b+ c=a - b- ¢ w liczbach dodatnich a <b< ¢
bedacych wielokrotnosciami 0,01. Rozwiazan takich jest 622.
W dwbch rozwigzaniach ceny pewnych dwoch produktéw sa
réwne. Rozwigzaniami tymi sa 6,75 = 0,75 % 3,00 * 3,00 oraz
5,40 = 1,50 % 1,50 * 2,40. Najtansze zakupy mozna zrobié¢ za
5,25 = 1,50 % 1,75 % 2,00, a najdrozsze za 1 000 300,02 =

= 0,01 % 100,01 % 1 000 200,00. Istnieja 23 kwoty zakupéw,
dla ktérych zadanie ma dokladnie 2 rozwigzania, najmniejsza
jest 6,60 = 0,80 * 2,50 x 3,30 = 1,10 * 1,50 * 4,00. Ponadto
istnieja 3 kwoty zakupéw, dla ktérych zadanie ma doktadnie
3 rozwiazania, sa to: 17,22 = 0,25 % 6,72 * 10,25 = 0,35 *
*3,75% 13,12 = 0,82 % 1,40 % 15,00, 23,10 = 0,20 % 7,50 % 15,40 =
=0,25% 5,25 % 17,60 = 1,00 = 1,10 = 21,00 oraz 35,91 =

= 0,21 % 5,70 % 30,00 = 0,50 * 2,16 * 33,25 = 0,76 * 1,40 x 33,75.

I wreszcie wyjéciowe rownanie a +b+c+d=a-b-c-d.

Ma ono 22640 istotnie réznych rozwiazan. Jednak kwota
zakup6éw moze przyjmowac tylko 18960 réznych wartosci,
gdyz zadanie czesto ma wigcej niz jedno rozwiazanie, co
pokazuje ponizsza tabela, z ktérej odczytujemy na przyktad,
ze istnieja 403 kwoty zakupoéw, przy ktérych zadanie ma
doktadnie 3 rozwiazania.

Zadanie ma 14 rozwiazan dla zakupéw

16709 | 1
na taczng kwote
1519 | 2 22,05 = 0,07 * 4,48 % 6,25 % 11,25 =
403 | 3 = 0,10 * 2,45 * 7,50 * 12,00 =
150 4 = O,lO * 2,50 * 7,20 * 12,25 =
92| 5 = 0,10 * 3,75 % 4,20 % 14,00 =
= 0,15 * 1,40 10,00 * 10,50 =
43| 6 = 0,15 % 2,00 * 4,90 % 15,00 =
19| 7 = 0,25 % 0,80 * 10,50 * 10,50 =
9| 8 = 0,25 % 1,50 * 3,50 * 16,80 =
=1 o = 0,30 % 0,75 * 7,00 * 14,00 =
= 0,30 % 0,80 * 6,25 * 14,70 =
8]10 — 0,35 % 0,70 * 6,00 % 15,00 =
2|11 = 0,35 % 1,20 % 3,00 * 17,50 =
1114 = 0,40 % 1,00 % 3,15 % 17,50 =

= 0,70 * 1,20 * 1,40  18,75.

W 747 rozwiazaniach ceny pewnych dwéch produktow sg
rowne. Nie ma rozwiazan z trzema produktami w jednej
cenie, ani rozwigzan z dwiema parami produktéw w jednej
cenie.

Zakupy za 9,60 mozna zrobi¢ na trzy sposoby, ale za kazdym
razem trzeba wzia¢ dwa produkty o takiej samej cenie:

9,60 = 0,60 * 1,00 * 4,00 * 4,00 = 0,80 * 0,80 * 3,00 * 5,00 =

= 1,00 % 1,00 * 1,60 * 6,00.

7Z kolei przy zakupach za 31,50 w trzech z szesciu
przypadkéw towary maja rézne ceny: 31,50 = 0,05 * 3,20
x12,50 % 15,75 = 0,10 % 1,40 % 15,00 % 15,00 = 0,20 * 1,05 % 6,25 *
%24,00 = 0,35 % 0,40 * 12,00 % 18,75 = 0,50 * 1,50 * 1,50 x*
%28,00 = 0,75 % 0,75 * 2,00 * 28,00.

Najtansze zakupy mozna zrobié¢ za 6,44 = 1,25 % 1,60 *
x1,75 % 1,84, podczas gdy zakup 5 produktéw to wydatek
co najmniej 7,59 = 1,25 % 1,25 % 1,60 * 1,65 * 1,84.

Jedno z rozwigzan moze postuzy¢ do sformutowania
nastepujacej wersji zadania:

Bill Gates wybral z obficie zaopatrzonych pélek sklepu cztery
produkty i niemal natychmiast ustyszat glos kasjera.

— Placi pan 10 000 040 000.03.

— Co? Za to? — zapytal,

— 10 miliardéw 40 tysiecy dolaréw i 3 centy za zakupione

towary. Po prostu odnotowalem ceny poszczegélnych towaréw,
pomnozyltem i wyszto 10 000 040 000,03 — wyjasnit kasjer.

— Panie, toz to trzeba dodaé, a nie pomnozydc!

— Istotnie, przepraszam — palce kasjera znoéw zastukaly
w klawisze podrecznego komputerka — placi pan
10 000 040 000,03.

— To sq kpiny! — oburzyl sie Bill.
— Alez skqd, prosze sprawdzié.

I TO JUZ KONIEC...

To juz ostatni numer Gammalimatiasu.
Wszystkim Czytelnikom, ktérzy wytrwali tak dtugo,
sktadam serdeczne podzigkowania.

Korespondencje¢ do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wroéblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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