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O niedefiniowalnosci Andrzej GRZEGORCZYK

Anegdota ta zachowala sie w pismach
pisarza greckiego Diogenesa Laertiosa,
ktére zawieraja szereg anegdot
historycznych oraz wazne przekazy
pogladéw wczesniejszych greckich
filozoféw.

Najpierw wstep anegdotyczno-historyczny. Juz starozytni Grecy wiedzieli, ze
aby dowie$¢ niedefiniowalnoéci jakiego$ pojecia za pomoca pewnej wybranej
aparatury pojeciowej, trzeba wskazac¢ przedmiot, ktéry spelnia warunki definicji,
a najwyrazniej nie jest tym, co chcieliSmy zdefiniowaé¢. Tak wiec, gdy jeden
madry Grek (chyba Platon) powiedzial, ze czlowieka mozna zdefiniowaé jako
dwunog bezpiory, to drugi madry Grek przyprowadzil mu oskubanego koguta
i pokazal, Zze zgodnie z definicja tego pierwszego Greka, to tez jest czlowiek.
Wszyscy wowcezas uznali, ze definicja Platona jest zla, bo przeciez czlowiek

i kogut to dwa bardzo rézne przedmioty, jesli wiec oba spelniaja te formule,
ktéra mial spelniaé¢ tylko czlowiek, to formutla ta nie moze stuzy¢ za definicje
pojecia czlowiek.

Wspdlcezesna metodologia nauk dedukcyjnych ten sposéb postepowania
doskonali i uogélnia. Mozna uwazaé, ze uogoélnienie zostalo spowodowane

W znacznym stopniu tym, ze mamy obecnie duzo papieru i piszemy na nim duzo
roznych formut. Wobec tego potrafimy sobie tez wyobrazié, ze réznego rodzaju
formut jest nieskoniczenie wiele i tworza logiczne systemy. Mozemy na ich temat
snué rozwazania, tak jak starozytni Grecy na temat figur geometrycznych, ktore
znali z rysunku i budownictwa.

Moéwimy wiec dzis ogdlnie nastepujaco.

Jedli X jest zbiorem zdan zapisanych za pomocg poje¢ A, B, C, D i istniejq

przedmioty: A, B, C, Dy i Do, takie Ze:

a) przedmioty A, B, C, Dy spelniajq zdania zbioru X (przy rozumieniu pojeé A,
B, C, D jako nazw dla przedmiotéw A, B, C, D1 ) oraz

b) przedmioty A, B, C, Dy rdwniez spelniajq zdania zbioru X (przy rozumieniu
poje¢ A, B, C, D jako nazw dla przedmiotéow A, B, C, D2 ) i przy tym

¢) przedmioty Dy i Do sq rézZne: Dy # Da,

wowczas pojecie D nie jest definiowalne za pomocqg poje¢ A, B, C' w oparciu

o zdania zbioru X.

Do wyrazenia tej prawdy lubimy dzis uzywacé stowa model. Méwimy wowczas, ze:

Twierdzenie 1. Jedli istnieja dwa modele (A, B,C,D;) i (A, B, C,Ds) dla zdan

zbioru X, takie ze Dy # Ds, to pojecie D nie jest definiowalne za pomoca pojeé

A, B,C w oparciu o zdania zbioru X.

Dowdd tej zaleznosci uwaza sie dzis w logice za trywialny. Gdyby bowiem

istniala definicja pojecia D, logicznie wynikajaca ze zbioru zdan X, to

znaczy, ze istnialaby formula definiujaca. Na przykitad gdyby D bylo relacja

dwuargumentowa, to bylaby to formula w postaci réwnowaznosci:

(1) D(z,y)=...A,B,C,...z,y,...,

w ktérej po prawej stronie (w tzw. definiensie) wystepowalyby tylko pojecia A,
B, C.

Otéz w takiej sytuacji mogliby$my dowiesé, ze D1 = Do. W takiej bowiem
sytuacji zgodnie z punktami a) i b) musialyby by¢ prawdziwe zdania o postaci
dajacej sie schematycznie zapisa¢ nastepujaco:

(2) Di(z,y)=...A,B,C,...x,y,...
oraz
(3) Dy(z,y)=...A,B,C,...z,y,... .

Ze zdan (2) i (3) na mocy przechodniodci spojnika réwnowaznosci logicznej
wynika, ze Dy (xz,y) = Da(z,y), czyli ze Dy = Da.

Twierdzenie 1 wypowiada sie tez czasem z uzyciem pojecia interpretacja,
moéwiac: jesli istniejg dwie interpretacje teorii X, takie Ze pojecia A, B, C' przy
obu interpretacjach interpretujq sie tak samo, a pojecie D interpretowane jest

w kazdej z nich inaczej, wowczas pojecie D nie jest defintiowalne za pomocg pojec
A, B, C na gruncie teorii X.
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Dowdéd zupelnoéci tej aksjomatyki
przytoczony jest np. w dawno wydanej
mojej ksigzce: Zarys arytmetyki
teoretycznej, PWN Warszawa 1971
(Biblioteka Matematyczna tom 39)

s. 226 i nast. Czytelnik zainteresowany
zamieszczonym tam dowodem moze
sprébowaé dowiesé, ze teoria A1—Ag jest
zupelng teorig pojeé: zero, nastepnik

i mniejszoscé.

Przyklad prosty, ale pouczajacy.

Twierdzenie 2. W elementarnej arytmetyce liczb naturalnych relacja
mniejszosci < nie jest definiowalna przez pojecia zero i nastepnik.

Dowdd. Opisujemy najpierw zbiér zdan, na ktorych sie opieramy. Opieramy
sie mianowicie na zdaniach, ktére moga stuzy¢ za aksjomaty dla poje¢ zero,
nastepnik, mniejszo$¢. Sa to zdania:

r<y= -(y<uz)

Ag)  z#0= 3Ty (z=5(y)) Ay)
A) 0#S(2) As) (z<yAhy<z)=az<z
As) S)=Sly)=z=y As) z<yVy<zVaz=y
Aszr) x#£S(...Sx)...) A7) z<Sy)=(@<yVaz=y)
k znampnika, k>0 Ag) 0 < 5(x)
Ag) z<y=S(z) <S(y).

(nieskoniczony ciag aksjomatéw)
Aksjomaty Ag—Asr daja zupelng aksjomatyke dla pojeé¢ zero i nastepnik.

Jesli mamy wykazaé, ze z aksjomatéw Ap—Ag nie mozna wyprowadzi¢ zdania,
ktére mogloby by¢ definicja rownowaznosciowa relacji mniejszosci, to musimy,
zgodnie z opisana wyzej metoda dowodzenia niedefiniowalno$ci, znalezé¢ taki
model dla zera i nastepnika, ktéry dopuszczalby dwie rézne interpretacje dla
mniejszosci, tak aby w obu przypadkach wszystkie aksjomaty Ap—Ag byly
spelnione.

Pierwsza wazna refleksja to zauwazenie, ze modelem tym nie moga by¢
prawdziwe liczby naturalne z prawdziwym zerem i nastepnikiem. W nim bowiem
jest tylko jedna taka relacja, ktora spelnia aksjomaty Ap—Ag. Jest nig prawdziwa
relacja mniejszosci wérdd liczb naturalnych. 7 tego, ze jest jedna jedyna, wcale
nie wynika, ze musi by¢ definiowalna. Musimy wiec szuka¢ modelu, ktéry

nie jest izomorficzny ze zbiorem liczb naturalnych. Takie modele sa zwane
modelami niestandardowymi. Warto sie przyjrzeé, jaka jest struktura modeli
niestandardowych dla arytmetyki liczb naturalnych.

Modele takie tatwo sobie wyobrazié¢. Sktadaja sie one z czeSci poczatkowej,

ktéra jest standardowa, a nastepnie z czesci, ktéra jest izomorficzna ze zbiorem
wszystkich liczb catkowitych, ewentualnie powtorzonej jeszcze jakas iloéé razy.
Dla rozwazan o nastepniku i mniejszosci wystarcza dwie takie czedci. Na osi
liczb rzeczywistych model taki tatwo narysowac i oznaczy¢ liczbami wymiernymi.
Zajmiemy sie jednym z nich.

Model opisywany sklada sie z trzech zbioréw liczb wymiernych: N, X, Y. Moga
by¢ one okreslone np. nastepujaco:

@ N={zgh X={1+77}0{2+3x} Y=08+m7v{4+a5)

Przyjmujemy, ze n przebiega liczby naturalne (calkowite nieujemne).

Pod wzgledem relacji mniejszosci zbior utamkoéw N jest izomorficzny ze zbiorem
liczb naturalnych. Ma element najmniejszy 0, a wszystkie inne maja poprzedni

i nastepny. Ciag zaczynajacy sie od 0 wyczerpuje zbiér N. Natomiast zbiory

X 1Y sa izomorficzne ze zbiorem liczb calkowitych (nie maja elementu
najmniejszego, ani najwiekszego).

Model, ktory wykazuje niedefiniowalno$é mniejszosci przez nastepnik i zero,
okredlamy, ustalajac zbiér wszystkich elementéw modelu (nazwijmy go M) oraz
ustalajac interpretacje pojeé¢ pierwotnych teorii:

1) Zbiér M okre$lamy jako sume zbioréw wyzej mniejszosé wsrdd liczb wymiernych tworzacych
opisanych: M = NU X UY. zbiér M. Dwie interpretacje pojecia mniejszosci
2) Zero interpretujemy jako liczbe wymierna 0. z teorii Ag—Ag oznaczmy przez <; oraz <s .
3) Nastepnikiem liczby wymiernej r € M nazywamy Definiujemy je nast¢pujaco:
liczbe zbioru M, ktéra jest najmniejsza (w sensie 4a) r <1 s =r < s dla wszelkich r, s € M.

relacji mniejszosci wérdd liczb wymiernych) sposréod
wigkszych od r i nalezacych do zbioru M. Liczbe te

oznaczmy przez s(r).

Na temat relacji <o umawiamy sie tak:
db) jeslir ¢ Y, tor <g s=r <s,

4) Natomiast relacje mniejszosci bedziemy interpretowaé 4c) jeslir € Y, to
dwojako. Przyjmijmy, ze < oznacza prawdziwg r<ass=(r<sAseY)VseX).
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Rozwigzanie zadania M 1058.

Niech I' bedzie takim punktem poétprostej
C A7, lezacym poza odcinkiem AC, ze
AF = AD.

B P C

Woéwezas S DFE = 45° =4 PBA. Ponadto
JIFED =4 BAP oraz EF = AC = AB.
Z réwnosci tych wynika, ze tréojkaty DEF
i PAB sa przystajace. Zatem AP = DE.

Rozwigzanie zadania M 1059.
Niech S bedzie srodkiem boku AB.

B

Wowcezas MS = %BD = %AC = NS.
Z réwnosci tych wynika, ze prosta M N
tworzy réwne katy z prostymi M.S

i NS. To w polaczeniu z zaleznosciami
MS || BDi NS || AC — prawdziwymi
na mocy twierdzenia odwrotnego do
twierdzenia Talesa — daje teze.

Nie jest to zupelna aksjomatyka
dodawania. Zupelna aksjomatyka wraz

z dowodem zupelnosci opisana jest
réwniez w cytowanej ksigzce s. 239 i nast.
Dla zupetnej dowéd niedefiniowalnosci
bedzie trudniejszy.

Z okredlenia 4a) widaé, ze <; jest mniejszoscia wérdd liczb wymiernych.
Natomiast z okresleft 4b) i 4¢) wynika, ze mniejszos$é <o pokrywa sie

z mniejszoscig wsrdd liczb wymiernych tylko wtedy, gdy 7 i s razem naleza

do N U X lub razem naleza do N UY. Natomiast gdy r € X i s € Y, to woéwczas
zgodnie z (4) i 4b) nie zachodzi s <; r, ale zgodnie z 4¢) zachodzi s <s 7.

Zwiazek miedzy relacjami <; i <9 mozna opisac¢ tez tak: Wewnatrz zbioréow
N, X, Y, NUX, NUY relacje te pokrywaja sie ze soba i z relacja mniejszosci
wsréd liczb wymiernych. Natomiast gdy s € Y, a r € X, to wéwczas zachodzi
s <o r zgodnie z 4c¢), a nie zachodzi s <; r zgodnie z 4a), poniewaz wszystkie
liczby wymierne zbioru Y sa wieksze od liczb zbioru X w sensie relacji <
zgodnie z okresleniami (4) tych zbiordw.

Mozna powiedzieé, ze przechodzac od relacji <; do relacji <s, caly zbior Y
przesuwamy przed zbiér X miedzy zbiér N i zbiér X, nie zmieniajac pozostalych
zwiazkéw mniejszoéci miedzy elementami zbioru M. Mozna to schematycznie
narysowac tak: NV <3 X <1 Y, N <3 Y <5 X. W szczegdlnosci mamy wiec, ze:

2 <1414 <5 2. Relacje <1 1 <2 sg wiec rézne. Natomiast tatwo jest sprawdzic,
ze obie spelniaja wszystkie aksjomaty Ap—Ag. Zgodnie z Twierdzeniem 1
dowodzi to, ze z aksjomatéw tych nie moze wynika¢ zadna formula elementarna
(czyli nie odwolujaca sie do pojecia zbioru), ktéra mogtaby by¢ definicja
mniejszosci sformulowang za pomoca zera i nastepnika.

Ze spelnianiem aksjomatéw nastepnika w modelu niestandardowym mozna sie
pogodzié, jesli sobie uswiadomimy réznice miedzy czescia standardowa N tego
modelu oraz pozostala czescia X UY, ktéra mozemy nazwaé niestandardowym
ogonem tego modelu. W czesci standardowej N wszystko jest w dobrym
porzadku. Natomiast ogon przypomina bardzo dalekie od zera kawalki czesci
standardowej N. Kazdy element zbioru N mozemy wyraznie opisa¢ za pomoca
funkcji interpretujacej nastepnik. Na zbior N sktadaja sie elementy ciagu

{0,5(0),5(s(0)), s(s(5(0))), 5(s(s(5(0)))), itd.}
Tylko gdy méwimy o elementach generowanych przez 0 i funkcje s, to mamy
pewno$é, ze méwimy tylko o elementach standardowych modelu. Natomiast
dla kazdej wlasciwosci, ktéra posiada nieskonczenie wiele elementéw ciagu IV,
a wiec dla wlasciwosci, ktéra nie moze by¢ opisana przez wskazanie wszystkich
elementéw ja posiadajacych, istnieja rowniez w tym ogonie dalsze elementy
zbioru M, nieodréznialne za pomoca zadnej formuly od tych elementow, ktére
naleza do IV i posiadaja te wlasciwosc.

Istnienie modeli niestandardowych dla arytmetyki stanowi fakt dla
matematykow poniekad przykry. Pokazuje on, ze teoretyczne narzedzia, ktérymi
dysponujemy w badaniu matematycznym, czyli budowanie teorii i dowodzenie
twierdzen, nie gwarantuja, ze bedziemy dobrze charakteryzowaé to i tylko to,

co chcemy. Zawsze kto$ pokaze, ze to, co twierdzimy, odnosi si¢ tez do jakiejs
dziwnej rzeczywistosci, ktorej weale opisywacé nie chcieliSmy. Ale dla tych, co

sa zainteresowani tez naszym ludzkim poznawaniem $wiata, spostrzezenie to
jest interesujace, chociaz pokazuje raczej pewna ograniczonos¢ naszej wiedzy.
Jedli dodamy pojecie zbioru, wéwczas za pomoca samego nastepnika i pojecia
zbioru mozemy zdefiniowaé wszystkie funkcje czy relacje arytmetyczne, ktore
zechcemy. Ale wowczas logicy potrafia wskazaé, ze samo pojecie zbioru ma wiele
interpretacji, ktérych moze nie chcieli$my.

Na zakoniczenie dwa zadania, ktore wykonaé¢ mozna réwniez, zajmujac sie
niestandardowymi modelami arytmetyki:

1. Dowies¢, ze dodawanie nie jest definiowalne przez zero, nastepnik
i mniejszo$¢. (Dodajac np. do aksjomatéw powyzszych jeszcze dwa indukcyjne
warunki dla dodawania: x + 0 = z, oraz x + S(y) = S(x + y).)

2. Dowie$é, ze mnozenie nie jest definiowalne przez dodawanie. Fakt ten jest
znany jako konsekwencja tego, ze arytmetyka dodawania jest rozstrzygalna,

a dodawania i mnozenia nie jest rozstrzygalna, ale pokazanie niedefiniowalnosci
na modelach mogloby by¢ interesujace.
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Kiedy Darwin spotka Mendla? Teoria gier w genetyce

Jacek MIEKISZ

Charles Darwin (1809-1882) — student medycyny,
prawa i teologii. Zaproszony w 1831 roku przez kapitana
statku Beagle do towarzyszenia mu w piecioletniej
wyprawie dookota swiata. Wnioski ze swoich

obserwacji zamiescit 28 lat p6zniej w epokowym dziele
,O powstawaniu gatunkow”.

A oto darwinowska teoria ewolucji w pigutce:

przypadkowa mutacja doprowadza do
powstania nielicznych osobnikow lepiej
przystosowanych do otoczenia, co powoduje,
zZe majq wiecej potomstwa, ktore dziedziczy
nowe cechy. Powoli z generacji na generacje
nowy gatunek zaczyna wypierac stary.

Gregor Mendel (1822-1884) — nauczyciel, zakonnik,
ogrodnik, uprawial groszek, krzyzowal rézne jego
odmiany. Swoje wnioski opublikowal w 1866 roku.

Nastepujace krotkie wprowadzenie do genetyki
podsumowuje jego wielkie dzielo.

Kazda nasza komdrka (opricz rozrodezych)
zawiera 23 pary chromosomow, na ktorych
sq¢ rozmieszczone geny, nasz plan

na przysztosé. Zatozimy, nieco upraszczajgc,
ze na odpowiednim miejscu na chromosomie
moze znajdowad sie jedna z wielu odmian
genu odpowiedzialnego za okreslony fenotyp
— ceche organizmu, takg jak kolor oczu

lub jego zachowanie. W przypadku dwoch
takich odmian A i a (zwanych allelami) na
dwoch chromosomach mozliwe sq cztery
genotypy: AA, Aa, aA iaa. W procesie
mejozy powstajg komorki rozrodcze majgce
tylko po jednym chromosomie z kazdej pary,
czyli tylko potowe materiatu genetycznego.
Kazdy z nas w momencie poczecia, przy
polgczeniu komdorek rozrodczych, otrzymugje
polowe genow od matki i polowe od ojca.
Przyktadowo genotyp aa odpowiada

oczom niebieskim, pozostale trzy genotypy
Aa, aA, AA odpowiadajq oczom brgzowym.
Mowimy wtedy, Ze allel a jest genem
recesywnym, a fenotyp oczy niebieskie
fenotypem recesywnym.

Wréémy do Darwina i Mendla. Nigdy sie nie spotkali,
a ich teorie dotyczace dziedziczenia byly calkowicie
odmienne. Wykonali takie same do$wiadczenia
(Mendel na groszku, Darwin na lwich paszczach),
otrzymali takie same wyniki. Mendel stal sie ojcem
genetyki i pierwszym biologiem matematycznym,
Darwin pozostal ,tylko” twérca teorii ewolucji (czyzby
dlatego, ze nie cierpial matematyki, jak sam o tym
wspominal?).

Ewolucja genotypowa
— prawo Hardy’ego—Weinberga

Pewien krytyk mendelianizmu w Wielkiej Brytanii
twierdzil, ze jesli teoria Mendla jest poprawna, to
biorac po uwage, ze krétkie palce sg cecha dominujaca,
a normalne recesywna, nie powinno juz by¢ ludzi

z normalnymi palcami. Pewnego dnia 1908 roku,
podczas lunchu w klubie pracowniczym Uniwersytetu
Cambridge, mtody genetyk opowiedzial o tym problemie
wielkiemu matematykowi Godfreyowi Hardy’emu. Hardy
stwierdzil, ze problem jest niezwykle prosty i rozwiazal
go na serwetce. Wykazal, ze czesto$¢ genéw nie powinna
sie zmienia¢ w czasie, jezeli tylko nie zachodzi naturalna
selekcja Darwina. A oto zawartos$é tej historycznej
serwetki.

Niech x4, ..., 2z, beda czesto$ciami wystepowania alleli
Ay, ..., A, w populacji, a z;; czestodciami odpowiednich
genotypow A;A;, 1 < 4,j < n. Kazdy allel z jednakowym
prawdopodobienstwem 1/2 moze pochodzi¢ od matki
lub od ojca i w zwiazku z tym mamy

(1) xi:%Z:Eij—i—%Zxﬁ.

Zakltadajac, ze komoérki rozrodcze lacza sie w sposéb
zupelnie losowy, otrzymujemy czestosé genotypéw A; A;
w czasie t + 1 jako funkcje czestodci alleli w czasie ¢

(2) Tij(t +1) = x5(t); (t).

Obliczmy teraz czestosci alleli w czasie ¢ + 1.

ORETERIEES SN IS SR

= sz(t)zj(t) = (1),

co konczy dowdd Hardy’ego.

Ale przeciez nie wszystkie genotypy sa jednakowo
przystosowane do srodowiska. Niech w;; oznacza
prawdopodobienstwo tego, ze genotyp A;A; przetrwa

do wieku rozrodczego (zakladamy, ze w;; = wj; ).
Poprosimy teraz ambitnego Czytelnika, aby wyprowadzil
nastepujace rownanie réznicowe:

n
> wijz;(t)
j=1

(4) zi(t+1) =zi(t)— :
> wijmi(t)a;(t)

ij=1

Jest to podstawowe rownanie genetyki populacyjnej.

Wielkos¢ wystepujaca w mianowniku nazywana jest

srednim przystosowaniem populacji. Oznaczmy ja

przez W (t).

Fundamentalne twierdzenie naturalnej selekcji méwi
nam, ze srednie przystosowanie wzrasta zgodnie
ze wzorem (4) : W(t+ 1) > W (t).



Ewolucja fenotypowa
— réwnanie replikatorowe teorii gier

Do tej pory zajmowaliSmy sie analiza ewolucji czestosci
gendéw w populacji, ale przeciez teoria Darwina opisuje
zmiane cech populacji, czyli jej fenotypow. Ujmijmy ten
problem na gruncie teorii gier.

Wyobrazmy sobie dwoch osobnikéw, ktorych celem

jest zdobycie pewnego terytorium o wartosci V.

Kazdy z nich ma do wyboru dwie strategie: agresywna
strategie jastrzebia (J) i ulegla strategie golebia (G).
Dwa jastrzebie beda walczy¢ ze soba, ponoszac koszty
walki (czyli obnizajac warto$é terytorium o C),

a nastepnie kazdy z nich obejmie w posiadanie swoja
polowe terytorium. Golab, spotkawszy jastrzebia,
oddaje mu bez walki cale terytorium. Gdy spotykaja
sie dwa golebie, to dziela miedzy siebie terytorium.

Jak widzimy, wyptata kazdego gracza zalezy od jego
strategii i od strategii oponenta. Wyptaty mozemy wiec
zapisa¢ w postaci macierzy 2 x 2, ktérej element wu;;
jest wyplata gracza pierwszego (wierszowego) grajacego
strategia ¢, podczas gdy gracz drugi (kolumnowy) gra
strategia j. W naszym przypadku, zaktadajac ze V =4
i C' = 6, otrzymujemy:

J G
U= J-14
G 0 2

Gra jest symetryczna, co oznacza, ze wyplaty gracza
drugiego dane sg przez macierz transponowang

do U. Gra jest rozgrywana w ten sposob, ze gracze
jednoczesnie oglaszaja swoje strategie i dostaja
odpowiednie wyplaty.

Wyobrazmy sobie teraz, ze mamy duza populacje
jastrzebi i golebi, ktére tacza sie w pary i rozgrywaja
powyzsza gre. Oznaczmy przez r; i rg liczbe osobnikow
grajacych w danej chwili odpowiednio strategia J i G,

r =ry+ rg jest calkowita liczba osobnikéw, a @ = r;/r
jest procentowa czestoscia jastrzebi w populacji.
Wyptaty graczy to liczba potomstwa w nastepnej
generacji. Dzieci dziedzicza fenotypy, to jest zachowanie
swoich przodkow. Zapisujemy to w nastepujacym
rownaniu, gdzie wyplaty podzieliliSmy przez catkowita
liczbe graczy (czyli tak naprawde napisaliémy réwnanie
na S$rednie — gracz trafia z prawdopodobienstwem x

na jastrzebia i z prawdopodobienstwem 1 — x na gotlebia,
Uj(z) = —x 4+ 4(1 — x) jest wiec Srednia wyplata
jastrzebia, a Ug(z) = 0z + 2(1 — x) golebia):

6)  ru(t+1)=ry(t) +rs(t)(—z(t) +4(1 - (1)),
(1) ra(t+1) = ra(t) +ra)(0 - z(t) + 2(1 — z(t)).
Sumujac stronami réwnania (6) i (7), uzyskujemy
(8) r(t+1) =r(t) +r()U(z(t)),

gdzie

Ula(t)) = x(®)Us(x(t)) + (1 — 2(t))Ug (x(t))
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jest $rednia wyplata w populacji. Dzielac (6) przez (8),
uzyskujemy

1+ Uj(x(t))

(9) z(t+1) = z(t)m

Jest to jedno z gléwnych réwnan teorii gier
ewolucyjnych — réznicowe réwnanie replikatorowe.
Opisuje ono zmiane w czasie czestosci strategii

w populacji. Zauwazmy, ze jezeli rozpoczniemy
ewolucje w punktach z = 0 lub x = 1, to zawsze w nich
pozostaniemy — sa to punkty stacjonarne powyzszego
réwnania. Punktem takim jest réwniez x,, = 2/3,

dla ktérego Ujy(z) = Ug(z). Mozna si¢ przekonad,
przeprowadzajac prosty eksperyment numeryczny, ze
jezeli wystartujemy z kazdego niestacjonarnego punktu,
to bedziemy sie zbliza¢ do x,,. Jest to kalkulatorowy
,dowéd” zbieznoéci

x(t) o me

Moéwimy, ze x,, jest asymptotycznie stabilnym punktem
réwnowagi.

W miare uplywu czasu populacja bedzie sie zbliza¢ do
stabilnego stanu, w ktérym 2/3 osobnikéw gra strategia
jastrzebia, a 1/3 golebia.

Ewolucja genotypowo-fenotypowa

Genetyka naktada na powyzszy obraz ewolucji pewne
ograniczenia. Punktem asymptotycznie stabilnym nie
moze by¢ stan populacji, w ktérym wszyscy osobnicy
maja taki sam fenotyp (czyli graja taka sama strategia)
odpowiadajacy heterozygotycznemu genotypowi

(typu Aa lub aA). Podczas polaczenia genéw od

matki i ojca moga powstawac rowniez genotypy
homozygotyczne (typu AA lub aa) odpowiadajace
innym fenotypom. Polaczmy réwnanie selekeji (4)

i réwnanie replikatorowe (9). Niech w;; w (4) zalezy

od czestosci wystepowania poszczegdlnych genotypéw
w nastepujacy sposéb. Niech genotyp A;A; odpowiada
fenotypowi Fj;, w;j = U(F};,q) bedzie érednia wyplata
ze strategii I}, gdzie g = Z x;;F;; jest srednig
strategia w populacji. bJ

Zalézmy teraz, na przyklad, ze fenotyp golebia
odpowiada genotypowi A; A;, a jastrzebia pozostalym
trzem genotypom. Mozemy wtedy napisa¢ i nastepnie
zbadaé odpowiednie réwnanie réznicowe. Pozostawiamy
to zadanie ambitnym Czytelnikom.

Jak juz wiemy, genetyczne uwarunkowania moga

nie pozwoli¢ na osiggniecie fenotypowo najlepszego
przystosowania do srodowiska. Chyba ze pozwolimy
ewoluowaé rowniez uktadowi genetycznemu.
Tramwajowa teoria ewolucji méwi, ze do$é¢ szybko
ewoluujemy do najlepszego przystosowania w ramach
ograniczen genetycznych. Dojezdzamy do przystanku,
gdzie musimy poczeka¢ na mutacje genetyczna, az
wreszcie po wielu przystankach dojedziemy do zajezdni
najwiekszego przystosowania, tam gdzie Charles Darwin
spotka wreszcie Gregora Mendla.
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Jak sie mierzy objetoS¢ nitky?
Piotr HAJLASZ, Pawel STRZELECKI

Czy przyszto Wam kiedys do glowy, drodzy Czytelnicy, mierzy¢ nitka objetos$¢?
Albo pole? Nie chodzi nam tu o czyje$ mgliste domysty w rodzaju Ta paczka
musi byé olbrzymia, skoro Ciocia Hela zmarnowala trzy kiebki sznurka,

zeby jg obwigzaé. Nie zadowala nas rowniez odpowiedz Oczywiscie — moge
wymierzycé nitkg maoj pokay; jest to prostokgt o bokach 3 i 4 m, wiec jego pole jest
réwne 12 m?. Chodzi nam o swoista czarna skrzynke, ktéra pozwolitaby okreslaé
objetos¢ wszelkich rozsadnych przedmiotéw poprzez odczytywanie dlugosci
pewnych odcinkow.

Oto zarys pomyshu: sprébujmy przez chwile pomarzy¢ i wyobrazmy sobie
idealna, doskonale elastyczna i nieskonczenie cienka nitke, na ktérej naniesiono
podziatke do mierzenia dlugosci. Wyobrazmy sobie nastepnie, ze owa nitka
zostaje bardzo gesto upakowana we wnetrzu szescianu — jaki$ Dzielny Krawczyk,
skadinad znacznie dzielniejszy niz bohater znanej basni braci Grimm, rozciaga
ja do woli (wraz z podziatka!) i, wywijajac igla, uklada przemyslnie w coraz
dziwniejsze esy-floresy, w taki sposéb, ze koniec koncéw powykrecana nitka
przechodzi przez kazda drobine wnetrza szeScianu, przez kazdy milimetr

i nanometr szedcienny, o ktorym Czytelnik w ogodle zdola pomysle¢. Objetosé
mierzymy w nastepujacy sposob: jesli pewna cze$é¢ szescianu jest wypelniona,
powiedzmy, czerwonym barwnikiem, to trzeba odczytaé z podzialki, jaka byta
taczna dlugosé (uwaga: wyjsciowa dlugosé, przed rozciaganiem!) zabarwionych
na czerwono kawalkow nitki — i ta taczna dlugosé jest rowna objetosci
czerwonego barwnika. W ogdle nie jest wazne, gdzie si¢ barwnik znajduje, ile go
jest i jaki ksztalt ma wypelniona przezen czes¢ szeScianu. Brzmi to zaskakujaco,
niemal magicznie, a mimo to jest mozliwe, w tym samym abstrakcyjnym

i calkowicie niefizycznym sensie, w jakim mozliwych jest tak wiele cudownych
rzeczy w matematyce.

Oto nieco dokladniejszy, rysunkowy opis sposobu, w jaki mierzy sie objetosé¢
dowolnych podzbioréw szescianu za pomocsg nitki.

Na rysunku 1 przedstawiona jest elastyczna nitka z podziatka. Nitka to
po prostu odcinek diugoéci 1.

Rozciggamy nitke (rys. 2); podzialka rozciaga sie wtedy nieréwnomiernie.
W istocie jeden z koncow nitki rozciagamy tak bardzo, ze nitka staje sie
nieskonczenie dtuga.

Rozciagnieta nitke w odpowiednio przemyslany sposéb gesto upychamy

w szeScianie (rys. 3). Teraz wyobrazmy sobie, ze chcemy zmierzy¢ objetosé
pewnej — skadinad catkowicie dowolnej i by¢ moze bardzo nieregularnej czesdci
szescianu.

Nie ruszajac nici wypelniamy te cze$¢, ktérej objetosé chcemy zmierzyc¢,
barwnikiem (rys. 4). Fragmenty nitki znajdujace si¢ w obszarach wypelnionych
barwnikiem zabarwia sie.

Nastepnie wyciagamy z sze$cianu pobrudzona barwnikiem ni¢ i obkurczamy
do pierwotnego wymiaru. Zabarwione czesci i rozciagnieta podziatka tez sie
obkurcza. Teraz, juz po obkurczeniu, mierzymy laczna dlugosé zabarwione;j
czedcei nici. Wynik jest réwny objetosci obszaru wypelnionego barwnikiem —

a ulozenie nici bylo tak przemyélne, ze zupelnie nie ma znaczenia, jaki ksztalt
mial 6w obszar!

Zanim Czytelnicy zaczna twierdzié¢, ze zupelnie postradalismy zmysty, porzu¢my
przeno$nie i potoczne opisy, by sformutowaé czysto matematyczne pytanie, co
pozwoli uniknaé¢ nieporozumien i blednych interpretacji. Pytamy mianowicie, czy
istnieje ciagle i réznowartosciowe odwzorowanie ¢: [0,1) — @, gdzie @) oznacza
wnetrze szedcianu o krawedzi 1 w przestrzeni tréjwymiarowej, o nastepujacej
wlasnodci: dla dowolnego otwartego podzbioru A C @ dtugoéé [p~1(A)]
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Jesdli ¢ jest przeksztalceniem, o ktérym
mowa w twierdzeniu o nitce, to zbidr

» 1(A) jest suma nieskoniczenie wielu
rozlgcznych odcinkéw otwartych; liczba
|1 (A)| jest suma dtugosci wszystkich
tych odcinkéw, a jej wartos$é nie zalezy od
kolejnosci sktadnikéw.

Uwaga dla dorostych: jest jasne, ze

teza twierdzenia zachodzi nie tylko

dla otwartych A, ale dla wszystkich
borelowskich A C Q; objetosé trzeba tylko
zastapi¢ miarqg Lebesgue’a.

Zainteresowani odnajda dowéd np.

w ksigzce C. Goffmana, T. Nishiury

i D. Watermana zatytutowanej
Homeomorphisms in analysis i wydanej
przez Amerykanskie Towarzystwo
Matematyczne w 1997 roku. Wersje
elektroniczng mozna znalezé na stronie
http://www.ams.org/books.

A oto idea wykorzystania powyzszego
twierdzenia do dowodu twierdzenia

o nitce. Bierze si¢ jakiekolwiek ciggle

i réznowartoéciowe odwzorowanie

W [0,1) — (0,1)3, ktére ma te
dodatkows wlasnosé, ze obraz ([0, 1))
odcinka [0, 1) jest gestym podzbiorem
sze$cianu (np. zawiera wszystkie punkty
o trzech wspélrzednych wymiernych).
Oczywiscie przypadkowo wybrane

nie musi spetniaé¢ tezy twierdzenia

o nitce. Mozna jednak bez trudu kazde
takie 1) poprawié, stosujgc twierdzenie
von Neumanna, Oxtoby’ego i Ulama.
Do jakiej miary? I jak poprawiaé

— sktadaé 1 z homeomorfizem h czy moze
z h™'? Na te pytania zainteresowani
Czytelnicy zechca odpowiedzied
samodzielnie.

przeciwobrazu ¢~ !(A) jest réwna objetoéci A. Dwa akapity wyzej zbiér A

byl opisany jako cze$é¢ szescianu wypelniona czerwonym barwnikiem.
Odwzorowanie ¢ to nasza idealna ni¢; wymog, by ¢ bylo réznowartosciowe, jest
naturalny: wszak prawdziwa nitka nie ma samoprzecie¢. Wreszcie, ,wyjsciowa
dtugosé zabarwionych kawaltkéw nitki” to wlasnie liczba |1 (A)|.

Odpowiedz na tak postawione pytanie jest, jak sie okazuje, twierdzaca.

Twierdzenie o nitce. Istnieje ciagle i roznowartosciowe przeksztalcenie

takie ze liczba |1 (A)| jest réwna objetosci zbioru A dla kazdego otwartego
A cC(0,1)3.

Wymiar 3 mozna zastapi¢ dowolnym innym wymiarem n > 2; teza twierdzenia
pozostanie prawdziwa (trzeba tylko oczywiscie zastapi¢ zwykla objetosé
objetoscia n-wymiarowa,).

Twierdzenie o nitce jest dos¢ prostym i bezposrednim wnioskiem ze starego,
pieknego twierdzenia, ktore w 1941 roku udowodnili John von Neumann, John
Oxtoby i Stanistaw Ulam. Dla Czytelnikéw, ktoérzy maja za soba podstawowy
wyktlad teorii miary i catki Lebesgue’a, przytaczamy nizej drobnym drukiem
sformulowanie tego wyniku. Pozostali Czytelnicy musza, niestety, zadowoli¢
sie nastepujaca niezbyt precyzyjna interpretacja fizyczna: jesli szedcian
jednostkowy @ jest wypelniony plastyczna substancja o calkowitej masie 1,

w taki sposéb, ze masa substancji znajdujacej sic w dowolnym otwartym
podzbiorze szescianu jest dodatnia, a masa dowolnego pojedynczego punktu
jest rowna zeru, to mozna owa substancje w sposob ciagly i réznowartosciowy
zdeformowaé tak, by po deformacji gestosé substancji byta stala i réwna 1.

O poczatkowej gestosci celowo nie wspominamy: caly dowcip i sita twierdzenia
von Neumanna, Oxtoby’ego i Ulama polega na tym, ze substancja moze

by¢ roztozona w szesScianie w tak dziwaczny i zawily sposéb, ze gestosci
rozkladu masy w ogole nie mozna rozsadnie okresli¢. I wlasnie dlatego zachodzi
twierdzenie o nitce.

Twierdzenie (von Neumann, Oxtoby, Ulam). Niech p bedzie miarg borelowska na n-wymiarowej
kostce jednostkowej Q, taka ze u(Q) = 1, pu({xz}) = 0 dla wszystkich punktéw z € Q, pu(8Q) =0

i wreszcie u(U) > 0 dla wszystkich zbioréw otwartych U C Q. Istnieje wéwczas homeomorfizm
h:Q — Q, taki ze n-wymiarowa miara Lebesgue’a L™ (A) = u(h(A)) dla kazdego zbioru
borelowskiego A C Q. Ponadto, h |so= id.

My zadowolimy si¢ stwierdzeniem, ze istnienie ,nitki do pomiaru objetosci” jest
jeszcze jednym, jakze dobitnym, swiadectwem wielkiej subtelnosci najbardziej
podstawowych poje¢ wspolczesnej analizy matematycznej: liczby rzeczywistej,
ciaglosci, miary. Pojeé, bez ktérych nie do pomyslenia jest nie tylko owa

nitka, ale i daleko praktyczniejsze i powazniejsze sprawy: teoria sprezystosci,
mechanika oérodkow ciaglych, przetwarzanie oraz kompresja obrazéw i inne,
bardzo réznorodne, zastosowania analizy matematyczne;j.

* * *
Stanistaw Ulam, 1909—-1984

Jeden z mtodszych przedstawicieli przedwojennej Polskiej Szkoly Matematycznej;
doktorat uzyskat w 1933 roku we Lwowie, pod opieka Stefana Banacha.

7 Polski wyjechal na state w sierpniu 1939 roku; w 1943 roku przyjal obywatelstwo
amerykanskie. W USA wyktadal m.in. na uniwersytetach Harvarda, Wisconsin

i Potudniowej Kalifornii. Najpowszechniej jest jednak znana jego praca

w Laboratorium Narodowym w Los Alamos, gdzie wspélnie z fizykiem Edwardem
Tellerem rozwigzal kluczowe kwestie, umozliwiajace budowe bomby wodorowe;j.
Ulam jest takze autorem metody Monte Carlo, szeroko wykorzystywanej w analizie
numerycznej.

Wspélna prace z Oxtobym uwazat za jedno ze swych najbardziej wartosciowych
osiagnied.

Kto chcialby o Ulamie wiedzie¢ wiecej, powinien przeczytaé jego Przygody matematyka,
wydane po polsku w 1996 roku.
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Zodiak

Whprowadzenie gwiazdozbioréw przez starozytnych astronoméw greckich
bylo zapewne préba stworzenia systemu orientowania si¢ na niebie.

Skoro na niebie, to nazwy uktadéw gwiazd nie mogty byé¢ byle jakie.

Stad mamy tam tyle nazw pochodzacych od heroséw i bostw, a jezeli
nawet od zwierzat, to od takich, z ktérymi zwiazany jest jakis mit.
Starozytni astronomowie dostrzegli przy tym, ze szczegdlnie wiele dzieje
si¢ w poblizu rocznej drogi Stonca. Nawiasem moéwiac, odtworzenie jego
drogi na tle gwiazd mogloby dla niejednego wspodlczesnego ,badacza” byé
problemem, gdyz kiedy widaé¢ Stonce, to nie wida¢ gwiazd i odwrotnie.
W kazdym razie ta roczna droga Stonca to tzw. ekliptyka. O ile wigkszos¢
sfery niebieskiej pokrywaja niezmienne uktady gwiazd, to w poblizu
ekliptyki zawsze znajduje sie kilka cial wedrujacych, czesto po dosé
zawitych torach, ale nigdy nieoddalajacych sie od ekliptyki dalej niz

na 8°. Ten pas o szerokosci 16° nazwano zodiakiem, gdyz wigkszosé
gwiazdozbioréw, przez ktére przechodzi, ma nazwy pochodzace od
zwierzat (ze starogr. (Wdwov — zwierzatko). Dzi§ wiemy, ze te ciala
bladzace to planety (ze starogr. mAavdw — bladze), a trzymaja sie

stale zodiaku, poniewaz Uktad Stoneczny, czyli Stonce z dziewigcioma
planetami, jest uktadem bardzo ptaskim: ptaszczyzny orbit wszystkich
planet niewiele sie réznia.

Ekliptyka przechodzi przez kilkanascie gwiazdozbiorow. Jej tuki

na obszarach tych gwiazdozbioréw sa bardzo nieréwne. W wyniku
tradycji uznajemy, ze gwiazdozbioréw zodiakalnych jest 12, choé¢ niektoére
moze nie zastugiwalyby, aby do tej dwunastki nalezeé. Oto one (z reguly
ich wyliczanie zaczyna sie¢ od gwiazdozbioru, w ktérym w starozytnosci
Stonce znajdowalo si¢ na poczatku wiosny): Baran, Byk, BliZnieta, Rak,
Lew, Panna, Waga, Skorpion, Strzelec, Koziorozec, Wodnik i Ryby.
Przejrzawszy atlas nieba, mozna zauwazy¢, ze pokazny tuk ekliptyki
przechodzi przez Wezownika, a jednak jego do zodiaku nie zalicza sie.

Hipparch (180-125 p.n.e.) wprowadzil na ekliptyce 12 tzw. znakéw
zodiaku. Zaproponowal mianowicie podzial ekliptyki na 12 réwnych
tukéw (po 30°), z ktérych pierwszy zaczynalby sie, a ostatni konczyltby
si¢ na punkcie rownonocy wiosennej. Poniewaz w jego czasach punkt
rownonocy wiosennej znajdowat sie w Baranie, pierwszym znakiem
zodiaku jest tradycyjnie znak Barana. Wejécie Stonica w znak Barana
(okoto 21 IIT) oznacza poczatek astronomicznej wiosny. Pojecie znakéw
zodiaku zadomowilo sie w astronomii jako jej nieco romantyczny
fragmencik, cho¢ wlasciwie mozna by sie bez nich obyé. Co prawda,

z blizej nieznanych powodow niektérzy przywiazuja wielka wage do faktu,
w jakim znaku byto Stonce w chwili ich narodzin, ale to ich problem.
Stowa poprzedniego akapitu ,,w jego czasach” oraz jeszcze wczesniejszego
W starozytnodci” zostaly uzyte nie bez powodu. Okazalto sie bowiem,

ze wprawdzie ekliptyka lezy na tle gwiazd nieruchomo, lecz punkty
réwnonocy wiosennej (Barana) i jesiennej (Wagi) nie. Sa one punktami

8



przeciecia ekliptyki z réwnikiem niebieskim, ktory jest jakby cieniem

na niebie réwnika ziemskiego. On z kolei pomatu zmienia orientacje

w przestrzeni, gdyz wskutek oddzialywania grawitacyjnego ze strony
Ksiezyca i Stonca Ziemia zatacza sie jak wirujacy na podlodze bak.
Zjawisko to nazywa si¢ precesja, a jeden okres tego zataczania si¢ wynosi
prawie 26 000 lat. Odpowiada to przesuwaniu sie punktéw réwnonocy
(po ekliptyce) z predkoscia 50 25 na rok przeciwnie do rocznego ruchu

Stonca.
o8

ruch precesyjny

ruch

obrotowy ruch

obiegowy

Nic wiec dziwnego, ze od czasow Hipparcha punkt rownonocy wiosennej
zdazyt przesunaé sie o jeden znak zodiaku i nie zmieniwszy nazwy
(punkt Barana) teraz znajduje siec w Rybach, co tez mozna zobaczy¢

w atlasie nieba. W konsekwencji wszystkie znaki zodiaku wypadaja
obecnie nie w ,swoich” gwiazdozbiorach.
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Skoro znak Barana znajduje si¢ — mniej wiecej — w Rybach, to znak
Byka musi leze¢ w Baranie, znak Blizniat w Byku itd. O$ Ziemi,
jako prostopadla do pltaszczyzny réwnika, celuje teraz w przyblizeniu
w Gwiazde Polarna. Czy potrafimy przewidzie¢, jaka gwiazda bedzie
gwiazda biegunowsa za 13 000 lat?

Malqg Delte przygotowal Tomasz KWAST



Elektronowy bilard

Grajac w bilard staramy sie uderzy¢ kule kijem
bilardowym tak, by trafila w inna lub wpadla do tuzy.
Aby jednak mie¢ szanse na zwyciestwo musimy za
kazdym razem stara¢ sie przewidzie¢ zachowanie bili

i uderzy¢ z jak najwieksza precyzjg. Scistym opisem
poruszajacych sie cial, na podstawie ktérego mozemy
wyznaczy¢ ich trajektorie, zajmuje sie mechanika.

W XVII wieku Newton sformutowal jej podstawowe
zasady wprowadzajac uporzadkowany, deterministyczny
obraz Wszech$wiata. Za Laplacem zaczeto twierdzic,
iz ,,Powinnismy traktowaé¢ obecny stan $wiata jako
skutek tego, co minelo, i jako przyczyne tego, co
nastapi”.

Czemu wiec naszej bili zdarza sie wyladowaé w zupelnie
innym miejscu stolu, niz to wynikatoby z naszych
kalkulacji? Odpowiedzi na to pytanie udzielono dopiero
w XX wieku, kiedy zdano sobie sprawe z istotnego
problemu, jaki napotykamy stosujac wspomniane reguly.
Ot6z nie jesteSmy w stanie wyznaczy¢ poczatkowych
predkosci i potozen z dowolna doktadnoscia, tak jak

nie potrafimy uderzyé¢ w dokladnie wybrany punkt

bili z okreslong sita. Niewielkie wahanie tych wartosci
moze kosztowaé wygrana. Problem polega na tym,

ze wiele uktadow newtonowskich wykazuje niestabilnosé,
czyli niezwykle duzg wrazliwosé na warunki poczatkowe.

Cho¢ w takim chaotycznym ukladzie ruch mozna nadal
opisywa¢ za pomoca regul klasycznych, to wszelkie
prognozy sa krotkoterminowe — i tak w bilardzie
mozemy przewidzie¢ tor ruchu kuli po najwyzej kilku
zderzeniach. Potozenie bili po kolejnych odbiciach
bedzie obarczone szybko rosnacym bledem, ktérego nie
potrafimy wyeliminowaé¢ przy pomiarze poczatkowych
parametréw uktadu.

Roéwnan ruchu w ukladach chaotycznych nie udaje

sie w ogblnym przypadku rozwigzaé Scisle, dlatego
polega si¢ na przyblizonych metodach numerycznych.
Dzigki komputerom o duzej mocy obliczeniowej jesteSmy
w stanie przeprowadza¢ symulacje zachowania sie takich
uktadéw.

Wréémy jednak do bilardu. Czy tak wymyslna gra
stanowi tylko kolejna ekstrawagancje Francuzéw obok
365 gatunkow sera? Niekoniecznie — okazuje sig, ze
nauka réwniez interesuje si¢ bilardem.

Teoretyczne ,wariacje” na temat bilardu nazywamy
bilardami Sinaia, rosyjskiego matematyka, ktéry

w 1972 roku wykazal, ze ruch czastki w tego typu
uktadzie jest chaotyczny. Sa to modele bili poruszajacej
sie po eliptycznym stole, badZ odbijajacej sie od
umieszczonej na srodku stotu kolistej tarczy. Modele

te doczekaly si¢ w ostatniej dekadzie wielu realizacji

w fizyce ciala stalego, gdzie role stolu bilardowego
spelia krysztal, elektrony za$ to bile.

Jak to mozliwe? Przyjrzyjmy sie swiatu krysztaldw.
Wisréd rzedéw atoméw odleglych od siebie o kilka
angstreméw (1071° m) swobodnie przelatuje elektron.
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Agnieszka Maria MARCINKOWSKA

Jak na razie mamy wiec bile poruszajaca sie

we wszystkich trzech wymiarach. Przed nami stoi

nie lada problem: nalezy ograniczy¢ ruch elektronu

do dwéch wymiaréw, aby zachowywal sie jak kula
bilardowa toczaca sie po ptaskim stole. Ograniczenie dla
elektronu w krysztale stanowia tzw. bariery potencjatu.
Elektron byltby w stanie je pokonaé¢ zwickszywszy swoja
energie. Jesli takie Sciany ograniczajg ruch elektronu

w gore i w d6l (wzdluz osi z), to swobodny ruch
dopuszczalny jest jedynie w plaszczyznie xy, niczym po
ptaskim stole bilardowym.

W rzeczywistosci problem jest nieco bardziej
skomplikowany, jako ze w jezyku mechaniki kwantowej
elektron nie przypomina kuli, lecz jest opisany tzw.
funkcja falowa, okreslajaca prawdopodobienstwo
znalezienia go w danym obszarze. Elektron w krysztale,
uwieziony pomiedzy $cianami potencjalu o skonczonej
wysokoéci, moze przebywaé¢ miedzy nimi, ale istnieje
réwniez niezerowe prawdopodobienstwo znalezienia go
w obszarze bariery. Kiedy zblizamy do siebie bariery,
prawdopodobienstwo to roénie. My obejdziemy ten
problem i zajmiemy si¢ uktadami, w ktérych bariery
potencjalu beda blisko siebie, ale nie na tyle, aby
elektron byl w stanie wymknacé si¢ z obszaru pomiedzy
nimi (prawdopodobiefistwo takiego zdarzenia bedzie
pomijalnie male).

Jak praktycznie zrealizowaé bariere potencjatu dla
elektronu poruszajacego sie w krysztale? Ot6z bierzemy
krysztaly A i B o zblizonej strukturze krystalicznej

i robimy z nich kanapke, czyli przekladamy kolejno
warstwy ABA ... Bulka z mastem, tyle ze technika
wytwarzania tej kanapki jest bardziej zaawansowana.
Struktury kanapkowe hoduje si¢ w komorze prézniowej,
gdzie na odpowiednio ogrzane podloze napyla si¢ kolejne
warstwy atomow A i B. Ten mozolny proces moze trwaé
cala dobe.

Krysztaly A i B mozna dobraé¢ tak, aby swobodne
elektrony znajdujace sie w warstwie A przy prébie
przedostania sie do ktérejs z warstw B napotykaly
bariere potencjatu. Jesli przy tym warstwa A bedzie
bardzo cienka, elektron bedzie mogt poruszaé sie
swobodnie w ptaszczyznie warstwy, ale nie w kierunku
prostopadlym do warstwy. Najczedciej do wytworzenia
elektronéw ograniczonych do dwoéch wymiardéw, czyli
tzw. dwuwymiarowego gazu elektronowego stosuje

sie krysztaly GaAs i GaAlAs. Elektrony sa uwiezione
w cienkiej warstwie GaAs.

Zalézmy, ze stol bilardowy jest gotowy. Zalezy nam
jednak na tym, aby zrealizowaé jeden z wczesniej
wspomnianych modeli Sinaia. Wybierzmy ten, w ktérym
bila odbija si¢ od umieszczonej na $rodku stotu koliste;j
tarczy.

Taka tarcze uzyskamy, stosujac techniki polegajace
na wytrawieniu w naszym stole zaglebienia o rozmiarach
rzedu nanometra, czyli tzw. antykropki (rys. 1).



' podejécie nazywa sie modelem pétklasycznym. Pomimo
tak ztowrogo brzmiacych terminéw bilardy elektronowe
a — nanoszenie matrycy . . . . . . .
X . . ciesza sie duzym zainteresowaniem, stanowia bowiem
antykropkowej metoda litografii K ;
S O O elektronowej rzadka okazje do badan nad tego typu chaosem.

Elektron traktujemy jak klasyczna czastke punktowa,
ktéra wrzucamy w obszar regularnie roztozonych
pagoérkow, od ktérych odbija sie sprezyscie w trakcie
| | | | | | | | swojego chaotycznego ruchu.

b — wytrawianie dziur

Tak jak w klasycznym bilardzie, odbicia kul zachodza
O o 1S wedlug reguly ,kat odbicia réwny jest katowi
________________ padania” i kazde odbicie od antykropki przyczynia sie
do rozbiegania sie trajektorii.

Rysunki 3 i 4 przedstawiaja jak to wyglada w praktyce.
= =) = ¢ — gotowa sie¢ antykropkowa 70

““““““““ 60

Rys. 1. 50

Ale czemu mieliby$Smy poprzestaé¢ na jednej kropce,
skoro potrafimy wytworzy¢ cala ich siec. 40

Krajobraz ksztaltujacego si¢ w obszarze tak
potraktowanej struktury potencjalu przypomina 30
pudetko na jajka.

20

W

‘ N
o sas
—-10 30

Rys. 3

70

60 ® ® ® ® ® ® ®

Rys. 2. Ksztalt potencjatu.

Elektron ma wiec na swej drodze szereg przeszkod 40r ® @ ® ® ® ® ®
w postaci stupkéw potencjatu, od ktorych sie odbija.
Jedli zadbamy o to, by temperatura byla dostatecznie 30+ ® ® ® ® ® ® ®

niska, to takie zderzenia beda zachodzily bez strat
energii, balistycznie.

W ten oto sposéb zbudowalismy niskowymiarowy stot
bilardowy z przeszkodami.

Zadziwiajacy moze by¢ fakt, ze na taki uklad patrzymy
z perspektywy mechaniki klasycznej. Formalnie takie
podejscie musi by¢ uzasadnione poprzez przyblizanie
badanego uktadu zespotami klasycznymi, do czego
stosuje sie teorie macierzy losowo wybieranych (RMT) Rys. 4

(w przypadku ukladéw z polem magnetycznym

wymagana jest pewna modyfikacja tej teorii, wynikajaca Do wytworzonej sieci antykropkowej prowadzi wlot.
7 wystepowania oddzialywan elektron-elektron) — takie Elektron ma za zadanie dotrzeé¢ do przeciwlegtego
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drenu. Dla urozmaicenia wlaczamy pole magnetyczne,
aby sita Lorentza zakrzywiala tor elektronu.

W pierwszej sytuacji elektron wykonat 113 odbié

od antykropek zanim udalo mu si¢ wydostaé z sieci
antykropkowej. Po zmianie poczatkowego polozenia
czastki o 0,0000000001 jednostki, elektronowi
wystarczyto zaledwie 29 ruchdw.

Konstruujac podobne uklady mozemy manipulowaé
parametrami sieci, poczawszy od odleglosci miedzy
kropkami po dowolne ksztalty antykropek, poki starcza

A,

fantazji i mozliwosci technologicznych. Fantazji musi
by¢ w tym wiele, skoro niektérzy eksperymentatorzy
twierdza, iz tedy wiedzie droga do zbudowania
komputera kwantowego.

Tego typu badania z pewnoscia toruja droge

do odkrywania nowych zjawisk fizycznych, bowiem
tak jak nieprzewidywalny jest ruch chaotyczny, tak nie
mozemy przewidzieé, jak zaskakujace okaza sie wyniki
badan i, co bardziej intryguje, jakie zrodza si¢ nowe
pytania.

e

oy

i

Redaguje Waldemar POMPE

A M 1057. Rozstrzygnaé, czy dla dowolnej liczby naturalnej n > 3 istnieje
n punktéw na plaszczyznie o nastepujacej wlasnosci: odlegtosé miedzy
D dowolnymi dwoma danymi punktami jest liczba niewymierna, zas
pole dowolnego trojkata o wierzchotkach w danych punktach jest liczba

E wymierna.

Rozwiazanie na str. 16

M 1058. Dany jest trojkat ABC, w ktéorym AB = AC oraz <A = 90° (rys. 1).
Punkty D i E leza odpowiednio na bokach AB i AC, przy czym AD = CE.
Prosta przechodzaca przez punkt A i prostopadia do prostej DE przecina prosta
BC w punkcie P. Wykaza¢, ze AP = DE.

Rozwiazanie na str. 3

M 1059. W czworokacie wypuklym ABCD przekatne AC i BD sa réwnej
dlugosci (rys. 2). Punkty M i N sa odpowiednio srodkami bokéw AD i BC.
Wykazaé, ze prosta M N tworzy réwne katy z przekatnymi AC i BD.
Rozwiazanie na str. 3

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 617. Biala bila uderza z predkoscia 40 cm - s~ w dwie identyczne bile B

i C (o tej samej masie i promieniu, co biala) stykajace sie (rys. 3). Obliczy¢
koncowa predko$é bil zakladajac, ze zderzenie jest idealnie sprezyste, bez tarcia,
i nastepuje najpierw z bila B (np. dlatego, ze jest ona minimalne przesunieta

w stosunku do (). Jak zmienilaby sie sytuacja, gdyby zderzenie nastapilo

F 618. Bila uderza w nieruchoma, identyczna bile (rys. 4). Jaki musi by¢
kat 6, aby po zderzeniu bile rozbiegly sie pod tym samym katem w stosunku

Rys. 3
u najpierw z bila C'?
Rozwiazanie na str. 16
Q G
v do predkosci poczatkowej ¢ 7
Rys. 4 Rozwiazanie na str. 16
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Kolejne prawdopodobne odkrycie
w Dubnej

W lutym ukazata sie praca [1] zespotu kierowanego

przez Yuria Oganessiana, w ktérej przedstawione jest
prawdopodobne odkrycie pierwiastkéw o liczbie atomowej
115 i 113. Przypomnijmy, ze wczedniej, w latach 1999-2002,
ten sam zesp6t donosit o prawdopodobnych odkryciach

w Zjednoczonym Instytucie Badan Jadrowych w Dubnej
(pod Moskwa) pierwiastkéw 114, 116 oraz o wykryciu
tanicucha rozpadéw niesprzecznego z produkcja pierwiastka
118. Jeszcze wezesniej odkryto tam pierwiastek 112.

Wszystkie prace, poczawszy od wytworzenia pierwiastka

114, polegaly na bombardowaniu radioaktywnych tarcz
plutonu ?*Pu, kiuru **Cm (pierwiastek 116), kalifornu
29Cf (przypuszczalnie pierwiastek 118) oraz ameryku 2** Am
(pierwiastek 115 i jego produkt rozpadu: 113) wiazka jonéw
wapnia “®Ca.

Za kazdym razem obserwowano pojedyncze przypadki
tanicucha rozpadéw wykrywane poprzez nastepujaca
sekwencje zdarzen: sygnal implementacji superciezkiego
jadra po przejsciu przez spektrometr masowy, sekwencja
rozpadéw z kazdorazows emisja czastki «, a nastepnie sygnat
spontanicznego rozszczepienia, wszystko w tym samym
miejscu detektora co implementacja.

W przypadku jadra 115 zaobserwowano trzy przypadki
bardzo podobnych rozpadéw (podobne czasy zycia, energie
czastek a1 energie rozszczepien) przy energii wiazki

248 MeV, interpretowanych jako sekwencja

28115 5 284113 5 280111 5 2TMt = *°Bh 5 *°Db

oraz jeden przypadek przy energii 253 MeV, interpretowany
jako sekwencja

27115 = 293113 5 27111 5 Mt S *7'Bh % *"Db

W pierwszym przypadku jadro poczatkowe miatoby
powstawaé z jadra wzbudzonego 2°'115, tworzonego

w wyniku potaczenia jader tarczy i pocisku, poprzez emisje
trzech neutronéw, a w drugim czterech.

Przeprowadzony eksperyment byl bardzo trudny. Cztery
wyselekcjonowane przypadki zostaty wybrane sposréd
miliardow kandydatéw. Do pelni szcze$cia potrzebne
byloby jednak powtérzenie przynajmniej jednej z odkrytych
reakcji przez inng grupe eksperymentalng. Niestety, nie
wydaje si¢ to mozliwe w najblizszej przysztosci, gdyz
Dubna jest jedynym miejscem, w ktérym dopuszcza

sie uzywanie radioaktywnych tarcz. By¢ moze grupa

z Darmsztadu bedzie mogta powtorzy¢ wezesniej badang
reakcje syntezy pierwiastka 112. Jest to o tyle wazne, ze nie
ma niezaleznego, doswiadczalnego potwierdzenia wartosci
prawdopodobienstwa produkcji w kanale z emisjg wielu
neutronéw. Konkurencyjnym procesem jest natychmiastowe
spontaniczne rozszczepienie. Drugim problemem jest fakt,
ze wszystkie obserwowane w Dubnej tancuchy rozpadow
(poczawszy od syntezy pierwiastka 114 w 1999 roku) nie
zawieraja znanych wczesniej jader — powstajace izotopy

nie byly nigdy wczesniej obserwowane, wigc nie mozna ich
uzy¢ jako potwierdzajacych odkrycie znacznikéw. Wzajemng,
konsystencje wynikéw poprawia co prawda to, ze tancuch
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rozpadow pierwiastka 116 zawiera sekwencje rozpadéw
pierwiastka 114, ale nadal sg to wyniki tylko jednego
eksperymentu. Po historii z odwotywaniem odkry¢
pierwiastkéw 118, 116 i 114 przez grupe z Berkeley wszyscy
wolg dmuchaé na zimne.

Cialo nadstale?

Tak mozna przettumaczy¢ angielski termin supersolid.
Chodzi o kolejna zadziwiajaca wlasnosé zimnej materii
odkryta przez naukowcéw z Pennsylvania State

University [2]. Maly dysk zostal najpierw wypelniony
porowatym krzemem (Vycorem (), a nastepnie nasaczony
ciektym helem. Catos¢ zostata oziebiona do temperatury

2 K i poddana ci$nieniu 63 atmosfer, co spowodowato
zestalenie helu. W ten sposéb otrzymane ciato state poddano
oscylacjom i mierzono czestosé rezonansows. Przy dalszym
ozigbianiu okazalo sie, ze czestosé ta gwaltownie obniza sie
po przekroczeniu temperatury 175 mK.

Narzucajaca sie interpretacjg zjawiska jest uznanie, ze
zaobserwowano nadciektos¢ zestalonego helu. Tylko jak ciato
state moze by¢ nadciekle? Z teoretycznego punktu widzenia
nie jest to niemozliwe. Odpowiednio zimne atomy, nawet
jezeli tworza krysztal, zaczynaja mie¢ kwantowe rozmiary
poréwnywalne z rozmiarami krysztatu. Jednoczesnie sa
przeciez nierozréznialne. To wystarcza, zeby mogtla zajsé
kondensacja Bosego-Einsteina. Tym bardziej ze tworzony
krysztal jest ,dziurawy” ze wzgledu na szkielet z porowatego
materiatu.

Naukowcy sprawdzali te interpretacje na wiele sposobow.
Miedzy innymi przeprowadzajac kontrolne do$wiadczenie
z helem 3, dla ktérego zwykta kondensacja B-E nie jest
mozliwa. | rzeczywiscie, zmiany czestosci rezonansowej

w tym przypadku nie zaobserwowano.

Przeciwnicy tej interpretacji twierdza jednak, ze zmniejszenie
czestosdci rezonansowej moze by¢ powodowane niecatkowitym
zestaleniem helu.

Na ostateczne rozwiazanie trzeba jeszcze poczekaé.
Piotr ZALEWSKI

[1] Yu. Ts. Oganessian i inni, Ezperiments on the synthesis of element
115 in the reaction 2 Am(*®Ca, zn)?°1 =115, Phys. Rev. C 69
021601(R) (2004)

[2] E. Kim i M.H.W. Chan, Probable observation of a supersolid
helium phase, Nature, 15 stycznia 2004

Sprostowanie

W styczniowych aktualnosciach, nie doéé¢ ze pozbawitem
Heike Kamerlingh-Onnesa pierwszego czlonu nazwiska,

to jeszcze nazwalem go Dunczykiem, podczas gdy byl on
Holendrem. .. Dzigkuje za zwrdcenie mi uwagi na ten btad
profesorowi Andrzejowi Kajetanowi Wréblewskiemu.

Za moj blad bardzo przepraszam Czytelnikéw. Przypomne
tylko jeszcze, ze Kamerlingh-Onnes dostal w 1913 roku
Nagrode Nobla z Fizyki za skroplenie helu, ktérego
dokonal w stworzonym przez siebie laboratorium
kriogenicznym w Lejdzie, zastuzenie uwazanym przez
wspblczesnych za najlepsze na $wiecie. Byt rowniez
odkrywcg nadprzewodnictwa.



Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 2004
UWAGA!

ZMIANA ADRESU
DO KORESPONDENCJI!

Zadania z fizyki nr 376, 377

376. Do jednorodnej ptytki o ksztalcie kota doczepiono
dwie sprezynki w przeciwleglych punktach obwodu,
napieto sprezynki pewna sila, a drugie ich konce
zamocowano, tak ze w polozeniu réwnowagi dltugoéé
kazdej sprezynki jest réwna promieniowi kola (rysunek).

Jedli w ruchu postepowym plytki wzdtuz osi pionowe;j
okres matych drgan jest réwny T, to ile wynosi okres

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Redaguje Jerzy B. BROJAN
malych drgan dla ruchu obrotowego:
a) woko! osi prostopadlej do plaszezyzny rysunku
i przechodzacej przez srodek kola,
b) wokdl pionowej osi przechodzacej przez $rodek kota?

377. Obwod sklada sie z n wezléw polaczonych kazdy

z kazdym opornikami o oporze r.

a) Obliczy¢ opér zastepczy miedzy dwoma wezlami sieci
(n>2).

b) Zwarto dwa wezly tego obwodu. Obliczy¢ opor
zastepczy miedzy tymi dwoma weztami a dowolnym
innym (n > 3).

¢) Zwarto dwa wezly tego obwodu. Obliczy¢ opér
zastepczy miedzy dwoma innymi weztami (n > 4).

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 12/2003
Przypominamy tresé¢ zadan:

368. Dyzio strasznie dzisiaj dokazywal, gdy wyszedl na spacer

na zewnatrz stacji kosmicznej krazacej wokot Ziemi. Zamiast pilnowac
swojej pitki, rzucit ja gdzies i zanim ktokolwiek si¢ zorientowal, juz

jej nie byto. ,,Dyziu, nie zaémiecaj Kosmosu,” — upomniat go tata —
»kazdy swobodnie lecacy przedmiot moze by¢ przyczyna katastrofy
innych stacji!”. ,,Jak to dobrze, ze przynajmniej nam nic z tego
powodu nie grozi!” — odpowiedzial niegrzeczny chlopiec. ,,Zalujg tylko,
ze mi zginela, bede si¢ rozgladal, czy kiedy$ nie przeleci obok, moze ja
ztapig”.

Czy pitka moze w przyszlosci stanowi¢ zagrozenie dla tej stacji?

Czy Dyzio ma realng szanse ja odzyskac? Zakladamy, ze stacja i pitka
poruszaja si¢ tylko pod wplywem grawitacji ziemskiej, a Ziemia
przycigga tak, jak punkt materialny. Rozwazy¢ przypadki stacji

poruszajacej sie po orbicie kotowej i eliptycznej.

369. Silnik rakietowy spala tacznie 100 g wodoru i tlenu na sekunde,
a temperatura w komorze spalania wynosi 1000 K. Obliczyé
przyblizong warto$¢ sity ciagu silnika.

368. Ruch stacji i pitki zachodzi po krzywej zamknietej
(elipsie), a niewielka zmiana warunkéw poczatkowych
wynikajaca z rzutu wykonanego przez Dyzia oznacza
niewielky zmiane orbity pitki w poréwnaniu z orbita stacji.
Orbity te maja jeden lub dwa wspdélne punkty, przy czym
w przestrzeni trojwymiarowej drugi przypadek jest mato
prawdopodobny (wymaga to odpowiedniego dobrania
kierunku rzutu pitka). Jesli spotkanie nastapi w punkcie
poczatkowym, to wzgledna predkosé obu ciat bedzie taka
sama, jak na poczatku — a wiec rowna predkosci rzutu

(i catkowicie niegrozna dla bezpieczenistwa lotu). W drugim
przypadku zasada zachowania energii méowi nam, ze

(01 + 17)1)2 — (To + 1170)2 =i - 1)37
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gdzie w jest predkoscig wzgledna, a indeksy 0 i 1 odnosza
sie do dwbch punktéw przecigcia orbit. Poniewaz w jest
znacznie mniejsze od v, wiec w przyblizeniu ¥y - Wo = U1 - W1 .
Zatem sktadowa predkosci wzglednej wzdtuz wektora
predkosci orbitalnej stacji moze by¢ w drugim punkcie
przeciecia kilkakrotnie wigksza albo mniejsza od jej wartosci
poczatkowej, w stosunku odwrotnym do tego, jak zmieni si¢
sama predkos$é¢ orbitalna. Podobny wniosek wynika z zasady
zachowania momentu pedu w odniesieniu do prostopadtych
do wektora wodzacego 7 sktadowych predkosci wzgledne;j.
Ostatecznie nic szczegdlnego nie grozi stacji ze strony pitki,
chyba ze orbita stacji jest bardzo wydtuzona (np. jesli
predkosé orbitalna zmienia si¢ o czynnik rzedu tysiaca. . .).

Nie rozpatrujemy szczegétowo kwestii, czy stacja i pitka
ming punkt przeciecia ich orbit jednoczesnie. Na ogét okresy
obiegu orbit beda niewspdéimierne, czyli spotkanie wymaga
bardzo szczegdlnego zbiegu okolicznosci. Wyglada na to, ze
Dyzio bedzie potrzebowal wiele szczescia, zeby schwytaé
pitke!

369. W temperaturze 1000 K srednia kwadratowa predkosé
czasteczek wody wynosi

UZU%ZHBOIH/S.

Predkosé wyrzucanych gazéw moze sie zblizy¢ do tej
wartosci — jesli przyjmiemy, ze sg réwne, to z drugiej zasady
dynamiki w postaci

_dp _dm

Tar T dt
obliczymy site ciaggu F' = 118 N. Dla realnego silnika wynik
ten nalezy uwazaé jedynie za gérne ograniczenie.



Klub 44 Zadania z matematyki nr 479, 480

Redaguje Marcin E. KUCZMA
® 479. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace dla z,y € R réwnanie
' — FUF@) + £(w)) = wf (@) + .
o 480. Czy istnieje dodatnia liczba catkowita a majaca te wlasnosé, ze dla kazdej

tréjki dodatnich liczb catkowitych k, ¢, m iloczyn

k L m
Termin nadsylania rozwiazan: a (a’ + 1) (a + 2)

30 VI 2004  da si¢ przedstawié¢ jako suma dwédch kwadratow liczb catkowitych?

UWAGA! . .

Zadanie 480 zaproponowal pan Michal Adamaszek z Ket.
ZMIANA ADRESU
DO KORESPONDENCJI! Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 12/2003

Przypominamy tres¢ zadan:

471. Wyznaczyé wszystkie rzeczywiste pierwiastki rownania (z + 1)(z? + 1)(z® + 1)(z* + 1) = 210 2°.
472. Czy istnieje nieskonczony ciagg liczb rzeczywistych a1, a2, as, ... taki, ze szereg
a1 + az + a3z + ... jest zbiezny, a szereg a‘f + até + ag + ... jest rozbiezny?

471. Niech = bedzie jednym z szukanych pierwiastkow; oczywiscie x # 0. Wymnazajac
czynniki lewej strony oraz dzielac réwnanie stronami przez 2° mamy
Pttt 42t 4242420 422 e 2 270 = 210.
Przyjmijmy x 4+ 2~ = ¢ oraz skorzystajmy z tego, ze sumy postaci ¥ + 2~ wyrazaja
sie wielomianowo przez ¢:
x2+x72:t272, x3+x73:t373t,
2t 47t :t474t2+2, z° + 27" =t° — 5% + 5.
Po podstawieniu tych wyrazen do naszego réwnania otrzymujemy
5+ t* — 4t® — 267 + 4¢ = 210,
czyli
(t — 3)(t* + 4> + 8t + 22t + 70) = 0.
Wielomian w drugim nawiasie daje sie zapisa¢ jako
2 11\2 159
2
t 2t 41t + — —
() wa(ee ) + 57
przyjmuje wiec tylko wartosci dodatnie. Zatem ¢t = 3 i mamy odpowiedz: jedynymi
pierwiastkami rzeczywistymi rozwazanego réwnania (stopnia 10) sa dwa pierwiastki
réwnania kwadratowego z 4+ ' = 3, czyli liczby 1(3 & V5).

472. Istniejy szeregi »  a, majace podana wlasnosé. Przyktady nietrudno wskazadé,
korzystajac z takiego faktu:

Jezeli (xy,) jest malejacym ciggiem liczb dodatnich, zbieznym do zera, to szereg

o \ (*) 1+ x2— 203+ T4+ 25 — 206 + 7+ 28 — 229 + ...

C_\/ jest zbiezny.

b /\ Uzasadnienie: oznaczajac n-ta sume czesciowa szeregu (x) przez S, wykazujemy, ze
ciag (Ssn) jest rosnacy i ograniczony z gory:

S3n — S3n—3 = (T3n—2 — Z3n) + (T3n—1 — T3n) > 0;

Szn =x1 + 22 + Z((l'3i+1 —x3;) + (T3i42 — -’Eaz)) — I3p+1 — T3n+2 < T1+ T2}
i=1
stad zbieznos¢ ciagu (Ssn), wiec i ciagu (Sy), skoro z, — 0. (Natychmiastowe
uzasadnienie przytoczonego ,faktu” mozemy takze otrzymadé, powotujac sie
na kryterium Dirichleta zbieznosci szeregéw).

A zatem zbiezny jest, na przyktad, kazdy z szeregdw > an, Y bn, gdzie

/1/n dla n=3k+1, 1/n dla n=3k=+1,
an = . by, =
—-23¢/1/n dla n = 3k, —2/n dla n = 3k.

Czoléwka ligi zadaniowej

Klub 44 F P
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan rzy tym
— ; — 3
364 (WT = 1»02) 11306/520(3’?')/7" = 2,20) b — ) Gn dla n =3k +1,
Z numeru n —
ai+% dla n = 3k.

Marian Lupiezowiec — Gliwice 21,09 . . L, . X L,
Andrzej Idzik _ Bolestawiec 15,32  Ze zbieznodci szeregu ) b oraz rozbieznodci szeregu » 1/k wynika wiec rozbieznosé
Tomasz Wietecha  — Tarnéw 15,03 szeregu » a3 i mamy przyklad szeregu > an, o jaki chodzito.
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Rozwigzanie zadania F 617.

Z zasady zachowania pedu i energii oraz
z zalozenia, ze nie ma tarcia, mamy
zwiazek miedzy predkoscia poczatkowa
bili a predkosciami bil po zderzeniu

[ . o 0y N
v, = sin0(v, sinf — v, cosf),
’r . o N Qi
vy, = cos 0(vy cos — v, sinb),
U = vz cosB + vy sin 6.

Po zastosowaniu do naszej sytuacji (rys.)
obliczamy, ze po uderzeniu w bile B

vl =10, v =-10V3~ —17

Yy

i predkosé bili B u = 20v/3 ~ 35.

Chwile potem biata bila uderza w bile C,

w wyniku czego zyskuje ona predkosé
w = 103 &~ 17, a biala

vl =-5 i v =5V3x0,

x
wszystkie wyniki w cm - s~ Gdyby
najpierw nastapito zderzenie z bila C,
to wlasnie ona mialtaby na koniec 2 razy
wiekszg predkoéé niz B. Jest to przyktad
sytuacji, gdzie bardzo drobna zmiana
warunkéw poczgtkowych mocno zmienia
dalsze zachowanie ukladu.

Rozwigzanie zadania F 618.
Korzystajac z wzoréw wyprowadzonych
w poprzednim zadaniu: sytuacja taka
zajdzie, gdy
’
u v
£ —tgo = ——':/ =ctgl

Ug v,

czyli @ = Z.

Rozwigzanie zadania M 1057.

Takie punkty istnieja dla dowolnej liczby
naturalnej n > 3. Sa nimi na przyktad
punkty (k, k%) dla k=1,2,...,n.
Istotnie: pole tréjkata o wierzchotkach
(a,a?), (b,b?), (¢, c?) wynosi

1
5@ =0)(b —c)(c—a)l,

co jest liczbg wymierng, jesli a, b, ¢ sa
liczbami catkowitymi. Z kolei odleglosé
miedzy punktami (a, a?), (b, b?) jest

réwna
la —bly/(a+b)%+1,

co jest liczbg niewymierna, jesli a, b sa

réznymi liczbami catkowitymi dodatnimi.

Patrz w niebo

Do konica XX wieku (lub jak kto woli, do konica drugiego tysiaclecia) sondy
kosmiczne sfotografowaly trzy satelity planetoid: 951 Gaspry (to zrobila sonda
Galileo w 1991), 243 Idy (tez Galileo) i 253 Mathildy (sonda NEAR, od Near
Earth Asteroid Rendezvous). Pierwsze sygnaly, ze niektére planetoidy moga mieé
satelity pojawily sie pod koniec lat 1970. Wydawalo si¢ mianowicie czasami, ze
gwiazda, przed ktéra planetoida przechodzi, jest wtedy zakrywana przez cos
jeszcze. Doniesienia te zostaly jednak przyjete z rezerwa. Dalsze argumenty

za obecnoscia satelitéw pochodzily z fotometrii samych planetoid. Okresowe
zmiany jasno$ci planetoidy dowodza przede wszystkim jej rotacji. Ale w 1994 r.
stwierdzono, ze planetoida 1994 AW1 oprdcz zmian jasnosci z okresem 2,5 h
przygasa tez co 11,2 h. Z charakteru tych zaé¢mien wywnioskowano zreszta, ze
satelita ma rozmiary w przyblizeniu potowy planetoidy i obiega ja w okresie
22,4 h, a to co sie obserwuje, to naprzemienne zakrycia planetoidy przez satelite
i satelity przez planetoide. Podobna rzecz odkryto w 1997 r. u planetoidy

1991 VH (zmiany jasno$ci w okresie 2,6 h i przygasniecia co 33 h) oraz

u 3671 Dionysusa (okres rotacji 2,7 h i zaémienia co 28 h).

Pierwszego satelite planetoidy zobaczono (dostownie) z powierzchni Ziemi przy
45 Eugenii w 1998 r. Dostatecznie ostry obraz planetoidy z satelita uzyskano
za pomoca 3,6 m kanadyjsko-francuskiego teleskopu na Hawajach, gdyz jego
gltowne lustro mozna w utamkach sekund tak deformowac, zeby skompensowane
zostaly znieksztalcenia obrazu powodowane przez ziemska atmosfere (nazywa
sie to optyka adaptacyjna). Satelite nazwano Maly Ksiaze. Za pomoca tego
teleskopu zobaczono tez w 2000 r. satelite planetoidy 762 Pulcova, a za pomoca
10-metrowego teleskopu Keck II (réwniez stojacego na Hawajach i majacego
réwniez te mozliwosci) satelite 90 Antiopy. Z roku 2000 sa tez pierwsze
doniesienia o analogicznym odkryciu dokonanym metoda radarowa. Ale dosé
tych wyliczanek! Jak wida¢ technik obserwacyjnych jest sporo i wynikéw
obserwacji tez, co wiecej — w wielu przypadkach mozna nie tylko stwierdzié¢
sam fakt istnienia satelity, ale okresli¢ jego orbite i oszacowaé rozmiary, czasem
nawet gestosé. Skoro tyle planetoid ma satelity, to az dziwne, ze Merkury
i Wenus ich nie maja.

Tomasz KWAST

Kwiecien

W kwietniowe wieczory niemal w zenicie wida¢ Wielka Niedzwiedzice, a na
potudniu Lwa. Zaréwno miedzy tymi dwoma gwiazdozbiorami, jak i od Lwa
ku horyzontowi, brak jest jasnych gwiazd, a obecne tam gwiazdozbiory sg mate
i niepozorne. Wprawdzie Hydra, lezaca na poludnie od Lwa, jest najdtuzszym
gwiazdozbiorem calego nieba, ale rowniez nie zawiera jasnych gwiazd, przez

co bardzo trudno ja zlokalizowa¢. Dwa z tych malych gwiazdozbioréow, Matego
Lwa (na péinoc od Lwa) i Sekstant (na potudnie), wprowadzil na niebo
Heweliusz w 1690 r. Gwiazdozbiory te z mitologia nie maja nic wspoélnego,
natomiast Hydra ma przedstawia¢ jednego z najpaskudniejszych potwordw

w calej mitologii. Obszary tych gwiazdozbioréw, jako polozone daleko od Drogi
Mlecznej, obfituja w galaktyki i ich gromady, ale sa to obiekty dostepne tylko
dla wielkich teleskopéw. Najjasniejsza gwiazda Lwa (Regulus) i najjasniejsza
Sekstantu lezg niemal dokladnie na jednym poludniku niebieskim, z czego
pierwsza na ekliptyce, a druga na réwniku niebieskim.

Wenus i Mars sa w Byku i wieczorem chyla sie ku zachodowi. Saturn jest

w Bliznigtach i dobrze go wida¢ w zachodniej czesci nieba, a Jowisz w Lwie,
przez co widaé go praktycznie przez cala noc. Pelnia Ksiezyca wypada 5 IV,

a néw 19 IV. W dniu nowiu nastapi czeéciowe za¢mienie Stonca, widoczne
jednak tylko na Antarktydzie i jej okolicach. Poza Stonicem zadnych jasnych
gwiazd w kwietniu Ksiezyc nie zakryje, jedynie 23 IV przejdzie w poblizu Wenus
(w odleglosci 195), ale w ciagu dnia, oraz wieczorem w odleglosci 2° od Marsa.

T. K.
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PIATA KOLUMNA

Instytut Badan Niepowaznych ufundowat stypendium dla
mlodego naukowca. Poproszono Cie¢ o wstepnag selekcje
kandydatéw.

Kandydaci przychodza do Ciebie w losowej kolejnosci

na rozmowe kwalifikacyjna. Ty jeste§ w stanie poréwnaé
kwalifikacje dwoch kandydatow, ktorzy jeden po drugim
przyszli na rozmowe, jednak poréwnanie kwalifikacji
kandydatéw, z ktérymi rozmawiates w wiekszym odstepie
czasu, jest dla Ciebie niewykonalne. Przy tym zadnych
dwoéch kandydatéw nie ma doktadnie takich samych
umiejetnosci, zawsze ktorys jest, choéby nieznacznie, lepszy.
I ty to bezbtednie wychwycisz, o ile miedzy nimi nie bedziesz
rozmawial z innym kandydatem.

Poniewaz ma to by¢ tylko wstepna selekcja, z kazdym
porozmawiasz tylko raz. Zapisujesz na kartce nazwisko
pierwszego kandydata. Jedli drugi jest od niego lepszy,
zapisujesz je pod nazwiskiem pierwszego, jesli gorszy,
zapisujesz jego nazwisko w drugiej kolumnie.

Tak samo postepujesz z kazdym kolejnym kandydatem,
zapisujesz jego nazwisko pod nazwiskiem poprzednika,

jesli jest od tego poprzednika lepszy. Jesli zas jest gorszy
od poprzednika, zapisujesz jego nazwisko w nowej
kolumnie. W ten sposob cala zebrana przez Ciebie wiedza
o kandydatach odzwierciedlona jest w uktadzie ich nazwisk.

Jesli na przyktad kolejno wchodzili na rozmowe panowie:
Aber, Baber, Czaber, Daber, Ezaber i Faber, to zapis:

Aber Daber Ezaber
Baber Faber
Czaber

oznacza, ze Baber jest lepszy od Abera, a jeszcze lepszy od
Babera jest Czaber. Z kolei Daber jest gorszy od Czabera,
ale lepszy od Ezabera. Faber wypadl natomiast lepiej niz
Ezaber.

W miare jak przychodza kolejni kandydaci, zaczyna
by¢ troche nudnawo, wiec czes¢ swojej uwagi kierujesz
na nastepujace zagadnienie:

Jaka jest warto$é oczekiwana liczby kandydatéw
zapisanych w pierwszej kolumnie?

Nietrudno obliczy¢, ze w przypadku n kandydatéw, wartosé
oczekiwana liczby nazwisk zapisanych w pierwszej kolumnie

jest réwna
1 1 1
ETR TR

co dla duzych n jest w przyblizeniu réwne
e—1~1,718281828.

A jaka jest wartos¢ oczekiwana liczby nazwisk zapisanych
w drugiej kolumnie?

)

1
1 —
+5+

To juz troche trudniejsze pytanie. Okazuje si¢ jednak,
ze w przypadku n kandydatéw jest ona réwna
1 4 11 2" —n—1
5+§+I+...+T,
co przy n dazacym do nieskonczonosci dazy do

e — 2e &~ 1,952492442.
Widzimy wiec, ze w drugiej kolumnie srednio pojawi sie
wiecej nazwisk niz w pierwszej, przy czym zjawisko to mozna
bedzie zaobserwowaé juz przy 5 kandydatach!

Dlaczego $rednia dtugos¢ drugiej kolumny jest wigksza

niz pierwszej? Po prostu pierwszy kandydat w pierwszej
kolumnie jest zupelnie przecietny (czy raczej: doskonale
losowo wybrany), podczas gdy drugiej zapewne nie otwiera
supergeniusz, bo w koncu okazat sie stabszy od swego
poprzednika. Skoro drugg kolumne rozpoczyna kandydat
statystycznie stabszy, nic dziwnego, ze ma szanse¢ si¢ w niej
znalez¢ wiecej nazwisk.

A jaka jest oczekiwana Srednia dtugosé trzeciej kolumny?

Juz dla n =9 jest ona dtuzsza niz druga kolumna, jej srednia
dtugos¢ przy n dazacym do nieskonczonosci wynosi

e? — 3¢ + ge ~ 1,995791369 .

7Z kolei czwarta kolumna jest $rednio dtuzsza od trzeciej
poczawszy od n = 13, a jej graniczna dtugosé to

et — 4e® 4+ 46% — ge ~ 2,00003885 .

Piata kolumna natomiast jest srednio dtuzsza od czwartej
dla n > 20 i ma graniczna diugosé
155 10, 5

+ —e ~ 2,000057579 .

5 4
e 5e+2e 3e o

Przyznaje uczciwie, ze robi si¢ to nudne. Kazda nastepna
kolumna jest srednio dtuzsza od poprzedniej dla duzych n,
a jej graniczna dhlugosé dana jest jakim$ wzorkiem z e.

Srednia dlugosé széstej kolumny jest w granicy réwna

8 — 66 + 12¢% — 96 + 262 — % ~ 2,000005073

9 |2-5,157-1077

10 | 2+ 1,206 - 109

11| 2+1,937-10710
12 | 2 —-9,085- 1014
13 | 2—2,978- 10712
14 | 2—-2,810-10"13
15| 241,904 - 10~ 14
16 | 246,113 -10715
17| 2+2,871-10716
18 | 2 —6,653-10~17
19 | 2 —1,070- 1017
20 | 245,949 - 10721
21| 24 1,647-10~19
22 | 241,551 -10~20
23| 2—1,056 1021
24| 2—3,380-10722
24| 2—1,582-10~23

i jest mniejsza od dlugosci piatej
kolumny!

Pigta kolumna jest Srednio
najdtuzsza ze wszystkich!
I to poczawszy od n = 20.

Siédma kolumna jest érednio
krétsza od szostej i ma graniczng
dtugosé 1,9999996401.

7Z kolei 6sma jest érednio dtuzsza
od siédmej dla n > 31 i jej dtugosé
dazy do 1,9999998889.

Graniczne dtugosci $rednie
kolejnych kolumn podane sa

w tabeli obok. Jak widaé, sg one
bardzo bliskie 2.

Korespondencje¢ do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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