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Rola opéznienia
w modelowaniu zjawisk przyrodniczych
Urszula FORYS

Wszystkie procesy, ktore obserwujemy w naturze, zachodza z pewnym
opdznieniem w stosunku do momentu inicjacji danego procesu. Mozemy

w tym miejscu spytac, co oznacza okreslenie ,moment inicjacji”. Odpowiedz
zalezy od rozpatrywanego zjawiska. Jesli analizujemy podstawowe procesy
zachodzace w komérkach (typu: proliferacja — czyli namnazanie, apoptoza —
czyli $mieré programowa), to okazuje sie, ze momentem inicjacji jest wyslanie
pewnego sygnalu (najczesciej chemicznego) i od chwili wyslania tego sygnatu
do zajscia danego zjawiska uplywa pewien czas, ktéry nazywamy opoznieniem
tego zjawiska. Przechodzac na poziom calych organizméw, mozemy omawiaé
bardzo rézne procesy. W modelowaniu dynamiki populacji najczesciej bierzemy
pod uwage procesy rozrodczosci i $miertelnosci. Momentem inicjacji procesu

rozrodczosci jest zaplodnienie, a sam proces obserwujemy w chwili narodzenia
nowego osobnika. Widzimy wiec, ze opdznienie procesu rozrodczosci moze
przyjmowa¢ bardzo duze wartoéci. W przypadku procesu $miertelnosci

W zwiazku z pytaniami podajemy
adres strony, na ktérej mozna

jednoznaczne zdefiniowanie momentu inicjacji przysparza pewnych trudnosci.
Niemniej jednak mozna rowniez wyodrebni¢ pewne sygnaly biochemiczne.

znalez¢ informacje o prezentowanym  Poréwnujac opéznienia procesu proliferacji i rozrodezosci, np. w populacji stoni,

w Delcie 1/2004 pismie ,Magazyn
Mito$nikéow Matematyki”:
www.atut.ig.pl/mmm

stwierdzamy, ze ich wielkosci sa diametralnie rézne. Wydawatoby sie zatem, ze
mniejsze opdznienie mozemy zaniedbac, a tylko zastanawiaé si¢ nad braniem pod
uwage duzego. Takie podejscie nie zawsze jest stuszne. Powinnidmy pordwnad

wielkos$¢ op6znienia z czasem trwania innych procesoéw. Moze sie wtedy okazac,
ze rOwniez matego opdznienia nie powinnismy pomijac.

Przejdziemy teraz do oméwienia efektéw wprowadzenia
opo6znienia w modelu matematycznym. Dla uproszczenia
bedziemy méwié o modelu jednowymiarowym
opisujacym zmiany liczebnosci (zageszczenia)

pewnej populacji. Na poczatku oprzemy sie

na najpopularniejszym modelu tego typu, czyli
roéwnaniu logistycznym, a potem przejdziemy

do troche bardziej skomplikowanego modelu wzrostu
nowotworu.

Roéwnanie logistyczne.
Niech N (t) oznacza zageszczenie populacji w chwili ¢,

- dN
aN = i chwilowa zmiane zageszczenia.

N(t) = rN(t) (1 ~ %) 7

Wtedy:

gdzie r — wspolezynnik rozrodczosci, K — pojemnosé
srodowiska.

Badamy, w jaki sposéb zmienia sie liczebnosé populacji
w czasie. W modelu logistycznym zaktada sie, ze
liczebno$¢ ta wzrasta w procesie rozrodczosci (Srednia
liczba osobnikéw potomnych jednego rodzica jest stala),
natomiast maleje na skutek konkurencji o ograniczone
zasoby $rodowiska (osobniki konkuruja, jesli sie
spotykaja, liczba spotkan jest losowa, modeluje sie ja
jako funkcje kwadratu liczebnosci populacji). Kazde
rozwiazanie rownania logistycznego zmierza wraz

z upltywem czasu do pewnej wielkosci, ktérg nazywamy
pojemnodcia $rodowiska (rys. 1).
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Rys. 1. Rozwigzania réwnania logistycznego dla réznych poczatkowych
liczebnosci populacji.

Pojemnos¢ ta mierzy liczbe osobnikéw, ktora dane
srodowisko moze wyzywi¢. Jak widzimy na rysunku 1,
rozwiazania sa zbiezne do pojemnosci srodowiska
monotonicznie (maleja lub rosna). Rozwiazanie
stacjonarne (tzn. niezmienne w czasie), ktére przyciaga
inne rozwiazania ze swojego otoczenia, nazywamy
stabilnym (taka jest wlasnie pojemnosé srodowiska

w réwnaniu logistycznym). Natomiast jesli rozwiazanie
odpycha rozwiazania, ktére zaczynaja sie blisko, to jest
ono niestabilne (np. rozwiazanie zerowe w réwnaniu
logistycznym).

Sprobujmy teraz wprowadzi¢ op6znienie do réwnania
logistycznego. W klasycznym podejéciu robi sie

to w nastepujacy sposéb. Modelujemy wielko$¢,

ktéra ekologowie nazywaja przyrostem per capita,

czyli zmianeg liczebnoéci przeskalowang przez liczbe
osobnikéw. Zaklada sie, ze wielko$é ta jest malejaca
liniowa, funkcja liczebnosci, przy czym w réwnaniu

z opOznieniem bierzemy pod uwage liczebno$¢ populacji



w chwili t — 7, gdzie 7 > 0 obrazuje opdznienie zmian
liczebnosci (stale dla uproszczenia).

Klasyczne réwnanie logistyczne z op6znieniem

N(t) = rN(t) (1 - W) :

Réwnanie to ma kilka interpretacji biologicznych.
Zaprezentujemy jedna z nich. Rozwazamy populacje
roslinozercow, ktére zywia sie pewnymi roslinami,

ale rodliny te nadaja si¢ do zjedzenia tylko gdy osiagaja
wiek 7. Jednoczesnie w wieku 7 rosliny rozsiewaja
nasiona. Jesli zostaly zjedzone, to nie rozsiewaja nasion.
Wobec tego ilo$¢ pozywienia dostepnego dla populacji
w chwili ¢ zalezy od tego, ile roslin zostato zjedzonych
w chwili t — 7, a zatem od liczby osobnikéow w tej
chwili. Stad w przyroscie per capita rozpatrujemy
funkcje zalezna od chwili t — 7, a nie od obecnej

chwili ¢. Jaki ma to wplyw na zachowanie rozwiazan?
W szezegblnoscei — jak od wielkosci opdznienia zalezy
stabilnosé rozwiazan stacjonarnych?

Okazuje sie, ze jedli dane rozwiazanie stacjonarne jest
niestabilne w modelu bez opdznienia, to pozostaje
niestabilne dla dowolnego 7 > 0. Znacznie ciekawsze
efekty uzyskujemy w przypadku rozwigzan stabilnych
dla 7 = 0. W zaleznosci od parametréw modelu moze si¢
zdarzy¢, ze rozwiazanie pozostaje stabilne bez wzgledu
na wielkos¢ opéznienia lub, jak w przypadku rownania
logistycznego, istnieje pewna krytyczna wielkosé

opéznienia 7. > 0, w ktorej nastepuje zmiana stabilnosci.

Konkretnie — dla 0 < 7 < 7. rozwiazanie pozostaje
stabilne, natomiast po przekroczeniu tej wielkosci
nastepuje utrata stabilnosci. Bardzo czesto zdarza sie,
ze w momencie utraty stabilnosci rozwiazania staja
sie oscylujace. Tego typu zachowanie, gdy rozwiazanie
stacjonarne przestaje by¢ stabilne i pojawiaja sie
rozwiazania okresowe, nazywamy bifurkacja Hopfa.

W réwnaniu logistycznym z opdznieniem obserwujemy
wlasnie bifurkacje Hopfa. Rysunki ponizej obrazuja
zachowanie rozwiazan w zaleznosci od opdznienia.
Jesli opdZnienie jest niewielkie (rys. 2), to rozwiazania
niewiele réznia sie od tych, ktore otrzymujemy bez
op6Znienia (rys. 1).
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Rys. 2. Rozwigzania réwnania logistycznego z op6znieniem dla malego
op6znienia.

Wraz ze wzrostem opdZnienia (ale 7 < 7.) rozwiazania
zaczynaja oscylowaé wokol pojemnosci $rodowiska, przy
czym w dalszym ciggu sg przyciagane przez rozwiazanie
stacjonarne — rysunek 3.
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Rys. 3. Rozwigzania réwnania logistycznego z opdznieniem dla
wigkszego opdznienia.

Dalszy wzrost opdznienia (7 & 7.) powoduje
powstawanie oscylacji niegasnacych — rysunek 4.
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Rys. 4. Rozwigzania réwnania logistycznego z opdznieniem dla
opéznienia krytycznego.

Jedli opéznienie znacznie przekracza wartosé krytyczna,
to poczatkowo amplituda oscylacji rosnie, ale po
pewnym czasie ustala sie i wszystkie rozwiazania
pozostaja ograniczone (rys. 5).

16
14
12
10

S N e DY

0 \jf) IOj l15 j20 25j 30

Rys. 5. Rozwigzania réwnania logistycznego z opdznieniem dla duzego
opdznienia.

Inne réwnania z op6znieniem moga mieé rozwiazania
nieograniczone.

Wyobrazmy sobie teraz nastepujaca sytuacje. Niech
nasza populacja ma do wyboru co najmniej dwa typy
pozywienia o podobnych wlasno$ciach, ale zjadane
rosliny rozsiewaja nasiona w réoznym wieku. Mamy
zatem zalezno$¢ przyrostu per capita od co najmniej
dwéch momentéw w przeszlosci, t — 7, t — 7o, 71 # To,
T1, Tg > 0.

Roéwnanie logistyczne z dwoma opéznieniami
N(t) =rN(t) (1 =Nt —11) — boN(T — 12)),
1
by +bo
Nasuwa sie w tym momencie pytanie, czy wprowadzenie
wiekszej liczby opdznien zmienia w istotny sposob

przy czym pojemno$é $rodowiska to K =



zachowanie rozwiazan. Oczywiscie, znéw zalezy to
od parametréw rozpatrywanego modelu. Réwnanie
logistyczne nie jest najlepsza ilustracja dla tego
przypadku, przejdziemy wiec do modelu opisujacego
wzrost symetrycznego przestrzennie guza. W modelu
tym uwzglednia sie procesy proliferacji i apoptozy
komorek nowotworowych. Jesli zalozymy, ze proliferacja
zachodzi z opdZnieniem 7 > 0, a apoptoza z innym
opdznieniem 72 > 0, to otrzymujemy rownanie,

w ktérym mozemy zaobserwowaé czeste zmiany
stabilnoéci w zaleznosci od wielko$ci opéznien.

Réwnanie wzrostu guza
. a 5
N({t)=—=cN({t—m12)+0.N(t—1)— ENg(t —T71),
gdzie a oznacza stala konsumpcji sktadnikéw
pokarmowych przez komorki nowotworowe,

oe — zewnetrzne stezenie sktadnikéw pokarmowych,
¢ — stala proliferacji.

Ustalmy pewna wielko$¢ op6znienia 7 > 0 i zbadajmy,
co si¢ dzieje przy wzroscie 75. Dla malego 7o zachowanie
jest podobne jak dla 7 = 0 — rysunek 6.
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Rys. 6. Wzrost guza dla 79 =01 72 = 0,1.

Nastepnie mamy pierwsza warto$é krytyczna 75°,
przy ktorej wystepuje bifurkacja Hopfa (rys. 7).
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Rys. 7. Wzrost guza dla pierwszej wartosci krytycznej opéznienia 7'261 .

Potem obserwujemy niestabilno$¢ — rysunek 8.
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Rys. 8. Wzrost guza dla opéznienia 7o pomig¢dzy wartosciami
krytycznymi.

Kolejna warto$¢ krytyczna 752 > 75' daje stabilizacje

(rys. 9), itd.
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Rys. 9. Wzrost guza dla opéznienia mo powyzej drugiej wartoéci
krytycznej.

W zaleznoéci od parametréw takich wartosci
krytycznych moze by¢ wiecej. Jest to gtéwna roznica
miedzy modelem z jednym opdznieniem i z wigksza
liczba opdznien. Przy jednym opdznieniu moze by¢

co najwyzej jedna warto$é¢ krytyczna, natomiast przy
co najmniej dwoch opdznieniach — wartosci krytycznych
moze by¢ znacznie wiecej.

W omawianym przez nas modelu wzrostu guza
wystepuje duze opdznienie procesu apoptozy przy
ustalonym (stosunkowo niewielkim) opdznieniu procesu
proliferacji. Nasuwa sie w zwiazku z tym pytanie,

czy co$ takiego ma sens biologiczny. Wieloletnie
badania dotyczace procesu apoptozy u nicieni
(Nagroda Nobla w 2002 r.) sugeruja, ze zablokowanie
sygnalu inicjujacego apoptoze (w efekcie duze
opéZnienie tego procesu) moze mieé¢ kluczowe znaczenie
w rozwoju nowotworéow. Wydaje si¢ zatem, ze rowniez
w przypadku modelowania tego zjawiska nalezy wziaé
pod uwage duze wartosci opdznienia.

Omowione przyklady pokazuja, ze wprowadzenie
op6znienia do modelu moze zmieni¢ zachowanie
rozwigzan, przy czym istotny jest sposéb, w jaki to
opdznienie wprowadzamy. Decyzja, czy mozna przy
modelowaniu danego zjawiska pominaé¢ opdznienie

(i w efekcie otrzymaé prostszy model, ktéry znacznie
latwiej analizowad), nalezy, oczywiscie, do naukowca
modelujacego dane zjawisko. Niekiedy wprowadzenie
opdznienia zastepujemy zwigkszeniem liczby zmiennych
w modelu. Trzeba sobie jednak zdawaé sprawe z tego,
ze te dwa podejscia (tzn. zwiekszenie liczby zmiennych
w uktadzie rownan rézniczkowych zwyczajnych lub
wprowadzenie op6Znienia) nie sa z matematycznego
punktu widzenia réwnowazne.



Od Galileusza do misji Galileo
Krzysztof ZIOEKOWSKI

Jowisz — najwieksza planeta Ukladu Slonecznego, a po Stoncu, Ksiezycu

i Wenus czwarty pod wzgledem jasnosci obiekt na niebie — intryguje ludzi

»od zawsze”. Ale dopiero w 1610 roku Galileusz pierwszy skierowal na Jowisza
skonstruowang przez siebie lunete. Dokonane wtedy odkrycie czterech ksiezycow,

zwanych do dzi$ galileuszowymi, nie tylko wzbogacito wiedze o Ukladzie
Stonecznym, ale wplyneto na rozwdj nauki w ogole. We wrzesniu 2003 roku
sonda kosmiczna o nazwie Galileo zakonczyla wieloletnie badania Jowisza,
rozpoczete w XVII wieku przez tego prekursora nowozytnej nauki.

Misja Galileo jest dzielem amerykanskiej agencji NASA
oraz wspolpracujacych z nig naukowcéw i technikéw

z Francji, Kanady, Niemiec, Szwecji i Wielkiej Brytanii.
Jej przygotowania rozpoczeto w roku 1977, start

sondy nastapil jednak dopiero 18 X 1989 (jedna

z przyczyn opéznienia byla katastrofa Challengera).
Optymalna pod wzgledem energetycznym trasa

sondy, wykorzystujaca grawitacyjne oddzialywania
planet, wymagala wtedy zblizenia do Wenus (IT 1990)

i dwukrotnego zblizenia do Ziemi (XII 1990 i XII 1992).
W ten sposéb po szesciu latach, w grudniu 1995 roku,
Galileo osiagnal Jowisza, stajac si¢ jego sztucznym
satelita. Oddzielony od sondy kilka miesiecy wczesniej
probnik, przeznaczony do badan atmosfery, osiagnal
Jowisza 7 XII 1995 i opadajac na spadochronie,
przekazywal wyniki pomiaréw. Bylo to pierwsze
,dotkniecie” tej wielkiej planety przyrzadem
skonstruowanym przez czlowieka. Przez nastepne
osiem lat Galileo 34 razy okrazyl Jowisza po réznie
zorientowanych orbitach eliptycznych, wielokrotnie
przelatujac w poblizu jego satelitéw.

Galileo polecial do Jowisza pozbawiony gtéwnej anteny.
Miala nia by¢ sktadana czasza o érednicy 5 m, jednak
nie udalo sie jej otworzyé¢ podczas obu zblizen do Ziemi.
Dlatego wszystkie informacje zebrane przez przyrzady
musialy by¢ przekazywane na Ziemie za pomoca anteny
przeznaczonej pierwotnie tylko do sterowania praca
sondy. Zaszta przy tym potrzeba przeprogramowania
systemu kompresji danych oraz wlaczenia do ich odbioru
trzech, a nie jednej, jak pierwotnie planowano, stacji
odbiorczych (w Kalifornii, Australii i Hiszpanii).

Miedzy pierwszym i drugim przelotem koto Ziemi
Galileo zblizyl sie do planetoidy Gaspra, mijajac

ja 29 X 1991 roku ze wzgledna predkoscia 8 km/s

w minimalnej odlegtosci 1600 km. Otrzymane wtedy
pierwsze obrazy planetoidy z bliska potwierdzity,

ze planetoidami sg nieregularne bryty pokryte
kraterami uderzeniowymi. Rozmiary Gaspry oceniono
na 19 x 12 x 11 km. Nie udalo sig, niestety, oszacowaé
jej masy (a wiec i gestosei), gdyz odleglosé sondy od
niej byta zbyt wielka. Stwierdzono natomiast istnienie
pola magnetycznego Gaspry. 28 VIII 1993 sonda
przeleciala koto drugiej planetoidy, Idy, z predkoscia
12,4 km/s w minimalnej odleglosci 2400 km. Ida
okazala sie takze nieregularna i pokryta kraterami bryla
o rozmiarach 55 x 20 x 24 km. Najwieksza sensacja
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byto odkrycie satelity tej planetoidy. Ksiezyc Idy,
nazwany Daktylem, jest bryla o rozmiarach okolto

1,5 km i okraza planetoide po prawdopodobnie kotowej
orbicie o promieniu 100 km.

Odkrycie w marcu 1993 roku komety Shoemaker-Levy 9,
ktéra w lipcu 1994 zderzyla sie z Jowiszem, stalo sie

dla sondy Galileo nie lada wyzwaniem. Okazalo sie
bowiem, ze jest ona jedynym narzedziem obserwacyjnym
zdolnym bezposrednio zobaczy¢ to niecodzienne
zjawisko (fragmenty komety spadaly na niewidoczna

z Ziemi strone planety). Sprostanie temu zadaniu
wymagalo zmiany programu funkcjonowania sondy, co
bylo nietatwe przy braku gléwnej anteny i niemozliwosci
doktadnego przewidzenia momentéw zderzen

i spodziewanych efektéw. Wysilek sie jednak optlacit.
Galileo dostarczyl jedynych wiadomos$ci o przebiegu
pierwszej minuty spektakularnego zjawiska wtargniecia
czterech fragmentéw komety z predkoscia 60 km/s

w atmosfere Jowisza.

Ponad rok pézniej do atmosfery Jowisza wpadtl probnik
sondy. Przez prawie godzine opadal na spadochronie,
pokonujac 200 km, zanim ulegt zniszczeniu na
glebokosci, gdzie panowalo cisnienie 23 atm. Dokonane
przezen obserwacje wykazaly m.in., ze atmosfera
Jowisza jest goretsza i bardziej sucha niz dotychczas
sadzono. Potwierdzily sie informacje o wielkoskalowych
ruchach materii (ktérych spektakularnym przyktadem
jest obserwowana od ponad 300 lat Wielka Czerwona
Plama, bedaca najprawdopodobniej ogromnym wirem
atmosferycznym). Maksymalna predkos$é wiejacych

tam wiatréw (do 600 km/h) okazala sie duzo wieksza,
niz oczekiwano. Zjawisk tych nie da si¢ wytlumaczy¢
jedynie ogrzewaniem planety przez Stonce, musi w nich
braé¢ udzial jej wewnetrzne zrodlo energii, ale co moze je
stanowi¢, pozostaje nadal zagadka.

Wéréd najdonioslejszych wynikéw pracy sondy Galileo
na pierwszym miejscu trzeba wymienié¢ dostarczenie
wielu wiarygodnych danych $wiadczacych o istnieniu
kilkudziesieciokilometrowej warstwy ptynnej wody pod
niezbyt gruba lodows powierzchnia Europy. Liczne
zdjecia tego satelity, wykonane podczas 13 zblizen
sondy (najwieksze na odleglo$é zaledwie 201 km

od powierzchni), ukazaly aktywna geologicznie,
spekana skorupe lodu pokryta licznymi nieréwnosciami
Swiadczacymi o istnieniu cieplejszych warstw
podpowierzchniowych. Przemawiaja tez za tym



nieliczne kratery uderzeniowe, ptytkie i na ogot

z gtadkim wnetrzem oraz pomiary pola magnetycznego
Jowisza w poblizu tego satelity. Wskazuja one

na istnienie wewnatrz jego globu przewodnika
elektrycznosci, odpowiadajacego na zmienne pole
magnetyczne Jowisza wlasnym polem indukowanym.
Tym przewodnikiem moze by¢ stona woda
podpowierzchniowa. O jej zasoleniu $wiadcza
obserwowane plamy oraz réznice barw w peknieciach
skorupy lodowej, do ktérych mogta naptynaé woda

z rozmaitymi domieszkami. Odkrycie stonej wody pod
powierzchnig Europy rodzi tez podejrzenia o mozliwosci
wystepowania tam prostych form zycia.

Drugim réwnie frapujacym dokonaniem sondy

Galileo bylo zbadanie wulkanizmu lo, odkrytego
dzieki sondom Voyager kilkanascie lat wczesniej. Io
krazac blisko Jowisza, znajduje si¢ stale w obszarze
bardzo silnej radiacji wewnatrz magnetosfery Jowisza.
Aby wiec nie narazaé elektronicznych urzadzen sondy
na mozliwe uszkodzenia, zblizenia do Io zaplanowano
na koniec misji, gdy warto juz byto podjaé ryzyko
nawet zniszczenia sondy. Od pazdziernika 1999 roku
Galileo sze$¢ razy znalazl sie w poblizu lo; najwieksze
zblizenie, na odleglto$¢ zaledwie 102 km od powierzchni,
nastapilo w styczniu 2002 roku. Mimo klopotéow
technicznych sonda przezyta. Na Io znaleziono

okolo 80 wulkanéw, ale najwazniejszym wynikiem
okazalo si¢ stwierdzenie bardzo wysokiej — siegajacej
az 2000 K — temperatury materii wydobywajacej sie
z wnetrza tego ksiezyca. Temperatura lawy ziemskich
wulkandéw nie przewyzsza dzi$ na ogédt 1400 K,

ale w odleglej przeszlosci byla zapewne wyzsza. Dzigki
To mozna wiec jak gdyby spojrze¢ w geologiczna
mlodosé Ziemi.

W czerwcu 1996 roku, podczas drugiego okrazenia
Jowisza, sonda przeleciala w odleglosci 835 km od
powierzchni Ganimedesa, najwickszego ksiezyca

w Ukladzie Stonecznym. Okazalo sie, ze ma on wlasne,
stosunkowo silne pole magnetyczne, a jego magnetosfera
zanurzona jest w magnetosferze Jowisza. Niezwyklosé
tej struktury, troche lepiej poznanej podczas nastepnych
zblizen sondy do Ganimedesa, spowodowala powstanie
pytania, co moze by¢ zrédlem magnetyzmu satelity.
Pojawily sie sugestie, ze pierwotna przyczyna moze

by¢ rezonans orbitalny lo, Europy i Ganimedesa.

Okres obiegu Ganimedesa jest w przyblizeniu réowny
okresowi 2 obiegéw Europy i 4 To. Ta wspdtmiernosé
moze prowadzi¢ do okresowych wzmocnien oddzialywan
grawitacyjnych, w tym réwniez ptywowych, ktore
powoduja rozgrzanie wnetrz globdéw tych ksiezycow.
Poniewaz Ganimedes ma stosunkowo duze zelazne jadro
(czego dowodzi analiza sygnaléw radiowych wysylanych
z przelatujacej koto niego sondy), to wzmacniane

przez rezonanse grzanie plywowe podtrzymuje w nim
konwekcje, ktéra z kolei generuje pole magnetyczne.

Sity plywowe pochodzace od masywnego Jowisza

i pozostalych ksiezycow galileuszowych sa takze
zrodlem energii powodujacej aktywnos¢ wulkaniczna

To oraz stopienie podpowierzchniowych lodéw Europy.
Za pomoca sondy Galileo odkryto, ze podobnie jak
Ganimedes réwniez lo i Europa maja zelazne jadra
otoczone plaszczem skalnym. W przeciwienstwie do nich
Kallisto — najbardziej oddalony od Jowisza ksiezyc
galileuszowy — ma wnetrze wypelnione stosunkowo
jednorodna mieszanina skalno-lodowa. Pomiary zmian
pola magnetycznego Jowisza w poblizu Kallisto sugeruja
natomiast obecno$é w globie tego satelity — analogicznie
jak w przypadku Europy — podpowierzchniowej warstwy
stonej wody o grubosci kilkudziesigciu kilometréw.

Praca sondy Galileo w uktadzie Jowisza przewidziana
byla pierwotnie na dwa lata. Po tym czasie okazalo
sie, ze sonda jest ciagle w dobrym stanie i ma zapas
paliwa. Oczywiscie wiec przedtuzono jej stuzbe.
Zuzywszy paliwo, sonda mogtaby jeszcze dlugo
krazy¢ wokél Jowisza jako nieczynny sztuczny
satelita. Zachodzilo jednak niebezpieczenstwo, ze

w przysztosci dojdzie do jej zderzenia z Europa i tym
samym dostarczenia na jej powierzchnie ziemskich
zanieczyszczen, ktérych obecnosci na pokladzie sondy
nie dalo sie przeciez wykluczyé¢ (mimo jej sterylizacji
przed startem). A to mogloby zagrozié¢ zyciu, ktérego
mozliwo$é¢ istnienia na Europie pokazal wlasnie Galileo.
Resztke paliwa wykorzystano wiec na wykonanie
ostatniego manewru kierujacego sonde ku Jowiszowi.
21 IX 2003 roku sonda wpadla do atmosfery Jowisza
z predkoscia 48 km/s, koficzac w ten sposéb swdj
pracowity zywot. Od startu z Ziemi do zderzenia

z Jowiszem przebyta 4632 mln km.
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Rozwigzanie zadania M 1054.

Niech AD, BE, C'F beda wysokosciami
w tréjkacie ABC (rys. 1). Z réwnosci
I BAC = 45° wynika, ze < ABE = 45°,
a to z kolei daje <CHE = 45°. Zatem
trojkaty ABE i CHE sa prostokatne ‘ E
i réwnoramienne, czyli AE = BE oraz

HE = CE. Stad wynika, ze tréjkaty FL
prostokatne AHE i BCE sa przystajace,

H
/o1
a wiec AH = BC. ’ f

i B D C
- Rys. 1

Rozwigzanie zadania M 1055.
Prosta KL rozcina réwnolegtobok ABC' D na dwie przystajace figury
(rys. 2). Zatem pole czworokata ABLK jest réwne polowie pola
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réwnolegloboku ABC D. Réwniez pole tréjkata ABP jest rowne
potowie pola réwnolegtoboku ABCD. Stad otrzymujemy
pole czworokata ABLK = pole tréjkata ABP .

Odejmujac od obu stron powyzszej réwnosci pole czworokata ABRQ
uzyskujemy teze.




Rozwigzanie zadania F 615.

Rozwazmy kule o $rodku w zrédle $wiatta

i promieniu 7 (rysunek).

N :
z %)

Pierscien Kaca Krzysztof REJMER
Charakterystyczng cecha uktadéw makroskopowych, ztozonych z wielkiej

liczby czasteczek jest to, ze zachodza w nich procesy nieodwracalne, takie jak
przeptyw ciepla pomiedzy cialami o réznych temperaturach. Dzieje sie tak,
mimo ze prawa mechaniki klasycznej, rzadzace ruchem czasteczek, sa odwracalne
w czasie. Wprawdzie ,natura” czasteczek jest kwantowa, ale ich ruch pomiedzy
zderzeniami mozna opisac klasycznie, o ile energia nie jest zbyt wysoka. Samo
zderzenie czasteczek nalezy opisywaé¢ prawami mechaniki kwantowej, ale jedyna
wielkoscia, ktérej potrzebujemy w analizie ich ruchu, jest tak zwany przekrdj
czynny na zderzenie, czyli — moéwiac niezbyt dokltadnie — prawdopodobienstwo
zderzenia. Najczedciej jednak traktujemy czasteczki jako sztywne kule zderzajace
sie sprezyscie, bez wnikania w to, co dzieje sie z nimi, gdy znajda sie bardzo
blisko. Jesli potraktujemy czasteczki jako klasyczne sztywne kule, obliczenie
przekroju czynnego na zderzenie jest zadaniem trywialnym. Sprzecznosé

Kuleg dzielimy za pomoca wspoétsrodkowch

3 P - e H P i o e A
sfer na IV czgdci o jednakowej grubosci <.

miedzy nieodwracalnoscia wielu fizycznych proceséw a odwracalnoscia

W k-tej czedci, liczac od érodka, znajduje praw mechaniki klasycznej nosi nazwe paradoksu Loschmita. Co wiecej,

sig . z twierdzenia Poincarégo o powrocie wynika, ze dla prawie wszystkich stanow
ATk nr s . .. ’ ’
m=— poczatkowych uklad powrédci w poblize stanu poczatkowego, cho¢ dla ukladow
drobin pytu, ktére zastaniaja makroskopowych ten czas powrotu jest niestychanie duzy (wiekszy niz czas

powierzchnie mA, czyli “]\;‘ calosci

powierzchni sfery. Drobiny w réznych
warstwach ustawione sg przypadkowo
i niezaleznie od siebie, wigc catkowita
niezasltoni¢ta powierzchnia to

(%)’

calej sfery, co po przejéciu do granicy

zycia Wszech$wiata). Poréwnanie konsekwencji twierdzenia Poincarégo

z istnieniem proceséw nieodwracalnych nazwano paradoksem Zermelo. Z obu
paradokséw plynie wniosek, ze nieodwracalnosci procesow w makroskopowych
uktadach nie mozna wyttumaczyé¢ w kategoriach czysto mechanicznych
(niezbedne sa pewne zalozenia o charakterze statystycznym), a poza tym
nieodwracalnos¢ nie ma charakteru bezwzglednego, lecz zwiazana jest z wlasciwa
ukladowi skala czasu. Nalezy wspomnieé, ze twierdzenie Poincarégo dotyczy

N — oo daje e~ "/™*. Po podzieleniu na
jednostke powierzchni otrzymujemy

To —r/na
7-2

I =
tkwi istota rzeczy.

Dazenie makroskopowego ukladu do stanu rownowagi
— co jest procesem nieodwracalnym — w przypadku
rozrzedzonego gazu opisywane jest réwnaniem
Boltzmanna. Jednak analiza zachowania si¢ wielkiego
zbioru czasteczek poruszajacych sie¢ w trojwymiarowej
przestrzeni jest niestychanie trudna, dlatego upro$cimy
sobie zadanie i przedyskutujemy wlasnosci bardzo
prostego modelu, majacego wszystkie interesujace

nas wilasnosci, zaproponowanego przez Marka Kaca.
Model ten zostal nazwany pierscieniem Kaca.
Rozwazymy zatem okrag podzielony przez N punktéw
na N komoérek, kazda z nich zawiera kulke biala lub
czarna, zatozymy przy tym, ze w stanie poczatkowym
dominuja kulki jednego koloru. W jednostkowych
odstepach czasu kazda z kulek przeskakuje do nastepnej
komorki, uméwmy sie, ze zgodnie z ruchem wskazéwek
zegara. Pewna liczba punktow zawiera wskazniki, ktore
zmieniaja kolor mijajacej wskaznik kulki. Przejécie
kulki przez znacznik jest tu odpowiednikiem zderzenia
czasteczek. Spodziewaliby$my sie, ze uklad dazy

do stanu réwnowagi, w ktérym liczba bialych kulek jest
rowna liczbie kulek czarnych.

Naszym celem jest znalezienie réwnan opisujacych
liczbe kulek bialtych B(t) i czarnych C(t) jako funkcji

(dyskretnego, mierzonego liczbami naturalnymi) czasu t.

Oznaczmy przez b(t) i ¢(t) liczby bialych i czarnych
kulek znajdujacych si¢ bezposrednio przed znacznikami,
a wiec zmieniajacych kolor w najblizszym skoku.
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zachowawczych (izolowanych) uktadéw mechanicznych, natomiast uklady,
z ktorymi mamy do czynienia w rzeczywistosci, nie sa izolowane, jednak nie tu

Spelnione sg réwnania
B(t+1) = B(t) + c(t) — b(t),

(1)
C(t+1)=C(t) +b(t) — c(t).

Oznaczmy przez A réznice miedzy liczbg biatych
i czarnych kulek. Spelnia ona réwnanie
(2) A(t+1) = A(t) — 2[b(t) — c(t)].
Jest to réwnanie wprawdzie Sciste, ale zupelnie
bezwartosciowe, nie znamy bowiem rozkladu kulek
przed znacznikami. Wprowadzimy do modelu pewne
zalozenie statystyczne. Zaltozymy mianowicie, ze
ulamek czastek zmieniajacych barwe w danym kroku
jest rowny prawdopodobienstwu p tego, ze wybrany
punkt dzielacy okrag na komorki jest znacznikiem.
Prawdopodobienstwo to mozemy zdefiniowaé jako
stosunek liczby znacznikéw do liczby wszystkich
punktow. A zatem
() wo_ A,

) C@)

Przy tym zalozeniu réwnanie (2) daje sie sprowadzié
do postaci

(4) At +1) = (1 - 2u)A(),

ktére mozna iterowaé t razy, aby otrzymaé rozwiazanie
w postaci

(5) A(t) = (1 - 20)"A(0).



W nieciekawym przypadku p = 1, kiedy w kazdym
punkcie znajduje sie znacznik, w kazdym ruchu kazda
kulka zmienia kolor, a zatem obserwujemy oscylacje,
A(t) zmienia jedynie znak, co takze odzwierciedla
wzér (5). Jednak gdy p < 1, rozwiazanie, ktére
otrzymalismy, odpowiada znikajacej roznicy ilosci
biatych i czarnych kulek (JA(t)] — 0), gdy ¢ dazy
do nieskoniczonosci, co zgadza si¢ z obserwowanym
w przyrodzie dazeniem do stanu réwnowagi; takie
zachowanie si¢ ukltadu nazwiemy boltzmannowskim.
7 drugiej strony nasz wynik w oczywisty sposéb jest
btedny, poniewaz mamy

1. Paradoks Loschmita: réwnanie (4) i jego
rozwiazanie (5) nie jest niezmiennicze wzgledem
odwrdécenia czasu, podczas gdy dynamika uktadu jest
odwracalna.

2. Paradoks Zermelo: w czasie t = 2N kazda z kulek
dwukrotnie mija kazdy znacznik, a wiec uktad musi
wrécié do pierwotnego stanu (twierdzenie Poincarégo

0 powrocie).

Dokladniej rzecz biorac, zaréwno réwnanie (4), jak

i rozwiazanie (5) wcale nie musza by¢ zle, jedynie
zakres ich stosowalnosci jest ograniczony. Sprzecznosé
miedzy nieodwracalnym charakterem obserwowanych
zjawisk i odwracalno$cia dynamiki, jak rowniez
paradoksy Loschmita i Zermelo zostaja rozwiazane,
jesli wprowadzimy zespét statystyczny i wykazemy,

ze réwnania (4, 5) opisuja nie $cisle zachowanie

sie dowolnego uktadu w zespole, lecz najbardziej
prawdopodobne zachowanie si¢ jednego z uktadow
tworzacych zespol. Zespél statystyczny zdefiniujemy
jako zbiér pierscieni Kaca o tym samym poczatkowym
rozmieszczeniu kulek czarnych i biatych, ale o réznych
rozmieszczeniach tej samej liczby znacznikéw. Niech

1 oznacza numer punktu, natomiast utamek ukladéw
majacych znacznik w punkcie ¢ jest réwny p. Stan
mikroskopowy uktadu opiszemy nastepujaco:

ni(t) =1, gdy w chwili ¢ przed punktem 4
znajduje sie biala kulka,

n:(t) = —1, gdy w chwili ¢ przed punktem 14
znajduje si¢ czarna kulka,

€ =1, gdy w punkcie ¢ nie ma znacznika,

e; = —1, gdy w punkcie 7 znajduje sie¢ znacznik.

Postugujac sie tymi definicjami, mozemy napisaé

©) A =Yl

oraz
(7) Ni+1(t +1) = emi(t).

Mozemy wiec wyrazi¢ A przez warunki poczatkowe
(8) Nip1(t +1) =egigio1...gi-mi—t(0),

(9) Alt+1) = Zfﬂi—l o€immi—+(0).
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Odnotujmy, ze A(2N) = A(0), poniewaz po czasie
t = 2N kazdy z epsilonéw pojawia sie dwukrotnie.
USrednijmy to wyrazenie wzgledem zespotu.

(10) (A(t)> = Z<€i_15i_2 ce 5i—t> ni—t(o)-

i
Po prawej stronie réwnania (10) mamy $rednia iloczynu
t kolejnych epsilonéw. Srednia iloczynu epsilonéw nie
zalezy od i, wiec mozemy wyciggnaé ja przed sume, a ze
sa to kolejne epsilony, mozemy ponumerowac je od 1
do t.

(11) (A(t)) = (e1...e) A0).
Przedyskutujemy dwa przypadki, gdy t jest mniejsze
i gdy jest wigksze niz N. Prawdopodobienstwo tego,
ze kulka mija j znacznikow w t krokach, jest rowne
iloczynowi
p (1 —p)t?

(jest to prawdopodobienstwo wystapienia j znacznikéw
w dowolnym ukltadzie) przez

t!

gt =)

(jest to ilo$¢ mozliwych rozmieszcezen j znacznikéw
posréd ¢ punktéw). Dla j znacznikéw iloczyn epsilondéw
jest réwny (—1)7. Mamy zatem dla t < N

(12)  (e1...e¢) =
= S ) = (1= 2"

(W oryginalnej pracy Kaca ta $rednia obliczona jest

w zupelnie inny, niezwykle pomystowy, cho¢ trudniejszy
sposob.) Powyzsza procedura jest poprawna pod
warunkiem, ze t < N. Duze wartosdci j w sumie (12)
moga by¢ wieksze od iloéci znacznikdéw i takie sktadniki
sumy falszuja wynik. Wynik, ktory otrzymali$my,
natychmiast prowadzi do wniosku

(13) (A(t)) = (1 -2p)"A0),

przy czym jest on prawdziwy, gdy ¢ jest mniejsze

nie tylko od N, lecz i od liczby znacznikow. Jest to
wynik zgodny z réwnaniem opartym na zalozeniu (3),
tyle tylko, ze opisuje on nie doktadne zachowanie si¢
pojedynczego uktadu (z calego zespolu mozliwych
uktadéw), lecz najbardziej prawdopodobne zachowanie
sie jednego z uktadéw w zespole. Dla N <t < 2N
zapiszemy t = N + s

(14) (e1...enys) = (1...ENEL...ENfs) =

= <€s+1 .. .EN> = <€1 .. .EN_5> = ({;‘1 .. .EQN_t>,
gdzie najpierw pozbylidémy sie znacznikow
wystepujacych dwukrotnie, a potem inaczej
ponumerowaliémy punkty. Dostajemy wynik taki sam
jak poprzednio, tylko zamiast t mamy 2N — ¢,
(15) (A1) = (1 —2u)*M ' A(0).
Wynik ten jest poprawny, gdy ¢ jest bliskie wartosci 21V,
z podobnych powodoéw jak w poprzednim przypadku.
Gdy t — 2N, $rednia po zespole dazy do wartosci
poczatkowej. Nazwiemy to antyboltzmannowskim
zachowaniem sie ukladu.



WykazaliSmy zatem, ze typowy uklad bedzie dazyt

do stanu réwnowagi, w ktérym liczba czarnych kulek
jest rowna liczbie biatych kulek i ze jest to typowe
zachowanie sie tylko w pewnej skali czasu. Co wiecej,
mozna wykazaé, ze odchylenie standardowe maleje wraz
z N zgodnie z prawem

w ({35 -0-])) -

co oznacza, ze w duzym zespole statystycznym
wigkszosé ukladéw zachowuje sie (w odpowiedniej skali
czasu) po boltzmannowsku. Nie wyklucza to faktu, ze
moga istnie¢ w zespole takze inne, bardzo szczegdlne

uktady, ktore zachowuja sie w sposéb zupelnie

inny niz érednie opisane powyzej, na przyktad

gdy znaczniki rozmieécimy na okregu regularnie.

Jesli znacznik znajduje sie w co drugim punkcie
(wymaga to, by N bylo liczba parzysta), to po

dwbch skokach kazda kulka dwukrotnie zmienia kolor,
czyli uktad wraca do stanu sprzed dwdéch skokéw,
zachowujac sie periodycznie z okresem 2. Nie jest to ani
boltzmannowskie, ani antyboltzmannowskie zachowanie
sie¢ ukladu. Czytelnik bez trudu sam znajdzie inne
przykltady. Jednak sa to zawsze bardzo nieliczne

w zespole uklady. Zdecydowana wigkszos¢ uktadow
zachowuje sie w sposéb bliski $redniej.

Redaguje Waldemar POMPE

M 1054. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym
JABAC = 45°.
A

Punkt H jest punktem przecigcia wysokosci trojkata
ABC. Wykazaé, ze AH = BC.

Rozwigzanie na str. 5

M 1055. Punkty K i L leza odpowiednio na bokach
AD i BC réwnolegloboku ABCD, przy czym

AK = CL.
D P C

K[ Q

A B

Punkt P lezy na odcinku C'D. Prosta KL przecina
odcinki AP i BP odpowiednio w punktach @ i R.
Wykazaé, ze

[AKQ] + [BLR] = [PQR],
gdzie [XY Z] oznacza pole tréjkata XY Z.
Rozwigzanie na str. 5

M 1056. Liczbe rzeczywista dodatnia nazwiemy
szezesliwg, jesli jej rozwiniecie dziesietne nie zawiera

po przecinku cyfr réznych od 1 lub 7. (Np. liczba

13, 71717777 ... jest szczesliwa, a 77,07717171 ...

nie jest.) Wykazaé, ze kazda liczbe rzeczywista wicksza
od 1 mozna przedstawi¢ w postaci sumy dziewieciu liczb
szczesliwych.

Rozwiazanie na str. 14

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 615. Natezenie swiatla w czystym powietrzu maleje

wedlug wzoru I(r) = —g, gdzie r to odleglo$é od zrédia.
T

Jak zmienia si¢ ta zalezno$¢, gdy w powietrzu znajduje
sie pochlaniajacy $wiatlo pyl o koncentracji n (liczbie
drobin na jednostke objetosci) i polu powierzchni
drobiny A?

Rozwiazanie na str. 6

F 616. Rozpatrzmy uktad jak na rysunku.

L

—

Wiszaca ptyte o masie m = 3 kg i momencie
bezwladnosci I = 0,1kg - m?, a = d = 0,5 m, wprawiono
w male drgania poprzez skrecenie wzgledem osi
przechodzacej przez srodek plyty. Obliczy¢ czestotliwosé
drgan.

Rozwiazanie na str. 16



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Nadaktywne Stonce

Liczba plam stonecznych jest najdtuzsza serig bezposrednich
pomiaréw, jaka dysponuje ludzkosé. Dtugosé jej wynosi
jednak zaledwie 400 lat. Pomiary te rozpoczatl Galileusz

w 1609 roku, niedtugo po wynalezieniu teleskopu.

Dane te stanowia zrédlo bezposredniej informacji na temat
aktywnosci naszej gwiazdy. Uwidaczniaja jedenastoletni cykl
aktywnosci stonecznej, przy czym usredniona aktywnosé
rosnie ze skracaniem sie tego cyklu i maleje z wydtuzaniem.

Modelem ttumaczacym te¢ prawidtowosé jest model dynama
stonecznego, ktéry wiaze liczbe plam z intensywnoscia
magnetosfery Stonica. Magnetyczna aktywnosé naszej
gwiazdy wplywa z kolei na wielko$¢ strumienia
galaktycznego promieniowania kosmicznego docierajacego
do Ziemi. Ten strumien z kolei jest odwrotnie skorelowany
z tempem powstawania pierwiastkéw promieniotworczych
w atmosferze ziemskiej. Tym samym odtworzenie tempa
produkcji takich izotopow pozwala na niezalezne $ledzenie
zmian aktywnosci stonecznej.

Najbardziej znanym izotopem, ktérego tempo produkcji
jest zwiazane ze strumieniem promieniowania kosmicznego,
jest 'C. Jego koncentracje w atmosferze mozna odtworzyé,
analizujac stoje drzew [1]. Jest to jednak indykator
wykazujacy okolo dwudziestoletnie opdZnienie.

Innym izotopem wykorzystywanym do tego samego celu jest
beryl 1°Be. Jego koncentracje w atmosferze w przesztosci
mozna badaé, analizujac lodowe odwierty wykonywane

w okolicach podbiegunowych. I wtasnie niedawno ukazala
sie praca [2], w ktérej ponad dwukrotnie wydtuzono

okres, w ktérym tego typu pomiary zostaly wykorzystane
do odtworzenia aktywnosci Stonca. Uzyto danych

z odwiertéw w Arktyce i Antarktyce odpowiadajacych
okresom odpowiednio 1424-1985 i 850-1900.

Odtworzony poziom aktywnosci naszej gwiazdy Swietnie
zgadza sie ze zmianami koncentracji *C i z bezposrednimi
pomiarami liczby plam na Stoncu, po raz kolejny
potwierdzajac zwiazek aktywnosci stonecznej ze srednia
temperaturg ziemskiej atmosfery, o czym juz niejednokrotnie
pisalismy [3]. Swietnie odtwarza historyczne ekstrema
temperatury: minimum Oorta okoto roku 1050, maksimum
$redniowieczne 1100-1230, minimum Wolfa 12801340,
minimum Spérera 1430-1530, minimum Maundera 1650-1720
i minimum Daltona 1790-1830. Ostatnie dwa minima

znane sa réwniez jako okresy o bardzo malej liczbie plam

na Stoncu (dla wezesniejszych ekstreméw nie ma danych).
Najciekawsze jednak jest to, ze okres od 1940 roku cechuje
sie nadzwyczajnie wysoka aktywnoscia Stonca. Podczas gdy
we wezesniejszym analizowanym okresie srednia estymowana
liczba plam na Stoncu nie przekracza 50 ze $rednig 30,

to w latach 1944-1985 wynosi $rednio az 76. Jest to

kolejny przyklad badania, ktére wskazuje na silny wpltyw
zmian aktywnosci Stonica na klimat na Ziemi, poddajac

w watpliwo$¢ adekwatno$é ttumaczenia obserwowanego
ocieplania klimatu jedynie przez wzrost stezenia gazéw
cieplarnianych w atmosferze.

Mionowa dewiacja utrzymuje sie

W styczniu zesp6! eksperymentu mionowego g-2 (g minus 2)
oglosit [4], ze odchylenie pomiaru momentu magnetycznego
mionu od przewidywan modelu standardowego oddzialtywan
fundamentalnych zostato potwierdzone dla ujemnie
natadowanych mionéw.

Woezesniej ten sam eksperyment wykazal takie odchylenie
dla dodatnio natadowanych antymionéw [5]. Wyniki dla
mionéw i antymionéw Swietnie zgadzaja sie, ale réznig sie
od przewidywan o okoto 3 -107%. Tak, réznig sie zaledwie

o 3 miliardowe. W kazdej innej dziedzinie uznano by to

za niezwykly zgodnosé, tu jednak precyzja pomiaréw

jest bezprecedensowa i wynosi okoto jedna miliardowa.
Prawdopodobienistwo tego, ze wynik i przewidywanie réznia
sie wylacznie ze wzgledu na fluktuacje statystyczna, jest na
poziomie 1%.

O eksperymencie g-2 juz pisaliSmy [5], ale nie zaszkodzi
przypomnieé (podstawowe informacje na temat fizyki
czastek elementarnych mozna znalezé w [6]). Nazwa bierze
sie stad, ze gdyby nie fizyka opisywana przez kwantows,
teori¢ pola, w ktérej kazda czastka otoczona jest rojem
wirtualnych czgstek bedacych przejawem kwantowego
,bulsowania” prézni, to stosunek zyromagnetyczny mionu,
czyli stosunek momentu magnetycznego do momentu pedu
(w naturalnych jednostkach) powinien wynosi¢ dokladnie 2.

Eksperyment g-2 jest tak genialnie pomyslany [4,5],

ze mierzy tylko odchylenie tego stosunku od dwdjki.
Réznica na poziomie promila jest spowodowana gtéwnie
efektami elektrodynamiki kwantowej, czyli kwantowe;j

i relatywistycznej teorii elektromagnetyzmu. Kolejnym
wkladem powodujacym réznice jest fizyka opisywana

przez chromodynamike kwantowa, czyli kwantowa teorie
oddzialywan silnych odpowiedzialnych za budowe nukleonéw
i jader atomowych.

Najciekawszy jest jednak wktad od oddziatywan stabych,
przenoszonych przez cigzkie bozony posredniczace

W, W~ i Z°, gdyz tam moze si¢ przejawi¢ wplyw
hipotetycznych masywnych czastek wykraczajacych poza
opis modelu standardowego. Wynik eksperymentu g-2
pozwala zywié¢ nadzieje, ze takie czastki istnieja i beda
mogtly by¢ odkryte w najblizszej przysztosci.

Piotr ZALEWSKI

[1] G. Wrochna, Fizyczne metody datowania w badaniu prehistorii
czlowieka, http://eduseek.interklasa.pl/artykuly/artykul/ida/1899
[2] I.G. Usoskin i inni, Millenium-Scale Sunspot Number
Reconstruction: Evidence for an Unusually Active Sun since the
1940s, Phys. Rev. Lett. 91.211101, 21 listopada 2003.

[3] P. Zalewski Kosmiczny klimat, Delta 2/2001

[4] The Muon (g-2) Collaboration, Brookhaven National Laboratory,
New g-2 Measurement Deviates Further From Standard Model,
http://www.bnl.gov/bnlweb/pubaf/pr/2004/bnlpr010804.htm,
Szczegdltowy artykul zostal wystany do publikacji w Physical Review
Letters w styczniu 2004.

[5] P. Zalewski, Slepa precyzja, Delta 4/2001

[6] Delta 5/2000, numer specjalny pos$wiecony fizyce czastek
elementarnych, http://hep.fuw.edu.pl/delta/5-2000.html, jeszcze
bardziej podstawowe informacje mozna znalezé za posrednictwem
strony http://hep.fuw.edu.pl/edu.



W jego wersji mowi si¢ o spéjnych
podzbiorach plaszczyzny z brzegiem
wyznaczonym przez zamknigtyg krzywa
regularng, co w intuicyjnym sensie
odpowiada naszym ,zlozonym z jednego
kawalka obszarom ograniczonym w miare
regularnymi liniami”.

Maia delld

Pizza Venna

Moja rodzina lubi pizze, a ja lubie ja piec. Jednak w naszej gromadce
nikt nie lubi je$¢ takiej samej pizzy, jak pozostali cztonkowie rodziny.
Jest nas tylko czworo, wiec mozna sobie z tym poradzi¢ bez trudu,
uzywajac tylko dwdch sktadnikow — typowa pizza wyglada wiec tak.

\ mm kukurydza
]

—
A

salami

1
I
/
]
]

]
/

Rys. 1

Oczywiscie, pomidory i ser sa wszedzie, a dodatki za kazdym razem inne.
Tym sposobem bez zbytecznego trudu dostaje na jednym placku cztery
gatunki pizzy i moge zadowoli¢ indywidualne upodobania nas wszystkich.

Co by jednak byto, gdyby bylo nas wiecej, powiedzmy osmioro?
Tez zadna fatyga, kazdy widzial taki rysunek.

Rys. 2

Uktadajac go na blacie pizzy, mozna dosta¢ 8 kombinacji smakowych,
od Margherity (tylko ser i pomidory) na obrzezu do wersji z wszystkimi
trzema dodatkami w centrum.

A co dalej? Czy daloby si¢ w miare regularnymi liniami ograniczy¢
ztozone z jednego kawalka obszary do polozenia czterech dodatkow tak,
zeby te linie dzielity blat pizzy na 16 czesci i zeby kazda z nich zawierala
inna kombinacje dodatkéw? Albo, w koficu jestesmy matematykami i nie
tylko jedzenie nas interesuje, n dodatkéw i 2" kombinacji?

W tej ostatniej wersji pytanie jest juz czysto matematyczne w swoim
charakterze, a pierwszy je sformulowal (i w tym samym artykule
rozwiazal) John Venn w 1880 roku.

Ja wole tu opisa¢ troche tatwiejsze do narysowania rozwiazanie
Anthony’ego Edwardsa, ktére zostalo opublikowane w p6znych latach
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osiemdziesiatych ubieglego wieku. Ma ono takze te zalete, ze chyba lepiej
nadaje sie do realizowania na powierzchni ciasta.

Zaczynamy tak jak na rysunku 1. W nastepnym kroku rysujemy
okrag wspotérodkowy z brzegiem ciasta, ktoéry bedzie granica jednego
z obszaréw. (To daje nam alternatywne rozwiazanie problemu 8 smakéw.)

I
—
A

Rys. 3

W tym momencie kazdy ze smakéw ma fragment swojej granicy
przebiegajacy wzdluz malego okregu. To bardzo wazna wlasno$é¢ naszego
rysunku — bedziemy ja zachowywaé mimo zwickszajacej sie liczby
obszaréow i smakéw. Nastepna granica wije sie wokol wewnetrznego
okregu, odcinajac kawatek od kazdego smaku. Jeszcze nastepna jest
podobna do poprzedniej, tylko jest dwa razy bardziej kreta (na ostatnim
rysunku obszar przez nia ograniczony nie zostal juz pokolorowany).

T T

0

A

N
i A

Rys. 4
Dalsze kroki konstrukeji kazdy moze sobie tatwo wyobrazic.

Pozostaje tylko pytanie, po co matematycy interesowali si¢ problemem
dotyczacym pizzy? Okazuje si¢ jednak, ze diagramy Venna (bo tak sie
one nazywaja) maja calkiem matematyczne zastosowania. Oto jedno

z nich, ktére tutaj podajemy ,na wiare”. Moze Czytelnicy sie zastanowia,
dlaczego tak jest:

Twierdzenie. Dla kazdych czterech zbioréw A, B,C, D zachodzi réwnosé
(AnB)u(CnD)=(AuC)n(BuC)n(AuD)n(BuUD).

Wskazowka: Narysowaé zbiory opisane wyrazeniami po lewej i po
prawej stronie znaku réwnosci na diagramie Venna. Jedli okaza sie
rowne, to réwnos$é bedzie zachodzita dla dowolnych zbioréw A, B, C, D.
W przeciwnym razie od razu stanowia kontrprzyktad.

Ten artykut zostal przygotowany na podstawie artykutu

Franka Ruskey’a w The Electronic Journal of Combinatorics,
http://www.combinatorics.org/Surveys/ds5/VennEJC.html.
Goraco polecam jego lekture, a przede wszystkim podziwianie pigknych,
animowanych ilustracji na tej stronie.

Malqg Delte przygotowal Jerzy TYSZKIEWICZ
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Zadanie o gwiezdzie

cztery monety.

Michat MACHURA

Wéréd wielu zadan i zagadek matematycznych spotkalem ponizsze zadanie.

Polozyé piec patyczkow i dziesie¢ monet tak, by na kazdym patyczku lezaly

Zadanie to przedstawili mi koledzy gérnicy, a jego prawdziwy autor
i pochodzenie sg mi nieznane. W naszym jezyku zadanie brzmi:

Piecé prostych i dziesie¢ punktow ulozyé na plaszczyinie w ten sposob,

by na kazdej prostej lezaly cztery punkty.

Oznaczmy przez a; liczbe punktéw (sposréd 10), ktére
leza na ¢ prostych. Oczywiscie

5
> ai=10.
1=0

Przeanalizujmy mozliwe przypadki. Zauwazmy, ze jezeli
5

na kazdej prostej leza 4 punkty, to liczba s = Zz - a;
i=0

musi rownac sie 20.
1. Wszystkie proste przecinaja si¢ w jednym punkcie.
Wowczas

s<1-9+5-1=14.
2. W pewnym punkcie przecinaja sie¢ cztery proste.
Wtedy

s<1-54+2-44+4-1=17.

3. W jednym punkcie przecinaja si¢ trzy proste
i wéwczas

s<1-24+2-7+3-1=10.

4. W dwoéch punktach przecinaja sie po trzy proste,
a wtedy

s<1-5+2-443-2=19.
5. W zadnym punkcie nie przecinaja sie wiecej niz
dwie proste. W tym przypadku mozliwe jest, by s byto
rowne 20 — wystarczy jedynie, by nie bylo par prostych
rownolegltych i wtedy punkty nalezy potozy¢ tam, gdzie
przecinaja si¢ proste.

Jak widzimy, problem sprowadza si¢ do ulozenia
prostych tak, aby kazda z kazda si¢ przecinala i nie
byto punktow, w ktorych przecinaja sie wiecej niz dwie
proste. W tym momencie jawi nam si¢ nowy problem:

na ile sposobow mozna polozyc pieé¢ prostych
na ptaszczyinie tak, by kaZda z kazdq sie przecinala i by
nie bylo punktow przeciecia wiecej niz dwéch prostych?

Doprecyzujmy, co znacza rézne utozenia prostych.
Ulozenia prostych bedziemy uwazaé za takie

same (lepiej by rzec — izomorficzne), jezeli proste
rozetna plaszczyzne na te sama liczbe tréjkatéw,
czworokatow i pieciokatow, przy czym ich wzajemne
ulozenie bedzie takie same. Za chwile uzasadnimy, ze
liczba r(5) sposobéw ulozenia pieciu prostych wynosi
siedem.

12

Zacznijmy od trzech i czterech prostych. Trzy proste
(ulozone zgodnie z omdéwionymi zasadami) zawsze
wyznacza jeden tréjkat, a zatem r(3) = 1. Cztery
proste zawsze wyznacza jeden czworokat i dwa trdjkaty
polozone jak na rysunku ponizej. A wiec r(4) = 1.

Zastanéwmy sie, jak powyzsza figure moze

przecinaé piata prosta. Wszystkie osiem mozliwosci
przedstawiamy na rysunkach i w tabelce ponizej. Jedna
z mozliwosci jest tytulowa piecioramienna gwiazda.

Lp.| Prosta R przecina: | T| C| P | S | W
1 BC,B'C, Py, P, 5101145
2 | BC,BBD,AD,Qy | 4|1 | 1| +|6
3 | B'C,BD,AB, Py 313]0] —1 3,2
4 | BBC,BD,AD,Q. 31310 —11,2
5 | BD,BD,AB,A’B"| 3 |3 |0 | +|7
6 | AB,AD,Q' , P, 313]0]—-11,3
6a | AB,AD.,Q", P! 3130 —-11,3
7 | ABAD AD,AB |3 |3 |0 + |4

Przez T, C, P oznaczamy odpowiednio liczbe
tréjkatéw, czworokatéw i pieciokatow. W kolumnie S
zaznaczyliSmy, czy figura bedaca suma trojkatow

jest spdjna, a w kolumnie W liczbe bokéw wspdlnych
z czworokatami i pieciokatami poszczegdlnych
sktadowych spdjnych. Jak widzimy, rozwiazania

6 oraz 6a sa izomorficzne. Ostatecznie wige r(5) = 7.
Co mozemy powiedzie¢ w sytuacji, gdy dane jest

n prostych? Jak szybko rosnie funkcja r(n)? Moze kto$
z Czytelnikéw co$ wie na ten temat?



Rys. 1 Rys. 2

Rys. 3 Rys. 4

Rys. 5 Rys. 6

Rys. 6a Rys. 7
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

® Skroét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch

— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
31 V 2004

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.

Rozwigzanie zadania M 1056.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Niech a bedzie dowolng liczbg rzeczywista Zadania z rnatematyki nr 477. 478
’

wigksza od 1. Wowcezas liczba
1 1
b==(a—9-0,1111...) = =(a—1)
6 6

jest liczbg dodatnig. Liczbe¢ t¢ mozemy
przedstawié¢ w postaci sumy dziewieciu
liczb dodatnich by, ba, ..., by, z ktérych
kazda ma w rozwinigciu dziesigtnym
jedynie cyfry 0 lub 1. Mozna to zrobié
tak, jak to pokazano na ponizszym
przyktadzie:
1,1111111
1,0101111
1,0101101
0,0101101
0,0001101
0,0000101
0,0000100
0,0000100
+ 0,0000100
3,1415926
Stad uzyskujemy
a=6b+1=(6by +0,1111...)+
+(6by 40,1111 .. )+
+... 4+
+(6be 4+ 0,1111...).

Redaguje Marcin E. KUCZMA

477. Udowodni¢, ze dla kazdej dodatniej liczby calkowitej n oraz dla dowolnych
liczb rzeczywistych zy, ..

., Ty, zachodzi nieréwnosé

n
Tk
; L4+a3+... +af <Vn

478. W tréojkacie ABC wysokosé C'D dzieli kat przy wierzchotku C' tak, ze
|[<BCD| =2-|4ACD]|. Odcinek CFE jest dwusieczna kata BC'D; punkty D, E
leza na odcinku AB. Wykazaé, ze |AD| - |BC| = |CD|-|BE|.

Zadanie 478 zostalo opracowane na podstawie propozycji, ktora zglosit pan
Krzysztof Kaminski z Pabianic.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 11/2003
Przypominamy tres¢ zadan:

469. Skonczony zbiér liczb naturalnych A bedziemy nazywaé dopuszczalnym, jesli nie zawiera zadnej
pary liczb kolejnych. Dla kazdego takiego zbioru oznaczmy przez w(A) iloczyn wszystkich liczb
w tym zbiorze (dla zbioru pustego przyjmujemy (@) = 1).

Dana jest liczba naturalna n. Obliczyé sume kwadratéw liczb w(A), odpowiadajacych wszystkim

Pozostaje zauwazy¢, ze kazda z liczb
(6br +0,1111...) dlak =1,2,...,9 jest
liczba szczesliwg.

zbiorom dopuszczalnym zawartym w zbiorze {1,...,n}.

470. W kwadracie o boku dlugosdci 1 lezy n-kat wypukly (n > 3). Dowiesé, ze pewne trzy kolejne

wierzchotki tego wielokata sa wierzchotkami tréjkata o polu nie wigkszym niz 8/71,2.

469. Oznaczmy szukang warto$¢ przez F(n).
Ustalmy n > 2. Rodzina wszystkich zbiorow
dopuszczalnych, ktére sa zawarte w zbiorze {1,...,n},
sklada sie z tych zbioréw dopuszczalnych A, ktére
sa zawarte w zbiorze {1,...,n—1}, oraz zbioréw
postaci A = Ag U {n}, gdzie Ay jest dopuszczalnym
podzbiorem zbioru {1,...,n—2}. Suma kwadratéw liczb
m(A) dla zbioré6w A pierwszego typu wynosi F(n—1).
Suma kwadratéw liczb w(A) dla zbioréw A drugiego
typu wynosi n?2F(n—2). Otrzymujemy zalezno$é
rekurencyjna

F(n)=F(n—1)+n*F(n—2)
z oczywistymi warunkami poczatkowymi F(0) = 1,
F(1) = 2. Korzystajac z uzyskanego wzoru
rekurencyjnego, dostajemy przez tatwa indukcje
odpowiedZ: F(n) = (n+ 1)!.

470. Przyjmijmy, ze kolejne boki wielokata maja
dtugosci aq, . .., a,. Rzutujemy je na dwa prostopadle
boki kwadratu AB i BC. Niech z1,...,z, beda
dlugosciami rzutéw na odcinek AB, a y1,...,¥Yn
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dtugosciami rzutow na odcinek BC'. Wielokat jest
wypukly, wiec rozwazane rzuty pokrywaja kazdy
z odcinkéw AB i BC co najwyzej dwukrotnie. Stad

dowi<2 Y ui<2
a; = /a7 +yi <z +yi,

wiec > a; < 4, 1 wobec tego
n
> (ai+ai1) <8
i=1
(numeracja cykliczna, a,41 = ay). Istnieje zatem
co najmniej jeden numer k, dla ktérego

Przy tym

8
ar + ag+1 < —
n

Liczby ay i ak4+1 sa dlugosciami dwoch kolejnych bokow
wielokata. Pole S trojkata wyznaczonego przez te dwa
boki spelnia nier6wnosé, ktora chcieliSmy uzyskac:

2
A Gk11 1 ap + Q41 8
5SS gi( 2 ) Sq2




Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan:
31 V 2004

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
362 (WT = 3,20) i 363 (WT = 1,65)
z numeru 9/2003

Jacek Piotrowski — Rzeszéw 14,10
Leszek Grzanka — Chechto 14,03
Tomasz Wietecha — Tarnéw 12,27

Andrzej Idzik — Bolestawiec 12,12

P61 roku temu tak sig zlozyto, ze
praktycznie cata czoléwka ligowa
zakoniczyla swoje kolejne 44-punktowe

Zadania z fizyki nr 374, 375

375. Gaz doskonaly jest zamkniety w cylindrze
(rys. 1) tlokiem polaczonym z dnem cylindra
sprezyna o stalej sprezystosci k i zerowej dhugosci
swobodnej (tzn. sila wywierana przez sprezyne jest
réwna zeru, gdy tlok styka sie z dnem cylindra).
Na zewnatrz cylindra jest proznia. Ile ciepla trzeba
dostarczy¢, aby ogrza¢ 1 mol tego gazu o 1 stopien,
jesli dla przemiany w stalej objetosci analogiczne
ciepto jest réwne Cy 7

stali, a takze zmiany natezenia pola grawitacyjnego mozna
zaniedba¢. Grubo$é liny nie musi by¢ stata.

367. Zestawiono obwdd (rys. 2) skladajacy sie ze zrédla napiecia 3 V,

Redagugje Jerzy B. BROJAN

374. Kota roweru jadacego z predkoscia 5 m/s maja $rednice 1 m. Na jaka
maksymalng wysokosé (nad ziemia) moze sie wznie$¢ grudka blota oderwana
od opony tego roweru?

Rys. 1

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 11/2003
Przypominamy tres¢ zadan:

366. lle stali trzeba, aby wykona¢ ling o dtugoéci I = 15 km, ktéra zawieszona pionowo utrzyma
doczepiony do jej dolnego konca cigzar réwny P = 1000 N7 Gestos¢ stali wynosi p = 7,8 g/61n3, a jej
wytrzymalosé W = 1,5 - 10° N/cm?. Rozciagliwosé (sprezystosé) |

=

rundy. Dlatego w kilku numerach nie zwojnicy o indukcyjnoéci 0,8 H, kondensatora o pojemnosci 2000 uF

podawalismy wynikéw (nie bylo czoléwki doskonalej diody $wiecacej o napigciu progowym 1 V (o oporze m‘i

godnej tej nazwy), a i teraz punktacja zerowym, jesli napiecie w kierunku przewodzenia przekroczy wartosé

Jjest wyjatkowo niska. progows, i oporze nieskoficzonym w innym przypadku). W chwili 1
poczatkowej kondensator byl nienaladowany. Po jakim czasie od ™
zamkniecia klucza dioda zaswiecila i jak dlugo trwal ten sygnal? Rys. 2

366. Niech pole przekroju liny S bedzie funkcja
wysokosci h (réwnej 0 na dolnym koncu i I na gbrnym).
Lina bedzie miata najmniejsza mase, jesli dla kazdej
wartosci h pole S bedzie minimalne (na granicy
zerwania). Oznacza to, ze ciezar odcinka liny
o dlugosci dh

dP = pgSdh
réwna sie przyrostowi wytrzymalosci liny wynikajacemu
ze wzrostu pola przekroju o dS:

dP = WdS.
Rozwiazaniem réwnania rézniczkowego jest funkcja

S(h) = Soexp(pgh/W).

Wartosé pola przekroju na dolnym koncu wynika
7 zawieszonego ciezaru, tzn.

So = P/W,
natomiast szukang mase liny m wyznaczymy z pola
przekroju na gérnym koncu:

e W80 P (o () 1) g

367. Pomijajac na razie diode, okres drgan obwodu LC
wynosi

T =2nvLC =0,2513 s,
amplituda napiecia wynosi Uy = 3 V, a zatem amplituda
natezenia pradu wynosi Upy/C/L = 0,15 A.

Rozwazmy teraz przebieg zmian zachodzacych
w obwodzie z dioda. Natychmiast po zamknieciu klucza
napiecie na diodzie mialo kierunek zaporowy o wartosci
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3 V, a napiecie na kondensatorze i natezenie pradu
byly réwne zeru. Po uplywie éwierci okresu (0,0628 s)
napiecie na kondensatorze zréwnalo si¢ z napieciem
zrodla, napiecie na zwojnicy i diodzie spadlo do zera,

a prad plynacy przez zwojnice osiagnal wartosé
maksymalna. Dalej natezenie pradu zaczelo maleé,
napiecie na kondensatorze nadal wzrastato, a napiecie
na zwojnicy zmienilo znak (przybralo kierunek
przewodzenia diody). Gdy faza drgan osiagnela wartosé

¢ = arcsin(1/3) = 0,340

(co odpowiada 0,0541 okresu, czyli 0,0136 s), dioda
zaczela $wieci¢. Natezenie pradu plynacego przez
zwojnice mialo wtedy wartos¢

(0,15 A) - cos p = 0,1414 A.
Dopdki dioda przewodzila, wszystkie napigcia
utrzymywaty stale wartosci, a natezenie pradu
plynacego przez zwojnice i diode malato w statym
tempie réwnym

dI/dt=1V/L=125A/s
(przez zrédio i kondensator prad wtedy nie plynal).
Po czasie wynoszacym

0,1414/1,25 = 0,1131 s

natezenie pradu spadlo do zera, a dalszy wzrost
natezenia pradu w kierunku przeciwnym odbywal sie
wkosztem” rozladowania kondensatora (dioda byta
od tej chwili zablokowana). Drgania w obwodzie nie
wygasly, ale ich amplituda byla tak mala, ze dioda
juz nie zaswiecila. Z dokladnoscia do 0,001 s, dioda
zaswiecila po uplywie 0,076 s i $wiecila przez 0,113 s.
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Rozwigzanie zadania F 616.

Przypusémy, ze plyte skrecono o kat .

Rys. 1
Wéwecezas z rysunku 1
€
b = 2asin — = ea,
2

z rysunku 2 za$
mgb eamg

P — 80 .
YT AJE o 4d

Rys. 2

Moment przywracajacy polozenie
réwnowagi réwny jest

adFy ca’mg
T = ~ .
Vd? — b2 d
Réwnanie ruchu to
2
a“mg
ITao = — —ga,
d
czyli
a?mg -
= °x12s !

Od Redakcji.

W numerze 12/2003 na str. 12
zamienitem omylkowo licznik

z mianownikiem w okresleniu
stalej Feigenbauma. Za pomytke
przepraszam.

W. S.

Patrz w niebo

Natura blyskow gamma ciagle nie jest do konca wyjasniona. Z tego jednak,

co wiadomo o nich obecnie, wydaje sig¢, ze btyski te emitowane sa przez

biegnace niemal z predkodcia $wiatla ku Ziemi strugi materii wyrzucane —

by¢ moze — przez bardzo odlegle zapadajace sie¢ masywne gwiazdy. Blyski
gamma obserwuje si¢ obecnie z czestoscia jednego lub kilku dziennie. Po btysku
czasami przez kilka dni wida¢ gasnaca poswiate, a gdyby zjawisko to mozna byto
obejrze¢ w ogromnym powiekszeniu, widzialoby sie powiekszajacy sie (pozornie
z predkoscia przekraczajaca predko$é swiatla) gasnacy cienki pierscien swietlny.

1 marca 2000 r. zaobserwowano w Koronie Polnocnej kolejny taki btysk
gamma, ktéry zostal zarejestrowany jako GRB 000301C (cyfry koduja date
blysku, a C oznacza, ze byl to trzeci blysk tego dnia). Udalo sie nawet
zmierzy¢ jego przesuniecie ku czerwieni (z = 2,04), przez co jego odleglodé
oceniono na 3 Gpc. Jego poswiata jednak nie gasla: w cztery dni po blysku
poswiata osiggneta maksimum jasnosci i dopiero potem juz konsekwentnie
bladla do ostatecznego zaniku. Ten przebieg jej jasnosci zinterpretowala
grupa amerykanskich astronoméw, w ktérej znajdowal sie Polak, Krzysztof
Stanek. Zauwazyli oni mianowicie, ze przebieg jasnosci poswiaty przypomina
krzywa jasnosci gwiazdy podczas mikrosoczewkowania, tylko ze w przypadku
GRB 000301C mikrosoczewkowaniu podlegalby fragment poswiaty, czyli
wspomnianego Swietlnego pierécienia, przesuwajacy si¢ w miare swej ekspansji
za jakim$ obiektem soczewkujacym. Za wywolanie tego efektu odpowiedzialna
bytaby, zdaniem badaczy, zwykta pojedyncza gwiazda o masie rzedu 0,5 masy
Stonca, nalezaca do halo pewnej zwyklej galaktyki o jasnosci 24 mag,
polozonej w przyblizeniu w polowie odleglodci samego zrodla blysku. Bylby to
pierwszy przypadek zarejestrowania zjawiska, ktorego przyczyna jest polozona
w odleglosci co najmniej 1 Gpc skromna gwiazda o jasnosci obserwowane;j
szacowanej na 51 mag.

Tomasz KWAST

Marzec

W marcowe wieczory do$¢ wysoko na niebie wida¢ gwiazdozbiér Raka. Nie jest
tatwo go rozpoznaé, nie ma bowiem w nim szczegélnie jasnych gwiazd i latwiej
go znalezé jako obszar miedzy Bliznietami a Lwem. Ale nawet gotym okiem,
oczywiscie przy dobrej pogodzie, mozna zauwazy¢ tam mgietke, ktéra w lornetce
okaze sie gromada otwarta gwiazd. Jest to gromada Praesepe, czyli Z16bek,
albo tez M 44. Niecale 10° na poludnie i troche na wschod lezy druga, stabsza
gromada otwarta M 67. Nie byloby w tym nic nadzwyczajnego, gdyby nie wiek
drugiej z nich oceniony na pieé¢ miliardéw lat (pierwszej na pél do péttora
miliarda lat). Dla niezbyt masywnych gwiazd nawet 5 mld lat nie musi by¢
wiekiem sedziwym, ale gromada otwarta, jako luzne zbiorowisko gwiazd, ma
prawo zostaé szybko rozproszona przez sily ptywowe Galaktyki. Pamietajmy
bowiem, ze obieg Stonca wokdl centrum Galaktyki trwa w przyblizeniu éwieré
miliarda lat, gromada M 67 zachowuje wiec swoja tozsamosé przez 20 —

jak to sie méwi — lat galaktycznych. Moze sprzyjaja jej w tym niewielkie
rozmiary — skupia ona okolto 100 gwiazd w obszarze o rozmiarach zaledwie 4 pc.

Merkury jest w Rybach, wraz ze Stoncem, a Wenus w Baranie. 29 III obie te
planety znajda sie najdalej katowo od Stonca, kazda wedlug swoich mozliwosci:
Merkury o 19°, a Wenus o 46° — w obu przypadkach na wschéd od Stonca.
Mozna wigc prébowaé zobaczy¢ obie planety dolne jednocze$nie. Mars jest
na granicy Barana i Byka, a wiec wieczorem zachodzi. Jowisz jest w Lwie
i widaé go przez cala noc (4 III ma opozycje), a Saturn w BliZznietach, przez co
wida¢ go w pierwszej polowie nocy. 20 III zaczyna sie wiosna. Pelnia Ksiezyca
wypada 6 III, a now 20 III. 26 III Ksiezyc zakryje Marsa, ale zjawisko to bedzie
wida¢ w péinocnych czedciach Japonii, Rosji, Skandynawii, Wielkiej Brytanii,
Kanady i w Arktyce.

T. K.
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PARADOKSY SREDNICH (1)

Zostajesz dyrektorem $redniej wielkosci przedsiebiorstwa.
Pierwszym problemem, z ktérym przychodzi Ci si¢ zmierzyc¢,
jest znalezienie choéby drobnych oszczednosci w funduszu
plac.

Dowiadujesz sie, ze Twoja firma wydaje na ptace 844800 zt
miesiecznie. Przygladasz sie temu blizej. Firma zatrudnia
320 pracownikéw niewykwalifikowanych z ptacg 1200 zt
miesiecznie. Reszte otrzymuja pracownicy wykwalifikowani,
ktoérzy maja statutowo zagwarantowana pensje w wysokosci
dwukrotnej sredniej ptacy w calym przedsigbiorstwie.

Nie chcac pozbywad si¢ wykwalifikowanej kadry, decydujesz
si¢ na zwolnienie 20 niewykwalifikowanych pracownikéw.

Vo

e
PARADOKSY SREDNICH (2) <44

Wyciagasz jednak wnioski z poprzedniej przygody.
Udaje Ci si¢ ulokowaé w firmie, ktéra prosperuje znakomicie.

Pracownicy zatrudnieni na stanowiskach kierowniczych

(100 mezczyzn i 100 kobiet) zarabiaja po 2000 zt miesiecznie.
Natomiast pracownicy zatrudnieni na stanowiskach
niekierowniczych po 1000 zl miesiecznie. Liczysz na to,

ze wszechobecny Urzad do Spraw Obrony Kobiet przed
Dyskryminacja da Ci spokdj — w koncu ptace u Ciebie nie
zaleza od plci, na stanowiskach kierowniczych zatrudniasz
tyle samo kobiet, co mezczyzn, a w calym przedsiebiorstwie
kobiety stanowia ponad polowe zatogi.

Jednak te wskazniki nie sa w ogéle brane pod uwage.
UdSOKpD odkrywa, ze u Ciebie kobiety sa dyskryminowane,
gdyz ich érednia ptaca wynosi 1400 zt, podczas gdy

PARADOKSY SREDNICH (3)

Twoja kolejna firma musi walczy¢ na rynku pracy
o najlepszych fachowcow. Konkurencja stara si¢ przyciagnaé
do siebie najwyzej wykwalifikowanych specjalistéw.

W Twojej firmie sg trzy dziaty, z ktérych kazdy zatrudnia
po 5 oséb.

W Dziale Projektéw Matowaznych srednia ptaca wynosi
4000 zt miesiecznie.

W Duziale Wynalazkéw Nieprzydatnych srednia ptaca wynosi
2000 zt miesiecznie.

Natomiast w Dziale Odkry¢é Dawnoznanych srednia ptaca
wynosi 1000 zt miesigcznie.

e

Liczysz na oszczedno$é 24 tysiecy zt w nastepnym miesigcu.

Z pewnym zdziwieniem przyjmujesz informacje, ze

w kolejnym miesigcu firma wydata na ptace 840 tysiecy
zt. Zamiast planowanych 24 tysiecy, oszczednosci sa
pieciokrotnie mniejsze. Widzac jednak, ze zmierzasz

w dobrym kierunku, przetamujesz opor zwiazkdéw
zawodowych i zwalniasz kolejnych 20 pracownikéw
niewykwalifikowanych.

W nastepnym miesiacu fundusz ptac ani drgnal! Znowu

840 tysiecy zt. Nie rozumiesz, dlaczego nie ma oszczednosci
kolejnych 24 tysiecy, ale czujesz, ze trzeba dziataé
zdecydowanie. Tym razem zwalniasz 40 pracownikéw
niewykwalifikowanych. Liczysz na 48 tysiecy zt oszczednosci.

W kolejnym miesigcu Twoje przedsiebiorstwo wydaje

na place 864 tysiace zl, czyli wiecej niz wtedy, gdy
obejmowales stanowisko!!! Grozba bankructwa staje si¢
coraz powazniejsza. Decydujesz sie na desperacki krok.
Zwalniasz kolejnych 60 pracownikéw niewykwalifikowanych,
a pozostalym obnizasz pensje z 1200 do 1000 zt.

W kolejnym miesigcu przedsiebiorstwo wydaje na place
900 tysiecy zt. Twoja firma upada z hukiem!

srednia placa mezczyzn to 1500 zt. Groza Ci powazne
ktopoty.

Jednak zdobyte doswiadczenie procentuje. Wydajesz
nastepujace polecenia:

1. Zwolni¢ 100 sposréd kobiet zatrudnionych na stanowiskach
niekierowniczych.

2. Na ich miejsce zatrudni¢ 100 mezczyzn.
3. Obnizyé ptace wszystkich kobiet o 10%.
4. Podwyzszy¢ place wszystkich mezczyzn o 5%.

Mimo tak szokujacych decyzji UdSOKpD jest zadowolony,
bo teraz $rednia ptaca kobiet jest réwna 1500 zt miesiecznie,
a mezczyzni zarabiaja Srednio po 1400 zl. A Twoja firma
wydaje na place pracownikéw o 5000 zt miesiecznie mniej.

W konkurencyjnej firmie sa takie same trzy dzialy,

ale w kazdym z nich érednia placa jest o 100 zt wyzsza niz
w odpowiadajacym mu dziale u Ciebie. Nic dziwnego, ze
boisz si¢ straci¢ swoich pracownikéw na rzecz konkurencji.
Nie masz, niestety, pieniedzy na podwyzki ptac.

Ale i na to jest sposéb. Przenosisz pana Grzesia (placa
3200 zt) z DPM do DWN, a pania Zosi¢ (ptaca 2200 z1)
z DWN do DOD.

Bez zadnych naktadéw finansowych érednia ptaca w kazdym
dziale wzrosta o 200 zt. I niech si¢ teraz konkurencja martwi,
ze u Ciebie érednie ptace sa wyzsze o 100 zt.

Korespondencje¢ do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl

17



Nagrodzone prace
XXV Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

Jak juz pisalismy, XXV Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki byl wyjatkowo udany. OtrzymaliSmy
wiele warto$ciowych i ciekawych prac. Final okazal sie bardzo zaciety. Jury dtugo debatowato nad
kolejnoscia laureatéw, w wyniku czego przyznano az dwa ztote medale. Z tego powodu chcemy w tym
roku przedstawié¢ nie jedna (jak bywalo zazwyczaj) prace, lecz siedem. Mamy nadzieje, ze pozwoli to

na lepsze zorientowanie sie, jakie prace sg przez Jury najwyzej cenione i moze podsunie tegorocznym
uczestnikom KUPzM jakies nowe pomysty.

Przypominamy, ze w tym roku zwyciezca i jego opiekun otrzymaja dzieki firmie GAMBIT dodatkowsa
nagrode: profesjonalne wersje programu Mathematica.

Waga szalkowa i uogdélniony problem falszywej monety

Hugo Steinhaus w ,,Kalejdoskopie matematycznym” przedstawil nastepujace
zadania:

Mamy dziewie¢ monet pozornie jednakowych. Wiemy, Ze
jedna z nich (nie wiemy ktéra) jest falszywa i wazy mniej od
pozostalych. Trzeba jg wykryé w dwich wazeniach na wadze
szalkowej bez uzycia odwaznikéw (wolno klasé po kilka monet
na kazdej szalce).

oraz
Mamy trzynasScie monet, z ktorych doktadnie jedna jest
falszywa, ale nie wiemy, czy jest ciezsza, czy lzejsza od monet

dobrych. Mamy jo wykryé w trzech wazeniach na wadze
szalkowey.

W mojej pracy przedstawiam rozwazania dotyczace mozliwie szerokiej klasy
podobnych probleméw. Lacznie rozwazam 48 wariantéw zadan Steinhausa.
Ze wzgledu na duza ich liczbe oraz znaczne podobienstwo podam tresci
wszystkich tych wariantéw lacznie. Konkretny wariant jest wyznaczony przez
wybor pieciu liter.

Dane sg dwie liczby naturalne n i k.

Wiemy, ze wéréd n monet

A) na pewno B) by¢ moze

jedna moneta jest falszywa i ma inna mase niz pozostale monety.
C) Wiemy, D) Nie wiemy,

czy jest ona ciezsza, czy lzejsza od pozostalych monet.

Oprécez tego mamy do dyspozycji

E)0 F) 1 G) nieskonczenie wiele

dodatkowych monet dobrych.

Naszym zadaniem jest ustali¢, czy da si¢ za pomoca k wazen na wadze
szalkowej, bez uzycia odwaznikéw (uzywamy tylko monet)

H) stwierdzié, czy ktéras z monet jest falszywa, a jesli tak, to wskazaé ja.

I) stwierdzié¢, czy ktéras z monet jest falszywa, a jesli tak, to wskazaé ja
i okresli¢, czy jest ciezsza, czy lzejsza od dobrych monet.



Ponadto od tych k wazen
J) wymaga sie, K) nie wymaga sie,

aby to, jakie monety biora udzial w kolejnych wazeniach, byto wiadome jeszcze
przed wykonaniem pierwszego wazenia (czyli nie mozemy uzalezni¢ wyboru
monet do wazenia od wynikéw wezesniejszych wazen).

Tres¢ pojedynczego wariantu jest wyznaczona przez wybranie jednej z liter

A lub B, jednej z liter C lub D, jednej z E, F lub G oraz H lub I i jednej

z liter J lub K. Oryginalne zadania Steinhausa mozna okredli¢ zatem jako
warianty ACEHK zn =9 ik =2 oraz ADEHK 7z n = 13 i k = 3 naszego
uogblnionego zadania. Dla ustalonych n, k oraz wariantu zadania odpowiedz

na postawione w zadaniu pytanie moze by¢ twierdzaca lub przeczaca.

W przypadku odpowiedzi przeczacej trzeba uzasadnié¢, ze faktycznie k wazen nie
wystarcza do wskazania falszywej monety, natomiast w przypadku odpowiedzi
twierdzacej trzeba podaé algorytm wykonywania wazen.

Podam teraz w tabelach wyniki, ktére uzasadniam w pracy. W wariantach,
w ktérych wiemy, czy falszywa moneta jest ciezsza, czy lzejsza od pozostalych
monet (C), odpowiedz na postawione w zadaniu pytanie jest pozytywna, gdy

F/G

A

Zadanie ma ng<3 k

ng<3

sensdlan>1

n<3f—1 | n<3f—1|n<3F—1
B n#1 n#1
n#3%F -2

W wariantach, w ktérych nie wiemy, czy falszywa moneta jest ciezsza, czy
1zejsza od pozostalych monet (D), odpowiedZ na postawione w zadaniu pytanie
jest pozytywna, gdy

E F/G
A H n<(3"+1)/2 n< (38 +1)/2

. n#2
Zadanie ma 372 317
sensdlan>1 n<(3"=3)/ n< (3" —3)/

I n#1

n#2
n<(3F—3)/2lubn=0|n<(3*-1)/2

B n#1

n#2

Na przyktad nie jest mozliwe wskazanie wsrod 40 monet falszywej monety
poprzez wykonanie 4 wazen na wadze szalkowej, gdy nie mamy dodatkowych
monet, nie wiemy, czy falszywa moneta w ogdle istnieje i czy gdyby istniala,
bylaby ciezsza, czy lzejsza od pozostatych (40 > 39 = (3* — 3)/2).

7 powyzszych tabel wynika, ze gdy mamy do dyspozycji dodatkowe dobre
monety, wowczas nie ma znaczenia ich liczba. Zawsze poradzimy sobie,
wykorzystujac tylko jedna z nich.

Niemal zawsze wazenia mozna zaplanowac z gory. Jedynymi wyjatkami sa
warianty BCEHK oraz BCEIK, w przypadku ktoérych nie mozemy zaplanowaé
wazen, gdy n = 3F — 2.

Marcel KOLODZIEJCZYK, I LO im. Kopernika w Lodzi — ZELOTY MEDAL



O istnieniu funkcji cigglej przyjmujacej kazdg wartosé¢ z gory zadang iloSé razy

Interesuje nas nastepujacy problem:

Dana jest funkcja N : R — N (przyjmujemy, zZe

0 € N). Czy istnieje funkcja ciggla f : R — R, taka

ze dla kazdego x € R funkcja [ przyjmuje wartosé
dokladnie N(x) razy?

Przyjrzyjmy sie na poczatek paru przyktadom.

Dla N = 1 zadana funkcja istnieje. Przykladem jej
jest kazda funkcja liniowa niestata. Rowniez dla N = 3
mozemy skonstruowa¢ zadang funkcje. Konstrukcja ta
polega, méwiac obrazowo, na ,sklejaniu” funkcji takich
jak na rysunku 1.

Rys. 1 !

Bardziej formalnie, ustalamy dowolne ciagi (2, )ne7,

i (Yn)ney, rosnace, nieograniczone zaréwno z gory,

jak i z dotu. A nastepnie w kazdy z prostokatow
wyznaczonych przez x,, Tni1, Un, Yn+1 Wpisujemy taki
wzygzak” jak na rysunku 1. Otrzymana funkcja ciagla
jest przedstawiona na rysunku 2.

Yn+lt

! !/
Rys. 2 Ip—1 Zn—1| 2Zn—1 Tn 2Zn Zn Tp+l

7 takiej funkcji mozna w dos¢ prosty sposob otrzymaé
funkcje ciagla przyjmujaca kazda wartos¢ rzeczywista
5 razy. Wycinamy funkcje na kazdym z odcinkéw

[2n, 25,] 1 w to miejsce wklejamy ,zygzak”, analogiczny
do tego na rysunku 1. Wykres zadanej funkcji
przedstawia rysunek 3.

Yn+1t

_______

!/ /
Rys. 3 Tp—1 Zn—-1| Zn—1 Tn 2Zn Zn Tn4l

Analogicznie mozna otrzymaé funkcje ciagla
wyznaczong przez N =7, N =9, N = 11, itd.

Zastanowmy sie teraz, czy istnieje funkcja ciagta
wyznaczona przez N = 2... Otdéz nie. Co wigcej,
mozna podaé pelna charakteryzacje funkcji N, ktore
wyznaczaja funkcje ciaglte. Przedstawimy ja tutaj
przy dodatkowym zatozeniu, ze N > 0. W ogdlnym
przypadku jest ona nieco bardziej ztozona.

Twierdzenie. Niech N > 0. Wéwczas na to, by istniala
funkcja ciaglta f wyznaczona przez funkcje IV, potrzeba
i wystarcza, by dla dowolnej liczby z € R istniato

e >0, takie ze jeSli x € (z —¢g,2) iy € (2,2 +¢€), to
zachodzi zalezno$é w > N(z) w przypadku, gdy
przynajmuniej jedna z liczb N(x) i N(y) jest nieparzysta,
natomiast w > N(z) w przypadku, gdy kazda

z liczb N(z) i N(y) jest parzysta.

Dowé6d konieczno$ci warunkéw twierdzenia.
Potrzebny bedzie nastepujacy lemat, ktérego

dowdd oparty na wlasnosci Darboux pozostawiamy
Czytelnikowi.

Lemat. Niech f : R—5R bedzie funkcja ciagla, ktéra
kazda warto$¢ rzeczywista przyjmuje skonczenie wiele
razy i przynajmniej jeden raz. Wowczas

lim f(z) =00 i lim f(z)=—o0
lub
lim f(z)=-oco i lim f(z)=oco.

Powréémy do dowodu twierdzenia. Wezmy dowolne
z € R Niech N(z) =n. Niech a1 < a2 < ... < a, beda
wszystkimi punktami o wtasnosci

z = fla1) = flaz) = ... = f(an).

Rozwazmy woéwczas przedzialy (ak, agt1),
k=1,2,...,n. Dla kazdego z nich wybierzmy
b € (ak,apt1). Wartosé f(by) jest rézna od z.
Podobnie, wezmy by € (—00,a1) 1 by, € (an, 00). Wartosci
f(bo) i f(by) sa rézne od z. Ustalmy

e =min{|f(bx) — 2| : k=0,1,...,n}.
7 wtasnosci Darboux wynika, ze na kazdym
z przedzialéw (—oo, a1], [a1,b1], [b1,az], ..., [ak, bk,
bk, akt1]s - - -5 [an, 00) warto$é x € (z — €, z) lub wartosé
y € (z,z + €) przyjmowana jest przynajmniej raz.
Poniewaz tych przedzialow jest 2n, to zachodzi

3(N(2) + N(y)) > N(2).

Z réwnosci (N(x) + N(y)) = 2N(z) wynika, ze
na kazdym z przedzialow [ak, axy1], k=1,2,...,n
dokltadnie jedna z wartosci x lub y musi by¢
przyjmowana dokladnie dwa razy, a na przedziatach
(—00, a1], [an, o) dokladnie jeden raz. Przy
dodatkowym zalozeniu parzystosci N(x) i N(y)
mamy, ze na obu przedzialach (—oo, a1], [a,, c0) jest
przyjmowana warto$é¢ « (lub y). A to oznacza, ze
lim g(z) i lim g(z) nie moga by¢ jednoczesnie rézne
xr—00 r——00
i niewladciwe. Sprzeczno$é.

Dla N spelniajacego warunki twierdzenia mozna podaé
konstrukcje funkcji ciaglej f wyznaczonej przez to N.

Aleksandra KWIATKOWSKA, XIV LO im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiv — ZEOTY MEDAL



O rozrzedzeniach zbioru liczb naturalnych i szeregach P-harmonicznych

Zacznijmy od nastepujacego zadania: rozwazmy zbiér wszystkich liczb
naturalnych, ktére maja zero w zapisie dziesietnym. Czy szereg ich odwrotnosci
jest zbiezny? A jesli zero zastapimy inna cyfra?

Aby znalezé odpowiedZ na postawione wyzej pytanie, nie wystarczy biegle
poshugiwaé sie kryteriami znanymi dobrze z kursu analizy matematycznej,
poniewaz niemozliwe jest znalezienie ogdlnej postaci liczb niemajacych danej
cyfry w zapisie dziesigtnym. Mozna natomiast wyznaczy¢ ich gesto$é (rozumiana
intuicyjnie) w zbiorze liczb naturalnych i na tej podstawie okresli¢ zbiezno$é
szeregu. Tym wlasnie zajmowalem si¢ w mojej pracy. Nizej przedstawie gléwny
wynik otrzymany przeze mnie, chetnych do przeczytania catego artykutu prosze
o kontakt ze mna (julekj@interia.pl).

Ponizej wprowadzimy kilka poje¢ potrzebnych w dalszym ciagu.

Definicja 1. Szereg odwrotnosci liczb naturalnych, tzn. szereg postaci
o0

Zlf1+1+l+
n o 2 3 7

n=1
nazywaé bedziemy szeregiem harmonicznym.
Definicja 2. Nieskonczony zbiér P C N nazywamy rozrzedzeniem zbioru liczb
naturalnych lub po prostu rozrzedzeniem.
1
Definicja 3. Niech P C N bedzie rozrzedzeniem. Szereg Z — nazywac
n

bedziemy szeregiem P-harmonicznym. nepP

Oznaczmy teraz P, = PN {1,2,3,...,n}, p(n)=#P,, gdzie #P, oznacza
liczbe elementéw P,. Mozemy teraz przedstawi¢ gléwny wynik pracy.

Twierdzenie. Niech P bedzie rozrzedzeniem zbioru liczb naturalnych. Wtedy

neprP n=1

gdzie a,, jest dowolnym ciagiem liczb naturalnych, takim ze 1 < ¢ < “2*‘ <O,
dla pewnych liczb rzeczywistych ¢, C.

Nie bedziemy tu dowodzi¢ powyzszego twierdzenia, zajmiemy sie tylko
pokazaniem dwdch jego zastosowan.

1. Niech P bedzie zbiorem liczb naturalnych niemajacych w zapisie dziesigtnym
cyfry i. Wezmy ciag a,, = 10" spelniajacy warunek z twierdzenia. W kazdym

z przedzialéw [10%, 10F+1] zostaje 9¥+! rozwazanych liczb.

Stad p(10™) =9+ 92 + ...+ 9" = 2(9" — 1).

p(1
HEZPE«X) Z 1on

gO™-1)  q0m
10m+1 g(9n_1) 10’

(10m) . 1
Zplon 1 ZE<OO

nepP

Poniewaz lim to na mocy kryterium d’Alemberta

n—oo

2. Niech P bedzie zbiorem liczb pierwszych. Wybierajac ciag a,, = 2",

otrzymujemy ) o (2)
p

YDERIRE Sl
nepP n=1

p(2 1 1
Z 21210g2"7 1210g2z_

Zatem szereg P—harmomczny jest rozbiezny.

Ale

Juliusz JABLECKI, III LO im. Adama Mickiewicza we Wroctawiv — SREBRNY MEDAL
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Problem komiwojazera

Problem komiwojazera przedstawia si¢ nastepujaco.
Komiwojazer wyjezdza z miasta nr 1, przejezdza przez
pewien zbiér miast, po czym wraca do miasta, z ktorego
wyjechat. Im szybciej pokona te droge, tym lepiej.
Nasze zadanie polega na znalezieniu najkrotszego cyklu
przechodzacego przez wszystkie miasta doktadnie raz.
Opisze, jak znalezé¢ dlugosé najkrétszej drogi, jednakze
postugujac sie tymi metodami, otrzymuje si¢ takze trase
komiwojazera.

Problem mozna oczywiscie rozwiazac¢, przeszukujac
wszystkie mozliwoséci. Dla 2 miast jest jedna mozliwo$c.
Dla 3 miast dwie mozliwosci { ABCA; ACBA}, dla
czterech miast liczba mozliwosci wynosi 6: {ABCDA,;
ACDBA; ACBDA; ADCBA; ABDCA; ADBCA}.
Ogdlnie mamy (n — 1)! mozliwych przypadkéw

do przeanalizowania. Dla 49 miast liczba mozliwosci
bedzie siegata 48! przypadkdéw, czyli w zaokragleniu
okoto: 1,241391559 - 1051, Przy zalozeniu, ze jestesmy
w stanie liczy¢ miliard kombinacji na sekunde,
program dziatatby 2 - 103 razy tyle co wiek naszego
Wszechswiata.

Problem ten mozna jednak rozwigza¢ metoda
programowania dynamicznego. Oznaczmy przez D(z,y)
dlugosé drogi z miasta = do miasta y. Niech L(x, S)
oznacza dlugos¢ najkrotszej drogi z miasta =z,
przechodzacej przez wszystkie miasta ze zbioru S

— przez kazde doktadnie raz — koficzacej sie na miedcie
nr 1. Jedli oznaczymy zbioér wszystkich miast jako X,
to L(1, X \ {1}) jest interesujacym nas rozwiazaniem

problemu komiwojazera. L(x, S) mozemy latwo obliczy¢.

Komiwojazer z miasta x pojedzie najpierw do jednego
miasta ze zbioru S, a pdzniej mozliwie krotka droga
przejedzie przez reszte miast ze zbioru S, az do miasta

nr 1. Tak wiec L(z, S) = Iyneusl (D(z,y) + L(y, S\ {y})).

Metoda programowania dynamicznego jest szybsza

od przeszukiwania wszystkich mozliwoéci. Ztozono$é
czasowa jest rzedu n22". Niestety metoda ta wymaga
sporej pamieci (zlozonoéé pamieciowa jest rzedu n2™,
juz dla 22 miast potrzeba ponad 2 MB pamieci
operacyjnej). Dodatkowo trudno jest taki algorytm
optymalizowac.

Przeszukiwanie wszystkich mozliwosci mozna jednak
usprawnic, co, jak sie okazuje, daje lepsze rezultaty.
Zalézmy wiec, ze mamy najkrotsza dotychcezas
znaleziong droge komiwojazera — cykl A. Mamy tez
jakas droge B przechodzaca przez k miast, gdzie k < n.
Jesli dtugoséé drogi B jest wigksza od diugoéci cyklu A,
to nie warto, oczywiscie, juz jej rozwazac¢. W ten sposob
nie bedziemy analizowa¢ wszystkich mozliwosci.
Oczywiscie usprawnienie to mozna takze ulepszyc¢.
Sprébujmy oszacowad, o ile co najmniej wydluzy nasza
droge B dodanie do niej pozostaltych n — k miast.

Sa rézne metody — jedne zabieraja duzo czasu, inne

z kolei daja mniej doktadny wynik. W tym przypadku
oplaca sie przeznaczy¢ wiecej czasu na dokladniejsze
oszacowanie. Na miastach skrajnych drogi B oraz
miastach nieprzytaczonych do naszej drogi budujemy

minimalne drzewo spinajace (MST). Diugoséé takiego
drzewa jest niewigksza od dlugosci drogi, ktora bedzie
domyka¢ nasza droge. Co za tym idzie, cykl powstaly

z drogi B wraz z dotaczonymi do niej pozostalymi
miastami nie bedzie dtuzszy od sumy dlugosci drogi B
i dlugosci MST. Pozostaje wiec tylko zbudowanie MST.
W tym celu postuguje si¢ tzw. algorytmem Kruskala
(doktadny opis oraz dowdd poprawnoscei algorytmu
znajduje sie w ksiazce K.A. Ross, Ch.R.B. Wright,
»Matematyka dyskretna”). Kolejne przyspieszenie
mozna uzyskaé na czasie budowania MST. Program
budowalby MST dla tych samych miast wiele razy,
mozna wiec je zapamietywaé. W tym celu uzytem
techniki haszowania — zapamietywalem MST w tablicy
list. Oczywiscie nie zapamietalem wszystkich drzew.
Po pierwsze zabrakloby pamieci operacyjnej, po

drugie za$ i przede wszystkim nie optaca si¢ ich
zapamietywaé, gdyz listy wydtuzylyby sie za bardzo

i wyszukiwanie interesujacych nas MST trwaloby

zbyt dlugo. Dlatego tez zapamietywalem tylko MST
sktadajace sie z co najwyzej 5 miast.

Na koniec mozna jeszcze zauwazy¢, iz wszystkie
dotychczasowe optymalizacje opieraly sie na zalozeniu,
iz mam juz jakas droge przyblizona. Przed
uruchomieniem gléwnej procedury program liczyt

wiec droge przyblizonag. W tym celu postugiwatem sie
algorytmami opisanymi w ksiazce M.M. Systo, N. Deo,
J.S. Kowalik, , Algorytmy optymalizacji dyskretnej”
oraz opisanymi w niej tzw. 2- oraz 3-optymalizacjami.
W ten spos6b uzyskana droga przyblizona byla dtuzsza
od cyklu minimalnego o okolo 0-6%. Dane do programu
zostaly wprowadzone w formie wspélrzednych na mapie.
Dtugosci miedzy miastami byly zas odlegltosciami
pomiedzy punktami na mapie. Ostatecznie program
dla 49 miast wojewodzkich wedlug starego podziatu
administracyjnego Polski dziatal okoto 2 godzin

30 minut. Droge przyblizona liczyl okolo 48 sekund.
Dtugos¢ drogi przyblizonej wynosita okoto 3699 km,

a dhugosé drogi optymalnej wynosita okoto 3580 km.

uwalki

" Lonzagi
Dstrolek%lalgStDk

Ciechanow

Warszay Te
¥2edlee 12 Podlaska

Skierniewice

Zamosc

Bielsko-Hiala Przenysl
rosno

Nowy $4&F
Aktualny $wiatowy rekord pochodzi z 2001 roku.
Ustanowili go D. Applegate, R. Bixby, V. Chvatal,
i W. Cook, ktérzy rozwiazali problem komiwojazera dla
15112 miast. Te i inne informacje dotyczace problemu
komiwojazera mozna znalezé na stronie internetowej:
www.math.princeton.edu/tsp/index.html
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Wielowymiarowe muzeum i jego straznicy

Punktem wyjscia moich rozwazan jest rozdzial
28 , Straznicy w muzeum” ksiagzki M. Aignera

i G.M. Zieglera ,Dowody z Ksiegi”, gdzie przedstawiony

zostal problem przedstawiony przez V. Klee oraz jego
rozwigzanie.

W rogach wielokgtnego muzeum umieszczamy
straznikow. Zaktadamy, ze muzeum jest
pilnowane, gdy dowolny punkt wewnqtrz tgczy sie
przynajmniej z jednym z obranych wierzchotkow
(straznikiem), nie przecinajgc Zadnej z krawedzi.
1l straznikow potrzeba do pilnowania muzeum?

7 rozwigzania wynika, ze do pilnowania dowolnego
n-kata wystarczy [n/3] straznikéw. Nasuwa sie pytanie,
czy podobne zaleznoéci istnieja w wyzszych wymiarach?

Tréjwymiarowe muzeum

Dany jest wielo$cian o n krawedziach i m Scianach.
Suma krawedzi wszystkich Scian wynosi 2n. Tworzymy
siatke wieloscianu i dokonujemy jej triangulacji
(podziatu na tréjkaty). Poniewaz dowolny n-kat dzieli
sie na n — 2 trojkaty, wiec liczba powstalych tréjkatow
Wynosi:

T —2422—24+...+xm —2=2n—2m,
gdzie x; oznacza liczbe krawedzi i-tej Sciany.
Potraktujmy siatke jako wielokat. Znajac liczbe
tworzacych go tréjkatow, wyznaczamy liczbe jego
krawedzi: 2n — 2m + 2. Z twierdzenia o straznikach
otrzymujemy liczbe straznikéw potrzebnych
do pilnowania powierzchni siatki:

[(2/3)(n —m + 1))

Rozwazmy teraz sytuacje, kiedy poruszajac sie
wzdtuz krawedzi, nie mozemy dotrzeé¢ do dowolnego
wierzcholka.

Do pilnowania $ciany o t krawedziach zewnetrznych
i u wewnetrznych (wokdl dziury) wystarczy

(/3] + [u/3]
straznikéw ([u/3] straznikéw wokél dziury). Jako ze
[t/3] + [u/3] < [(t 4+ u)/3], sytuacja ta nie wymusza
umieszczania dodatkowych straznikéw.

Pozostaje sprawdzi¢, czy fakt obserwowania siatki
wystarcza do pilnowania przestrzeni wewnatrz
wieloscianu. Wezmy dowolny punkt A wewnatrz
wielo$cianu. Tworzymy odcinek laczacy ten punkt

z pewnym straznikiem. Jesli odcinek nie przecina
zadnej Sciany, jest to koniec dowodu. Jezeli przecina,
prowadzimy odcinek taczacy punkt A ze straznikiem
na tej Scianie. Jedli réwniez ten odcinek przecina jakas
$ciane, powtarzamy rozumowanie. Jako ze liczba

Scian jest skonczona, powyzsze rozumowanie tez

jest skonczone. Wynika stad, ze znajdziemy odcinek
nieprzecinajacy zadnej Sciany, laczacy punkt A

ze straznikiem. Wnioskujemy, ze do pilnowania
wieloScianu o m $cianach i n wierzchotkach wystarczy

[(2/3)(n —m +1)]
straznikow.

Czterowymiarowe muzeum

Wyznaczenie liczby straznikéw w wielo$cianie
czterowymiarowym nie jest juz tak proste i wymaga
znalezienia pewnych jego wlasnoéci. W tym celu
skorzystamy z zatozen metody Fechnera. Méwi ona, ze
ze stosunku Swiata plaskiego do przestrzennego dadza
sie wyprowadzi¢ relacje, ktére powinny istnie¢ miedzy
$wiatem tréj- a czterowymiarowym (dla uproszczenia
figury czterowymiarowe zapisywane beda jako figury
4D, natomiast tréjwymiarowe jako 3D, itd.).

Zmajdzmy analogie miedzy $wiatem dwu-

i trojwymiarowym. Rozpatrzmy krzywa zamknieta.
Rozcinajac ja, tworzymy jej jednowymiarowa siatke.

7 kolei siatka wielo$cianu 3D jest dwuwymiarowa.
Analogicznie siatka wieloscianu 4D jest tréjwymiarowa.

Zauwazamy, ze w dwoch wymiarach kazdy wierzchotek
nalezy do dwéch bokéw. W wieloScianie krawedz
nalezy do dwu $écian. Tak wiec w wielo$cianie 4D
kazda ze $cian nalezy do dwu figur 3D. Zauwazamy
teraz, ze w wielo$cianie 4D kazda z krawedzi
powinna laczyé¢ sie z co najmniej trzema $cianami
(analogicznie w wielokacie 3D kazdy wierzchotek laczy
sie z co najmniej 3 krawedziami). Wyznaczmy teraz
liczbe straznikéow wielodcianu 4D o n krawedziach
i m Scianach. Suma liczby $cian figur 3D wieloscianu
wynosi 2m. Wiemy, ze kazda krawedz nalezy
do co najmniej trzech $cian, a wiegc i figur 3D.
Jednoczesnie nie nalezy ona do co najmniej dwu Scian
kazdej z nich. Wiedzac, ze kazda $ciana nalezy do dwu
figur 3D, wnioskujemy, ze kazda krawedz nie nalezy
do co najmniej trzech Scian. Mozemy teraz oszacowaé
liczbe krawedzi figur 3D:
a1+ a2+ ...+ as <nlm—3),

gdzie a; oznacza liczbe krawedzi i-tej figury.
Potraktujmy figury 3D jako wielo$ciany 3D.
Wyznaczamy sume tréjkatéw powstalych w wyniku
triangulacji ich siatek:

2a172b1+2a272b2+...+2a5—2b5,
gdzie b; oznacza liczbe Scian i-tej figury. Wiedzac, ze
kazda ze $cian (tréjkatéw) nalezy do 2 wieloscianéw 3D,
wyznaczamy liczbe tréojkatow figury 4D i szacujemy
ja z goéry: {n(m — 3) — 2m + 2}/3. Analogicznie
do dowodu twierdzenia o straznikach w 3D muzeum,
rozpatrujemy przypadek istnienia figur 3D z dziura.
7 twierdzenia o straznikach otrzymujemy liczbe
straznikéw potrzebnych do pilnowania 4D muzeum:

[{n(m —3) —2m +2}/3].
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O porzadkowaniu zaleznosci wektoréow losowych zwigzanym z pewna klasg funkcji

W pracy zajeliSmy sie opisem zaleznosci dla zmiennych
losowych. W klasycznej” probabilistyce szkolnej
zaklada sie zazwyczaj ich niezalezno$¢, np. przy probach
Bernoulliego. Zatozenie to nie jest jednak zawsze
spelnione, np. przy schemacie urnowym i losowaniu

bez zwracania. Co wiecej, znacznie czesciej mamy

do czynienia ze zmiennymi zaleznymi.

Badajac zalezne zmienne losowe, musimy

umieé¢ porzadkowaé zaleznos¢ i mierzy¢ jej site.
Najpopularniejsza miara sity zaleznosci jest kowariancja.
Ma ona jednak swoje powazne wady, m.in. sa przyktady
zmiennych losowych, ktére sa zalezne, a mimo to
kowariancja dla nich wynosi 0, jak dla zmiennych
niezaleznych. Co wiecej, kowariancja dziala dla par
zmiennych losowych, a sa przyktady wektoréow losowych,
gdzie mimo, ze kazda z par zmiennych losowych jest
niezalezna, to caly wektor jest wektorem zaleznych
zmiennych losowych.

Dlatego zajelismy sie innym podejsciem do opisu
zaleznodci i jej porzadkowania. Postugujemy sie

w tym celu tzw. funkcjami supermodularnymi. Jesli
funkcja ¢: R* — R jest dwukrotnie rézniczkowalna,

to jest supermodularna wtedy, gdy kazda jej druga
pochodna czastkowa jest nieujemna. Zaleta tej

definicji jest to, ze korzystajac z niej w latwy

sposéb bada sie supermodularno$é¢ danej funkcji.

Wada — zalozenie, ze funkcja musi by¢ dwukrotnie
rézniczkowalna, co wyklucza takie funkcje jak

o(z1,. .., 2n) = min(xq,...,x,), ktére réwniez sa
supermodularne przy odpowiednio zmodyfikowanej
definicji (przyklady takich definicji podajemy w pracy).
Inne funkcje supermodularne to: $rednie — arytmetyczna

i geometryczna,
n

oar, ... o) = [ £(@o),
i=1
gdzie f € C! jest rosnaca i nieujemna, a takze

s = 1135,

=1
gdzie f € C? jest wypukla.
Funkcja f jest klasy C*, jesli jej k-ta pochodna jest ciagla.

Majac dang klase funkcji supermodularnych mozna
wprowadzi¢ ogdlna definicje zaleznosci n-wymiarowych
wektorow losowych, tzn. wektoréw, ktorych
wspoélrzednymi sa zmienne losowe. Powiemy, ze

wektor X = ()?1, )~(2, ..., X)) jest bardziej ¢p-zalezny
od wektora X = (X1, Xa,...,X,), co zapisujemy
nastepujgco

(Xl, XQ, Ce ,Xn) >~¢ (Xl,XQ, ey Xn),

gezeli dla kazdej ¢ supermodularne) zachodzi nieréwnosé

E(¢(X)) 2 E(o(X)).

Korzystajac z tej definicji mozemy juz badac
zaleznosci miedzy wektorami losowymi.
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Interesuje nas, jakie wektory sa maksymalnie, a jakie
minimalnie ¢-zalezne.

W ogélnym, n-wymiarowym przypadku rozwazamy
wektory losowe X = (X1,...,X,), ktore
przyjmuja z jednakowym prawdopodobienstwem
wartosci z pewnego zbioru skonczonego
{(z},...,2), ..., (zL,,...,2%)}. Okazuje sig, ze
maksymalnie zalezny (tzn. bardziej zalezny od
dowolnego innego, ktérego kolejne zmienne losowe
przyjmuja wartoéci X; € {z},...,2% } dlai=1,...,n)
jest wektor X = (X1,...,X,,), taki ze wartoéci
zmiennych losowych sa uporzadkowane monotonicznie
(np. rosnaco). Mamy wiec

(Xl,. ,Xn) = (Xl,. .. ,Xn)

Inaczej jest z minimalna zalezno$cia. Nie mozna, tak jak

w przypadku maksymalnej zaleznosci, wskazaé¢ jakiegos

konkretnego wektora, ktéry bylby mniej ¢-zalezny

od dowolnego innego. Przez badanie minimalnej

¢-zaleznosci rozumielismy wiec badanie zaleznosci

miedzy wektorami
(X1,..

-7Ykazk+1a" 7171)

oraz
(X1,

dla k > [§] 4+ 1 (w pierwszym z wektoréw k kolejnych
zmiennych losowych przyjmuje wartosci uporzadkowane
rosnaco, a w drugim k + 1, natomiast wszystkie
pozostate zmienne przyjmuja wartosci uporzadkowane
malejaco). Badali$my wiec ,,nieréwnosci”
(X1 X Xyg,--, X)) <4

y Ly

¢ (Xl, ..
Okazalo sie, ze supermodularnosé funkcji ¢ nie
gwarantuje, ze wszystkie te nieréwnosci zachodza.
Dla pewnych supermodularnych ¢ bardziej ¢-zalezny
byt wektor

Xk, Xpoy - X))

y L

. 7Yk+151k+27 s 71’”)

(717 cee 7716;1]@4-17 cee 7171)5
a dla innych wektor
(713 e 7Yk+1azk+23 e 7&71)

Nierownosci te zachodza tylko dla waskiej klasy funkcji,
i to tylko przy pewnych dodatkowych zatozeniach
o wartosciach, jakie przyjmuja zmienne losowe.

Wiyniki, jakie otrzymaliémy moga mie¢ kilka
zastosowan. Tutaj powiemy moze o jednym z nich,

o poréwnywaniu czaséw pracy ztozonych uktadow.
Wyobrazmy sobie, ze uktad sklada si¢ z elementow,
ktérych czasy pracy sa zaleznymi zmiennymi losowymi.
Woéwezas czas pracy calego takiego uktadu jest
wektorem losowym. Okazuje sie, ze przy polaczeniu
rownolegltym elementow ukladu prawdopodobienstwo, ze
uktad bardziej zalezny bedzie dzialal dluzej jest wicksze
niz prawdopodobienstwo, ze dtuzej bedzie dziatal uktad
mniej zalezny. Odwrotnie jest natomiast przy polaczeniu
szeregowym elementow ukladu.

Juliusz JABEECKI, Lech STAWIKOWSKI - WYROZNIENIE



O ukrytej podzielnosci wielomianéw

Interesowaé nas beda wielomiany (o wspo6lczynnikach
calkowitych) w ,ukryty sposéb” podzielne przez
ustalona liczbe n, tzn. takie wielomiany, ktérych
wartosci dla dowolnych catkowitych argumentow

sa podzielne przez n. Przypadek, gdy wszystkie
wspOlczynniki wielomianu sg podzielne przez n, jest
oczywisty. Do tworzenia innych wielomianéw o zadanej
podzielnosci wykorzystamy kongruencje oraz twierdzenia
Fermata i Eulera.

Rozwazmy najpierw wielomiany jednej zmiennej

(bez wyrazu stalego) i zbadajmy ich podzielno$é przez
liczby pierwsze. Warto$é¢ zmiennej x moze nalezeé

do jednego z dwéch zbiorow:

albo: x jest podzielne przez p i warto$¢ wielomianu jest
podzielna przez p,

albo: x jest wzglednie pierwsze z p (oznaczenie: x L p).

Rozwazenia wymaga tylko ten ostatni przypadek.
Fatwo mozna wykazaé, ze nie istnieje wielomian stopnia
nizszego niz p, ktéry miatby ukryta podzielnosé przez p.
7 Malego Twierdzenia Fermata

PP =1 modp, dlaz Lp
i wlasnoéci kongruencji wynika, ze

(zP —2) =0 modp

oraz

(zFP=D+ _ ) =0 modp,

gdzie k jest dowolna liczba naturalna. Wielomiany

te mozemy mnozy¢ przez x w dowolnej potedze lub
dodawaé do wspdlezynnikéw dowolne krotnosci p.
Oddzielnym przypadkiem jest p = 2 (jedyna parzysta
liczba pierwsza). Przez liczbe 2 podzielny jest
wielomian, ktéry ma parzysta liczbe nieparzystych
wspotezynnikéw.

Wielomiany podzielne przez liczby zlozone mozna
tworzy¢ na roézne sposoby. Po pierwsze: jako iloczyny
wielomianéw podzielnych przez liczby pierwsze.
Po drugie: w wielomianie podzielnym przez liczbe
pierwsza za argument mozna podstawié¢ wielomian
podzielny przez inna liczbe pierwsza. Kolejny sposéb
polega na wykorzystaniu twierdzenia Eulera

2™ =1 modm, jesli x L m,
gdzie ¢ to funkcja Eulera:
= liczba tych liczb ze zbioru {0,1,2,...,m — 1},

ktore sq wzglednie pierwsze z m.
Wezmy m = p - q, gdzie p i g sg liczbami pierwszymi.
Wtedy
elp-q)=pP-1)(¢—1)
idlaz L (p-q) mamy
2@~ D@=D+1 = o mod m.

Latwo wykazaé, ze ta kongruencja zachodzi réwniez
wtedy, gdy z jest podzielne przez p lub q. Zatem
wielomian (z#P0+! — ) jest podzielny przez p - ¢ dla
dowolnego z.
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Powyzsze rozumowanie mozna uogélni¢ dla dwdch
liczb zlozonych, gdy x jest podzielne przez jedna

z nich, a nie ma zadnego wspélnego czynnika z druga.
Wystarczy w odpowiednich miejscach zamiast (n — 1)
wstawié¢ ¢(n), gdzie n jest jednym z czynnikéw. Mozna
wtedy wykazaé, ze

2?(m)+L = o hod mn.

Okazuje sie, ze zachodzi takze
2+(M+T = o modn,

gdzie

n=my-mso, mi L ma,

s = NWD(p(m1), p(m2)),
NWD — najwiekszy wspolny dzielnik, m; i mq rézne
od 2.

Osobnego rozpatrzenia wymaga przypadek n = p*, bo
tutaj nie mozna roztozy¢ liczby n na czynniki wzglednie
pierwsze, co bylo warunkiem poprzednich rozwazan.
Mozna wiec tu uzy¢ tylko pierwszego sposobu, tj.
mnozenia wielomianéw podzielnych przez liczby
pierwsze bedace czynnikami potegi.

W przypadku liczb ztozonych n, oprécz wspomnianych
na poczatku iloczynéw wielomianéw, mamy zbidr
spodstawowych” wielomiandéw podzielnych przez n:
{a5emHl _ g
gdzie r jest dowolna liczba naturalna, natomiast
s = NWD(p(m1), p(m2)),

n=my-mso, mi L ma.

Oczywidcie, te wielomiany mozna mnozy¢ przez x
w dowolnej potedze oraz dokonywaé ,,przesuwania”
wspblezynnikéw o dowolna wielokrotnosé n.

Jest kilka sposobow tworzenia wielomianéw wielu
zmiennych z ukryta podzielnoscia. Najprostszy sposéb
to utworzenie wielomianu jednej zmiennej z ukryta
podzielnoscig i podstawienie dowolnego wielomianu
wielu zmiennych za te zmienna. Nastepny sposéb

to pomnozenie wielomianu jednej zmiennej z ukryta
podzielnoscia przez dowolne wielomiany jednej albo
wielu zmiennych.

Innym sposobem jest nastepujace wykorzystanie Malego
Twierdzenia Fermata. Wezmy liczby catkowite x, y
oraz z. Albo ktéra$ z nich dzieli sie przez p i wéwczas
iloczyn xyz jest podzielny przez p, albo zadna nie jest
podzielna przez p i wtedy

2P l=yP = 2,71 =1 modp,
tzn. o kazdej z liczb x,y, z w potedze p — 1 mozemy
my$le¢ jak o liczbie 1. Stad tatwo zobaczy¢, ze np. dla
p = 13 podzielny przez p bedzie nastepujacy wielomian:
ayz(z!? +y12 + 2212 — 4) =

= 2Byz + 2yBz + 2xy2'? — dayz.
Czytelnik tatwo moze skonstruowaé¢ w podobny sposéb
wielomiany wielu zmiennych podzielne przez inne liczby
pierwsze p.

Robert OBRYK — WYROZNIENIE



