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LIGO — nadzieja na detekcje fal grawitacyjnych

Tomasz KWAST

Bardzo szybko po powstaniu ogélnej teorii wzglednosci (OTW, 1915)

stwierdzono, ze réwnania pola grawitacyjnego dopuszczaja istnienie fal

tego pola. Wprawdzie bardzo pieknie potwierdzily si¢ inne przewidywania
OTW (ugiecie promieni §wietlnych w poblizu Stofica czy ruch peryhelium
Merkurego), ale — jak to w fizyce — pojawila sie oczywista koniecznosé
do$wiadczalnego sprawdzenia réwniez tego, ze fale grawitacyjne rzeczywiscie
istnieja. Co prawda samo istnienie fal grawitacyjnych od dawna nie budzi
watpliwosci, zaobserwowano bowiem wspaniala zgodno$¢ OTW z obserwacjami
dowodzacymi utraty energii przez podwéjnego pulsara PSR 1913416,

co skomentujemy nizej (a co w Delcie zostalo opisane juz dziesigé lat temu:

T. Jarzebowski — Delta 5/1994). Przypomnijmy, ze ten uktad dwu gwiazd
neutronowych odkryli metodami radioastronomicznymi Russell Hulse i Joseph
Taylor w 1974 r., za co pdzniej dostali Nagrode Nobla.

Fale elektromagnetyczne powstaja w wyniku drgan
tadunkéw elektrycznych, a ich detekcja polega

na zaobserwowaniu drgan tadunkéw wywotanych

w antenie przez przejécie fali elektromagnetycznej.

W najprostszym przypadku antena nadawcza moze by¢
zwyczajny przewodzacy pret (dipol), jezeli wymusié

w nim okresowe przesuwanie sie ladunkéw (wprawdzie
tylko ujemnych, bo one sa swobodne, ale to wystarcza)
z jednego jego konca w drugi. Wyglada to, jakby

na koncach dipola powstawaly na przemian tadunki
dodatnie i ujemne, a generowane w ten sposéb pole
elektromagnetyczne nazywa si¢ promieniowaniem
dipolowym (rys. 1).

Rys. 1. Rozchodzenie si¢ najprostszego promieniowania dipolowego
(elektromagnetycznego) i odpowiadajaca mu reakcja anteny.

Detekcja fali elektromagnetycznej polega na odwrdceniu
rol: tu fala powoduje przesuwanie si¢ tadunkéw w dipolu
i to wlasnie nalezy zarejestrowac.

Mozna domyslaé sie, zreszta stusznie, ze fale
grawitacyjne powstaja analogicznie wskutek drgan

mas i ukladéw mas, a zaobserwowaé je mozna by
réwniez w zjawisku odwrotnym, czyli stwierdziwszy
drgania jakich$ ,anten grawitacyjnych”, spowodowane
przejsciem fali. Realizacja takiego eksperymentu okazata
sie bardzo trudna. Pionierem badan byl Joseph Weber
z University of Maryland w latach szes¢dziesiatych
ubieglego wieku. Jego antenami byty kilkutonowe walce
aluminiowe, ktére podobno od czasu do czasu drgaly.
Niestety, do$wiadczenia te, prowadzone przez innych
badaczy nawet do dzi$, nie dawaly jednoznacznych
wynikow.

Fala grawitacyjna ma jednak inny charakter

niz elektromagnetyczna. Przede wszystkim jest

to rozchodzace si¢ w przestrzeni, doktadniej —

w czasoprzestrzeni, zaburzenie samej jej struktury.
Po drugie, o ile tadunki elektryczne sa dodatnie

i ujemne, to masy sa przeciez tylko dodatnie. Teoria
moéwi, ze pod wpltywem fali grawitacyjnej antena
Webera powinna by¢ w jednym kierunku Sciskana,

a w prostopadlym do niego rozciagana — i tak

na zmiane. Wyglada to, jakby blok metalu byl
okresowo od dwoch biegunéow odpychany i do dwoch
innych biegunéw przyciagany. Dlatego méwimy, ze
promieniowanie grawitacyjne jest promieniowaniem
kwadrupolowym (rys. 2).

Y

Rys. 2. Rozchodzenie si¢ najprostszego promieniowania

kwadrupolowego, np. grawitacyjnego i odpowiadajaca mu reakcja
anteny Webera.

Latwo zgadnaé, ze anteny Webera reagowaly

(jesli w ogdle) na fale grawitacyjne o czestosci swoich
wlasnych drgan mechanicznych, rezonansowych.
Byly wiec antenami waskopasmowymi, a przez to
zdolnymi zarejestrowaé zapewne niektore tylko
zjawiska sygnalizowane przez promieniowanie
grawitacyjne.

Tu warto przypomnie¢, z jakim strumieniem energii
mozna w ogble mie¢ do czynienia w przypadku fal
grawitacyjnych. We Wszechswiecie sa dwa najwazniejsze
typy zrodel tego promieniowania: uktad obiegajacych
sie dwoch mas oraz wirujaca masa niemajaca symetrii
obrotowej.



Dla pierwszego przypadku teoria przewiduje, ze moc
emitowana przez takie Zzrédlo (dla orbit kolowych)

wynosi
5
L= gG4 <M> x?,
) ac
gdzie G oznacza stala grawitacji, M — mase wieksza,
 — stosunek masy mniejszej do wiekszej, a — promien
wzglednej orbity, ¢ — predko$¢ swiatta. Na przyklad,
uktad Stonce-Jowisz emituje energie grawitacyjna
z mocg rzedu 50 W, Syriusz A z towarzyszacym
mu bialym kartem, czyli Syriuszem B, promieniuje
w przyblizeniu 100 MW, ale dwie gwiazdy neutronowe
o masach stonecznych, obiegajace sic w tempie trzech
obiegéw na sekunde, stanowia juz zZréodlo o mocy
3 x 103 W.

W drugim przypadku moc promieniowania
grawitacyjnego obiektu w przyblizeniu elipsoidalnego
okresla wzor
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gdzie I oznacza moment bezwtadnoéci obiektu wzgledem

osi obrotu, e — mimo$érod jego rownika, w — jego
predkosé katowa. Moc grawitacyjnego promieniowania

pulsara w mglawicy Krab szacowana jest na 2 x 1039 W.

Niektére podane tu liczby wygladaja powaznie,

ale wszystkie te zrédla sa daleko, a skoro strumien
energii maleje odwrotnie proporcjonalnie do kwadratu
odleglosci, na Ziemi mamy do czynienia z energiami
doprawdy znikomymi.

Wobec tego mozna by sprébowaé rejestrowac nie
energie niesiong przez fale grawitacyjne, tylko

same powodowane przez nie zaburzenia geometrii
czasoprzestrzeni. Nalezy wiec umieé zarejestrowac
drobne zmiany rozmiaréw czegokolwiek w dwaoch
wzajemnie prostopadtych kierunkach, przy czym
zmiany te powinny zachodzi¢ w przeciwnych fazach.
Stosowny przyrzad pomiarowy znany jest od ponad
stu lat, a jest nim zastuzony interferometr Michelsona.
Wiasciwie jako jego powiekszenie powstal w 2000

roku interferometr LIGO — tj. Laser Interferometer
Gravitational-Wave Observatory. (Jego zapowied?Z jest
w Patrz w niebo — Delta 2/1998.) Urzadzen takich

jest juz kilka. Najwieksze dwa znajduja sie w Hanford
(Washington) i Livingston (Louisiana) w USA.

W kazdym z nich laserowa wiazka swiatla dzielona
jest na dwa wzajemnie prostopadte promienie, ktore
biegna czterokilometrowymi tunelami i po odbiciu sig¢
od luster spotykaja sie znowu na skrzyzowaniu tuneli.
W miejscu spotkania promienie interferuja, wygaszajac
sie. Kazda zmiana dlugoéci jednego tunelu, ktorej
towarzyszyltaby przeciwna co do znaku zmiana dlugosci
drugiego tunelu, powinna zosta¢ wykryta jako niepelne

wygaszenie si¢ interferujacych promieni. Dla zwigkszenia

czulosci promienie w tunelach sa wielokrotnie odbijane
w obie strony (aby droga $wiatla byla dluzsza), ale nie
zmienia to zasady detekcji. Rzecz jasna, w tunelach
panuje proznia, laser jest maksymalnie chtodzony
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(dla uzyskania najlepszej monochromatycznosci
Swiatla), lustra sa supergladkie i jak najdokladniej
odizolowane od wszelkich mozliwych drgan gruntu.
Tak wiec stworzenie takiej aparatury, cho¢ zasada

jej dzialania jest opisana w kazdym podreczniku
fizyki, jest powaznym problemem technologicznym.
Zauwazmy, ze taki detektor praktycznie nie ma
zadnych drgan wlasnych, moze wiec reagowac na fale
grawitacyjne o bardzo réznych czestos$ciach, czyli
stanowi grawitacyjna antene szerokopasmowsa.
Mniejsze detektory, ale dzialajace na tej samej
zasadzie, buduje si¢ we Wloszech, w Niemczech

i w Japonii (ten juz dziata). Chodzi o to, ze pewnosé
zarejestrowania fal grawitacyjnych bedzie tym wicksza,
im wiecej detektoréw zadziala jednoczesnie (oczywiscie
z dokladno$cia do opdznienia okreslonego przez
skonczony czas przelotu fali z predkoscia Swiatla miedzy
detektorami).

Bezposrednie zaobserwowanie promieniowania
grawitacyjnego podwdjnego pulsara PSR 1913+16

jest nadal niemozliwe. Gwiazdy skladowe tego obiektu
obiegaja si¢ teraz w okresie ponad 7 godzin, zatem
emisja promieniowania jest bardzo slaba. Co prawda
powoduje ona, ze orbity skladnikéw zaciesniaja sie

0 3,5 m rocznie, a okres obiegu maleje o 0,1 ms rocznie,
tak ze za — powiedzmy — ¢wier¢ miliarda lat czestos¢

i amplituda fal grawitacyjnych tego uktadu wzrosna
do wartosci wyczuwalnych przez LIGO. Oczywiscie nie
w tym rzecz, mozna jednak mie¢ nadzieje, ze obecnie
jakis inny uktad podwdjny gwiazd neutronowych
zbliza si¢ do katastrofy, czyli do zlania si¢ dwu gwiazd
w jedna. Ocenia sie, ze takich zjawisk powinno sie
obserwowa¢ érednio jedno na rok. Szybko rotujacych
gwiazd neutronowych jest w samej naszej Galaktyce
pod dostatkiem, problem tylko w tym, czy nie sg one
zbyt symetryczne osiowo. W dodatku powstaniu kazdej
takiej gwiazdy w wyniku zapadci jadra supernowej
réwniez powinien towarzyszy¢ ,blysk” promieniowania
grawitacyjnego — o ile zapasé nastapitaby nie calkiem
symetrycznie.

Nie ma jeszcze zadnych wynikéw obserwacji wykonanych
przez LIGO, jego praca dopiero sie zaczyna,

a tymczasem planowane jest juz obserwatorium
grawitacyjne nowej generacji. ESA i NASA na rok
2010 przewiduja uruchomienie kosmicznego detektora
fal grawitacyjnych LISA, od Laser Interferometer
Space Antenna. Ma to by¢ tréjka sztucznych satelitow
tworzacych réwnoboczny tréojkat o bokach 5 min km,
ktérego srodek bieglby 50 mln km za Ziemia po jej
okotostonecznej orbicie. Podobnie jak w przypadku
LIGO, laserowe interferometry mierzylyby fluktuacje
wzajemnych odleglosci satelitow, co przekladatoby

sie na informacje o promieniowaniu grawitacyjnym.
Wedtug tworcéw projektu LISA bylby mniej wiecej tak
samo czuly jak LIGO, ale na fale o okresie od sekund
do godzin, ktéry to zakres jest dla LIGO zupelnie
niedostepny. Oby tylko nie zabraklo funduszy.



Rozwigzanie zadania F 613.
Minimalny rozmiar katowy, rozréznialny
ludzkim okiem, to @« = h/L ~ 1073
(mozna to sprawdzi¢ samemu,

z odleglosci paru metréw jestesmy

w stanie rozrézni¢ obiekty rozmiaréw
milimetrowych). Przyjmujac, ze dlugosé
ogniskowej oka ma 2 cm (rozmiar galki
ocznej!), otrzymujemy o« = h/L ~ z/F,
z~Farx2-107° m.

Maia delld

Czy tylko /2 jest liczba niewymierna?

O istnieniu liczb niewymiernych wiedzieli greccy matematycy ponad

2500 lat temu. Euklides udowodnit w ,,Elementach”, ze liczba /2 jest
niewymierna, cho¢ Pitagorejczycy wiedzieli o tym i wczesniej. I moze
temu dowodowi Euklidesa zawdzigczamy to, ze kiedy trzeba wykazaé,

ze jaka$ liczba jest niewymierna, wybiera sic w tym celu wlasnie v/2.

A tymczasem mozna elementarnie udowodnié¢ niewymierno$é wielu innych
liczb. Podstawa bedzie nastepujace twierdzenie:

jesli a i n sq dodatnimi liczbami catkowitymi ¢ {/a jest liczbg wymierng,
to /a jest liczbg catkowitq.

Dowdéd twierdzenia jest prosty. Zalézmy, ze /a jest liczba wymierna,
a wice ¢/a = L dla pewnych liczb catkowitych dodatnich [ i m;
mozemy zalozy¢, ze L jest ulamkiem nieskracalnym. Wtedy m"a = I".
Jesli m # 1, to istnieje liczba pierwsza p, ktéra dzieli m. Latwo zauwazyé,
ze wtedy p dzieli takze [", a wigc dzieli takze [, co oznacza, ze ulamek L
mozna skrocié przez p > 1 — wbrew zalozeniu. Ta sprzeczno$é¢ wykazuje,
ze musi by¢ prawdziwa réwnos$é m = 1, a wiec L jest liczba calkowita.

Korzystajac z tego twierdzenia, mozemy teraz bez trudu wykazaé, ze

dla kazdej liczby pierwszej p i dowolnej liczby naturalnej n > 1,

liczba /p jest liczbg niewymierng.

Przypudéémy, ze jest inaczej. Jesli jednak /p = a i a jest liczbg wymierna,
to musi byé¢ — zgodnie z twierdzeniem — liczba catkowita. Wtedy p = a”,
co przeczy zalozeniu, ze p jest pierwsza (bo a > 1). Stad wniosek, ze {/p
nie jest liczba wymierna.

Nieco wiecej zachodu wymaga wykazanie, ze

dla kazdej dodatniej liczby calkowitej n > 1 liczba {/n jest niewymierna.

Jak wynika z twierdzenia, jesli {/n = a i a jest liczba wymierna, to

a jest liczba catkowita i n = a™. Oczywiscie gdyby a =1,ton =1

— wbrew zalozeniu. Zatem a > 2, a w konsekwencji a™ > 2". Mozna
jednak wykazaé (do czego zachecam tych, ktérzy znaja metode indukcji
matematycznej), ze

2" > n dla kazdej liczby naturalnej n,

a wiec takze dla a > 2 mamy a™ > n i réwnos¢ n = a™ nie jest mozliwa.
Znéw wnioskujemy, ze {/n liczbag wymierna nie jest.

Zapraszam Czytelnikéw do samodzielnego wykazania, ze

jeslip i q sq réznymu liczbami pierwszymsi, to \/pq i \/p — /4 sq liczbamzi
nIeWYMmiernymai,

podobnie jak \/n(n+1)i+v/n+1—/n dla dowolnej liczby catkowitej
dodatniej.

Malqg Delte przygotowal Wiktor BARTOL



O polu pewnego tréjkata
Tomasz ZUKOWSKI

Czy zadanie polegajace na obliczeniu pola danego trdjkata moze mieé¢ ciekawe
rozwiazanie? My$le, ze wigkszos¢é Czytelnikow wzruszy ramionami i odpowie —

nie. A jednak. ..

Zadanie. Dany jest szeScian ABCDFEFGH o krawedzi 1, J jest $rodkiem
krawedzi BC' tego szescianu. Obliczy¢ pole tréjkata AJH (rys. 1).

Rozwigzanie 1 (sprytne)

Do danego szescianu dobudujmy drugi i zauwazmy, ze
HJ jest srodkowsa tego trdjkata, zatem szukane pole jest
potowa pola tréjkata ALH.

H G M
E R
1 \\\
D C N
—
A
A B K

Rys. 1

Obliczenie pola tréjkata réwnoramiennego ALH

nie stanowi juz problemu, ale my nie skorzystamy

z twierdzenia Pitagorasa. Sprawdzmy, ze rysunek 2
przedstawia siatke czworoscianu ALH D. Rzeczywiscie,
trojkaty ADH, ADL i LDH przystaja do odpowiednich
tréjkatow siatki (cecha przystawania tréjkatow:

(bok, kat, bok)). Zatem tréjkat ALH tez przystaje

do odpowiedniego tréjkata siatki (bok, bok, bok).

D// 1 H 1 DH/

D' L
Rys. 2

Pozostato odejmowanie

1 3
P =4-1-1—-===

AALH 2 9’
tak WiQC PAAJH = %
A przy okazji, ciekawostka: ALH D jest jedynym,
z dokladnoscia do podobienstwa, czworoscianem

o kwadratowej siatce.

Rys. 3

Rys. 4

az

Qy

Qg

Rozwigzanie 2 (cyrkowe)

Obliczmy, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, dlugosci odcinkéw

NG 3

27 2’
wezmy papier w kratke (bok oczka siatki = %) i sprébujmy narysowaé
trojkat AJH (rys. 3).

HA=1/2,

Ze zdziwieniem (lub bez) stwierdzamy, ze mozna to zrobié¢ tak, aby wierzchotki
byty punktami kratowymi. Bez trudu obliczamy pole.

Rozwigzanie 3 (dlugie, ale ogdlne)
Rozpocznijmy od nietypowego sformulowania twierdzenia Pitagorasa:

Kwadrat dlugo$ci odcinka jest rowny sumie kwadratow diugo$ci rzutow
prostokgtnych tego odcinka na osie dowolnie wybranego kartezjanskiego ukladu
wspdlrzednych (na plaszczyznie lub w przestrzend).

Czy istnieje analogiczne twierdzenie dotyczace pola figury plaskiej? Okazuje sie,
ze tak.

Twierdzenie. Kwadrat pola figury plaskiej polozonej w przestrzeni jest rowny
sumie kwadratow pol rzutéw prostokatnych tej figury na plaszczyzny dowolnie
wybranego kartezjanskiego uktadu wspotrzednych.
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H=H' G Dowdd. Niech f bedzie figura plaska, a f., fy, f. rzutami prostokatnymi
figury f na plaszczyzny Oyz, Ozx i Oxy odpowiednio. Katy dwuscienne
utworzone przez plaszezyzne figury f i plaszezyzny uktadu (réwne katom
utworzonym przez prosta prostopadla do plaszczyzny figury f i osie ukladu)
0ZNACZMY Oly, Oy, (L.

D=A Cc—J Wiemy, ze
Rys. 50 Py, = Prcosa,, Py, = Prcosay, Py, = Prcosa,
oraz (z twierdzenia Pitagorasa, rys. 4)
5 o cos? o + cos® oy + cos? o, = 1.

Po podstawieniu otrzymujemy teze:
2 _ p2 2 2
Py =P + P, +Pj.
Wybierzmy proste AB, AD, AFE jako osie wspolrzednych i zastosujmy powyzsze

twierdzenie do tréjkata AJH. Oto rzuty naszego tréjkata na plaszczyzny uktadu
- ) wspotrzednych — rysunki ba, 5b, 5c.
A=A" J

2 2 2

1 1 1 9

Rys. 5b PleJ = (§> + (Z) + <§> — 6
i jeszcze raz Paajg = %.

D=H" c

Rozwiazanie 3 nie wykorzystuje zadnych szczegdlnych cech danego tréjkata,
wiec mozna je uogolni¢ do odpowiedzi na nastepujace pytanie: jak obliczy¢ pole
tréjkata polozonego w przestrzeni, majac dane wspdlrzedne jego wierzchotkéw

J///
A= (xlvylazl); B = (~T2,y2722), C = (z35y3vz3)?

Przypomnijmy, na poczatek, rozwiazanie podobnego zadania na plaszczyznie.
A=A" B Oto réwnoleglobok rozpiety na wektorach @ = [z1,y1] 1 @ = [z2, y2] (rys. 6).
Rys. bc Odejmujac od pola duzego prostokata pola zacieniowane, otrzymujemy:
P = [(z1 +22) (y1 + y2) — T1y1 — Tay2 — 272y1| = [T1Y2 — T2y1 |-
Jako oczywisty wniosek otrzymujemy nastepujaca formule na pole tréjkata
e o wierzchotkach A = (21,y1), B = (22,¥2), C = (3,y3):

T
0000p0gs="
0op=~

- Paape = %|($2—$1)(y3—91)—(963—951)(?/2—91)|

% oraz wzor na pole trojkata o wierzcholtkach A = (21,91, 21), B = (22, y2, 22),
C = (3,93, 23):

_ 1
- Paape = B [((y2 — y1)(23 — 21) — (y3 — y1) (22 — 21))* + (w2 — 1) (25 — 21)—
Q2 s Es N
2 —(w3 —21)(22 — 21))* + ((w2 — 1) (y3 — 1) — (w3 — 21) (Y2 — 11))?] ?
Rys. 6 Wzér moze nieporeczny, ale od czego sa komputery?

Rozwigzanie 4

Podstawmy w powyzszym wzorze za A, B, C punkty A = (0,0,0), J = (1, %, O) , H=1(0,1,1) i juz.

Rozwiazanie 5

Jesli mowa o nieporecznych wzorach, to nie sposéb zapomnieé¢ o wzorze Herona:

Paapc=+/p(p—a)(p—b)(p—c),
gdzie a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw, a p polowa obwodu tréjkata.

W naszym przypadku: a = 3, b= @,c:ﬁ’p: 1 (%4_@4_\/5)

Pasne = Vr— -0 0= 0 = (V2 + 15+ DV 15— DEVE- 15+ D) VE+ 1B+ 1) -

Uff, udato sie.
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Czy dyfrakcje
Stanistaw
BEDNAREK

Fot. 1

Fot. 2

Fot. 3

Fot. 4

Fot. 5

Swiatla mozna obserwowaé¢ na firance?

Zjawisko, ktore zostanie dalej opisane, niewatpliwie najlatwiej mozna
zaobserwowa¢ wlasnie na firance. Wystarczy spojrze¢ na firanke o drobnych
oczkach tworzaca draperie, czyli zachodzace na siebie faldy, zawieszona przed
oknem, przez ktére przechodzi $wiatlo. Zauwazymy wéwczas szereg jasnych

i ciemnych prazkéw wystepujacych na przemian. Ich ksztalty sa zwykle tagodne
i nieregularne. Zmieniajac punkt widzenia stwierdzamy, ze ksztalty tych prazkdéw
rowniez ulegaja zmianom. Obserwowane zjawisko to mora. Jego nazwa pochodzi
od arabskiego slowa muchajjar oznaczajacego tkanine, na powierzchni ktérej
mozna zobaczy¢ miejsca wystepowania ciemnych i jasnych prazkéw. W jezyku
niemieckim tkanina taka nazywa si¢ Mohr. Wziawszy pod uwage, ze litera h nie
jest w tym slowie wymawiana i uwzgledniajac wystepujaca w jezyku polskim
odmiane wyrazéw otrzymuje sie wlasnie nazwe mora.

W pierwszej chwili wydawaé by sie moglo, ze mora to wynik dyfrakcji

i interferencji $wiatta na nitkach tkaniny, czyli efekt taki jak w przypadku siatki
dyfrakcyjnej. Ta hipoteza nie jest jednak prawdziwa. Rozmiary oczek firanki lub
gruboéci nitek tkaniny sa zbyt duze w porownaniu z dlugoscia fali $wiatla, zeby
dyfrakcja i interferencja odgrywaly tu znaczaca role. Zjawisko mory mozemy

z powodzeniem obserwowaé, gdy oczka firanki sa wielkosci kilku milimetrow,
natomiast dlugosé¢ fali $wiatla widzialnego wynosi w przyblizeniu od 0,00038
mm, ($wiatlo niebieskie) do 0,00076 mm ($wiatlo czerwone). Dlugosdci fali
Swiatla sa wiec okoto 10 000 razy mniejsze od rozmiaréw oczek. Jak wiadomo,
efekty dyfrakcyjno-interferencyjne sa istotne wtedy, gdy przeszkody, na ktére
napotyka fala, maja rozmiary zblizone do jej dtugosci. Dla poréwnania podamy,
ze odleglo$¢ miedzy sasiednimi szczelinami typowych siatek dyfrakcyjnych,
znajdujacych sie w szkolnych pracowniach fizycznych, wynosi 0,01-0,05 mm.

Jest jeszcze jeden argument Swiadczacy o tym, ze mora powstaje inaczej, niz
uktad prazkéw tworzonych przez siatke dyfrakcyjna. Jezeli popatrzymy uwaznie
przez taka siatke na zrodlo $wiatla bialego, to zauwazymy rozszczepienie
Swiatta, podobnie jak dla teczy. Tego efektu nie obserwujemy w przypadku
mory.

Zeby wyjasnié zjawisko mory wezmy pod uwage dwa szeregi réwnoleglych,
nieprzezroczystych pretow o takiej samej grubosci. Odleglosci miedzy pretami
jednego szeregu powinny si¢ minimalnie réznié¢ od odleglosci w drugim szeregu.
Po nalozeniu szeregéw jeden na drugi, mozemy zaobserwowaé jaki obraz

na ekranie utworzy przechodzaca przez nie réwnolegta wiazka $wiatta. Okaze
sie, ze na ekranie powstana jasne i ciemne obszary w postaci rozmieszczonych
na przemian prazkow. Szerokosé tych prazkéw i odleglo$é miedzy nimi jest inna
niz grubos¢ pretow i ich odleglosci w obu szeregach. Otrzymany na ekranie
uktad prazkéw to wlasnie najprostszy przypadek mory.

W przeprowadzonych rozwazaniach nie rozpatrywalismy dyfrakcji Swiatta
padajacego na prety. Nie bylo takiej potrzeby, poniewaz mora jest efektem,
polegajacym na sumowaniu si¢ natezen $wiatta przechodzacego przez
nakladajace sie okresowe figury geometryczne o mato rézniacych sie
rozmiarach, ksztalcie lub polozeniu (lub odbitego od nich). More mozna
rowniez obserwowac, np. na dwoch identycznych kratach, jezeli beda one lekko
skrecone wzgledem siebie lub zostana umieszczone na lekko pofatdowanych
powierzchniach. Sytuacja taka zachodzi wlasnie podczas tworzenia si¢ mory

na firance. Rozpatrywane wczes$niej szeregi nieprzezroczystych pretéw mozna
zastapi¢ plaskimi zwierciadtami w ksztalcie réwnoleglych paskow. Jezeli na taki
uktad rzucimy réwnolegla wiazke $wiatla, to promienie odbite réwniez utworza
more.

Rozwazania zapoczatkowane dla ukladu pretéw mogliby$my kontynuowad,
nadajac im bardziej ilosciowy charakter. Otrzymaliby$Smy wzory opisujace
zalezno$¢ miedzy szerokoscia prazkéw i ich polozeniem. Wydaje sie jednak, ze
bardziej atrakcyjnym zajeciem, przynajmniej dla badaczy-amatoréw, beda

6



Fot. 6

Fot. 7

Fot. 8

Fot. 9

eksperymenty polegajace na obserwacji mory wytwarzanej przez rézne uklady
figur. Obserwacje te moga réwniez dostarczy¢ wielu wrazen natury estetycznej,
o ktére trudno byloby podczas analizy wyprowadzonych wzorow.

Nasze eksperymenty mozemy rozpocza¢ od sprawdzenia dzialania opisanego
uktadu réwnoleglych, nieprzezroczystych pretéw. W tym celu postuzymy sie
dwoma kawalkami kalki technicznej lub papieru cze$ciowo przepuszczajacego
Swiatto. Na pierwszym kawalku kalki rysujemy szereg zlozony z 20-30
rownoleglych, catkowicie zaczernionych paskéw o szerokosci 5 mm, oddalonych
od siebie takze o 5 mm. Dlugosé paskéw powinna wynosi¢ 3—5 cm. Na drugim
kawalku rysujemy podobny szereg paskow, ale o szerokosci 4,5 mm. Odleglosé
miedzy paskami pozostawiamy bez zmiany. Oba szeregi paskow nakladamy
rownolegle jeden na drugi i patrzymy przez nie w kierunku zrédla swiatta.
Przesuwamy paski wzgledem siebie, a takze skrecamy je o niewielki kat i badamy
wplyw tych zmian na powstajaca more.

Do badania mory mozemy réwniez wykorzysta¢ kawalki firanki, gazy lub innej
rzadkiej tkaniny, naciagnietej na wycietym z tektury okienku o rozmiarach kilku
centymetrow, i przypietej do niego spinaczami biurowymi. Odleglo$é¢ miedzy
nitkami tworzacymi oczka siatki tatwo jest w tym przypadku regulowaé przez
zmiane naprezenia tkaniny. Do obserwacji mory bardzo dobrze nadaja sie takze
kawalki metalowej siatki o rozmiarach oczek od kilku milimetrow do ulamka
milimetra. W najprostszym przypadku mozemy postuzy¢ sie sitkami uzywanymi
w gospodarstwie domowym, ktére naktadamy tak, zeby ich oczka znajdowaly sie
blisko siebie.

Dostep do rzutnika pisma, tzw. grafoskopu, uzywanego powszechnie w szkotach,
pozwoli nam uzyska¢ duze obrazy mory na ekranie i przeprowadzi¢ pokazy tego
zjawiska dla liczniejszej grupy oséb przy uzyciu niewielkiej liczby siatek. W tym
celu wybieramy dwie siatki, ukladamy je na szybie grafoskopu i regulujemy
ostro$¢, tak zeby na ekranie pojawily sie jak najwyrazniejsze prazki. Obrazy
otrzymane na ekranie, dzieki ich znacznym rozmiarom i duzej jasnosci, mozemy
tatwo fotografowac uzywajac zwyklego aparatu fotograficznego zamocowanego
na statywie. Wilasnie w ten sposéb wykonano fotografie mory zamieszczone

w tym artykule. Mora przedstawiona na fotografii 1 zostala otrzymana za
pomoca kawalkow dwoch lekko skreconych wzgledem siebie metalowych siatek
o podluznych oczkach. Siatki takie stosowane sa jako maski w kineskopach
odbiornikéw telewizji kolorowej. Zmieniajac powoli wzajemne usytuowanie siatek
lub wyginajac lekko jedna z nich, umozliwiamy obserwacje wpltywu tych zmian
na ksztalt prazkéw mory (fot. 1, 2, 3).

Szerokie mozliwo$ci badania mory zapewniaja siatki wykonane na kalce
technicznej lub przezroczystej folii. Bezposrednie rysowanie siatek na tych
materialach przy uzyciu pisakéw lub tuszu kreslarskiego jest pracochlonne

i nie zawsze daje dobre rezultaty. Dobrze jest podlozyé¢ papier milimetrowy lub
skorzystac¢ z komputera z zainstalowanym programem graficznym, o ile kto$ ma
taka mozliwoé¢. Siatki takie moga byé¢ ztozone z réznych figur, np. kwadratow,
prostokatéw, trojkatow rownobocznych czy szeSciokatéw foremnych. Za pomoca
takich siatek uzyskane zostaly obrazy mory przedstawione na fotografiach 4 i 5.
Warto tez narysowaé uktad wspétsrodkowych okregéw o stalej réznicy promieni
oraz uktad kropek, rozmieszczonych regularnie w wierzchotkach kwadratéw

lub tréjkatow rownobocznych, tworzacych tzw. raster. Na fotografiach 6,

7, 8 19 zamieszczono mory powstajace na ztozonych rastrach, utworzonych

ze wspolsrodkowych okregoéw i kropek.

Na zakonczenie warto dodac, ze mora jest nie tylko interesujacym zjawiskiem
fizycznym, przy wyjasnianiu ktorego tatwo popelni¢ blad, uwazajac je za
wynik dyfrakeji i interferencji. Duza czulto$é¢ ksztalttu prazkéw mory na zmiany
polozenia siatek i ich deformacje jest wykorzystywana przez inzynierow

do precyzyjnych pomiaréw odksztalcen réznych czesci maszyn i elementow
budowli. Réwniez w ksztaltach abstrakcyjnych dziel niektorych wspélezesnych
plastykéw mozna dostrzec inspiracje prazkami mory.
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Bilardy
Henryk ZOLADEK

«

Okresem trajektorii nazywamy liczbe
punktéw, w ktérych odbija si¢ od brzegu.
Trajektorie, ktére wpadajg w wierzchotki
prostokata (lub obszaru ), sa bardzo
rzadkie i ich nie uwzgledniamy.

Dla zwyklego $miertelnika bilard kojarzy si¢ ze spedzaniem wolnego czasu
i traceniem pieniedzy. Profesjonalisci potrafia na bilardzie zarabia¢ pieniadze.
Natomiast matematykom bilardy dostarczaja rozrywek zgola innego rodzaju.

Bilardem bedziemy nazywac¢ uklad dynamiczny czastki materialnej
poruszajacej sie ruchem prostoliniowym ze stala predkoscia (réwna 1)

po (spéjnym) stole bilardowym Q C R?, ktérego brzeg sklada sie

ze skonczonej liczby kawalkéw krzywych klasy C'. Przy odbiciu od brzegu 95
kat padania réwna sie kat odbicia. Przestrzen mozliwych stanow czastki,
nazywana przestrzenia fazowsq i oznaczana przez X, to 3-wymiarowa
przestrzen par (z,0), gdzie z €  jest polozeniem czastki, a kat 6 € [0, 27)
okredla kierunek ruchu.

Chyba najprostszym przykladem bilardu jest bilard w prostokacie (o bokach

a i b). Jego prostota wynika po czesci z tego, ze kat a odbicia w przeciwleglych
$ciankach nie zmienia sie wzdluz trajektorii (rysunek obok). Z tego rysunku
widaé takze, ze uktad dynamiczny bilardu w prostokacie jest rownowazny
ruchowi wzdluz geodezyjnych na torusie o wymiarach 2a i 2b. Jesli wspotezynnik
nachylenia tg a jest wspolmierny z b, tzn. tbgﬁ = " (nieskracalny utamek), to
trajektoria jest okresowa z okresem g = 2(m + n). W przeciwnym przypadku
ruch jest prawie okresowy, ale nie okresowy.

Przestrzen fazowa X rozbija si¢ na 2-wymiarowe podzbiory niezmiennicze X,
gdzie kazde X, jest zapelnione rodzing trajektorii okresowych albo jest
zapelione rodzina gestych obmotek na torusie. W ostatnim przypadku moéwimy,
ze potok bilardu ograniczony do X, jest ergodyczny.

Oczywiscie bilard w prostokacie ma nieskonczenie wiele trajektorii okresowych;
kazda taka trajektoria lezy w pasie ztozonym z trajektorii okresowych o takiej
samej geometrii. Dlatego wygodnie jest wprowadzié¢ funkcje f(N), okreslajaca
liczbe powyzszych paséw trajektorii okresowych o okresie ¢ < N. W przypadku
prostokata ta liczba zachowuje sie jak ~ ¢N? przy N — oo, gdzie c jest
wyliczalna stata.

Przejdzmy do bilardéw w wieloboku ogdlnego typu (z n bokami i dowolnymi
katami). Tutaj sytuacja nie jest juz tak jasna. W szczegdlnosei, nie wiadomo,
czy dla kazdego wieloboku istnieje chociaz jedna trajektoria okresowa. Jesli
juz trajektorie okresowe istnieja, to sa one dwoch typoéw: izolowane, gdy okres
jest nieparzysty, i nieizolowane (w pasach), gdy okres jest parzysty. Przy tym
trajektorii izolowanych jest bardzo malo.

Wazna klase wielobokéw stanowia tzw. tzw. kierunek geodezyjnej. Mamy znowu rozbicie
wieloboki wymierne, ktérych katy wierzchotkowe sa przestrzeni fazowej X na niezmiennicze podzbiory X,.
wspohmierne z . W takim przypadku mozna uogolnié Udowodniono, ze dla prawie kazdego a ograniczenie
powyzsza konstrukcje: prostokat — torus. Dostaje potoku do X, jest ergodyczne. Udalo sie tez pokazac
sie pewna plaska zamknietg powierzchnie i potok oszacowania c, N? < f(N) < ¢*N? dla liczby paséw
geodezyjny na niej, réwnowazny potokowi bilardu. Tutaj  zlozonych z trajektorii okresowych o parzystym okresie
réwniez z kazda trajektoria bilardu (tzn. geodezyjna) q < N (H. Masur). Przypuszcza sie, ze w granicy
mozna zwiaza¢ niezmiennik analogiczny do kata o, N — oo stale ¢, i ¢* pokrywaja sie.

W istocie, dowdd stynnego twierdzenia
Ponceleta mozna sprowadzié¢ do tego
twierdzenia.

Kolejnym standardowym przyktadem jest bilard w elipsie F o rownaniu:
2 2

x

— + i—Q = 1. Tutaj zachodzi nastepujaca wlasnos¢. Jesli trajektoria bilardu jest

“ 22 y?

styczna (w pewnym momencie) do elipsy E) o rownaniu: ——— + =1
yezna (w pewny ) psy Ex Tt e

wspdlogniskowej z F, to bedzie ona styczna do E) réwniez po nastepnych
odbiciach (rysunek obok). Wobec tego przestrzen fazowa X mozna rozbié
na odpowiednie niezmiennicze podprzestrzenie X . Mozna powiedzie¢ nawet
wiecej: dla ustalonego A\ albo wszystkie trajektorie z X sa okresowe z tym
samym okresem, albo sa réwnowazne (w pewnym sensie) prawie okresowym
obmotkom na torusie. W pierwszym przypadku mamy do czynienia z tzw.
wlasno$cig Ponceleta:

jesli pewien wielokqt jest wpisany w E i opisany na Ey, to mozna go poruszac
w ciggly sposdb, tak aby pozostal wpisany w E i opisany na E.
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Jedli chodzi o istnienie trajektorii okresowych w dowolnym wypuklym bilardzie,
to mamy nastepujace twierdzenie G. D. Birkhoffa.

Dla dowolnych naturalnych liczb wzglednie pierwszych p i q, takich Ze p < q,
istniejg co najmniej dwie trajektorie bilardu o okresie q obiegajgce brzeg p razy.

Dowdd opiera si¢ na obserwacji, ze powyzsze trajektorie realizuja odpowiednio
maksimum i minimum obwodu ¢-boku wpisanego w ) o zadanej liczbie
obrotu %. Gdy % = %, to maksymalna orbita odpowiada $rednicy 2,

a minimalna — szerokoéci (2.

Innym intrygujacym problemem jest pytanie o miare Lebesgue’a zbioru
trajektorii okresowych. Przypuszcza sie, ze nie istnieje sytuacja, gdy trajektorie
okresowe o ustalonym okresie ¢ lokalnie tworza dwuparametrowa rodzine
(zapelniaja otwarty podzbior X). Tak nie jest, gdy brzeg wypuklego bilardu
jest krzywa analityczna; mozna to objasnié¢ efektem rykoszetu (im blizej brzegu
lezy trajektoria, tym czesciej sie odbija). Gdy okres ¢ = 2, to latwo zobaczy¢, ze
takie trajektorie moga tworzy¢ rodzine co najwyzej l-parametrowa (gdy 2 ma
stalg szeroko$¢). M. Rychlik udowodnil, ze trajektorie okresowe o okresie ¢ = 3
tworza zbiér miary zero; wykorzystywal przy tym pewne dosy¢ skomplikowane
tozsamosci trygonometryczne. Dla g > 4 problem jest otwarty.

Wazna klase stanowiag tzw. bilardy rozpraszajace,
ktorych brzeg sklada sie z wklestych kawaltkow.

Ich badanie zapoczatkowat J. G. Sinaj. Motywacje
stanowila hipoteza ergodyczna gazu sztywnych kul
w prostopadlosciennym pudetku, a dwuwymiarowe
wklesle bilardy stanowia pierwsze (chociaz nadal
odlegle) przyblizenie uktadu fizycznego.

Okazalo sie, ze bilardy rozpraszajace daja piekne
przyktady chaotycznych uktadéw dynamicznych.
Charakteryzuja sie one tzw. strukturg hiperbolicznag;
oznacza to, ze w pewnych kierunkach w przestrzeni
fazowej trajektorie rozchodza sie wykladniczo szybko
po dlugim czasie, a w innych kierunkach trajektorie
zblizaja sie do siebie wykladniczo szybko. Ponadto
trajektorie okresowe sa geste w przestrzeni fazowej

i odpowiednia liczba f(N) zachowuje si¢ jak eV
przy N — oo, gdzie h jest entropia uktadu, oraz
bilardy te sa ergodyczne.

Wtasno$¢ hiperbolicznosci nie jest wytaczna dla
bilardéw rozpraszajacych. L. Bunimowicz wykazal, ze
bilard typu stadion (rysunek ponizej) jest hiperboliczny.

M. Wojtkowski objasnit to zjawisko, postugujac

sie¢ prawami optyki geometrycznej. Otéz kierunki
wykladniczego rozchodzenia sig¢ trajektorii odpowiadaja
specjalnym pekom rozchodzacych sie trajektorii
(promieni). Po odbiciu taki pek moze sie jeszcze bardziej
rozproszy¢ (na wklestym kawaltku brzegu) lub moze sie
skurczy¢. Chodzi o to, aby kontrolowaé¢ skupianie si¢
pekdéw przy odbiciach. Dlatego tez stadion nie moze by¢é
zbyt dlugi.

m Zadania

Redaguje Mikotaj ROTKIEWICZ

M 1051. Danych jest n liczb (n > 3) z przedziatu (0, 1], takich ze przy

F 613. Oszacowac odlegtos¢ miedzy dwoma sasiednimi
punktami swiattoczulymi znajdujacymi sie w ludzkim

oku.
Rozwiazanie na str. 3

dowolnym podziale tych liczb na dwie grupy suma liczb w przynajmniej jednej
grupie jest nie wieksza niz 1. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe M, taka ze suma
wszystkich n liczb jest nie wigksza niz M,,.

Rozwiazanie na str. 16

M 1052. Niech wy, (t) = 5=[(t + V2 — 4)" + (t — Vt* — 4)"]. Wykazac, ze
Wy (Wi (1)) = Wen (Wi (¢)) dla kazdego ¢.
Rozwiazanie na str. 16

M 1053. Wykazaé, ze w,(p) (patrz poprzednie zadanie) jest liczba calkowita
podzielna przez p dla dowolnej liczby pierwszej p.
Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 614. Celofanowy balonik dziecigcy zostal napelniony
goracym powietrzem. Przy jakiej temperaturze tego
powietrza balonik bedzie si¢ unosit?

Rozwiazanie na str. 14



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Plynno$é nagréd (dokornczenie)

W 1933 roku Walter Meissner i Robert Ochsenfeld
odkrywaja kolejng zadziwiajaca wtasnos¢ nadprzewodnikéw.
Okazuje sie, ze nie pozwalaja one na wnikanie do nich

pola magnetycznego. W obecno$ci zewnetrznego pola

w nadprzewodniku generowane sg prady, ktore catkowicie
to pole kompensuja. Zjawisko to jest nazywane efektem
Meissnera.

W 1937 roku natomiast John F. Allen i Don Misener oraz
niezaleznie Piotr Kapica odkrywaja nastepna niesamowita
wlasno$¢ ekstremalnie ozigbionej materii. W temperaturze
2,17 K najbardziej rozpowszechniony izotop helu *He staje
sie nadciekly (termin wprowadzony przez Kapice). Moze
poruszaé sie bez oporu, w szczegdlnosci penetrowaé kapilary
niedostepne dla zadnego innego plynu. (Wtasnoéé ta dotyczy
tylko helu, gdyz w tak niskich temperaturach jest to jedyna
substancja, ktéra pozostaje w stanie ciekltym.)

Zjawisko to wyjasnil najwybitniejszy uczen Kapicy —

Lew Landau, za co otrzymat Nagrode Nobla z Fizyki

w 1962 roku (Kapica tez dostal te nagrode, ale dopiero

w 1978 roku; niestety Allena i Misenera wtedy nie tylko
pominigto, ale nawet nie wspomniano ich prac...). Landau
jako pierwszy zrozumial, ze wlasnosci nadciektego helu nie
da sie wyjasnié, rozpatrujac ruch pojedynczych atoméw.

W jego rozumowaniu punktem wyjscia jest stan podstawowy
w temperaturze zera bezwglednego, ktérym jest kondensat
Bosego-Einsteina. W miare wzrostu temperatury energia
przejawia sie w postaci kwaziczastek (termin wprowadzony
przez Landaua) — fononéw, czyli kwantéw fal dzwigkowych.
Poniewaz dtugoéc¢ fali fononéw jest znacznie wigksza od
odlegtosci miedzyatomowych (liczonych jako pierwiastek
trzeciego stopnia z objetosci podzielonej przez liczbe atoméw
w tej objetosci), to ruch atoméw nie wzbudza kolejnych
fononéw, a wiec przebiega bez tarcia.

Landau nie poprzestal jednak na udowodnieniu,

ze nadciektos¢ helu jest przyktadem kondensacji
Bosego-FEinsteina. Byl w koncu jednym z najbardziej
wszechstronnych fizykéw. Wraz z Vitaly’im Ginzburgiem
napisal na poczatku lat pieédziesiatych XX wieku serie
prac, za ktére ten ostatni zostat wlasnie uhonorowany
Nagroda Nobla. Prace te dotyczyly (wtedy) nadal
niewyjasnionego zjawiska nadprzewodnictwa. Punktem
wyjscia byla opracowana przez Landaua w 1937 roku
teoria przemian fazowych II rodzaju. Przyktadem

takiej przemiany jest spontaniczne namagnesowanie
ferromagnetyka ponizej temperatury Curie. W teoretycznym
opisie takiej przemiany wprowadzany jest parametr
uporzgdkowania, ktéry opisuje np. stopien namagnesowania
ferromagnetyka. W przypadku nadprzewodnikéw
Landauowi i Ginzburgowi zalezato na podaniu ich opisu
przy obecnosci zewnetrznego pola magnetycznego.
Wiadomo bytlo, ze nadprzewodnictwo zatamuje sie, jezeli
wykazujacy efekt Meissnera nadprzewodnik (nadprzewodnik
I rodzaju) umiesci si¢ w zbyt silnym polu magnetycznym.
Teoria Ginzburga-Landaua (GL) opisywala zachowanie
nadprzewodnikéw catkiem dobrze, ale nie byta doceniona
przez nauke zachodnia. Nie tylko dlatego, ze byta teorig
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efektywna — nie wyjasniata, jaki jest mikroskopowy
mechanizm zjawiska nadprzewodnictwa — ale gtéwnie

z powodu ograniczonych kontaktéw naukowych w tym
okresie zimnej wojny. Powszechnie akceptowana teorie
nadprzewodnictwa, tzw. teorie BCS, stworzyli pod koniec
lat pieé¢dziesiatych XX wieku panowie John Bardeen, Leon
Cooper i Robert Schrieffer, a w 1972 roku otrzymali za nig
Nagrode Nobla z Fizyki. W teorii BCS nadprzewodnictwo
ttumaczone jest jako kondensacja Bosego-Einsteina

par Coopera, czyli par elektronéw zwiazanych wymiang
fononéw. Z tego uproszczonego opisu wynika, ze jest to
naprawde skomplikowane zjawisko. Nic dziwnego, ze trzeba
byto czekaé az pét wieku na jego wyjasnienie.

Teoria BCS nie konczy jednak probleméw z tlumaczeniem
nadprzewodnictwa. Juz Ginzburg i Landau dowiedli
hipotetycznego istnienia nadprzewodnikéw, do ktérych pole
magnetyczne moze wnikaé, tylko ze wtedy takich materialéw
jeszcze nie znano. Obecnie nazywamy je nadprzewodnikami
IT rodzaju. W 1952 roku Nikolaj Zawarickij (pisownia
fonetyczna polska), pracujacy w instytucie prowadzonym
przez Kapice, zaczat sprawdzaé przewidywania teorii

GL dla nadprzewodnikéw w silnym polu magnetycznym.
Okazalo sig, ze teoria nie opisuje poprawnie obserwowanych
prawidlowosci (pdzniej okazalo sie, ze réwniez w ramach
teorii BCS nie mozna ich wyjasnié). Problem ten Zawarickij
przedstawil swojemu koledze Aleksiejowi Abrikosowowi
(tegorocznemu — 2003 — nobliscie), ktéry uporat sie z nim
modyfikujac teorie GL. Kluczem do zrozumienia okazato

sie przyjecie, ze w nadprzewodnikach II rodzaju pole
magnetyczne moze istnie¢ wewnatrz wirdw w przestrzeni
parametrow uporzgdkowania. Caltkowite zatamanie sie
nadprzewodnictwa w takim nadprzewodniku zachodzi wtedy,
gdy wiry te zaczynaja si¢ naktadac.

Ostatnim tegorocznym laureatem jest Anthony Leggett.
Jemu zawdzigczamy wyttumaczenie nadciektodci

izotopu helu *He. Atomy tej lekkiej odmiany helu sa
fermionami. Ich kondensacja Bosego-Einsteina, podobnie

jak w przypadku nadprzewodnictwa, musi byé poprzedzona
tworzeniem par. Gtéwna zastuga Leggetta byto opisanie
niezwykle bogatej struktury przestrzeni parametrow
uporzadkowania *He. Makroskopowym przejawem tej
struktury jest powstawanie obserwowalnych wiréw nadciektej
fazy.

Jak widac z tego telegraficznego skrotu, badanie wlasnosci
materii w ekstremalnie niskich temperaturach byto

bardzo czesto doceniane przez Komitet Noblowski.

Cho¢ wymienitem najwyzej potowe nagréd przyznanych

w tej dziedzinie, to i tak wielu pozostato nienagrodzonych.
Od momentu powstania mechaniki kwantowej wiadomo, ze
tego typu badania sg swoistym poligonem tej teorii. Alfred
Nobel tez powinien by¢é zadowolony, bo nadciekltosé, czy
to w odniesieniu do ,normalnego plynu”, jakim jest hel,
czy w odniesieniu do gazu elektronowego znalazta wiele
praktycznych zastosowan. Kilka z nich przypominamy

na tylnej oktadce.

Piotr ZALEWSKI
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® Skroét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch

—_ lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
Termin nadsytania rozwiazan: nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

30 IV 2004 — i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Lista uczestnikéow ligi zadaniowe]j
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 463 (WT = 2,39) i 464 (WT = 1,35)

7z numeru 6,/2003 Zadania z matematyki nr 475, 476
Michal Adamaszek — 2-44,76 . 3
Pasel Nojman _ uio7 Redaguje Marcin E. KUCZMA
Marian Lupiezowiec — 37,40
Pawel Kubit ~2-37,34 475. Dane sa liczby rzeczywiste aq, as, ..., a,, nie wszystkie réwne

1,2, s Uny

Piotr Kumor — 7-36,84 s 7 .
Michal Jézwikowski — 36,70 zeru. Wykazaé, ze réwnanie /1 + a1+ 1+ asx + ... +vV1+ax =n
Zbigni S ki — 36,07 . . . . . .o . . . .
R ol s (z niewiadoma ) ma nie wiecej niz dwa pierwiastki rzeczywiste.
Marcin Kasperski - 2-33,10
Krzysztof Jasek - 3263 476. Niech Ay, As, As, ... bedzie nieskonczonym ciagiem zbioréw
Swiatostaw Gal - 30,94 , . . e .
Andrzej Daniluk ~1-30,82 czteroelementowych, z ktorych zadne dwa nie sa roztaczne. Udowodnié, ze
Witold Bed k ~ 2-28,86 . ;s . . . s .
Do o e mozna znalez¢ takie trzy elementy a, b, ¢, aby kazdy ze zbioréw A; zawierat
Janusz Olszewski —6-26,96 co najmniej jeden z tych trzech elementéw.
Pawel Walter - 26,78
Pl s _eraer Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 10/2003
Jerzy Cisto —2-24,93 . s, -
Leszek Grzanka - 23,62 Przypominamy tres¢ zadan:
Jerzy Witkowski —3-2263
Jan Czardybon ~ 21,83 467. Czy istnieje wielomian P(z,y) dwéch zmiennych rzeczywistych, o wspétczynnikach
Tomasz Rawlik ~ 5-20,05 rzeczywistych, ktorego zbiér wartosci pokrywa si¢ ze zbiorem wszystkich liczb dodatnich?
Maciej Mostowski - 1-20,04

Legenda (przykiadowo): stan konta 468. W niemalejacym ciagu a1, a2, as, ... o wyrazach naturalnych kazda liczba naturalna k

7-36,84 oznacza, ze uczestnik juz
siedmiokrotnie zdobyt 44 punkty,

wystepuje dokladnie k razy. Podaé¢ wzoér jawny, przedstawiajacy n-ty wyraz a, jako funkcje
zmiennej n, wyrazajaca si¢ przez dzialania arytmetyczne, potegi/pierwiastki oraz symbol |z ].

a w kolejnej (¢smej) rundzie ma 36,84 467. Istnieja takie wielomiany. Przyktad: P(z,vy) = z? + (1 — xy)>. Ten wiclomian
punktow. przyjmuje tylko wartosci dodatnie (bo liczby x oraz 1 — xy nie moga by¢ jednoczesnie
Liste otwiera Michat Adamaszek, zerami). 7Z tozsamosci P(z,1/x) = x? wynika za$, ze kazda liczba dodatnia nalezy
ktéry przekracza préog 44 po raz trzeci do zbioru wartosci.
i zostaje dwudziestym pigtym Weteranem
Klubu 44 M. 468. Wyraz o wartoéci k wystepuje po raz ostatni na miejscu o numerze
.1 . . .
Zestawienie obejmuje wszystkich 14+2+...+k, czyli 5k(k+ 1). Stad wniosek, ze warunki
uczestnikow ligi, ktérzy spelniaja (1) an = k
nastepujace dwa warunki:
- stan ich konta (w aktualnie oraz
wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej 2 1 E—Dk<n< lk E+1
20 punktéws; ( ) 2( ) X 2 ( + )
- przystali rozwiazanie co najmniej sa rownowazne. Dla liczb naturalnych k, n warunek (2) jest réwnowazny warunkowi
jednego zadania z rocznika 2001, 2002 1 _ _ 1 1
lub 2003, s(k=1Dk<n—g <zk(k+1),

] . i i ktory przeksztalcamy algebraicznie do kolejnych réwnowaznych postaci:
Nie drukujemy wiec nazwisk tych

uczestnikow, ktérzy rozstali si¢ z ligg trzy k)2 —k+ i <2n < k2 + k + i 5

lata temu (lub dawniej); oczywiScie jesli 1 — 1

ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wrécié k— 3 < 2n <k + 2

do naszych matematycznych tamigtéwek, |1

. yet yeznycl lig! (3) k=|5+v2n].

jego nazwisko automatycznie wréci

na liste. Serdecznie zapraszamy! Réwnowaznoéé (1) <= (3) daje zadany wzér: an = | 3 +v2n].

Weterani Klubu 44 M (w kolejnoéci uzyskiwania statusu Weterana): J. Janowicz (8), P. Kaminski (5), M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal, T. Rawlik (5), M. Mazur, A. Bonk, K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza, P. Kumor (7), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (6), L. Skrzypek (4), H. Kornacki, T. Wietecha (6), T. Jézefczyk, J. Witkowski, W. Bednorz, B. Dyda, M. Peczarski,
M. Adamaszek (jesli uczestnik przekroczyl barier¢ 44 punktéw wigcej niz trzy razy, sygnalizuje to cyfra w nawiasie).

Pozostali czlonkowie Klubu 44 M (alfabetycznie): ,dwukrotni”: Z. Bartold, W. Bednarek, J. Cisto, A. Czornik, P. Jedrzejewicz,

M. Kasperski, H. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza, P. Kubit, D. Kurpiel, J. Lazuka, J. Malopolski, J. Mikuta, E. Orzechowski, R. Pagacz,

K. Patkowski, K. Piéro, S. Solecki, G. Zakrzewski;

sjednokrotni”: T. Bieganski, W. Boratynski, M. Czerniakowska, A. Daniluk, P. Figurny, M. Fiszer, Z. Galias, L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,
K. Hryniewiecki, K. Jachacy, J. Klisowski, J. Kraszewski, A. Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Langer, R. Latata, P. Lipinski, P. Lizak, J. Mandziuk,
B. Marczak, M. Marczak, M. Matlega, R. Mazurek, H. Mikotajczak, M. Mikucki, J. Milczarek, R. Mitraszewski, M. Mostowski, W. Olszewski,

R. Pikuta, B. Piotrowska, W. Pompe, M. Roman, M. Rotkiewicz, A. Ruszel, J. Siwy, Z. Skalik, A. Smolczyk, Z. Surduka, T. Szymeczyk,

W. Szymczyk, K. Trautman, P. Wach, K. Witek, A. Woryna, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus, K. Zawistawski, P. Zmijewski.
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Dwa lata temu, w oméwieniu zamykajacym dwudziesty
sezon ligowy, Swietowalidémy jubileusz; przyjelo sie
bowiem uwazaé liczby zakonczone zerami za bardziej
od$wietne od innych. Ale — skoro nasza liga ma

w naglowku Klub 44, to moze lepsza racje bytu powinna
mie¢ u nas arytmetyka, w ktérej ,,dobre przystawanie”
do 44 dodaje liczbie splendoru? Podzielnos¢ przez 2 i 11
zamiast 2 i 57 Zakonczony wlasnie sezon o numerze 22
jest znakomita okazja do kolejnego jubileuszu. Jeszcze
drugie tyle i bedziemy obchodzi¢ czterdzieste czwarte
imienino-urodziny. . .

Przez te lata przewinelo sie przez lige szesé i p6t setki
uczestnikéw. Malo komu starczylo cierpliwoéci, aby
tej rozrywce pozosta¢ wiernym dluzej niz kilka lat.
Wszelako jeden z zawodnikéw zadziwil wytrwalodcia:
pan Witold Bednarek, ktéry rozpoczal udziat

juz w pierwszym miesiacu zycia ligi i do dzis$ dnia
(choé z paruletnimi przerwami) aktywnie uczestniczy,
przysylajac eleganckie rozwiazania oraz liczne ciekawe
propozycje zadan. Serdeczne gratulacje!

Jeszcze jedno nazwisko koniecznie trzeba tu wymienic:
pan Jerzy Janowicz, uczestniczac w lidze prawie
nieprzerwanie przez jej pierwszych dwanascie lat, zdotal
przekroczy¢ magiczny prog 44 punktow osiem razy, jako
jedyny z zawodnikéw. Serdeczne gratulacje!

Ten rekord czeka na wyréwnanie, moze i pobicie. To
zacheta dla innych uczestnikéw, wérdéd ktorych widzimy
dwdéch majacych na koncie siedem okrazen oraz dwéch
z szedcioma — wcigz aktywnych w udziale.

W naszej lidze punkty gromadzi sie wytrwale

i nie$piesznie; takie jest jej zalozenie. Jesli jednak
kto$ pragnie uczestniczy¢ intensywnie, to czemu nie?
Okazuje sie, ze jest wykonalne uzbieranie 44 punktéw
w ciggu jednego roku, za bezbledne rozwiazania
wszystkich zadan z jedenastu kolejnych numeréw;
mowa tu o okresie po roku 1984, bo wczesniej, gdy
w numerze byly trzy zadania z matematyki, konta
rosty szybciej. Ale od poczatku roku 1985 niezbedne
minimum czasowe jest wyznaczone witasnie przez
rozwiazania z 11 numeréw.

Ta sztuka udalta sie trzem uczestnikom; oto ich nazwiska
(w kolejnosci chronologicznej): Piotr Jedrzejewicz,
Henryk Kasprzak oraz dwukrotnie Przemystaw
Gadzinski. I jeszcze nazwiska tych, ktérym to

zajelo o jeden miesiac wiecej: M. Galecki, ponownie

P. Jedrzejewicz, M. Mazur, ponownie H. Kasprzak,
J. Witkowski, M. Peczarski, J. Cislo. Serdeczne
gratulacje!

Do$é na dzisiaj wspominania rekordéw. Liczymy
na udzial w Lidze nowych Czytelnikow; zapraszamy
do zabawy.

Przechodzimy do omoéwienia wybranych zadan;
przedstawiamy rozwigzania ciekawsze od ,firmowych”
oraz odnotowujemy te zadania, ktére zostaly poprawnie
rozwiazane przez nielicznych uczestnikow.
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Zadanie 447. [AABC; CD — dwusieczna; prosta £
styczna do okregéw (ACD), (BCD) w punktach P, Q;
K, M, N — érodki odcinkéw PQ, AD, BD =

= { — styczna do okregu (KM N)] (wspotezynnik
trudnosci WT'=2,87; liczba poprawnych rozwiazan
LPR=5). Wszystkie otrzymane rozwiazania byty
odmienne od firmowego. J. Cislto, J. Olszewski

i T. Rawlik zgrabnie operuja pojeciem
jednokladnosci: oznaczajac przez O1, 11 oraz Os, 1o
odpowiednio $rodki i promienie okregéw (ACD),

(BCD) wnosimy z réownosci [<ACD| = |4 BCD|,

ze tréjkat AO1 D jest podobny do DOsB w skali

r1/72; stad nietrudny wniosek, ze pierwszy z tych
tréjkatéw jest obrazem drugiego w jednokladnoéci, ktéra
przeprowadza okrag (QDB) na (PAD) (przypadek,

gdy r1 = re, wymaga oddzielnego rozpatrzenia).
Jednoktadnosé o tym samym $rodku i skali (11 + 72) /272
przeprowadzi okrag (QDB) na (KM N); pierwszy z nich
jest styczny do £, wiec drugi tez.

Pozostale dwa dobre rozwiazania (T. Wietecha,

P. Najman) bardziej rachunkowe, z uzyciem
trygonometrii.

A

Zadanie 449. [z,y,2 € R; y=a2 -2, 2 =y? — 2,
r=22-2=ax+y+2=7 (WI=1,58; LPR=16).
Skoro przed chwila padto stowo trygonometria,

warto nadmienié, ze i w tym zadaniu moze ona by¢
uzyteczna. Latwo zauwazy¢, ze liczby z, y, z musza
leze¢ w przedziale (—2;2), przyjmijmy wiec z = 2 cos «,
a € (0;7); woéwezas y = 2 cos 2w, z = 2 cosda,

x = 2 cos 8a. Rozwiazujac rownanie cos8a = cos o
stwierdzamy, ze a nalezy do sumy zbioréw

A={2kr: k=1,2,3},

B={2km: k=1,2,4},

¢ = {2,

D ={0}.

Warto$é sumy « + y + z wynosi (odpowiednio)

—1, 0, —3, 6. Taka metoda rozwiazali to zadanie
K. Kulewski, P. Kumor, P. Kubit, M. Adamaszek.

Zadanie 450. [Dane n,m € N; n,m > 1; Z(k) — to
zdanie:

Elxlv" Tk, Y € N: T < Tit1, Zz;l = yn,
Z (k) zachodzi dla k = m,...,2m—2 = Z(k) zachodzi
dla wszystkich k > m] (WT=3,00; LPR=6). Poprawne
rozwiazania (M. Adamaszek, J. Cisto, P. Kumor,
J. Olszewski, T. Wietecha, T. Rawlik) identyczne,

jak firmowe (ktére zaproponowal autor zadania,
W. Bednarek).



Zadanie 452. [Dane a, b, ¢ > 0; kolo o érednicy d
miesci sie w prostopadlodcianie a x b X ¢; max d =7
(WT=3,48; LPR=2). To zadanie okazalo sie
najtrudniejsze — w omawianym sezonie, a takze od
paru lat. Wyzszy wspolczynnik trudnosci miato — jako
ostatnie — zadanie 363 z numeru 6/1998 (WT'=3,51;
tez geometria przestrzenna). Poprawne rozwigzania
przedstawili P. Kumor oraz (z drobna luka) J. Cisto.
Nie réznig sie one w sposob istotny od rozwiazania
firmowego ani od rozwigzania podanego przez autora
zadania, ktérym byl Adam Woryna.

Zadanie 454. [Znalez¢ stala C' o wlasnosci:

vn e NVay,...,a, >0:
1 2 n
— .+ ——— <
a1 a1 + as a4+ ...+an
1 1 1
<C<—+—+...+—>;
al ag Ay,

im mniejsza stala C, tym wyzsza ocenal (WT=2,50;
LPR=8). llekro¢ uczestnicy Ligi udzielaja nam lekcji,
jak powinno wygladaé fachowe rozwigzanie zadania,
czy wrecz jego sformulowanie, jest to dla nas moment
niematej radosci. Tak bylo i tym razem. Wiec po kolei:
zadanie zaproponowal Pawel Kubit, ze stala C' = 4,
nie podajac (wéwczas) dowodu. Redaktor Ligi poczul
sie dumny, ze potrafi te nieréwno$é¢ udowodnié

ze stala C' = e (rozwiazanie firmowe). Uzyskiwane

w tym dowodzie nieréwnoéci nie moga jednoczesnie
zblizy¢ sie do réwnoéci, wiec nie jest to stata optymalna;
stad takie nieco zagadkowe sformutowanie tresci
zadania; a w tle — domniemanie redaktora, ze
znalezienie optymalnej stalej moze by¢ trudne, ze moze
wrecz nie wyraza sie ona elementarnie. . .7

Wkrétce zaczely nadchodzié listy z rozwiazaniami

i dowiedzielismy sie, jak to jest: nieréwno$¢ zachodzi

ze stala C' = 2, ktéra jest optymalna. Te wladnie stala
znalezli wszyscy rozwiazujacy (wérdd nich takze autor
zadania), w wigkszoéci podajac tez dowdd optymalnodei;
oto rozumowanie przedstawione w kilku pracach:

W nieréwnosci Cauchy’ego—Schwarza

(Sem) < (L) (X07)

(sumowanie po i =1,...,

k) podstawiamy

V@
otrzymujac
E o
k 2
by : =
R T o S k+1 Z

-1 Z

sumowanie po k = 1,...,n daje nier6wnos¢

3
3

Ci

gdzie

1
_42Zkk+1 <4Z2Z(2k2_ (k1 1) :) <2,

13

i mamy teze zadania dla C' = 2. Uzasadnienie
optymalnosci nietrudno uzyskaé rozwazajac ciag a; = 1.

Zadanie 456. [Czy istnieja liczby niewymierne «, 5 > 1
takie, ze Vm,n € N: [a™| # |67 7] (WT=2,97;
LPR=T). W. Bednarek, J. Cisto, A. Daniluk,

P. Kubit, P. Kumor, J. Olszewski znajduja
przyklady w postaci wymiernych kombinacji liczb

1, V3, V6. Barttomiej Dyda podaje ciekawe
uogdlnienie: dla kazdej liczby niewymiernej o > 3
istnieje liczba 8 o wymaganej wlasnosci. Wystarczy

w tym celu rozwazy¢ zbidr

U o

m>n>1
gdzie
Lyn = <(am _ 1)1/71; (am + 1)1/n>.
Miare (dlugosé) przedziatu I,,,, mozna oszacowaé
korzystajac z twierdzenia o wartosci sredniej oraz
z warunkow o > 3, n > 2:

(L) < 2(@™ = 1)F~1 < %(%am)%‘l <20-%,
czyli
w(Imn) < 29™
gdzie
v=a < 3V3;

stad oszacowanie miary zbioru A:
3

<22 Z A 7227_ 1_77) <4

n=2m=n+1

Przedzial J = (o + 1502 — 1) ma dlugo$é

a2 —a—2>4,
wiec mozna znalezé liczbe niewymierng 8 € J \ A;
gdyby dla pewnych m,n € N zachodzita rownosé
la™ | = | 8], wowczas mielibySmy
m>n>1 (bofBeJ) oraz ™ —1< " <a™+1,

czyli B € Iny, C A; sprzecznosé.

Zadanie 460. [ z1,...,x, € (0;7/4) =

= Vltgo) - (tgon) <\ REPEs |
(WT=1,86; LPR=14). To chyba najbardziej
spektakularna wpadka od poczatku istnienia Ligi!
Zadanie pochodzi z dosy¢ starych remanentéw —
zaproponowal je Lestaw Skrzypek z dziesie¢ lat
temu. Nie byloby w tym nic ztego, gdyby nie taki
drobiazg, ze zostato ono juz wykorzystane w Lidze,
jako zadanie 292 w numerze 12/1994; redaktor Ligi
zaniedbal wéwczas jedynie zanotowaé ten fakt — a teraz
sie ucieszyl, ze ma w zanadrzu taks tadng nieréwnosé,

i zadanie ,poszto” po raz drugi! Zwrécil na to uwage
jeden z czytelnikéw. Ciekawe, ilu uczestnikéow sposrod
tych, ktérzy rozwiazali to zadanie i wtedy, i teraz, mialo
sSwiadomo$é¢ powtdrnego wykonywania roboty? . ..

Tym zabawnym akcentem konczymy owéwienie
dwudziestego drugiego jubileuszowego sezonu Ligi.



Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan:

30 IV 2004

Rozwigzanie zadania F 614.
Sita wyporu, dzialajaca na balonik,
wynosi

Fyw = pVug/RTo,

gdzie Ty — temperatura otaczajgcego
powietrza. Masa nagrzanego
do temperatury T powietrza to
m = pVpu/RT. Zatem jesli M to masa
celofanowej powtoki, to warunek
unoszenia si¢ balonika jest nastepujacy:
Fo>(M+m)g

i stad Ty
T —m8«————.

1 — MRTy/pV
Dla M =~ 5 g, promienia balonika
2r 35 cm, Tpo ~ 300 Kip=~ 10° Pa
otrzymujemy, ze temperatura krytyczna
wynosi Ty, ~ 500 K ~ 200° C.

1QI 18

Rys. 1

Rys. 2

365. a) Oznaczmy dane dlugosci stupéw gazu przez
Ly =12cm, Ly =18 cm, L} =6 cm.
Laczna dlugoséé stupa rteci (a wige i gazu) pozostaje
niezmieniona, zatem po odwroéceniu rurki dlugo$é
drugiego stupa gazu wzrosnie do L = 24 cm. Zgodnie

z réwnaniem gazu doskonalego

plLlS = pllLlls = anT,
ngQS = pl2Ll25 = ngRT,

Zadania z fizyki nr 372, 373 Redagugje Jerzy B. BROJAN

372. Wirnik pewnego silnika jest napedzany silnikami odrzutowymi
umieszczonymi na koncach pretéw promieniowych (,szprych”), wzdtuz ktérych
biegna przewody doprowadzajace paliwo poprzez o$ wirnika.

Kto$ twierdzi, ze moc zespolu (odprowadzana w osi, tzn. wirnik obraca jakie$
urzadzenie) jest proporcjonalna do predkoscei katowej wirnika w, gdyz obliczamy
ja mnozac sile odrzutu (zalezna tylko od tempa zuzycia paliwa i predkosci
wylotu gazéw, ale nie od w) przez predkosé silnikéw. Zatem dla dowolnie
duzych w otrzymaliby$smy dowolnie duza moc, co wobec ustalonego tempa
zuzycia paliwa wydaje si¢ sprzeczne z zasada zachowania energii. Wskazaé

blad w tym rozumowaniu i obliczy¢ maksymalng moc zespotu. Dane: dlugosé
szprych r = 5 m, tempo zuzycia paliwa przez silniki ¥ = 0,5 kg/s, stosunek
masy wyrzucanych gazéw do masy paliwa k = 5 (pozostala masa to pobierane
powietrze), predkosé wylotowa gazéw wzgledem silnika v = 1600 m/s. Przy jakiej
predkoéci katowej wirnika w osiagana jest maksymalna moc?

373. Po przejiciu przez pewien filtr $wiatlo biale uzyskuje barwe zielona.
Gdy jednak przepuéci¢ swiatto biate kolejno przez duza liczbe takich filtrow,
przechodzace $wiatlo okazuje sie czerwone (jego natezenie jest wtedy

bardzo matle). Jak to mozliwe?

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 10/2003

Przypominamy tres¢ zadan:

364. Jednorodny szes$cian wisi na nici, dotykajac Sciany (rys. 2). Nié¢ tworzy ze $ciang kat a. Jaka
jest minimalna warto$¢ wspétczynnika tarcia statycznego szescianu o $ciang, aby byto to mozliwe?

365. Rurka o ksztalcie litery U o obu koncach zatopionych zawiera rteé oraz dwie objetosci gazu
(rys. 1). W pozycji pionowej (gdy gaz byl na gérze), dlugosci stupéw gazu wynosity 12 cm i 18 cm.
Gdy rurke odwrécono o 180° bez zmiany temperatury, dlugoéé pierwszego stupa gazu spadla

do 6 cm, przy czym stup rteci nie ulegl przerwaniu.

a) Ile wyniosg dlugosci stupéw gazu, jesli rurke polozyé poziomo, a temperatura pozostanie
niezmieniona?

b) Ile wyniosa dlugosci stupéw gazu, jesli rurka pozostanie w pozycji wyjsciowej, a temperatura
wzro$nie z poczatkowej wartosci 20° C do 80° C?

364. Oznaczmy sile napiecia nici przez N, sile tarcia przez T, a sile reakcji
ciany (tzn. jej sktadowa pozioma) przez R. Warunek réwnowagi poziomych
sktadowych sit ma postaé

R = Nsina.
Aby sformutowaé warunek réwnowagi ze wzgledu na obroty, trzeba wskazaé
punkt przylozenia sity R. W ogdlnosci jest ona roztozona wzdtuz calej
powierzchni styku ze $ciana, ale na granicy réwnowagi (,,tuz przed”
zeslizgnieciem sie szeScianu) bedzie ona przylozona na gérnym brzegu tej
powierzchni. Rozpatrujac momenty sil wzgledem srodka gérnej powierzchni
szescianu znajdujemy drugi warunek rownowagi

T = N cosa.

Zatem minimalna warto$¢ wspdlczynnika tarcia jest réwna ctg a.

gdzie S — powierzchnia przekroju rurki, a nq i ng sa
odpowiednimi liczbami moli gazu. Zatem

p2/py = Ly/La = 4/3.

Réznica cisnien gazu jest rowna cisnieniu stupa rteci,
czyli
p2 —p1 = pg(L2 — L1) = 6 cm Hg,

Py — ph = pg(Ly — L}) = 18 cm Hg.
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Rozwigzaniem ukladu czterech powyzszych réwnan jest

p1 =18 cm Hg, p2 =24 cm Hg,

py =36 cm Hg, p, =18 cm Hg.
Dalej znajdujemy stosunek liczb moli
pily 1
no pQLQ o 2.
W poziomym potozeniu rurki ci$nienia obu objetosci
gazu sa jednakowe, a stad stosunek dlugosci LY i LY jest
rowny stosunkowi liczb moli. Obliczamy

ni

b) Oznaczmy zmieniong temperature przez T, a dlugosci
stupéw gazu przez Ly i Ly. Warunkiem réwnowagi jest
TLQRT TLlRT
— =(Ls—L .
LS~ Ls (bl
Po podstawieniu ni i ng z poprzednich rownan
otrzymujemy
T /423 cm? 216 cm?
— — =Ly — L.
T Lo Ly

Ponadto, oczywiscie,

"
1 = 10 cm,

Rozszerzona czoléwka
ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
356 (WT = 2,00), 357 (WT = 1,00),
358 (WT = 1,00), 359 (WT = 1,45),
360 (WT =1,00) i 361 (WT = 1,30)
z numeréw 4/2003, 5/2003 i 6/2003.

29,50
20,09

Tomasz Rudny Warszawa -

Marian Lupiezowiec Zebrzydowice —

Michal Jézwikowski Blonie - 14,77
Jacek Piotrowski Razeszéw —1-12,45
Leszek Grzanka Chechto — 12,38
Piotr Kumor Olsztyn - 9,44
Przemystaw Gadzinski Sroda Slaska — 1- 8,61
Tomasz Wietecha Tarnéw ~5- 8,06
Kazimierz Gryszko Gliwice - 7,93
Andrzej Idzik Bolestawiec  — 5- 7,91

Lista obejmuje uczestnikow, ktérzy
przystali co najmniej jedno rozwiazanie
zadania z rocznikéw 2001-2003 oraz
maja w biezacej rundzie na swoim koncie
co najmniej 7 punktéow. Cyfra przed
kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyt
juz 44 punkty.

Weterani Klubu 44 F
(w kolejnosci uzyskiwania
statusu Weterana):

P. Bata, D. Lipniacki, A. Sikorski,

A. Surma (4), P. Gworys, A. Idzik (5),
T. Wietecha (5), J. Lazuka, M. Wojcicki
(jesli uczestnik zdobyt 44 punkty wiecej
niz 3 razy, podana zostala odpowiednia
liczba).

Pozostali czltonkowie Klubu 44F
(alfabetycznie):

y2dwukrotni”:

J. Lipkowski, A. Nowogrodzki,
P. Perkowski;

»jednokrotni”:

A. Borowski, P. Gadzinski,

A. Gawryszczak, A. Gluza, W. Kacprzak,
B. Mikielewicz, L. Motyka, R. Musial,

J. Piotrowski, T. Rawlik, R. Repucha,

J. Stelmach, L. Szalast, P. Wach.

‘W kilku ostatnich seriach zadan liczba
uczestnikéw ligi fizycznej niebezpiecznie
si¢ zmniejszyla, co grozi zalamaniem

si¢ naszej zabawy. Goraco zapraszam
wszystkich Czytelnikéw — zaréwno
poczatkujacych, jak i starych wyjadaczy
— do sprébowania swoich sit, a takze

do przysylania oryginalnych zadan
wlasnego pomystu. Nasza lista czotéwki
ligowej czeka na Wasze nazwiskal

5 =20 cm.

L1 + L2 =30 cim,

co daje réwnanie trzeciego stopnia. Rozwiazujac je
numerycznie dochodzimy do wyniku

L; =11,77 cm, Lo = 18,23 cm.

Przedstawmy oméwienie wybranych zadan z ostatniego rocznika Delty.

Zadanie 347. [Jak rozla¢ herbate do dwoch kubkdéw, zeby ja najlepiej ochtodzié?]
(wspélezynnik trudnosei WT'=3,16, liczba poprawnych rozwiazan LPR=1).

Pan T. Wietecha dokonal znacznie glebszej analizy problemu, niz zostalo to
zrobione w rozwigzaniu firmowym — m.in. wzigl pod uwage zalezno$¢ tempa
odplywu ciepla od iloéci cieczy w kubku. Skape ramy naszego czasopisma nie
pozwalaja na prezentacje otrzymanych wynikéw (imponujacych profesjonalna
metodyka!) i mozemy tylko z ulga odnotowaé zgodno$é z odpowiedzia podana

w Delcie: rzeczywiscie lepiej jest przela¢ do zimnego kubka wiecej niz polowe
cieczy.

Zadanie 351. [Dany jest wyglad ,zajaczka” powstalego przy przejéciu swiatla
slonecznego przez szczeling, obliczy¢ odleglosé ekranu od szezeliny.] (WT=3,37,
LPR=2). Wartoéci liczbowe w rozwiazaniu firmowym zawieraja pomytke —
stosunek wymiaréw ,zajaczka” jest réwny raczej 1,9, a nie 1,4, stad i szukana
odlegto$é wynosi ponad 7 m, a nie 16 (jak podano). Prawidlowe rozwiazania
przystali tylko A. Idzik i T. Wietecha, wiec warto$¢ wspolczynnika trudnosci
zadania okazala si¢ wysoka. Nieco to zaskakuje, gdyz ,na oko” nie wydaje sie
ono trudniejsze od drugiego zadania z pary, ktére mialo az 7 dobrych rozwiazan.

Zadanie 352. [Pret zawieszony jednym koficem na osi w ruchomym klocku,
jaka jest minimalna warto$¢ wspotezynnika tarcia, aby po odchyleniu preta

do poziomu klocek nie ruszyl z miejsca?] (WT'=2,35, LPR=3). W koficéwce
rozwiazania firmowego dal o sobie zna¢ kolejny chochlik — autor pomylit sie co
do maksimum funkcji. Prawidlowy wynik: = 9/\/4_0 = 1,423, dziekuje kilku
Czytelnikom za zwrdcenie mi uwagi.

Zadanie 355. [, Transmutacja” azotu w tlen w otwartym naczyniu]

(WT=2,00, LPR=4). Mroczna tragedie na motywach tego zadania, godna
specjalnej premii literackiej, przystatl A. Idzik. Pozostate dobre rozwigzania —
D. Lisiakiewicz, A. Nowogrodzki i T. Wietecha (ktéry znalazl je w podreczniku
Sz. Szczeniowskiego).

Zadania 360. [Maksymalna predkosé todzi] (WT=1,00, LPR=1) i 361
[Odchylenie promienia $wiatla przebiegajacego obok Stonca.] (WT'=1,30,
LPR=1). Oba zadania staly sie znéw polem do popisu dla p. T. Wietechy,
ktéry w zadaniu 360 uwzglednil subtelnosci wynikajace z liczby Reynoldsa,
a w zadaniu 361 wyprowadzil $cislty wynik, obowiazujacy dla dowolnie
duzych odchylen. To ostatnie budzi pewne watpliwosci, gdyz taka Scisto$é
dla konkretnego przypadku Stonca jest niepotrzebna, a powoduje znaczne
utrudnienie problemu. Tak czy inaczej szkoda, ze p. Wietecha byt jedynym,
ktéry wzial sie z tymi problemami za bary!
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Rozwigzanie zadania M 1051.
Zalézmy, ze suma wszystkich n liczb jest
wigksza niz 3. Istnieje taki podzial tych
liczb, ze suma liczb w jednej z grup jest
z przedziatu (1,2]. W takim razie, suma
liczb w drugiej grupie musi by¢é wigksza
niz 1, co jest sprzeczne z zalozeniem
zadania. Zatem M, < 3. Konfiguracje
dowolnie bliskie liczbie 3 otrzymujemy
dla trzech liczb bliskich 1 i pozostalych
bliskich 0:
(I-cl=cl—-c %, 7%, 755)
gdzie ¢ = 0.

-]

Rozwigzanie zadania M 1052.
Rozwazmy réwnanie kwadratowe
ZI?Z—t.%'+1:0.
Jego pierwiastkami sa
t+VE2—4 . 5 t— V12 —4

= i 8=

2 2 ’
wiec wy, (t) = a™ + B". Wobec tego
Wiy, (wy (1)) jest réwne sumie m-tych
poteg pierwiastkéw réwnania

z2 — (™ +8")z+1=0.
Pierwiastkami tego rownania sg, jak
tatwo sprawdzié¢ (odnotujmy, ze a8 = 1),
a™ i B". Zatem

Wi (wn (t)) = (@)™ +(8")™ =

[e3

= Wmn (t) = Wn (W (t)).

Patrz w niebo

Poglad, ze w centrum wiekszosci galaktyk znajduje sie supermasywna czarna
dziura, jest juz dobrze ugruntowany. W kilkudziesieciu przypadkach udalo

sie za pomoca Teleskopu Hubble’a wyznaczy¢ dos¢ dokladnie masy tych
czarnych dziur. Mianowicie ruch gwiazd obiegajacych czarna dziure podlega
tym samym prawom Keplera, co ruch planet wokoét Stonca i z pomiaru
predkoéci gwiazd w poblizu centrum galaktyki oraz ich odlegtosci od centrum
masg ciala centralnego wyznacza si¢ bez trudu. W zasadzie pomiary takie sa
wykonalne z powierzchni Ziemi, jednak Teleskopem Hubble’a spoza atmosfery
mozna dostrzec gwiazdy polozone bardzo blisko centrum danej galaktyki,
przez co wyniki obserwacji sa nieporéwnanie doktadniejsze. Znane obecnie
masy galaktycznych czarnych dziur zawieraja si¢ w granicach od miliona

do 2,5 miliarda mas Stonca.

Wiasnie dzieki dokladnosci obserwacji wykryto kilka lat temu dwa wazne fakty.
Po pierwsze — czarne dziury wystepuja tylko w galaktykach majacych centralne
zgeszezenie (bulge), a po drugie — masa czarnej dziury ze zdumiewajaca
dokladnoscia stanowi 0,2% masy centralnego zgeszczenia, przy czym zupelnie
nie jest wazne, czy i jakie galaktyka ma ramiona spiralne, czyli jak rozbudowany
jest dysk galaktyki. Wydaje sie, ze zalezno$¢ miedzy masa czarnej dziury

i masg centralnego zgeszczenia jest spelniona rowniez bez wzgledu na czas

i spos6b powstania zgeszczenia. Moglo bowiem ono powstaé¢ bardzo dawno,
gdy cala galaktyka sie formowala, ale moglo tez powsta¢ w galaktyce juz
istniejacej, wskutek spadku jej wlasnego gazu na centrum, co prawdopodobnie
zachodzi w galaktykach przegrodzonych. Zwiazek czarnych dziur z centralnymi
zgeszezeniami i brak takiego zwiazku z dyskami galaktyk podkredla, ze
powstawanie tych dwéch struktur przebiegato bardzo réznymi drogami, co
powinno znalezé odbicie w pracach teoretycznych.

Tomasz KWAST

Luty

Mamy $rodek zimy, a wiec na wieczornym niebie
najwspanialej prezentuje sie Orion. Przez zenit
przechodzi Droga Mleczna z niezliczonymi gromadami
otwartymi. Sa to zgrupowania gwiazd zdecydowanie
wyrozniajace sie z tla, ale w ktorych gwiazdy nie
zlewaja si¢ w jedna plame. W poblizu Oriona, poza

rocznej, 1 zarazem dostatecznie daleko, by mozna byto
na niej testowa¢ fotometryczne metody wyznaczania
odleglosci znacznie wiekszych. Dlatego do dzi$ wielu
obserwatoréw wyznacza odleglosci gwiazd Hiad

na rozmaite sposoby, a gwiazdy Hiad staly sie niemal
wzorcami odleglodci.

Droga Mleczna, widzimy zgrupowanie gwiazd, ktére

na oko trudno uznaé¢ za gromade, raczej ma sie
wrazenie, ze jest tam po prostu troche wiecej gwiazd.
A jednak jest to gromada, Hiady. Stanowi ja niemal
setka gwiazd rozrzuconych na obszarze o $rednicy

20° w przyblizeniu wokdl Aldebarana (ktéry sam

do gromady nie nalezy), najjasniejszej gwiazdy Byka.
Hiady leza w odlegtosci 41 pc, czyli dostatecznie blisko,

Wenus jest w Rybach i zachodzi wkrotce po zachodzie
Stonca. Mars jest w Baranie i zachodzi dopiero koto
polnocy. Saturn jest w Byku i wida¢ go niemal do rana,
a Jowisz w Lwie, przez co wida¢ go przez calg noc. 26 II
Ksiezyc zakryje Marsa, ale zjawisko to bedzie widoczne
tylko na poludniowym Pacyfiku. Pelnia Ksiezyca
wypada 6 II, a néw 20 II.

by odlegloé¢ dalo sie wyznaczyé za pomocy paralaksy T K.
Rozwigzanie zadania M 1053.
Niech ¢ bedzie liczba catkowita i niech «, 8 beda pierwiastkami réwnania z2 — tx 4+ 1 = 0. Mamy
t" 7w7,,(t) — (a+/j)n —a” 7/}71 — (711) an—l/j+ (7;) 0471'72/52 + ...
A () et = (1) @248 4 (5) (@t 4= (H) waa () + (3) wama®) +

Zatem, na mocy indukcji, jesli ¢ jest liczbag calkowita, to w,, (t) tez. Jedli n jest liczba nieparzysta, to latwo zauwazyé, ze 2" w, (t) jest podzielne
przez t. Zatem, jesli p > 2, to p|2Pw,(p), skad p|w,(p). Dla p = 2 teze sprawdzamy bezposrednio.
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Kontynuujac rozwazania sprzed miesiaca, przyjrzyjmy sie
nastepujacemu zadaniu.

Zadanie 1. Kwadrat o boku dtugosci 19 dzielimy
na kwadraty jednostkowe. Wewnatrz kwadratu

Rys. 1

umieszczamy kwadrat o boku 17 jak na rysunku 1. Dowiesc,
ze mniejszego kwadratu nie mozna pokry¢ roztacznymi
prostokatami poziomymi o wymiarach 5 X 1 i pionowymi

o wymiarach 4 X 1, zawartymi w wigkszym kwadracie.

Rozwigzanie. Pokolorujmy pola kwadratu jak na rysunku 2.
Woéwezas kazdy prostokat poziomy o wymiarach 5 x 1

i kazdy prostokat pionowy o wymiarach 4 x 1 pokrywa
parzysta liczbe pél zamalowanych (a mianowicie dwa

lub zero). Poniewaz zamalowanych pél jest 63, wiec przy
dowolnym rozmieszczeniu prostokatéw co najmniej jedno
zamalowane pole pozostanie niepokryte. Poniewaz wszystkie
zamalowane pola leza w mniejszym kwadracie, teza zadania
jest udowodniona.

Rys. 2

Zadanie 2. Wewnatrz kwadratu o boku 17 umieszczamy
kwadrat o boku 15 w sposéb analogiczny jak na rysunku 1.
Dowiesé, ze mniejszego kwadratu nie mozna pokry¢
roztacznymi prostokatami o wymiarach 9 x 11 10 x 1,
zawartymi w wiekszym kwadracie.

Zanim zajmiemy si¢ rozwiazaniem zadania 2, przyjrzyjmy sie
nieco prostszemu zadaniu.

Zadanie 3. Dowieéé, ze kwadratu o boku 9 nie mozna
podzieli¢ na prostokaty o wymiarach 5 x 116 x 1.

Rozwigzanie. Pokolorujmy pola kwadratu jak na rysunku 3.
Wowczas kazdy prostokat pokrywa co najmniej jedno
zamalowane pole. Jednak prostokat pokrywajacy srodkowe
pole pokrywa co najmniej 5 zamalowanych pél. Poniewaz
zamalowanych pél jest 17, zatem wewnatrz kwadratu
mozna umiesci¢ co najwyzej 13 roztacznych prostokatéw

Rys. 3

o dopuszczalnych wymiarach. Prostokaty te pokryja nie
wigcej niz 13 - 6 = 78 podl, nie pokryja wiec w catosci
kwadratu o 81 polach.

Madrzejsi o powyzsze rozwigzanie przystepujemy

do rozwiazania zadania poprzedniego.

Rozwigzanie zadania 2. Pokolorujmy pola kwadratu jak

na rysunku 4. Woéwczas kazdy prostokat majacy co najmniej
jedno pole wspélne z mniejszym kwadratem i zawarty

w wigkszym, pokrywa co najmniej jedno zamalowane pole.
Prostokat pokrywajacy srodkowe pole pokrywa co najmniej
8 zamalowanych pél. Poniewaz zamalowanych pdl jest 29,
zatem wewnatrz wiekszego kwadratu mozna umiescié

co najwyzej 22 roztaczne prostokaty o dopuszczalnych
wymiarach i majace pola wspélne z mniejszym kwadratem.
Prostokaty te pokryja nie wiecej niz 22 - 10 = 220 pdl, nie
pokryja wiec w catodci kwadratu o 225 polach.

Rys. 4

Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wroéblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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