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Hipoteza Poincarégo? Pawel STRZELECKI

11 listopada 2002 roku Grigorij Jakowlewicz Perelman, geometra pracujacy

w Petersburskim Oddziale Instytutu Matematycznego im. Stiektowa przy
Fontance 27, udostepnil w Internecie 40-stronicowa prace pod tytutem
Formuta entropii dla potoku Ricciego i jej zastosowania geometryczne.
Czwarta strone suchego i najezonego fachowymi terminami wprowadzenia
konczy zdanie: Wreszcie, w rozdziale 13, podajemy krotki szkic dowodu hipotezy

geometryzacyjne;.

Wspomniana hipoteza pochodzi od Williama Thurstona
i dotyczy budowy tréjwymiarowych rozmaitosci.

Jest tak ogodlna i potezna, ze stynna hipoteza Poincarégo

— jeden z siedmiu probleméw za milion dolaréw z listy
Instytutu Claya, patrz Aktualnosci, Delta 8/2000 —
wyplywa z niej jako prosty wniosek.

10 marca 2003 roku Perelman udostepnit druga

prace, Potok Ricciego z chirurgiqg na rozmaitosciach
trojwymiarowych. Szkic dowodu z pierwszego preprintu
zostal w niej opisany znacznie dokladniej.

W kwietniu 2003 roku Perelman wyglaszal serie
wyktadéw na kilku znanych uniwersytetach
amerykanskich, a w kilku miejscach swiata ekipy
ekspertéw zaczelty podczas wielotygodniowych
seminariow brnac przez jego prace, napisane z bolesng
zwiezloscia. Pojawily sie niezalezne dowody niektorych
twierdzen z obu prac Perelmana, a on sam napisal

w lipcu 2003 trzeci preprint, podajac uproszczona
wersje swego dowodu tego przypadku hipotezy
geometryzacyjnej Thurstona, ktory wystarcza

do wnioskowania o prawdziwo$ci hipotezy Poincarégo.
W chwili, gdy pisze te stowa, ostatecznej i zgodnej
opinii fachowcéw jeszcze nie ma, ale wiele oséb wyraza
nie bez powodu ostrozny optymizm. Cala sprawa
wyglada na tyle powaznie, ze wypada o niej opowiedzie¢
Czytelnikom Delty.

1. Od ponad stu lat znamy liste wszystkich zwartych,
orientowalnych rozmaito$ci dwuwymiarowych, tzn.
takich powierzchni, ktére maja dwie strony, a za to
nie maja ani brzegu, ani zadnych naklué czy rozcieé,
ani powyciaganych nieskonczenie daleko odndg. Jest to
lista ponumerowana wszystkimi liczbami naturalnymi;
na jej pierwszym miejscu figuruje sfera S2, na drugim
— torus T2, na trzecim — precel, ktéry uzyskujemy
wyciawszy w torusie dwa otwory i dokleiwszy w to
miejsce rurke itd. Otrzymujemy w ten sposéb,

jak méwi matematyk, klasyfikacje z dokladnoscig

do homeomorfizmu: dwie powierzchnie uznajemy za
identyczne, jesli istnieje ciagle i réznowartosciowe
przeksztalcenie jednej z nich na druga. Oznacza to,

ze powierzchnie symetrycznego torusa obrotowego
utozsamiamy z powierzchnia kubka z jednym uchem.
(Wigcej na temat dwuwymiarowych powierzchni — patrz
artykul J. Gérnickiego Kilka siow o powierzchniach,
Delta 6/1995.)

Zwréémy uwage, ze wérod tych powierzchni jedynie
sfera ma te wlasnos¢, ze kazda polozona na niej krzywa
zamknieta mozna w sposob ciagly, bez rozrywania,
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zdeformowaé do punktu. Na torusie i na wszelkich
preclach jest masa krzywych, ktérych do punktu bez
rozrywania zdeformowaé si¢ nie da.

Nt
&

Rys. 1. Sfera, torus i precel. Kolorowych krzywych na torusie i preclu
nie mozna w sposéb ciaggly zdeformowaé¢ do punktu.

2. Rozmaitoéci tréjwymiarowe to mozliwe formy naszej
przestrzeni; wiecej informacji — patrz artykul Zbigniewa
Marciniaka pod takim wtadnie tytulem w Delcie 5/1997.
Przyklady zwartych rozmaitosci tréjwymiarowych to

(a) sfera S3, czyli zbiér tych punktéw (x,y, 2, w)
przestrzeni czterowymiarowej, ktorych wspolrzedne
speliajg warunek 22 + y% + 22 + w? =1,

(b) torus T3, czyli rozmaitosé, ktéra uzyskuje sie,
sklejajac pary przeciwleglych $cian szescianu,

(¢) produkt kartezjanski okregu i precla z rysunku 1.

Osobom, ktoére stwierdza, ze nie ma po co mys$le¢

o jakich$ tam rozmaito$ciach, bo przeciez przestrzen
wokoél nas jest euklidesowa i kazdy to widzi, pragne
przypomnieé, ze przez setki lat prawie wszyscy
L,widzieli”, ze Ziemia jest plaska.

3. W 1904 roku Poincaré wyrazil przypuszczenie,

ze sfere S? spoéréd innych tréjwymiarowych
rozmaitosci zwartych wyrdznia ta sama wtasnosé, ktéra
charakteryzuje o jeden wymiar nizej jej kolezanke S2.
Mianowicie,

jesli na tréjwymiarowe] zwartej rozmaitosci M3
(bez brzegu) kazdg krzywq zamknietq mozna

w sposéb ciggly zdeformowaé do punktu, to M?> jest
homeomorficzna ze sferg S3.

To wlasnie jest hipoteza Poincarégo. Co ciekawe, jej
uogdlnienia na rozmaitoéci wymiaru n > 4 zostaly juz
udowodnione.

4. W koncu lat 70. XX wieku Thurston wysunat
dalekosiezng hipoteze, gloszaca, ze kazda rozmaitosé
tréjwymiarows mozna rozciaé¢ — prowadzac
(dwuwymiarowe) ciecia wzdtuz sfer S? lub toruséw T?
— na skonczona liczbe czedci, z ktorych kazda mozna



wyposazy¢ w jedng z modelowych geometrii. Oznacza
to, méwiac metnie, ze na kazdej czesci mozna tak
okresli¢ sposéb pomiaru odleglosci, by inteligentne
zielone ludziki wyposazone wylacznie w tasme
miernicza nie potrafily w obrebie danej czesci odrézniac
rozmaitych miejsc przestrzeni, gdyz wszystko wszedzie
wyglada identycznie i jesli nawet pojawiaja sie jakies
zakrzywienia czy skrecenia przestrzeni, to ich struktura
jest w kazdym punkcie taka sama. W wymiarze 2
dobre przyklady takiej sytuacji to zwykta pltaszczyzna,
sfera S? i plaszczyzna Lobaczewskiego. Thurston
wykazal, ze w wymiarze 3 takich eleganckich
modelowych geometrii jest doktadnie osiem.

5. Mniej wiecej 20 lat temu Hamilton nakreslil Smiaty
program prac nad hipoteza geometryzacyjna Thurstona.
Oto zarys pomystu: nalezy wziaé¢ rozmaitosé, wyposazy¢
w jakakolwiek metryke, a nastepnie pusci¢ w ruch,

w taki sposob, aby predkosci réznych punktéw zalezaty
(w jaki$ sposéb) od krzywizny w danym miejscu.

Po co? Otéz po to, zeby najlepiej cala rozmaitoécé, albo
przynajmniej jej pokazne fragmenty, nabraly zgrabnego,
symetrycznego ksztaltu.

O prostym przykladzie podobnego ruchu krzywych

i powierzchni — tzw. ewolucji krzywiznowej

i Sredniokrzywiznowej — mozna poczyta¢ w Delcie
4/2003. Odsylam tam po nieco wigcej szczegdltow;
wspomne tu jedynie, ze jesli predkos¢ zamknietej
krzywej ptaskiej jest réwna krzywiznie i skierowana
wzdluz wektora normalnego, to wszelkie fatdki,
wklestosci 1 zawijasy owej krzywej ulegaja stopniowemu
wygtadzeniu i koniec koncéw krzywa przypomina
idealny okrag. Zupelnie nie ma znaczenia, jak wygladata
na poczatku. W przypadku powierzchni jest gorzej —
moga pojawiaé sie rozmaite osobliwosci, gdyz cieniutkie
rureczki kurcza si¢ znacznie szybciej niz pekate bable.

W wymiarze 3 nalezy, po pierwsze — odpowiednio
zdefiniowaé sam ,ruch” rozmaitosci, po drugie —
wykazaé istnienie rozwiazan, po trzecie — przewidzieé
charakter osobliwosci i jak najdokladniej je opisad,

po czwarte — nauczy¢ sie zapobiegaé¢ wystepowaniu
osobliwoéci poprzez sprytne rozcinanie rozmaitosci

na odpowiednie czesci w odpowiednich miejscach

(patrz rys. 2). Po piate — trzeba to robié tak, zeby
zachowaé kontrole nad ksztaltem i topologia odcinanych
fragmentow.

Dorel

Rys. 2. Waska rurka kurczy si¢ szybciej niz pozostale czesci
rozmaitosci. Aby zapobiec katastrofie, nalezy dokonaé zapobiegawczej
chirurgii: zawczasu wycia¢ kolorowa czes$¢ rurki, a dwa otwory zalepic
malymi czapeczkami. Rozdzielone czg¢éci ewoluuja dalej osobno.
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Latwo powiedzieé, trudniej zrobi¢. Hamilton
zaproponowal, zeby deformowa¢ metryke z predkoscia
réwna minus podwojonej krzywiznie Ricciego, tzn.

na danej rozmaitosci M budowaé taka rodzine zaleznych
od czasu t metryk riemannowskich g;;(¢), by

$9i(t) = —2Ry;(t),
gdzie R;;(t) jest tensorem Ricciego okreslonym przez
metryke w chwili . Rodzina g¢;;(t) to wlasnie potok
Ricciego.

Czytelnik, ktory nie wie, co to jest metryka
riemannowska i krzywizna Ricciego, nie powinien sie
przejmowac, tylko przywolaé przed oczy wyimaginowany
obraz powyginanej przestrzennej siateczki do

pomiaru odleglosci, pdl i objetosci, czego$ w rodzaju
tréjwymiarowego i powykrzywianego odpowiednika
papieru milimetrowego (a jeszcze lepiej przezroczystej
folii milimetrowej). Nalezy sobie wyobrazié, ze owa
siateczka ozywa i zaczyna sie poruszaé¢, pltynnie
zmieniajac ksztalty. Predkosci sa w réznych miejscach
rozne. Co sie dzieje z odlegloéciami? Aby odpowiedzieé
na to pytanie, nalezy ustali¢ w przestrzeni punkt

i kierunek, a nastepnie przeanalizowa¢ krzywizne
wszystkich niewielkich dwuwymiarowych ,ptatkéw”
przestrzeni, ktére sa w tym punkcie styczne do owego
kierunku (w zwyklej przestrzeni euklidesowej bylby to
pek plaszezyzn). Jedli wérdd owych platkéw przewazaja
takie, ktére wygladaja jak fragmenty powierzchni

sfery czy elipsoidy, to odlegto$¢ w danym kierunku sie
zmniejsza, gdy czas ro$nie. Jeli wiecej jest platkdéw

w ksztalcie siodel, to odleglo$¢ w danym kierunku
rosnie wraz z upltywem czasu.

Lokalnie, w tak zwanych normalnych uktadach
wspotrzednych, wyglada to niemal tak, jakby

wszystkie wspélrzedne metryki spelnialy, przy
odpowiednim wyborze jednostek czasu, zwykle réwnanie
przewodnictwa cieplnego (patrz Delta 12/1998).
Niemal, gdyz obecne jest nieliniowe zaburzenie,

co sprawia, ze z owego lokalnego obrazka nie mozna
pochopnie wyciaga¢ globalnych i dalekosieznych
wnioskow. Wiadomo jednak, ze rownanie przewodnictwa
cieplnego wygladza wszelkie poczatkowe nieregularnosci
temperatury (jak sie wlozy duza i mocna grzatke

do wiadra, to w konicu cala woda sie zagotuje).

Stad nadzieja, ze potok Ricciego pomaga nadawaé
wszelkim rozmaitosciom porzadna, regularna strukture
geometryczng.

Hamilton wykazal istnienie rozwiazan potoku

Ricciego na malych przedziatach czasu. W wielu
pracach powstalych w latach 1982-1997 opisat liczne
wlasnosci tego potoku i jego zachowanie w rozmaitych
szczegblnych przypadkach. Nie udalo mu si¢ jednak
opracowa¢ odpowiedniego systemu kontroli osobliwosci
ani wykluczy¢ pojawiania sie osobliwosci szczegdlnie
niepozadanych, ktére w zargonie nazywa si¢ cygarami,
z tego wzgledu, ze fragment rozmaitosci zaczyna wtedy
wyglada¢ mniej wiecej tak, jak produkt kartezjanski
okregu i powierzchni szalenie dtugiego i cienkiego
czubka cygara. A bez takiego systemu kontroli



nie ma co marzy¢ o zapobiegawczych chirurgiach
i o przedtuzaniu potoku Ricciego poza osobliwosci.

6. C6z wiec zrobil Perelman? Po pierwsze, korzystajac

z prac Hamiltona o tacznej objetosci ponad 400 stron,
skonstruowal narzedzia, dzigki ktorym mozna dostrzegac
i w pelni kontrolowa¢ nadchodzace osobliwoéci. Jest to
skrajnie trudne dlatego, ze osobliwo$ci moga narastac

w réznym tempie, w réznych miejscach i w réznych
skalach. Po drugie, opracowal taka metode wyboru
chwil, w ktorych dokonuje sie zapobiegawczych chirurgii,
ze po skonczonej liczbie cie¢ wzdluz sfer i oddzieleniu od
wyjsciowej rozmaitosci kawalkow o $cisle kontrolowanych
ksztaltach zostaje jeszcze ,,co§”, w czym mozna
wyr6znié czesci ,grube” i czesci cienkie”, posklejane
wzdluz toruséw T2. To ,,co$” moze byé¢ wprawdzie
bardzo zawile, ale jego strukture eksperci od geometrii
tréjwymiarowych rozmaitosci rozumieja na tyle dobrze,
zeby dokladnie opisa¢ wyglad czeéci grubych i cienkich
dla duzych czaséw t. I to (podobno) juz wystarczy. . .

Prace Perelmana sa niezwykle bogate. Procz ogromu
wyobrazni geometrycznej sa w nich oczywiscie réwnania
rézniczkowe opisujace, jak z uplywem czasu zmienia

sie metryka, krzywizna, objetosci kul itp., jest masa
nieréwnosci calkowych, sa analogie i intuicje czerpane

z fizyki statystycznej, jest wreszcie pomystowy
funkcjonal entropii, ktéry pozwala wykluczy¢ pojawianie
sie niepozadanych cygar. Wszyscy sa zgodni, ze nawet
jesli gdzies znajdzie si¢ jeszcze jakas luka, ktora
spowoduje, ze hipoteza Thurstona i hipoteza Poincarégo
pozostana hipotezami, to i tak to, co juz zostalo
sprawdzone, jest wielkim osiagnieciem.

7. Uprawianie matematyki czesto poréwnuje sie

do chodzenia po wysokich gérach. Nie jest to catkowicie
pozbawione sensu, gdyz jedna z mozliwych odpowiedzi
na pytanie, dlaczego wlasciwie zajmowac sie hipoteza
Poincarégo, jest odpowiedZ moralnego zdobywcy
Everestu, Mallory’ego: w gory chodzi sie dlatego,

ze sq.

Nie wiem, czy Perelman chodzi po goérach.
Przypomniala mi si¢ jednak z tej okazji

Piosenka o gorach Wlodzimierza Wysockiego, w ktorej
narrator, wszak réwniez alpinista, miesza pokore wobec
majestatu gor i $niegow tajgcych imiona poleglych

z nutka zawadiackiej dumy z przebytej wlasnie nowej
drogi. Nieudolnie kartkujac wspomniane wyzej preprinty
i liczne do nich uzupeltnienia i komentarze, wielekroé¢
my$latem, ze Grisza Perelman mialby pelne prawo te
piosenke nucié.

m Zadania

Redaguje Ewa CZUCHRY
F 611. Wahadlo OA sklada sie z cienkiego niewazkiego nieprzewodzacego

preta o dlugosci I, do ktérego konca przymocowana jest kulka o masie m
i fadunku ¢ (rys. 1). Druga kulka o ladunku —¢ jest umieszczona w punkcie C,

zaniedbad.

Rozwiazanie na str. 12

przy czym odcinek OB ma dlugosé [ i jest pionowy, a odcinek BC' ma taka
sama dlugosc¢ i jest poziomy. Znalez¢ sile dzialajaca na punkt zawieszenia
wahadla w momencie przechodzenia kulki przez punkt B. W chwili poczatkowej
predkos¢ pierwszej kulki byta réwna zeru, a pret tworzyl z pionem kat a = 45°.
Przyspieszenie grawitacyjne jest réwne g.

Rozwiazanie na str. 10

F 612. Natadowana kulka o masie m i tadunku q jest zawieszona

na nierozciagliwej nici o dlugosci [ (rys. 2). Na tej samej wysokosci co punkt
zawieszenia, w odleglosci 2! od niego, znajduje sie¢ tadunek —q. Znalezé
minimalng predkos$é, ktéra powinna mie¢ w dolnym polozeniu kulka, aby

— poruszajac sie po okregu — mogta dosiegnaé¢ gérnego punktu. Rozmiary kulki

Redaguje Mikotaj ROTKIEWICZ

AR M 1048. Jaka jest najmniejsza warto$¢ wyrazenia y ., a1 — a;, gdzie
(n41 = a1, n > 2 oraz ciag (ai, ..

., ayn) jest permutacja zbioru {1,2,...,n}?

\ Ile jest ciagdw realizujacych to minimum 7

! Rozwiazanie na str. 5

- ; 2 0 M 1049. Srodek okregu opisanego na pieciokacie A; Ay Az A4 As lezy wewnatrz
b ~9  tego pieciokata. Wykazaé, ze suma katéw przy wierzchotkach A; i Az jest
) mniejsza od 270°.
! //' Rozwiazanie na str. 16
/,” M 1050. Czy istnieje figura plaska, ktéra nie ma srodka symetrii ani osi
ST symetrii, taka ze obrét wzgledem pewnego punktu P o pewien kat 0° < o < 360°
q przeprowadza ja na nig sama?
Rys. 2 Rozwiazanie na str. 16
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Rys. 1. Ziemia caltkowicie pokryta
oceanem, stan bez i z sitami ptywowymi.

Rys. 2. Ziemia i ocean miedzy
kontynentami.

Wysokosé plywow na Ziemi
Mikolaj KORZYNSKI

Kazdy, kto pamieta jeszcze kurs geografii i fizyki w szkole podstawowej, wie,
ze zjawisko plywéw w oceanach i morzach wywolywane jest przez grawitacje
Ksiezyca. Lepiej zorientowani, a zwlaszcza ci, ktérzy przeczytali artykut

z Malej Delty w Delcie 11/1987, wiedza, ze pewna role odgrywa tu tez Storce.
Na ile dobrze jednak rozumiemy cale zjawisko i czy jesteSmy w stanie obliczac
i przewidywaé wysokosé fali ptywowe;j?

Najprostsze oszacowanie wielkosci pltywéw na Ziemi, otrzymamy przyjmujac
model-zabawke: Ziemie pokryta w caloéci oceanami. Obliczenia oprzemy na
spostrzezeniu, ze powierzchnia wody w stanie rownowagi musi pokrywaé sie
z powierzchnia stalego potencjalu grawitacyjnego. W przeciwnym przypadku
niezréwnowazona sktadowa styczna sily ciezkosci elementu plynu (wody)
powodowalaby ruch cieczy.

Problem sprowadza sie wiec do pytania o to, jak powierzchnia ekwipotencjalna
zmienia sie pod wplywem Ksiezyca lub innego ciala o duzej masie (rys. 1).
Przyjmujemy oznaczenia My i Mk — masy odpowiednio Ziemi i Ksiezyca,
d — odleglo$¢ obu cial niebieskich. Zapiszmy potencjatl
GM7z GMxk

Va2 ry2 22 22+ 2+ (2 —d)?
Bedziemy rozwazaé potencjal w odlegltoéciach rzedu promienia Ziemi R od
srodka uktadu wspoélrzednych, duzo mniejszych od d. Dla drugiego cztonu
skorzystamy z przyblizenia Taylora:

GMxk GMy GMyz , , 9 9

(2) \/x2+y2+(z—d)2:<p0_72+ pE (z* 4y~ —22°)+...

Stala ¢ nie ma znaczenia. Wyraz proporcjonalny do z to po prostu
przyspieszenie grawitacyjne Ksiezyca, odpowiedzialne za ruch calosci Ziemi,
wraz z oceanami, wokol érodka masy ukladu Ziemia—Ksiezyc. Drugi wyraz,
kwadratowy we wspolrzednych z, y i z, to gléwny ,,winowajca” powstawania
plywéw. Obliczmy jego wplyw na ksztalt powierzchni ekwipotencjalne;j.
Zastosujemy przyblizenie liniowe

GM7z GMz  GMy
(3) “Ries- R + 2 or+ ...,
pomijajac dalsze wyrazy rozwiniecia. Wtedy z warunku réwnoéci potencjatu
w punktach A i B dostajemy

(1) p(z,y,2) =

GMx o, GMy 2GMx ., GMy
(4) E R+ T2 dr = — E R+ T2 0z,
czyli réznica wysokoéci bezwzglednych dh = 0z — dx wynosi
3R3 My
(5) 6h —_— W N R.

Podstawiajac wreszcie dane liczbowe z podrecznika astronomii, dostajemy okoto
1 m dla plywow wywolanych przez Ksiezyc i 0,5 m dla stonecznych.

Jak mozna poprawi¢ ten bardzo uproszczony model? Trzy najwieksze oceany
polaczone sa stosunkowo waskimi ciesninami, mozna je wiec w przyblizeniu
traktowacé jako niezalezne zbiorniki, pokrywajace cze$é Ziemi (rys. 2). Réznice
dh1 — dho obliczamy podobnie jak poprzednio. Wspélrzedne punktéw C' i D
wynosza odpowiednio (Rsinaq,0, Rcosaq) i (Rsinas, 0, Rcos as), wiec

M, M; M, M;
(6) % dhi + Gd3KR2(1 —3cos’ay) = % dhe + Gd3KR2(1 — 3cos? ay),
a zatem
(7) dhy — 0he = B, - R(cos” a1 — cos® ag).

Zwrbémy uwage, ze jest to réznica w poziomie wody w dwoch réznych punktach
w tej samej chwili, a nie réznica miedzy najwyzszym a najnizszym poziomem
wody w danym miejscu. Nie popelniajac jednak zbyt duzego bledu, mozemy
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Rozwigzanie zadania M 1048.
Wykazemy, ze szukane minimum wynosi
2n — 2. Umiesémy liczby a1, ..., an

na okregu.

a; =1

Aj+1

Niech i, j beda takie, ze a; = 1, a; = n.
Z nieréwnosci |x + y| < |z| + |y| wynika,
ze suma modutéw réznic sgsiednich
wyrazéw wystepujacych na kazdym

z tukéw, czarnym i kolorowym, jest

nie mniejsza niz n — 1. Co wiecej,
minimum to jest osiggane jedynie, jesli
liczby na tuku czarnym i, odpowiednio,
kolorowym, wystepuja w porzadku
rosngcym i, odpowiednio, malejagcym.
Zalézmy na chwile, ze 1 = 1. Wybor
liczb z tuku czarnego mozna zrealizowad
na tyle sposobéw, ile jest podzbioréw
zbioru {2,...,n — 1}, tj. 2772, Wybér
ten wyznacza jednoznacznie minimalng
konfiguracje. Zatem, w ogélnosci, po
odrzuceniu zatozenia i = 1, dostajemy
odpowiedz: n2" 2.

7 przyjemnoscia informujemy, ze

firma Wolfram Research, Inc.

za posrednictwem swego
autoryzowanego dystrybutora w Polsce,
firmy GAMBIT COIiS, Sp. z o.o.,
postanowila ufundowaé¢ dwie nagrody
w tegorocznej edycji Konkursu
Uczniowskich Prac z Matematyki.

Zdobywca pierwszej nagrody otrzyma
pakiet ,Mathematica for Students”,
natomiast jego opiekun naukowy
nagrodzony zostanie pakietem
»2Mathematica Teacher Edition”.

Zaréwno ,Mathematica for
Students”, jak i ,Mathematica
Teacher Edition” sa pelnymi
wersjami programu Mathematica
bez zadnych merytorycznych
ograniczen. Mathematica jest
programem do obliczen symbolicznych
i numerycznych. Pozwala tworzy¢
interaktywne dokumenty zawierajace
tekst, wzory matematyczne, rysunki,
animacje i dzwiek.

przyjac, ze obie wielkoéci sa tego samego rzedu. Z wyprowadzonego wzoru widac,
ze w mniejszych zbiornikach wodnych wysokos¢ plywéw powinna byé jeszcze
mniejsza, niz uzyskany wezeéniej 1 m. Jak jednak nasz wyidealizowany model
ma sie do rzeczywistosci?

Okazuje sie, ze w niektérych regionach swiata (wybrzeze atlantyckie Francji)
roznice wysoko$ci wody miedzy przyplywami i odplywami wynosza ponad 10 m!
Autor obserwowal w péinocnej Szkocji plywy rzedu 3—4 m, na Islandii okoto

1,5 m i niemal niezauwazalne na Wyspach Owczych. Miejsca te leza stosunkowo
niedaleko od siebie (okoto 400 km), wiec z punktu widzenia naszego modelu te
obserwacje wydaja sie zagadkowe.

Zjawiskiem, ktorego nie wzieliSmy pod uwage, jest ruch mas wody spowodowany
ywedrowaniem” maksimum wysoko$ci fali ptywowej wraz z wedréwka Ksiezyca
na sferze niebieskiej. Innymi stowy, btednie zatozylidémy, ze woda pozostaje przez
caly czas w réwnowadze (bezruchu). Rozpedzona masa wody zas moze spietrzaé
sie przy zblizaniu si¢ do wybrzezy, tak, jak fale morskie koto plazy.

Aby opisaé to ilosciowo, musielibySmy rozwigzaé¢ rownania hydrodynamiki,
przyjmujac jakis model linii brzegowej i profilu dna morskiego. Zamiast
tego proponuje Czytelnikom male éwiczenia rachunkowe: Jak wysokie ptywy
powstaja w kaluzy (rozmiar 2 m)? Jak wysokie bylyby plywy, gdyby Ziemia
byla na miejscu jednego z ksiezycow Jowisza, np. lo?

Regulamin Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Gléwny Polskiego Towarzystwa
Matematycznego i redakcje miesiecznika Delta, przy poparciu Ministerstwa Edukacji
Narodowej i Sportu.

2. W konkursie moga bra¢ udziat uczniowie wszystkich typéw szkoét.
3. Konkurs sktada sie z eliminacji i finatu.

4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, ktéry w terminie do 1 maja przesle pod
adresem redakcji Delty jeden egzemplarz swojej pracy matematycznej. Do pracy nalezy
dotaczy¢ nastepujace informacje: adres prywatny autora, klasa, nazwa i adres szkoty;
imig, nazwisko i adres opiekuna pracy.

5. Praca powinna zawiera¢ samodzielny wktad ucznia i pelna informacje o zrédtach,
z ktérych korzystal jej autor. Prace czysto kompilacyjne nie bedg dopuszczone
do finatu konkursu.

6. Prace nadestane na eliminacje zostang ocenione przez Jury Konkursu

i kompetentnych recenzentéw. Te sposréd prac, ktore spetniaja warunki konkursu,
zostang zakwalifikowane przez Jury do finatu. Final odbedzie si¢ w trakcie dorocznej
Sesji Naukowej Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finatu zostang przestane autorom prac i ich
opiekunom przed koncem roku szkolnego.

8. Finalisci i opiekunowie ich prac otrzymaja od Zarzadu Gtéwnego PTM zaproszenia
do udziatu w Sesji na koszt Towarzystwa.

9. Final polega na wygltoszeniu (nie odczytaniu) przez ucznia, podczas specjalnego
otwartego posiedzenia Sesji, referatu (trwajacego nie dtuzej niz 15 minut) i wzieciu
udziatu w dyskusji na temat, ktéremu po$wiecona byta praca.

10. Rezultaty finatu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie brato pod uwage, oprécz
merytorycznej wartosci pracy, réwniez samodzielno$¢ i oryginalnosé ujecia tematu
oraz przebieg referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny i brazowy,
wyrdznienia oraz nagrody pieniezne ufundowane przez Ministerstwo Edukacji
Narodowej i Sportu.

11. Ogtoszenie wynikéw finatu nastepuje w trakcie Sesji Naukowej Polskiego
Towarzystwa Matematycznego. Medale wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy
uczestnicy finatu otrzymuja dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skrét zwycieskiej pracy beda opublikowane w miesieczniku
Delta.

13. Jury Konkursu jest powolywane przez Zarzad Gtéwny PTM na wniosek Komitetu
Redakcyjnego Delty.
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Otoczenie figury Lev Kourliandtchik

W ponizszym artykule opowiem o stosowaniu pojecia otoczenia figury
w rozwiazywaniu zadan. Rozpatrzmy najpierw dwa przyktady geometryczne.

Zadanie 1. Do prostokata o wymiarach 20 x 25 wrzucono 120 kwadratéw
jednostkowych. Udowodnié¢, ze w prostokacie tym mozna umiesci¢ koto
0 promieniu %, ktore nie ma punktéw wspélnych z zadnym kwadratem.

Rozwigzanie. Wyjasnijmy najpierw, gdzie moze znajdowac sie srodek kota

0 promieniu %, ktoére nie przecina danego kwadratu jednostkowego. Miejscem
geometrycznym punktéw, oddalonych od kwadratu nie wiecej niz o %, jest

1 figura przedstawiona na rysunku 1 (odlegloscia punktu od figury domknietej
nazywamy odleglosé od najblizszego punktu tej figury). A zatem Srodek

kola o promieniu %, ktére nie przecina kwadratu, znajduje sie poza figura
przedstawiong na rysunku 1, ktéra nazwiemy i-otoczeniem kwadratu. Zbudujmy

2
%-otoczenie dla kazdego z danych 120 kwadratéw jednostkowych.

NI

Srodek poszukiwanego kota powinien leze¢ poza tymi wszystkimi otoczeniami.
Oprécz tego, aby koto znajdowalo sie wewnatrz prostokata, jego srodek musi
naleze¢ do mniejszego prostokata o wymiarach 19 x 24, ktéry powstanie po
przesunieciu kazdego boku prostokata wyjsciowego o % do wewnatrz.

Rys. 1

Zadanie bedzie rozwiazane, jezeli uda sie wykazac, ze 120 zbudowanych otoczen
nie pokrywa catkowicie mniejszego prostokata.

Oszacujmy pole, ktére zajmuja te otoczenia. Kazde otoczenie sklada sie
z kwadratu o boku 1, czterech prostokatéw o wymiarach 1 x % i czterech
¢wiartek kota o promieniu % Zatem pole jednego otoczenia wynosi

PR 5 NP
2" "\2) Ty
Wszystkie 120 otoczen pokrywa obszar, ktérego pole nie przewyzsza wielkosci

120 - (3 n %) — 360 -+ 307

1z
14
7

7
.

Ny
N

Z drugiej strony pole prostokata o wymiarach 19 x 24 wynosi 456. Pozostaje
zauwazy¢, ze 360 4+ 30w < 456, poniewaz m < 3,2.

Zadanie 2. Plaska figura o polu 1 pokryta jest skoniczona liczba két.
Udowodni¢, ze z tych kél mozna wybraé jedno koto lub pewna liczbe kot parami
1

roztacznych, takich ze pole, ktére one zajmuja, wynosi nie mniej niz 3.

Rozwigzanie. Wérdod danych két wybierzmy najwieksze kolo i oznaczmy jego

promien przez R;. Jezeli pole tego kola jest nie mniejsze od %, to zadanie jest

juz rozwiazane. Przypusémy wiec, ze mR? < %. Poniewaz promienie pozostalych

\‘ kot sa nie wigksze od Ry, wiec srodki két przecinajacych sie z kolem wybranym

% leza w Rj-otoczeniu tego kota. Natomiast same te kota leza w 2R;-otoczeniu

wybranego kola (rys. 2). Poniewaz pole tego 2R;-otoczenia, wynoszace

97 R, 2, jest mniejsze od 1, to znajda sie kola, ktére nie przecinaja sie z kolem

wybranym. Niech Ry bedzie promieniem najwickszego kota wsréd takich kot

Jezeli

1
2 2

> —
Rys. 2 TR1" + mRy" 2 9’

to zadanie jest rozwiazane. Jezeli zas
1
7TR12 + 7TR22 < 9’ to 97TR12 + 97TR22 < 1.

A wigc znajdzie sie koto, ktérego srodek lezy poza Rj-otoczeniem kota
pierwszego i poza Rs-otoczeniem kola drugiego, i ktore z tego wzgledu nie
przecina si¢ z tymi kolami. Oznaczmy przez Rs3 promien najwieckszego kota
wsréd kol nieprzecinajacych sie z zadnym z dwéch két wybranych. Jedli
2 2 2 1
TR1"+7mRy™ +mR3” > §,
to zadanie jest rozwiazane. W przeciwnym przypadku powyzsze rozumowanie
powtarzamy. W ten sposob za kazdym razem albo znajdujemy pewna liczbe kot
parami roztacznych, dla ktérych suma pdl jest niemniejsza od é, albo jeszcze
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Rys. 3

@

Rys. 4

Rys. 5

jedno koto nieprzecinajace si¢ z zadnym z kot znalezionych. Poniewaz kol jest
skonczona liczba, wiec w konicu uzyskamy zadany zbior kot.

W obu rozpatrzonych przyktadach pojecie otoczenia figury okazalo si¢ bardzo
wygodne. Zauwazmy, ze mozemy je zdefiniowaé takze nastepujaco.

Definicja. Dla dowolnego punktu figury F' umies¢my koto o érodku w tym
punkcie i promieniu €. Zbiér punktoéw wszystkich tych kot nazywa sie
e-otoczeniem figury plaskiej F.

Pojecie e-otoczenia mozna wprowadzi¢ takze dla cial przestrzennych. W tym
przypadku zamiast kél trzeba rozpatrzyé kule o promieniu ¢ i $rodkach
w punktach ciala.

Wyjasnijmy teraz, jak wyglada e-otoczenie wielokata wypuklego. Latwo jest
zrozumieé, ze sklada sie ono z tego wielokata, prostokatéw o wysokosci €
zbudowanych na jego bokach jak na podstawach i znajdujacych sie poza
wielokatem, oraz wycinkéw kotowych o promieniu € i Srodkach w wierzchotkach
tego wielokata (rys. 3). Srodkowy kat wycinka przy kazdym wierzchotku
wielokata uzupelnia do 180° wewnetrzny kat wielokata znajdujacy sie przy tym
wierzchotku, wiec suma wszystkich katéw $rodkowych wynosi

180°n — 180°(n — 2) = 360°,
gdzie n jest liczba bokéw wielokata, a 180°(n — 2) jest suma jego katéw
wewnetrznych. Oznacza to, ze rozmieszczajac obok siebie bez nalozenia
te wycinki ze érodkiem w tym samym punkcie, otrzymamy kolo o promieniu e.
Latwo obliczy¢ pole e-otoczenia wielokata wypuklego. Mianowicie, wynosi ono

S + Pe + 7e?,

gdzie S oznacza pole wielokata, P za$ jego obwod.

Rozpatrzmy jeszcze jedno zadanie, ktore jest tatwe do rozwiazania, jesli
korzystamy z pojecia otoczenia figury.

Zadanie 3. Punkty A, B, C, D sa rozmieszczone w przestrzeni w taki sposéb,
ze dtugosci odcinkéw AC' i BD nie przekraczaja 1. Udowodnié, ze dla kazdego
punktu M odcinka AB mozna znalez¢é taki punkt N odcinka C'D, ze dlugosé
odcinka M N nie przekracza 1.

Rozwigzanie. Stwierdzenie, ktorego trzeba dowiesé¢, mozna sformulowaé

w nastepujacy sposéb: kazdy punkt odcinka AB znajduje sie¢ w odleglosci

nie wigkszej niz 1 od odcinka C'D, a wiec nalezy do 1-otoczenia odcinka C'D.
Otoczenie to sklada si¢ z walca kotowego o promieniu 1, ktérego osia jest
odcinek C'D, oraz dwoch potkul, znajdujacych sie poza walcem, o promieniach 1
i srodkach w punktach C'i D, ktérych podstawami sa podstawy walca

(rys. 4). Z warunkéw zadania wynika, ze punkty A i B naleza do 1-otoczenia
odcinka C'D. A poniewaz otoczenie to jest wypuktle, wiec zawiera caly odcinek
AB, co konczy dowdd.

Zadanie 4. Udowodnié, ze do wielokata wypuklego o polu S i obwodzie P
mozna wtozy¢é koto o promieniu %.

Rozwiazanie. Zbudujmy na kazdym boku danego wielokata prostokat, ktory

bedzie sie znajdowal wewnatrz wielokata i ktérego drugi bok bedzie dtugosci %

(rys. 5).

Jest jasne, ze suma pél tych prostokatow wynosi S. A poniewaz prostokaty te
przecinaja sie, wiec nie pokrywaja one wielokata w calosci. Zatem za zadany
okrag wystarczy wziaé okrag o promieniu % i srodku w punkcie wielokata, ktory
nie zostal pokryty zbudowanymi prostokatami.

Na koniec proponuje zadanie do samodzielnego rozwiazania.

Zadanie 5. Na plaszczyZnie rozmieszczono trojkaty réwnoboczne pokrywajace
wspdlnie obszar o polu rownym 1. Udowodnié, ze sposrdd tych tréjkatéw mozna
wybra¢ pewna liczbe parami roztacznych trojkatow, ktérych suma pél jest nie
mniejsza od %.
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Maia delld

Jak narysowac linie prosta?

Ptaski mechanizm przegubowy (bede nazywal go PMP) to urzadzenie
sktadajace sie ze sztywnych prostych pretow lezacych na ptaszczyznie

i potaczonych przegubami, ktore pozwalaja sie obraca¢ temu czy innemu
pretowi wzgledem innego. Urzadzenie takie bedzie przymocowywane

do ptaszczyzny na ogét w dwoch punktach, co utrudni mu poruszanie sie,
powodujac, ze poszczegolne jego punkty beda poruszaly sie po krzywych.
Okazuje sie, ze dla dowolnej krzywej algebraicznej (to znaczy opisanej
przez wielomian) mozna zbudowaé¢ PMP, ktérego wskazany punkt bedzie
zakreslal (rysowal, gdy go odpowiednio wyposazymy) te krzywa (Kempe,
nawiasem moéwiac prawnik, 1875). Tytul tego tekstu tez jest wziety

z pracy tegoz Kempego — w oryginale brzmial on How to draw a straight
line (1877). Bo jesli mozna narysowa¢ dowolna krzywa, to powinny istnie¢
PMPy rysujace proste. Prace nad PMPami mialy poczatkowo stuzy¢
udoskonaleniu silnikéw parowych.

Oto taki przyrzad.

Przymocowane do podtoza sa punkty oznaczone duzymi kolorowymi

kétkami (a wiec A i C), prosta przy poruszaniu pretami bedzie rysowaé

maly kolorowy punkt (a wiec Q). Pozostate kétka to przeguby. Aby PMP

dziatat jak trzeba, prety OA, OB i BC' powinny by¢ tej samej dlugosci

i taki powinien tez by¢ odstep punktéw zamocowania. Ponadto ma by¢

RA = RB = RQ, punkt za§ P ma by¢ tak dobrany na OB, aby deltoidy
BR2

OARB i RBPQ byly podobne (czyli BP = B}é ).

Dlaczego punkt ) porusza sie po prostej? Otéz dlatego, ze stale lezy

na prostopadtej do AC' poprowadzonej w punkcie A.

Sprawdzmy, czy istotnie kat C AQ jest prosty. Oznaczmy o =<t AOB.
Wobec tego <OBC = 180° — a. Oznaczmy (§ = <A ARB. Wéwczas

SPBR=(360° - a— ) = 180° - O“;ﬁ.
Zatem
9RAC =< RBC =<OBC— <PBR=" o

Z kolei <QRB = [ — «a, wiec — poniewaz trdjkat ARQ) jest rOwnoramienny
— mamy

<IQAR:%(180°—ﬁ+a):90°—ﬁ;a.

A zatem, jak oczekiwaliSmy, <QAR + < RAC = 90°.
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Przedstawiony PMP do kreslenia prostej sktadal sie¢ z siedmiu pretow.
Minimalna liczba pretéw potrzebnych do skonstruowania kreslacego
prosta PMP to pie¢. Obok przedstawiony jest PMP do kreslenia prostej
(Hart, 1874), zbudowany z pieciu pretéw.

Jak widaé zamocowane punkty to A i C, a prosta kresli punkt P.
Aby tak byto rzeczywiscie, potrzebne sa nastepujace zaleznosci miedzy
dlugosciami pretow:

BE-BA=BP?=FEF?=DP?=DF.-DC,

(1) AE = CF,
BA=AC =CD.

Przyrzad wiec jest zbudowany symetrycznie, cho¢ przewaznie nie zajmuje
symetrycznego polozenia. Ale kaze sie to nam domy$laé, dlaczego
punkt P porusza sie po prostej: on stale lezy na symetralnej odcinka AC'.

O dziwo, dowdd tego faktu jest dosé pokretny, choé korzysta tylko
z wlasnosci trojkatéw podobnych.

Oto ten dowdéd. Mamy
BE_EBP  DF_DP
BP BA DP  DC’
skad wynika, ze
ABEP ~ ABPA oraz ADFP ~ ADPC,
bo kazda z par tréjkatéw ma kat wspdlny. Stad otrzymujemy
o) EP _BP _DP _FP EP _ AP
PA  BA DC PC’ FP CP’
Ponadto, podstawiajac EF za BP i DP oraz AC za BA i DC,
po zamianie ,wyrazéw Srodkowych” proporcji mamy takze
EP_AP | FP_CP
EF _AC ' EF_ AC
Zatem AEFP ~ AACP, skad
JEFP =4APC, co daje JEPA=4FPC.
Ta réwnos¢ katéw razem z (2) powoduje, ze AAPE ~ ACPF, a to,
wobec (1), pociaga za sobg AAPE = ACPF i w konsekwencji AP = CP,
o co nam chodzito.

czyli

Na zakonczenie jeszcze dwa PMP rysujace proste. Tu w dowodzie
poprawnosci ich dziatania istotnie pomaga znajomo$¢ pojecia
inwersja. Ten z lewej tez jest zlozony z pieciu pretéow (tez Hart, 1874).
Ten z prawej zas to najstarszy PMP rysujacy proste. Skonstruowat go
w 1864 roku Peaucellier, oficer francuski.

Musi by¢ AB = CD, AD = BC, punkty O, P, @ sa obrane na prostej Tutaj OA = OB, QA = QB = RA = RB, ponadto OC = QC.
réwnolegtej do AC (podczas ruchu ta wlasnosé si¢ zachowuje),
OG = PG, uwaga: prosta rysuje punkt @, w ktérym nie ma przegubu!

Malg Delte przygotowal Marek KORDOS



Kilka st6w o zbiorach i funkcjach Konrad PIORO

L]

Rozwigzanie zadania F 611.
Mamy

L=AC =11 +sin<x)2+

+(1 — cos a)?]¥/? = 1/3.
Druga zasada dynamiki w dolnym
punkcie daje:
mu?
l

Z zasady zachowania energii
otrzymujemy, ze

=T —mg.

2 2 2
muv q
= mgl(l — cosa) + A ,
2 4mepl dmeg L

stad

1 q°
T =mg(3 — V2 211 - — .
mg( V2) + ( ﬁ) Treol?

Oczywiscie nie mozemy wziaé zwyklego
dodawania, bo wtedy suma 1 4 1 nie
bytaby okreslona. ,Nowe” dodawanie
oznaczamy w klasyczny sposéb, bo innego
w tym artykule nie bedziemy uzywac.

Zbiér {0,1} z tymi dwoma dzialaniami
oznacza si¢ na ogot przez Zo.

Oczywiscie w przypadku Zo mamy 0 = 0.

Oczywiscie w przypadku Zo mamy 1 = 1.

Zacznijmy od nastepujacego klasycznego zadania: Niech X bedzie zbiorem
majacym dokladnie n elementow. Ile jest réznych podzbioréw zbioru X7

Dla ustalenia uwagi mozemy oczywiscie zalozyé, ze X = {1,...,n}.

Wtedy tworzac podzbidr zbioru X mozemy wzia¢ lub nie bra¢ 1, nastepnie
wzia¢ lub nie 2, itd.. Za kazdym razem mamy dwie mozliwosci, zatem wszystkich
podzbioréw zbioru X jest 2-2-...-2=2".

Przyjrzyjmy sie temu rozwiazaniu. Ot6z kazdemu podzbiorowi A C X
przyporzadkowaliSmy n-elementowy ciag ztozony z 0 i 1, taki ze na i-tym
miejscu wystepuje 0, jesli ¢ nie nalezy do A, i 1 w przeciwnym przypadku.
Milezaco zalozyliSmy (co nie jest specjalnie skomplikowane do pokazania), ze
dwa rézne podzbiory wyznaczaja dwa rézne ciagi i ze kazdy ciag wyznacza jakis
podzbiér. Nastepnie policzylismy, ile jest takich ciagow.

Zauwazmy teraz, ze powyzsza konstrukcje mozna uogoélni¢ na dowolny
(takze nieskonczony) zbiér X i jego podzbiory. Dokladniej, dla dowolnego
podzbioru A C X funkcje x4, taka ze
1 jesliz € A,
xa(x) = {0 jesli z ¢ A,
nazywamy funkcja charakterystyczna A.

Przyporzadkowujac kazdemu podzbiorowi zbioru X jego funkcje
charakterystyczna otrzymamy utozsamienie zbioru P(X) wszystkich podzbioréw
zbioru X ze zbiorem {0, 1}% wszystkich funkcji okreélonych na X o wartoéciach
01 1. Méwiac bardziej precyzyjnie, funkcja A — x4 jest bijekcja ze zbioru
P(X) na {0,1}*. Jedli wezmiemy dwa rézne podzbiory A, B C X, to istnieje
element z( taki, ze zg € A1 x9 ¢ B (lub odwrotnie). Wtedy xa(zo) =1

i xp(xo) = 0 (lub odwrotnie). Zatem nasza funkcja jest réznowartosciowa, tzn.
dla dowolnych zbioréw A, B

(%) A= B <= xa= X5

Jesli natomiast wezmiemy funkcje f: X — {0,1} i zbior A = {z: f(z) = 1},
to tatwo si¢ przekonaéd, ze x4 = f. Zatem nasza funkcja A —— x4 jest
réwniez ,na’”.

Na dwuelementowym zbiorze {0, 1} mozemy rozwazaé zwykle dziatanie
mnozenia oraz nastepujace dzialanie dodawania:

01 +lo]1
0[0 001
1jof1, 110

FLatwo zauwazy¢, ze + jest dodawaniem modulo 2, tzn. wynikiem dziatania
a + b jest reszta z dzielenia przez 2 zwyklej sumy. Latwo réwniez pokazaé, ze te
dzialania spelniaja nastepujace warunki (gdzie pod a, b, ¢ podstawiamy 0 lub 1):

(1) a4 b =b+ a (przemienno$é¢ dodawania),

(2) a4+ (b+¢) = (a+b) + ¢ (lacznoéé dodawania),

(3) istnieje element 0 taki, ze a + 0 = a (element neutralny dodawania),
(4)

4) dla dowolnego a istnieje element b taki, ze a + b = 0; taki b oznaczamy przez
—a (element przeciwny do a),

(5) a-b="-a (przemienno$¢ mnozenia),

(6) a-(b-c) = (a-b)-c (facznosé mnozenia),

(M) a-(b+c¢)=(a-b)+ (a-c) (rozdzielnos¢ dodawania wzgledem mnozenia),

(8) istnieje element 1 taki, ze a -1 =1 (element neutralny mnozenia).

Kazdy zbiér z dwoma dzialaniami, ktére spetiaja (1)—(8) (dla dowolnych
elementéw tego zbioru) nazywamy pierscieniem przemiennym z jedynkaq.
Oczywiscie liczby calkowite Z (jak réwniez wymierne, rzeczywiste i zespolone)
z naturalnymi dzialaniami dodawania i mnozenia réwniez spelniaja te warunki.
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Pierécienie spelniajace (9) nazywamy
pierécieniami Boole’a.

W ten sposéb zanurzyliSmy Zo
w pierscient {0,1}%.

xa(@) - xp(z) =1
wtedy i tylko wtedy, gdy
xa@ =1 i xp(®) =1

dla kazdego = € X.

Z kolei dla z € X
xa(z) +xp(z) =1
wtedy i tylko wtedy, gdy
xa(x)=1 1 xp(x)=0

lub
xs(z) =1,
czyli wtedy i tylko wtedy, gdy

z € (A\B)U (B\A) = A+ B.

xa(z) =0 i

Aby w pelni docenié przedstawiony
spos6b dowodu powyzszych dwéch

réwnosci, nalezy teraz przypomniec sobie
(dlugi) dowéd wykorzystujacy definicje
réznicy symetrycznej oraz dobrze znane
fakty o sumie, iloczynie i roznicy zbioréw.

Latwo zauwazy¢, ze Z o spelnia dodatkowo
(9)at+a=0ia-a =a.

Przyklad Zs pokazuje, ze istnieja réwniez pierdcienie inne niz liczby catkowite.
Ale to nie wszystko. Majac dziatania na {0, 1} mozemy zdefiniowaé¢ analogiczne
dzialania na zbiorze {0, 1} o podobnych wlasnosciach. Doktadniej, niech
f:X—1{0,1}ig: X — {0,1} beda funkcjami. Wtedy sume f + ¢ i iloczyn
f - g definiujemy tak:

(f+9)(x) = f(z) +g(x) 1 (f-g)(x) = f(z)- g(x) dlakazdego z € X.
Poniewaz wykonujemy operacje dodawania i mnozenia na wartosciach
funkcji, wiec jest jasne, ze tak zdefiniowane operacje takze spelniaja warunki
(1)—(8) i (9). Oczywiscie elementem neutralnym dodawania jest funkcja stale
rowna zero, a elementem neutralnym mnozenia funkcja stale rowna jeden.

W szczegdlnosci mamy kolejny przyktad pierscienia przemiennego z jedynka,
a dokladniej cala rodzine pierécieni (dla réznych zbioréw X mamy rézne
pierécienie).

Na marginesie zauwazmy, ze z definicji dodawania i mnozenia w {0, 1} latwo
wynika, ze kazda réwno$é prawdziwa w Zs jest prawdziwa w {0, 1}%. Co wiecej,
jesli X # (), to kazda réwnoéé prawdziwa w {0, 1}X jest rowniez prawdziwa w Zo.
W tym celu wystarczy wziaé¢ funkcje bedace elementami neutralnymi dodawania
i mnozenia. Te dwie funkcje, ich dodawanie i mnozenie, zachowuja sie tak samo
jak zero i jedynka w Zo.

A czy te teoretyczne rozwazania mozna wykorzystaé w praktyce (np.

do rozwiazywania zadan)? Poniewaz zbidér A mozemy utozsamia¢ z jego funkcja
charakterystyczng x 4, zastanéwmy sie najpierw jak mnozenie i dodawanie
takich funkcji mozna przetlumaczyé¢ na zbiory. Oczywiscie iloczyn dwéch funkeji
charakterystycznych odpowiada funkcji charakterystycznej iloczynu zbioréw:

(R.1) XAnB = XA - xB dla dowolnych A, B C X.

Natomiast suma dwdch funkeji charakterystycznych odpowiada funkcji
charakterystycznej réznicy symetrycznej:

(R.2) XA-B = XA + xp dla dowolnych A, B C X.
Zauwazmy teraz, ze z tych dwéch réwnosci i (%) otrzymujemy
A+-(B+C)=(A+B)=+C,

) z war%nku 2 (

XA+(B+C) = XA + XBxc = XA+ (XB + XC XA+ XxB)+xc =

= XA=C T XC = X(A+B)+C -
W podobny sposéb (korzystajac z (7)) pokazujemy
AN(B+=C)=((ANnDB)+(ANC)).
Oczywiscie w ten sam sposob kazde wyrazenie skladajace sie z iloczynéw
zbioréw i réznic symetrycznych moze byé przetltumaczone na wyrazenie
skladajace si¢ z iloczynow i sum funkcji charakterystycznych. W szczegdlnosci
otrzymujemy, ze rodzina P (X ) wszystkich podzbioréw zbioru X wraz
7z réznica symetryczng i iloczynem zbioréw spelnia warunki (1)—(8) (tzn. jest
pierscieniem przemiennym z jedynka) oraz dodatkowo warunek (9). Oczywiscie
elementem neutralnym dodawania (tzn. réznicy symetrycznej) jest zbior
pusty ), a elementem neutralnym mnozenia jest caly zbiér X. Stad wynika, ze
rachunki na P(X) przy uzyciu réznicy symetrycznej + i iloczynu zbioréw N
ukladaja sie doktadnie tak samo jak w zwyklej arytmetyce liczb catkowitych
(warunki (1)—(8)) z tym, ze mozna pominaé¢ wszystkie potegi (druga réwnosé
z warunku (9)), a wspdlezynniki redukowaé modulo 2 (pierwsza réwnosé z (9)),
. A A — { A jesli n jest nieparzyste
—_— (0 jedli n jest parzyste.

Poniewaz suma zbioréw U i réznica zbioréw \ daja si¢ wyrazi¢ za pomoca = i N :
AUB=A+B+(ANnB) i AB=A+(ANDB),

to cala algebra zbioréw daje sie ujaé¢ jako arytmetyka pierécienia P(X) z = i N.
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Karciana sztuczka, rekurencja i komputer

Dariusz LASKOWSK] Wez osiem kart: asa, kréla, dame, waleta, dziesiatke, dziewiatke, ésemke

i sibdemke i poléz jedna na drugiej w nastepujacej kolejnosci: A, 10, K, 8,

D, 9, W, 7. Nastepnie odwrdé talon koszulka do gory i wyldz karty, stosujac
nastepujaca procedure: odkrywasz karte i ktadziesz ja na stole, a nastepna
chowasz pod spdd talonu. I co? Jesli wszystko zrobites wedlug opisu, to karty
leza w kolejnosci A, K, D, W, 10, 9, 8, 7. Te prosta sztuczke karciana pokazat
mi kiedys pewien mlody harcerz. Zagadka bylo to, w jakiej kolejnosci utozy¢
karty w talonie, aby stosujac powyzsza procedure ich odkrywania, wytozy¢ je
na stole kolejno. Zanim przeczytasz dalszy ciag tego artykutu, spréobuj to zrobié
na przyklad dla dziesieciu kart (albo calego koloru od asa do dwdjki).

L--]

Rozwigzanie zadania F 612.

W gérnym potozeniu na kulke w kierunku
pionowym dziata sita cigzkosci mg

i sktadowa sity Coulomba

q2

4meo5V/BI2
Aby zachodzil ruch po okregu, musi byé

Ciekaw jestem, czy Ci si¢ to udalo, a najbardziej — jak sobie poradzites z tym
problemem. Jak najproéciej sobie z nim poradzi¢? Nie wiem. Ja znalazlem
wtedy taka metode: uktadam karty w talonie kolejno, wyktadam je na stét,
stosujac powyzsza procedure (dla o$miu kart otrzymuje sie wtedy ciag A, D, 10,
8, K, 9, W, 7), patrzac na wylozone karty, ukladam osiem kart innego koloru,
kierujac sie otrzymana informacja. Dla przykladu z odmioma kartami wyglada to

spelniony warunek

muv? q>

—2>mg+ ———
g .
4men5v/Bl2
Z zasady zachowania energii

mo2 v2
mug mu

5 = 5 T2mel tak: as byl we wlasciwym miejscu, bo lezy tam, gdzie trzeba, to samo dotyczy
otrzymujemy dziewiatki i sibdemki, krola trzeba potozy¢ tam, gdzie byta dama, bo ona
. <5 . 7 )1/2 znalazta sie na drugim miejscu, dame tam, gdzie byta dziesiatka, waleta tam,
Z T reosvim ) gdzie byla ésemka, dziesiatke tam, gdzie byl krél, 6semke tam, gdzie byl walet
w pomocnicze]j talii.
Sprobuj ulozy¢ tak cala talie kart, aby wylozy¢ ja kolejno kolorami: trefle, kara,
kiery, piki, a karty w kolorach w kolejnosci malejacej. Meczace? A to tylko 52
karty.
Uogdlnijmy nasz problem. Mamy n kart Pi(3)=P2(1) =2.
ponumerowanych liczbami naturalnymi od 1 do n.
Pi(4) = P2(2) = P{(3) = P{(1) = 4.

Nalezy je utozyé¢ w takiej kolejnosci w talonie, aby
wykladajac je kolejno: pierwsza na stél, druga pod
spéd talonu itd. az do wyczerpania si¢ kart w talonie,
po zakonczeniu na stole lezaly one kolejno od 1 do n.

PI(1) = P2(3) = P3(1) = 3.

SprawdZcie sami, za pomoca naszego mechanicznego
sposobu z kartami, ze to dziala.

W kolejnym kroku wykonujemy dwie czynnosci: W celu obliczenia P1(j), 1 < j < n dla wigkszych n

wykladamy na stot wierzchnig karte talonu, a nastepna
wktadamy pod spdd talonu. Niech P! oznacza uklad
elementdéw talii pozostalych przed wykonaniem i-tego
kroku. P! oznacza zatem poczatkowy uklad kart

(ten przez nas poszukiwany). W tych oznaczeniach
mamy:

_ Pi(j+2) dlaj<n—i,
P () =
Pi(2) dla j =n —i.
Odwréémy sytuacje:
i dla j =1,
PitL( ;) dlaj=2 !
Q- n n—1 a ) = 4,
P,(j) = ! !
i1 ) 1 5
Py —2) d132<'3< 1 4
To pozwala w sformalizowany sposéb 1 5 2
1 9 2 6

obliczy¢ np. Pi(j) dla1 < j <5.

PM1)=1. 1 9 2 7 3

r 7 2 10 3 8

P2)=PA)=P2)= | 19 2 § 3 11

=P}2)=P(1)=5. 1 8 2 13 3 9 4

11 4 8 5 10 6

4 9 5 13 6 10 7

zatrudnimy komputer.

Oto wyniki obliczen dla n =1,2,3,...,14. Otrzymujemy
ciekawy tréjkat przywodzacy na mysl trojkat Pascala,
cho¢ wielce do niego niepodobny.

Oznaczmy przez [Z] k-ty wyraz w n-tym rzedzie
naszego trojkata. Mozna zauwazy¢ kilka wlasnosci
swiezo zdefiniowanego symbolu:

N R e RS R e B

2
3 2 Powstaje kilka pytan zwiazanych z nasza
2 4 sztuczka, na ktore autor nie znalazt
2 4 3 odpowiedzi. Na przyklad, ile razy
6 3 5 w trakcie wyktadania kart dana karta
5 3 7 4 jest przekladana na spéd talonu?
3 6 4 8 A moze uda si¢ znalezé wzér

na [m niewykorzystujacy
rekurencji? Gdyby ktory$
z Czytelnikow tego dokonatl,
prosze o kontakt
pod adresem
prawar@poczta.onet.pl.

\]
I
ot
oo

4 12 5 9 6 11

6 14 7 11



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Plynnos$¢ nagrod

W pazdzierniku 2003 roku przyznano kolejne Nagrody
Nobla. Nie po raz pierwszy trudno oprzeé si¢ wrazeniu,
ze przyznajacy nagrody z poszczegblnych dziedzin dziatali
,wspélnie i w porozumieniu”.

Peterowi Agre i Roderickowi MacKinnonowi (obaj Stany
Zjednoczone), za odkrycie kanaléw transportu wody

i jonéw przez blony komoérkowe, przyznano Nagrode
Nobla z Chemii, bo Nagroda Nobla z Fizjologii i Medycyny
trafita do Paula C. Lauterbura (Stany Zjednoczone)

i szlachetnego Petera Mansfielda (Wielka Brytania) za ,ich
odkrycia, dotyczace obrazowania metoda rezonansu
magnetycznego”. Dostali oni t¢ wlasnie nagrode, a nie
Nagrode Nobla z Fizyki, bo ta okazala si¢ zarezerwowana
dla Alexeia A. Abrikosova (Rosja i Stany Zjednoczone,
amerykanska pisownia nazwiska), Vitaly’ego L. Ginzburga
(Rosja, pisownia jw.) i Anthony’ego J. Leggetta (Wielka
Brytania i Stany Zjednoczone). Przyznano ja za ,,pionierski
wktad w teorie nadprzewodnictwa i nadcieklo$ci”.

Wszystkie trzy nagrody dotycza fizyki ptynow,
a w pierwszych dwéch przypadkach chodzi po prostu o wode.

Prace Agre pozwolity odnalezé proteiny odpowiedzialne
za, poszukiwany od ponad stu lat, mechanizm szybkiego
transportu wody przez btony komoérkowe. Z kolei
MacKinnonowi jako pierwszemu udato sie doktadnie
odtworzy¢ przestrzenna strukture kanalu potasowego,
odgrywajacego kluczowsg role w przewodzeniu nerwowym.

Natomiast panowie Lauterbur i Mansfield doprowadzili
technike jadrowego rezonansu magnetycznego do postaci
niezwykle uzytecznego obrazowania metodg rezonansu
magnetycznego. Po drodze zgubili niewygodny przymiotnik
wjadrowy” (i chyba za kare nie dostali Nobla z Fizyki).
Gubienie byto jak najbardziej swiadome. Na poczatku

lat siedemdziesiatych, gdy rozpoczeto rozwijanie metody,
przymiotnik ten juz ,zle sie kojarzyl”, wiec uznano, ze lepiej
go pominaé. Tymczasem magnetyczny rezonans jadrowy nie
ma, jak Czytelnicy Delty swietnie wiedza, nic wspdlnego

z promieniowaniem jadrowym. Chodzi o oddziatywanie
zewnetrznego pola magnetycznego z magnetycznym
momentem jadrowym. Wykorzystujac odpowiednio
modulowane pole magnetyczne mozna uzyska¢ mape gestosci
wystepowania jakiego$ jadra, a wigc i zawierajacego je
atomu. W rozpatrywanej metodzie diagnostycznej chodzi

po prostu o wyznaczenie mapy obecnosci jader wodoru
(protonéw) wchodzacych w sktad czasteczek wody, z ktorej
w siedemdziesigciu procentach sktada sie ludzkie ciato.

Rutynowe (przynajmniej w bogatych krajach, u nas ciagle
raczej ,reglamentowane”) stosowanie ,rezonansu”, jak

w medycznym zargonie nazywa sie takie badanie, nie byltoby
jednak mozliwe bez bardzo silnych, ale stosunkowo nieduzych
i niedrogich (nie bardzo drogich) magneséw. Te z kolei

nie powstalyby bez nadprzewodnikéw. I tu dochodzimy

do naprawde dziwnych plynéw.

Wszystko zaczeto sie od Dunczyka Heike Onnesa, ktéry
w 1908 roku skroplil hel (gaz o najnizszej temperaturze
skraplania), a w 1911 roku odkryt, ze drut rteciowy,
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w temperaturze cieklego helu, przewodzi prad bez

oporu. Zjawisko to nazwal wtasnie nadprzewodnictwem.

Juz w 1913 roku otrzymal Nagrode Nobla z Fizyki,

ale przyznano mu ja gtéwnie za samo skroplenie helu, ktore
przez wiele lat nikomu si¢ nie udawato. Nadprzewodnictwo
byto przeciez wtedy zjawiskiem calkowicie niezrozumialym.
Byty to jednak czasy, gdy dos¢ dostownie traktowano
testament Nobla, ktéry nakazywal nagradzanie uzytecznych
osiagnieé. Prawdopodobnie spodziewano si¢ po tym odkryciu
czegos$ réwnie pozytecznego, jak po wynalazku nagrodzonego
rok wczedniej Gustafa Daléna, ktéry rozwigzal problem tak
przejmujaco opisany w 1882 roku w noweli , Latarnik” (przez
nobliste z 1905 roku). Gdybyz tytulowy bohater dysponowat
byt wynalezionym przez Daléna automatycznym wtacznikiem
Swiatet latarnianych. ..

Wréémy jednak do nadprzewodnictwa. Obecnie wiemy, ze
jest to jeden z najbardziej spektakularnych makroskopowych
efektow kwantowych, ktéry nie daje sie opisa¢ na gruncie
mechaniki klasycznej. W 1913 roku nie byto wiec zadnych
szans na zrozumienie tego zjawiska. Przeciez sama mechanika
kwantowa powstata dopiero dekade pdzniej. Na zadowalajaca
teori¢ najprostszej wersji nadprzewodnictwa trzeba byto
poczekaé pét wieku, a pelnej teorii wszystkich aspektow tego
zjawiska nadal nie ma.

Przesledzmy te historie. W 1924 roku Einstein pomdégt
Satyendra’owi Bosemu opublikowaé prace, ktora pokazywata,
jak z pierwszych zasad mozna wyprowadzi¢ widmo
promieniowania ciata doskonale czarnego, odgadniete przez
Plancka ¢wieré wieku wczesniej. Einstein pogtebit idee
Bosego rozwazajac czastki o skoficzonej masie (zamiast
bezmasowych fotonéw) i przewidzial, ze w bardzo niskiej
temperaturze cze$¢ takich czastek powinna znalezé sig

w stanie o najnizszej energii i pozostawa¢ w nim, czyli
poruszaé sie bez oporu. Zjawisko to nazwano kondensacja
Bosego—Einsteina, a czastki mogace w nim uczestniczy¢
bozonami. Pbozniej okazalo sie, ze czastki materii, takie jak
elektrony, protony i neutrony, podlegaja tzw. zakazowi
Pauliego zabraniajacemu dwém identycznym czastkom
przebywania w tym samym stanie kwantowym. Czastki te
nazwano fermionami. O tym, czy czastka jest fermionem czy
bozonem, decyduje spin, czyli wewnetrzny moment pedu.
Jezeli jest catkowity (w jednostkach F), to jest to bozon,

a jezeli potéwkowy — to fermion. Uktad parzystej liczby
fermionéw moze réwniez zachowywac sie jak bozon.

Oczywiscie nasi Czytelnicy domyélili sie juz (jezeli nie
wiedzieli tego uprzednio), ze nadprzewodnictwo jest
rodzajem kondensacji Bosego—Einsteina. Problemem jest
tylko to, ze no$nikami pradu w nadprzewodnikach sg
elektrony, a wigec fermiony. Rozwigzanie tego problemu zajeto
pét wieku. .. wiec nie ma sie co dziwié, ze i dokonczenie tej
historii ukaze sie w Delcie dopiero za miesiac' . ..

Piotr ZALEWSKI

T dokoficzenie jest juz dost¢pne w Internecie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/artykuly /delta0204/aktualnosci.html
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Termin nadsylania rozwiazan:
31 IIT 2004

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
461 (WT =1,92) i 462 (WT = 1,49)
z numeru 5/2003

Michal Adamaszek — Kety 43,17
Pawel Najman — Jaworzno 39,72
Marian Lupiezowiec  — Zebrzydowice 37,40
Michat Jézwikowski — Btonie 36,70
Zbigniew Sewartowski — Wieliczka 36,07
Pawel Kubit — Krakéw 35,99
Piotr Kumor — Olsztyn 35,49

465. Przyjmijmy oznaczenia:

|AB| = b, |AC| = ¢, |AD| = d, |AE| =e,|4CAD| = a,

|4BAC| = |4 EAD| = ¢.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 473, 474
Redaguje Marcin E. KUCZMA

473. Trapez ABCD o réwnoleglych podstawach AB, C'D jest wpisany
w okrag . Okrag w, styczny wewnetrznie do €2 w punkcie T, jest tez styczny
do odcinkéw BC' i CA. Okrag wpisany w tréjkat ABC jest styczny do boku AB
w punkcie K. Dowies¢, ze punkty D, K, T sa wspoélliniowe.
474. Dla jakich dodatnich liczb catkowitych n réwnanie
22 y? 22
z+1 y+1 =z+4+1 B
ma rozwigzanie w liczbach catkowitych dodatnich z, y, 2?7

n

Zadanie 474 zaproponowatl pan Witold Bednarek z Y.odzi.
Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 9/2003
Przypominamy tres¢ zadan:

465. Dany jest pigciokat wypukly ABCDE, w ktérym | BAC| = [ EAD|, |[<ACB| = |[<ADE|,
a pole trojkata AC' D jest $rednig geometryczng pol tréjkatow ABC i AED. Przekatne AC

i BD przecinaja si¢ w punkcie P; przekatne AD i CE przecinajg si¢ w punkcie Q. Dowie$¢, ze
|AP| = [AQ|.

466. Rozwiazaé¢ w liczbach catkowitych z, y réwnanie z + 2Y = 2%.

_ ked(sin g cos a4 cos ¢ - ksin )
B ke sinp + cd - ksin g
_ d(cosa + kcosyp)
E B c+d ’
czyli
|AP| = —

d
p d(cosaJrkcoscp).

Otrzymane wyrazenie jest symetryczne wzgledem c, d;
zatem |AQ| wyraza si¢ tym samym wzorem.

466. Zat6zmy, ze liczby catkowite x, y spelniaja podane
rownanie. Jesli x < 0, to 2% jest liczba z przedziatu
(0;1), podczas gdy x + 2¥ jest liczba calkowita lub
liczba ujemna. Wobec tego x > 0.

Gdy x =0, to 2¥Y = 2% wiec y = 0; para (0,0) jest

c

7 danych w zalozeniach réwnosci katow
wynika, ze trojkaty BAC i EAD sa podobne,

D rozwiazaniem.

Gdy = >0, to 2Y < 2% wiec y < z, czyliy <z — 1.
Wowcezas

a zatem b/c = e/d =: k. Warunek wiazacy pola
trojkatow ACD oraz ABC i AED daje réwnosé
(edsin a)? = (besin ) (desin @), skad po podstawieniu
b= kc, e = kd dostajemy: sina = ksin ¢.
Korzystajac z uzyskanych zwiazkéw, obliczamy:
|AP|  pole(ABD)  bdsin(p+ o)
|AC|  pole(ABCD)  besinp + cdsina
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x=2% -2V >9" 97 1 —gr—1
Ale dla kazdej liczby calkowitej © > 1 zachodzi
nieré6wno$é 271 > x, ktéra staje sie réwnoécia jedynie
dla z = 1 oraz x = 2. Dla tych dwoch wartosci x
dostajemy dla y odpowiednio wartosci y = 0 oraz y = 1.

Istnieja wiec trzy pary (x,y) spelniajace réwnanie:
(0,0), (1,0), (2,1).
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Zadania z fizyki nr 370, 371 Redagugje Jerzy B. BROJAN

370. Gorka ma jedno zbocze bedace réwnia pochyta, drugie zbocze jest wkleste,
a trzecie — wypukle (rys. 1), przy czym zaréwno wysoko$é zboczy, jak i dlugosé
rzutu na plaszczyzne pozioma sa jednakowe.

Termin nadsylania rozwigzan:
31 IIT 2004

Rys. 1

%

%

Dyzio zjechal sankami ze zbocza prostoliniowego i narzeka: ,Marny dzisiaj
$nieg, nawet na samym dole nie mozna si¢ porzadnie rozpedzi¢!”. Czy Dyzio
rozpedzi sie bardziej, gdy zjedzie z innego zbocza, a jesli tak, to z ktérego?
Wspdlezynnik tarcia sanek o $nieg jest wszedzie taki sam, a opér powietrza
pomijamy. Zabronione jest odpychanie sie od podloza (dotyczy to zwlaszcza
zbocza wypuktego, ktére musi od poczatku byé dostatecznie nachylone, aby

Rys. 2

, sanki ruszyly z miejsca).

371. Dwie réwnolegte ptytki przewodzace o powierzchni S tworza kondensator
powietrzny. Jedna z plytek jest nieruchoma, a druga przymocowano

do sprezynki o stalej sprezystodci k, przy czym dla sprezynki swobodnej
odleglos$é miedzy plytkami jest réwna do (rys. 2). Jakie jest maksymalne
napiecie, ktére mozna przyltozy¢ do takiego kondensatora, aby plytki sie nie

do zetknety? Jaka maksymalna energie moze zmagazynowadé taki uktad? Napiecie
wzrasta stopniowo, tak ze plytka nie zostanie wprawiona w drgania.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 9/2003

Przypominamy tres¢ zadan:

362. Stacja kosmiczna o masie m = 10 ton zawiera w objetosci V' = 40 m?® powietrze pod ci$nieniem
5 s s . z . .
po = 10° Pa i o temperaturze T = 20° C. Nagle w $éciance stacji powstal otwér o powierzchni

S =1 mm?2.

a) Po jakim czasie ci$nienie wewnatrz stacji spadnie do wartosci p; = 0,5 - 10° Pa (jesli kosmonauci
nie podejma zadnych krokéw zaradczych)? Zakladamy, ze rozprezenie przebiega izotermicznie.
b) Jaka predkos$é¢ uzyska stacja wskutek odrzutu? Otwér jest tak polozony, ze odrzut nie spowoduje

obrotu stacji.

363. W Canberze (Australia) jest fontamn ktora wytryskuje wode na wysokosé 150 m. W kazdej

chwili w powietrzu znajduje si¢ 6 m? wody. .

362. Predko$¢ v strumienia gazu wylatujacego przez
otwér mozna obliczyé z réwnania Bernoulliego (tzn.
7z zasady zachowania energii)

/2p /2RT
V=

gdzie p jest gestoscia gazu7 a M — masa molowa.
Tloczyn v przez powierzchnie otworu S jest objetoscia
(przed rozprezeniem) gazu wyplywajacego na jednostke
czasu, a po pomnozeniu przez p/RT otrzymujemy, o ile
zmniejszyta sie liczba moli

- pS pS 2RT
dn = ~ 7" vdt = ~RT —dt.
Stad wynika zmiana ci$nienia
S [2RT
dp = —p—=1/ ——dt.
p p % M
Calkujac, obliczamy szukany czas
Vo | M  po
= In— ~ = 18,8 h,
t <\ 3rT 67700 s = 18,8

gdzie podstawiliémy mase molowq powietrza réwna 29 g.
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Jaka musi by¢ minimalna moc pompy?

Predkosé vs uzyskana przez stacje wyznaczymy z zasady
zachowania pedu

A A 1% — 2M
vy = o2 _ A _ Vo —p1)

- — - =T =0,98 m/s.
Sciste catkowanie ruchu stacji z uwzglednieniem zmian
jej masy nie jest tu konieczne, gdyz te zmiany sa
niewielkie (wyplynie tylko ok. 24 kg powietrza, tzn.
1/400 masy stacji).

363. Pomijajac opér powietrza, czas lotu wody w gore
i w dot wynosi tacznie

2
t=2 —h:11,1$.
g

Na jednostke czasu wyrzucana jest wiec masa wody
réwna

m/t = 6000 kg/11,1 s = 542 kg/s,
a moc pompy obliczymy ze wzoru
P =mgh/t =~ 800 kW.



Rozwigzanie zadania M 1049.

Suma katéw przy A; i Az jest mniejsza
niz polowa sumy wszystkich katéw
pieciokata, czyli %5400 = 270°.

Qg

A4

As

-]

Rozwigzanie zadania M 1050.
Owszem.

Patrz w niebo

Wyznaczanie fizycznych parametrow gwiazd jest podstawowym obszernym
dzialem astronomii obserwacyjnej. Obserwatorzy czesto znajduja sie¢ w nerwowej
sytuacji, wynikajacej — paradoksalnie — z réznorodnosci stosowanych metod.

Bo jezeli jaki§ parametr zostanie wyznaczony na dwa sposoby, to chciatoby

sie, zeby wyniki byly jednakowe (powiedzmy, w granicach bledéw metod),
tymczasem wcale tak nie jest, a przynajmniej nie zawsze.

Jednym z takich bardzo waznych parametréw jest wiek gwiazd. Wiek pulsaréw
okredla si¢ zazwyczaj na podstawie tempa ich obrotu. Pulsar to gwiazda
neutronowa powstala w wyniku zapadci jadra masywnej gwiazdy eksplodujacej
jako supernowa. Z zasady zachowania momentu pedu wynika, ze jezeli przed
wybuchem gwiazda obracala sie, to po wybuchu zapadniete jadro moze obracac
sie bardzo szybko. Wzmocnione wskutek tej zapasci pole magnetyczne gwiazdy,
zmuszone teraz do obracania sie wraz z zapadnietym jadrem, bedzie omiatac
rozprezajaca sie po wybuchu mglawice, wywolujac w niej blyski, czyli efekt
pulsara. Zmierzywszy tempo zwalniania obrotéw przez pulsara i przyjawszy,

ze mlody pulsar nie moze wirowaé szybciej niz 1000 obrotéw na sekunde

(bo rozerwaloby go przyspieszenie od$rodkowe), mozna oszacowaé jego wiek.
Ta metoda wiek pulsara B1757-24 w Strzelcu zostal oceniony na 16 000 lat.
Zauwazmy, ze jest to wiek zawyzony, gdyz pulsar ten w chwili powstania wcale
nie musial wirowaé tak szybko.

»Niestety”, w ciagu kilku lat zmierzono tez ruch tego pulsara wzgledem jego
wlasnej mglawicy, czyli tzw. pozostalosci po wybuchu. Ruch ten w ogdle
istnieje, poniewaz mglawica doznaje oporu ze strony materii miedzygwiazdowej,
a pulsar praktycznie nie. Okazalo sie, ze na przebycie drogi ze $rodka mglawicy
do obecnego polozenia pulsar powinien zuzyé¢ 39 000 lat. Jak wida¢ — nie zgadza

sie, i to mocno. Mata jest szansa na to, ze pulsar B1757-24 i mgtawica znalazlty
sie przypadkowo jedno obok drugiego, zatem sprawa ta niewatpliwie bedzie

badana w przysztosci.

Vi

i

D
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Styczen

Zaczyna sie kolejny rok, znowu przestepny, czyli luty
bedzie mie¢ 29 dni, a caly rok 366. Przypomnijmy sobie:
wedlug kalendarza gregorianskiego, obowiazujacego
teraz niemal na calym Swiecie, rokiem przestepnym

jest ten, ktérego numer dzieli sie przez 4 — chyba

ze dzieli sie przez 100 i wtedy jest rokiem zwyklym

(365 dni) — chyba ze dzieli sie przez 400, a wtedy jest
jednak rokiem przestepnym. Regula ta zapewnia, ze
$redni rok kalendarzowy jest tak zblizony do roku
zwrotnikowego (tj. okresu powtarzania si¢ pér roku),

iz réznica skumuluje si¢ do jednego dnia dopiero po
kilku tysiacach lat. Rok 2000 byt przestepny, ale 1900
byl zwykly. W roku 2004 zobaczymy (choé niekoniecznie
z Polski) dwa czegsciowe za¢mienia Stonca, dwa caltkowite
zacmienia Ksiezyca oraz Wenus na tle tarczy Stonca

— to zjawisko akurat bedzie w Polsce widaé¢. Kilka

stow o tych zjawiskach bedzie we wlasciwym czasie,

a wspominam o tym wszystkim juz teraz, gdyz moze
dzigki temu unikne czegos podobnego do fatalnego
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Tomasz KWAST

przeoczenia z sierpnia 2003, gdy zapomniatem
zapowiedzie¢ wielka opozycje Marsa.

Wenus jest w Wodniku, zachodzi wkrétce po zachodzie
Stonca, a jej katowa odleglto$¢ od Stonica rosnie. Przy
niej w odleglosci okolo 1° znajdzie sie 15 I Uran, ale
Urana golym okiem wlasciwie nie widaé, a dysponujac
matym teleskopem, nietatwo go rozpoznaé¢. Mars jest

w Rybach i widaé¢ go w pierwszej polowie nocy. Jowisz
jest w Lwie, a Saturn w BliZnietach, przez co obie te
planety widaé¢ przez wieksza cze$é nocy, z tym ze gdy
Jowisz wieczorem wschodzi, to Saturn jest juz dobrze
widoczny, gdy za$ o $wicie Saturn zachodzi, to Jowisz
jeszcze jest na niebie. 4 1 Ziemia przechodzi przez
peryhelium. 17 I mozna przed wschodem Stonca szukaé
Merkurego — znajdzie si¢ wtedy 24° na zachdd od niego.
Pelnia Ksiezyca wypada 7 I, a néw 21 1. Zadnych zakry¢
jasnych obiektow w styczniu nie bedzie.

T. K.
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Za punkt wyjscia dzisiejszych rozwazan wezmy nastepujace
zadanie.

Zadanie 1. Kwadrat o boku dtugosci n dzielimy na

n? kwadratéw jednostkowych, zwanych dalej polami.
Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych
wewnatrz kwadratu mozna umiesci¢ roztaczne prostokaty
o wymiarach 4 x 1 (oczywiscie, w tego typu zadaniach
zaktadamy, ze kazdy prostokat pokrywa 4 pola), tak aby
kazde pole nielezace przy brzegu kwadratu zostato pokryte.

Innymi stowy, chcemy pokryé prostokatami 4 x 1 kwadrat
o boku n — 2, dopuszczajac, aby prostokaty troche za ten
kwadrat wystawaly.

Jezeli liczba n jest podzielna przez 4, to caly kwadrat o boku
n mozemy podzieli¢ na prostokaty 4 x 1. W przypadku, gdy

Rys. 1

liczba n przy dzieleniu przez 4 daje reszte 1 lub 2,

to na prostokaty mozemy podzieli¢ kwadrat o boku
odpowiednio n—1 lub n—2 i teza zadania jest, oczywiscie,
spelniona.

Pozostaje przypadek, gdy n przy dzieleniu przez 4 daje
reszte 3. Na potrzeby sporzadzenia rysunku przyjmijmy
n = 15.

Na rysunku 1 zamalowano nieparzystg, liczbe pél

w taki sposob, ze kazdy prostokat 4 x 1 pokrywa dwa
zamalowane pola lub nie pokrywa zadnego, jednym stowem
pokrywa parzysta liczbe pol. Tak wiec przy jakimkolwiek
umieszczeniu roztacznych prostokatow 4 x 1 wewnatrz
kwadratu, niepokryte pozostanie co najmniej jedno
zamalowane pole, a wiec pole nielezace przy brzegu.

Ten sam efekt mozna uzyskaé, stosujac numeracje jak

na rysunku 2, gdzie przyjmujemy, ze w puste pola wpisana
jest liczba 0. Wowczas kazdy prostokat 4 x 1 pokrywa

4 pola, w ktére wpisano liczby o sumie 0. Ponadto suma
liczb wpisanych w pola kwadratu (czy to catego kwadratu
o boku n, czy tez zmniejszonego o boku n—2) jest réwna 1,
a zatem zadane w tredci zadania rozmieszczenie prostokatow
nie jest mozliwe.

Czytelnik bez trudu rozwiaze przestrzenna wersje zadania,
gdzie w szescianie o krawedzi n chcemy rozmiescié
prostopadtoscienne klocki o wymiarach 4 x 1 x 1.

Rys. 2

A teraz kolejne zadanie.

Zadanie 2. Kwadrat o boku dlugosci 19 dzielimy

na kwadraty jednostkowe. Wewnatrz kwadratu umieszczamy
kwadrat o boku 16 jak na rysunku 3. Dowies¢, ze mniejszego
kwadratu nie mozna pokry¢ roztacznymi prostokatami

o wymiarach 5 x 1 zawartymi w wiekszym kwadracie.

Rys. 3

Rozwiagzaniem zadania jest kolorowanie przedstawione
na rysunku 4. Wnikliwy Czytelnik bez trudu uzupelni
rysunek odpowiednim rozumowaniem.

Rys. 4

Korespondencje¢ do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wroéblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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