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Globalny atraktor jest zbiorem, do ktérego zblizaja sie
asymptotycznie orbity (trajektorie) startujace z jego
dopetnienia. Poznanie dynamiki w atraktorze pozwala
zatem zrozumie¢ dtugookresowa dynamike danego
ukladu. Atraktory ukladéw n-wymiarowych (z czasem
ciaglym), dla n > 3 moga mieé¢ bardzo skomplikowana
strukture geometryczng (). Atraktory o skomplikowanej
strukturze, to wlasnie dziwne atraktory (nazywa sie je
tez chaotycznymi).

Jednym z najbardziej znanych dziwnych atraktoréow
jest atraktor Lorenza dla 3 rownan rézniczkowych
zwyczajnych (zwanych ukladem Lorenza), bedacych
bardzo uproszczonym modelem konwekcji cieplnej.
Geometryczna struktura atraktora Lorenza
przypominajaca motyla byta znana z symulacji
komputerowych od dziesigtkéw lat: mozna ja zobaczy¢
w kazdej publikacji poswieconej atraktorom. Jednakze
mimo licznych préb w ostatnim éwieréwieczu XX wieku
wydawalo sie, ze $cisty dowdd, iz atraktor Lorenza
jest dziwnym atraktorem, lezy poza mozliwoSciami
matematykéw. Bylo to jedno z najwiekszych wyzwan
dla $wiata matematyki. W roku 1995 Mischaikov

i Mrozek® pokazali, ze uklad Lorenza ma bardzo
bogata dynamike, ale problem istnienia dziwnego
atraktora Lorenza byl w dalszym ciagu otwarty.

W roku 1998 problem ten zostal uznany przez

Dziwny atraktor Lorenza

Badanie (deterministycznych) zjawisk chaotycznych jest jednym

z najmodniejszych kierunkéw we wspélczesnych naukach przyrodniczych(®),
Formulowane sg opinie, ze teoria chaosu, obok teorii wzglednosci i mechaniki
kwantowej, jest trzecia wielka rewolucja naukowa.

Jednym z mozliwych sposobéw opisu chaosu jest badanie obiektéw, zwanych
dziwnymi atraktorami.

Stevena Smale’a za jeden z 18 najwazniejszych
nierozwigzanych probleméw matematycznych pod koniec
XX wieku (,XIV problem Smale’a”)®. W roku 1999
okazalo sig, ze XIV problem Smale’a zostal rozwiazany:
Warwick Tucker z Uppsali zaanonsowal(® pozytywne
rozwigzanie problemu istnienia dziwnego atraktora
Lorenza. Dowod W. Tuckera jest oparty na Scistych
metodach numerycznych(®).

(Ne) popularnosci tych badan swiadczy liczba publikacji, opracowan
i ksigzek poswieconych chaosowi deterministycznemu (D.A. Hill —
Chaotic chaos, Math. Intellig., 22, 2000 — doliczy!l si¢ ponad 7000
pozycji), a takze fakt, ze naukowcy dostrzegaja zjawiska chaotyczne
w wielu procesach przyrodniczych (np. jeden z paragraféw rozdzialu
VII ksigzki Strzalka czasu Coveneya i Highfielda nosi tytul Chaos
przyczyng seksu).

@ Uktlady jedno-, lub dwuwymiarowe z czasem cigglym nie moga
mie¢ atraktoréw o skomplikowanej strukturze, a zatem nie moga mieé
skomplikowanej dynamiki.

(3) Bull. Amer. Math. Soc., 32, 1995, 66-72.

) Lista 18 Probleméw Smale’a (Math. Intellig., 20, 2, 1998,

7—-15) zostala zaproponowana w podobnym duchu, jak lista 23
najwazniejszych probleméw matematycznych D. Hilberta Problemy
przyszlosci matematyki w roku 1900 u progu XX w.

) Compt. Rend. Acad. Sci., Paris, Math., 328, 1999, 1197-1202.

(©) Peiny dowéd W. Tuckera ukazal sie¢ w roku 2002 (Found. Comput.
Math., 2, 2002, 53-117). Przeglad idei matematycznych dotyczacych
badania atraktora Lorenza oraz idei dowodowych W. Tuckera mozna
znalezé w artykule Marcelo Viany (Math. Intellig., 22, 2000, 6-19).

Mirostaw LACHOWICZ

Kondensacja Bosego—Einsteina

W 1995 roku zesp6l badawczy z Boulder (Kolorado)
wytworzyl niezwykta krople. Ochladzajac kilka
tysiecy atomoéw rubidu do temperatury rzedu jednej
stumiliardowej stopnia powyzej zera bezwzglednego
uzyskano warunki, w ktoérych na prawie 10 sekund
atomy stracily swoja tozsamos¢ i upodobnily sie

do siebie pod wzgledem wlasno$ci fizycznych.
Wytworzony w ten sposéb, po raz pierwszy w gazie,
tzw. kondensat Bosego—Einsteina byl doswiadczalnym
urzeczywistnieniem teoretycznych przewidywan
Alberta Einsteina i hinduskiego fizyka Satyendry
Natha Bosego z 1924 roku. W temperaturze pokojowej
atomy gazu poruszaja sie¢ chaotycznie wewnatrz

calej objetosci pojemnika, w ktorym sie znajduja.
Ich predkosci (a co za tym idzie, energie) sa bardzo
zroznicowane: jedne atomy poruszaja sie z bardzo
duza predkoscia, inne z mniejsza, przy czym warto$é
$rednia kwadratow predkosci jest proporcjonalna

do temperatury gazu. Uogdlniajac prace Bosego

z 1920 roku, Einstein przewidywal, ze jesli taki gaz
zostanie odpowiednio ozigbiony, to wigkszo$¢ atomow
bedzie sie znajdowata w stanie o najnizszej mozliwej
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energii. Fale, ktére w matematycznym formalizmie teorii
opisuja fizyczne cechy atomow, takie jak np. polozenie

i predkosé, zlewaja sie wzajemnie i nie mozna odréznié
jednego atomu od drugiego.

Przewidziane przez Einsteina istnienie takiej formy
materii nie spotkalo sie poczatkowo z duzym
zainteresowaniem fizykéw. Bylo to spowodowane
gléwnie niewiara w mozliwosé uzyskania dostatecznie
niskiej temperatury potrzebnej do istnienia kondensatu.
Jednak postep, ktory w ciagu kilkudziesigciu lat dokonatl
sie w technologii chlodzenia, umozliwil préby stworzenia
warunkéw odpowiednich do zajscia kondensacji
Bosego—Einsteina.

Wytworzenie kondensatu byto nie tylko wyzwaniem
samym w sobie, wyprodukowaniem nowej formy materii,
ale tez mozliwoscia zaobserwowania w warunkach
makroskopowych subtelnych efektow kwantowych,
mozliwoécia podejrzenia ,goltym okiem” dziwnego
Swiata mechaniki kwantowe;j.

Nagroda Nobla w 2001 roku (Aktualnosci,
Delta 1/2002). E. Cz



Genetyka: zawrét glowy od sukcesow

Wiasnie 30 lat temu ukazala si¢ publikacja Paula Berga
(Nagroda Nobla z Chemii, 1980) i wspo6ipracownikéw

z Uniwersytetu Stanforda, ktéra tradycyjnie uwaza sie
za start w nowa, tajemnicza i pelng obietnic dziedzine
— inzynierie genetyczna. Amerykanscy uczeni potaczyli
trwale geny pochodzace od wirusa bakteryjnego i od
wirusa malp. Uzyskali genetyczna chimere. Nigdy nie
dowiedzieli$my sie, w jakim organizmie i jak moglaby
dziala¢, poniewaz od razu odezwaly sie pierwsze glosy
ostrzegawcze co do skutkow stosowania nowej techniki,
glosy przypominajace, do czego doprowadzili Swiat
fizycy zafascynowani odkryciami i zastosowaniami
badan w dziedzinie fizyki jadrowej. I tak juz jest

do dzis: biolodzy tworza nowe konstrukcje genowe,
ktore wydaja sie im rewelacyjne z kazdego punktu
widzenia, opinia publiczna ostrzega przed potencjalnymi
zagrozeniami plynacymi z tych badan.

Inzynieria genetyczna, ktora przez te 30 lat dostarczyta
wielu wspanialtych odkryé, pozwolita na uzyskanie
pelnej informacji o budowie setek tysiecy genéw

i bialek, egzekutoréw instrukeji genowych, na peina
analize setek genomow organizmoéw, od wirusow

do czlowieka, na kontrolowane zmiany i modyfikacje
genow i genomow. Te modyfikacje udzielaja odpowiedzi
wprost na liczne pytania badan podstawowych o istote
zycia i zaspokajaja potrzeby praktyczne wspotczesnego
$wiata. Nie odnotowano ani jednego powaznego,
niekontrolowanego wypadku, ani katastrofy zwiazanej

z rozwojem tej dziedziny.

Pojawily sie nowe galezie nauki (lub niewiarygodnie
szybko rozwinely juz istniejace): genomika, proteomika,
bioinformatyka, farmakogenetyka, molekularny

ewolucjonizm, inzynieria komérkowa i tkankowa,
embriologia, biotechnologia. Ta ostatnia przyniosta
wiele nowych rozwiazan technologicznych, wiele
nowych, dotychczas nieosiagalnych produktéw, znalazta
szerokie zastosowania medyczne i farmakologiczne, od
doktadnej diagnostyki licznych choréb, do bardziej

lub mniej pomyslnych préb terapii genowych. Dzigki
zwierzetom zajrzeliSmy w obszary zakazane dla
medycyny: transgenizacje i klonowanie. Do dyskusji

o celowosci badan w tych zakresach i dopuszczalnych ich
granicach wlaczyli sie etycy wielu kierunkéw, prawnicy,
socjologowie, psychologowie.

Nie ma dnia, by media nie donosily o jakims nowym
genie, terapii, leku, transgenicznej roslinie, ratowanym
przez genetykéw ginacym gatunku, badaniach
archeologicznych wspartych analiza genéw, historii
ludzkich wedrowek przez stulecia i kontynenty.
Poranny telefon z radia oznacza dla mnie, ze co$ sie
wydarzylo w genetyce, a dziennikarz przeczytal o tym
w Internecie. Filmy i ksiazki traktuja o mutantach

i klonowanych osobnikach, wyruszamy w nich w Kosmos
w towarzystwie tworow inzynierii genetycznej. .. O nie,
na brak uwagi z tej strony naprawde nie mozemy
narzekaé. Zeby to jeszcze przekladalo sie na wysokos¢
nakladow na genetyke w Polsce. . .

VI Festiwal Nauki rozstrzygnat konkurs na tzw.
Polskiego Katona, ktory moglby konczy¢ kazde swoje
wystapienie tym samym zdaniem: ,, ...a poza tym
sadze, ze brak inwestycji w nauke oznacza inwestycje
w ignorancje”. Co niniejszym pozostawiam Czytelnikom
do refleksji. . .

Magdalena FIKUS

Kwantowa teleportacja

Stowo teleportacja stworzyla literatura science-fiction

do opisu sytuacji, w ktérej jaki§ przedmiot lub osoba
znikaja w jednym miejscu, a ich dokladna kopia
pojawia sie momentalnie, badz chwile p6zniej, gdzie
indziej. Mialo to by¢ dokonywane w ten sposob, ze
najpierw teleportowany obiekt jest bardzo doktadnie
skanowany, informacja zas stad uzyskana jest przesytana
i uzyta nastepnie do jego rekonstrukcji. Naukowcy

nie traktowali tego pomystu zbyt powaznie, poniewaz
zgodnie z lezaca u podstaw mechaniki kwantowej zasada
nieoznaczono$ci, ktéra nie pozwala w jakimkolwiek
pomiarze fizycznym uzyska¢ catkowitej doktadnej
informacji o badanym obiekcie, np. jego predkosci

i potozeniu, dokladny pomiar (,zeskanowanie”) nie

jest mozliwy. Ale w 1993 roku miedzynarodowa

grupa fizykéw wykazala, nie naruszajac zasady
nieoznaczonosci, ze teleportacja jest teoretycznie
mozliwa (ale tylko wtedy, gdy ,oryginal” ulegnie
zniszczeniu).

Sedno kwantowej teleportacji tkwi w tzw. efekcie
Einsteina—Podolskiego—Rosena. Efekt ten polega
na tym, ze dwa fotony moga by¢ ze soba zwiazane
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niezaleznie od tego, jak sa oddalone, dopdki nie zostanie
przeprowadzony pomiar, ktéry momentalnie wprowadza
oba w okre$lony stan. Pomyst na przeprowadzenie
kwantowej teleportacji byt nastepujacy. Wytwarzamy
dwa splatane fotony, tzw. pare fotonéw EPR, A i B.
Jeden obserwator — ,stacja nadawcza’ — bierze

foton A, drugi obserwator — ,stacja odbiorcza” — bierze
foton B. W stacji nadawczej dokonuje si¢ pomiaru
fotonu A wzgledem pewnego trzeciego fotonu C'

i przekazuje wynik pomiaru do stacji odbiorczej.

Tam wynik tego wzglednego pomiaru moze zostac
wykorzystany do odtworzenia fotonu C wlasnie (ktéry
jest zmodyfikowanym w prosty sposéb — np. obréconym
o pewien kat — fotonem B). Zasada nieoznaczono$ci

nie zostala naruszona, poniewaz nie uzyskaliSmy

zadnej informacji o stanie fotonu C, zas foton A zostal
zniszczony.

W 1997 roku grupie badawczej z Innsbrucku pod
kierunkiem Antona Zeilingera udalo sie przeprowadzi¢
do$wiadczalnie eksperyment teleportacyjny dla fotonow.
Ambicja fizykéw jest przeprowadzenie podobnego
do$wiadczenia dla wigkszych obiektow.

FE. Cz.



Wielkie Twierdzenie Fermata

Pierre de Fermat (1601-1665) sformulowal nastepujace
twierdzenie:

Rownanie X" +Y" = Z", gdzie n > 3, nie ma rozwigzan
w liczbach naturalnych.

Dowdd tego twierdzenia zostal opublikowany przez
A. Wilesa w roku 1995 w ponad 300 lat od jego
sformutowania.

Dluga i bogata historia poszukiwania dowodu jest
opisana w ksiazce P. Ribenboima Wielkie Twierdzenie
Fermata dla laitkow, WNT, Warszawa 2001.

Do badania rozwiazan tego réwnania probowano
stosowaé rézne metody. Poczawszy od elementarnych
(teoria podzielnosci liczb calkowitych), ktére
doprowadzily do udowodnienia Wielkiego Twierdzenia
Fermata dla n = 4, poprzez metody algebraicznej teorii
liczb (bada ona wlasnodci liczb niewymiernych, ktére
sg pierwiastkami wielomianéw o wspotczynnikach
calkowitych), ktére pozwolilty udowodni¢ Wielkie
Twierdzenie Fermata dla wielu innych matych

wykladnikow, na przyktad dla wszystkich wyktadnikow
pierwszych mniejszych od 100000, az do metod
analitycznej teorii liczb, ktore pozwolily wykazaé, ze
Wielkie Twierdzenie Fermata zachodzi dla nieskonczenie
wielu wyktadnikow pierwszych.

Decydujace jednak okazalo sie zastosowanie metod

z bardziej zaawansowanych dzialow matematyki
znacznie rozwinietych w XX wieku, jak teoria krzywych
eliptycznych. Zasadniczy nowy pomyst nalezat do

G. Freya, ktory z rozwiazaniem X =a, Y =b, Z =c¢
rownania Fermata w liczbach naturalnych zwiazat
krzywa o réwnaniu Y2 = X (X — a™)(X + b"). Jest to
wladnie pewna krzywa eliptyczna. Wielu matematykéw
zaczeto badaé wlasnosci takiej krzywej i okazaly sie
one zadziwiajace. Wreszcie A. Wiles doprowadzil
rozumowanie do konca dowodzac, ze krzywej o tak
zadziwiajacych wlasnosciach by¢ nie moze, a wigc

i réwnanie Fermata nie ma rozwigzan.

Jerzy BROWKIN

Model standardowy oddzialywan czastek elementarnych

W momencie ukazania si¢ pierwszego numeru Delty
model standardowy oddzialywan czastek elementarnych
byl juz w zasadzie sformutowany. W ciagu 30 lat model
ten, zwany modelem Glashowa, Salama i Weinberga
(GSW), zostal sprawdzony do odleglogci rzedu 10718 m,
to jest do skali energii rzedu 100 GeV.

Podstawsg tego modelu jest przyjecie nieprzemiennej
symetrii oddzialywan silnych, elektromagnetycznych

i stabych wzgledem grupy SU(3)x SU(2)xU(1)
transformacji pél opisujacych kwarki i leptony.

W momencie formutowania modelu GSW znane byty
trzy typy kwarkéw (u, d i s) i cztery leptony (e, v,
wiwv,). Odkrycie czwartego kwarka ¢ w listopadzie
1974 r., koniecznego dla matematycznej poprawnosci
modelu, byto wielkim wydarzeniem. Rok wczedniej
dokonano dwéch innych doniostych odkryé: stabych
oddzialywan fermionéw bez zmiany ich tadunku
elektrycznego i tzw. swobody asymptotycznej
oddzialywan silnych, tlumaczacej jako$ciowo proton jako
stan zwigzany kwarkéw. Te fakty spowodowaly uznanie
modelu GSW.

Obecnie znamy trzy ,generacje” fermionéw: pierwsza
zawiera u, d, e, ve, druga — ¢, s, p, v, trzecia — ¢, b,
T, v oraz 12 bozonéw cechowania: 8 bezmasowych
gluonéw przenoszacych oddzialtywania silne,

3 masywne bozony posredniczace w oddzialywaniach
stabych W+, Z9 (odkryte w 1983 roku) i foton. Kazdy
z kwarkow wystepuje w trzech ,kolorach”; kolor

w oddzialywaniach silnych jest tym, czym tadunek
elektryczny w oddziatywaniach elektromagnetycznych.
Mamy wiec 8 fermionéw (i 8 antyfermionéw) w kazdej

3

generacji. Sktad fundamentalnych czastek zamyka bozon
Higgsa H, na ktérego odkrycie czeka niecierpliwie cale
srodowisko fizykéw czastek elementarnych. Bozon

ten jest ,,pozostatoscia” tzw. mechanizmu Higgsa,
generowania mas W+, Z9 i fermionéw.

Model standardowy redukuje wiec zbior kilkuset czastek
elementarnych do 24 fermionéw (i 24 antyfermionéw)
oraz 13 bozonéw, ktérych masy i stale sprzezenia

sg swobodnymi parametrami teorii ustalanymi
do$wiadczalnie.

Sformutowanie modelu standardowego jest niewatpliwie
wielkim sukcesem fizyki czastek elementarnych.

Ale nadal nie znamy odpowiedzi na wiele pytan:
dlaczego fermiony ukladaja sie w generacje (i tylko
trzy generacje), dlaczego grupa symetrii jest
SU(3)xSU(2)xU(1), czy poprawny jest mechanizm
Higgsa, jak wlaczy¢ oddzialywania grawitacyjne itp.
Przez wiele lat te pytania mozna bylo ignorowac,

gdyz od strony doswiadczalnej nie bylo potrzeby
modyfikacji teorii. Sytuacja zaczyna na szczedcie
ulega¢ zmianie. Wyniki ostatnich do$wiadczen
neutrinowych, wskazujacych na niezerowa mase neutrin
i ich mieszanie, nie pasuja do minimalnej wersji modelu
standardowego i zmuszaja nas do przeformulowania
teorii oddziatywan elementarnych. Na rynku jest wiele
propozycji teoretycznych: supersymetria, superstruny,
modele z replikami grup cechowania, dodatkowe
wymiary itp. Jedynie przyszle doswiadczenia pozwola
nam rozstrzygnac, ktéra koncepcja teoretyczna jest

poprawna.
Jan KALINOWSKI



Klasyfikacja skonczonych grup prostych

Wszystkie izometrie plaszczyzny nakladajace ustalona
figure na siebie tworza zbiér przeksztalcen, zamkniety
ze wzgledu na sktadanie i odwracanie. Zbior ten, zwany
grupa symetrii wlasnych figury, mierzy symetrycznosé:
figure bardzo symetryczna mozna nakltadaé¢ na siebie
na wiele réznych sposobdéw.

Juz w XIX wieku zauwazono, ze tak samo mozna
mierzy¢ symetryczno$¢ dowolnych obiektow
matematycznych (wielomianéw, systeméw
liczbowych itd). Doprowadzilo to do powstania
pojecia abstrakcyjnej grupy: jest to zbiér G
wyposazony w laczne mnozenie (odpowiednik
skladania przeksztalcen). Ponadto kazda grupa
powinna mieé¢ element neutralny, kazdy za$ element
g € G — odwrotnoéé g~ € G.

W skoniczonym zbiorze mozna wprowadzi¢ takie
mnozenie na skonczenie wiele sposobéw — teoretycznie
istnieje wiec mozliwo$é sporzadzenia pelnej listy

grup o co najwyzej n elementach. W praktyce jest

to niewykonalne; znamy interesujace grupy o setkach
tysiecy elementow, podczas gdy réznych grup dla

n < 2000 jest juz blisko 5 miliardéw!

Istnieje inny, bardziej efektywny sposéb klasyfikowania
grup skonczonych. Jesli H C G jest podgrupa G, to
zbiér G mozna rozltozyé¢ na parami roztaczne podzbiory
(warstwy) G = Hy U...U H,,: elementy z,y € G
zaliczymy do tej samej warstwy, gdy xy~' € H.
Warstwy te mozna mnozy¢ w nastepujacy sposob:

aby obliczy¢ H; - H; bierzemy dowolne x € H;, y € H;.

Wtedy z - y lezy w jednej z warstw Hj, wiec definiujemy

H; - H; = Hy,. Podgrupe H C G nazywamy normalng,

jesli ta definicja jest poprawna, tj. wynik mnozenia nie
zalezy od wyboru x, y. Wtedy zbiér warstw wraz z tym
mnozeniem tworzy m-elementowa grupe, oznaczang
przez G/H. Jedli 1 < |H| < |G|, to opis grupy G
redukuje sie do opisu mniejszych grup: H oraz G/H.

Pozostaje opisa¢ grupy skoniczone bez wlasciwych
podgrup normalnych, czyli tzw. grupy proste.

W roku 1984 ogloszono zakonczenie procesu ich
klasyfikacji. Bylo to przedsiewziecie bez precedensu:
kompletowanie listy grup prostych zajelo ponad 30 lat,
a wyniki tych badan sa opisane w okoto 500 pracach
naukowych kilkuset autoréow, zajmujacych w sumie
prawie 10 000 stron druku!

Jaka wyglada ta lista? Bez dalszych wyjasnien,
wyliczmy. Kazda skoniczona grupa prosta albo nalezy
do jednej z trzech, znanych od dawna, nieskonczonych
rodzin grup ,klasycznych”:

1) grupy cykliczne C,,, gdzie n jest liczba pierwsza,
2) grupy A, permutacji parzystych,
3) grupy ,typu Lie” nad cialami skoficzonymi,

albo jest jedna z 26 grup sporadycznych: My1, Mio,
Mgg, Mgg, M24, Jl, JQ, J3, J4, HS, MC, S’LLZ, Ru,
He, Ly, ON, .1, .2, .3, M(22), M(23), M(24)’, Fs, F3,
Fy, Fi.

Grupy sporadyczne wypisane sa tu w porzadku
rosnacym; najwieksza z nich — grupa Fishera F} — ma
216.320.59.76.112.132.17-19-23-29-31 - 41 - 47 -
-59 - 71 ~ 10°* elementow.

Zbigniew MARCINIAK

Pozasloneczne uklady planetarne

Pierwszy pozastoneczny uklad planetarny zostal
odkryty w 1992 roku przez Aleksandra Wolszczana.
Jego obiektem centralnym jest gwiazda neutronowa

— obiekt o rozmiarach niewielkiej planetoidy

i masie poréwnywalnej z masa Slonca, ktéry

zamiast Swiatla widzialnego emituje fale radiowe,
promienie rentgenowskie i wysokoenergetyczne czastki
elementarne. Taki obiekt powstaje podczas wybuchu
supernowej — poteznej eksplozji koniczacej zycie gwiazdy
0 masie co najmniej dziesigciokrotnie wigkszej od masy
Stonca. Poniewaz supernowa na pewno zniszczylaby

lub odrzucita okrazajace ja planety, uktad Wolszczana
musial powsta¢ juz po wybuchu. Prawdopodobnie
supernowa miata niewielkiego gwiazdowego towarzysza,
ktory ,,przezyl” wybuch i powoli ,parowal” pod
dzialaniem strumieni czastek elementarnych, przy czym
czesé traconej przez niego materii utworzyta cienki dysk
otaczajacy gwiazde neutronowa. Warunki panujace

w takim dysku mogty sprzyja¢ formowaniu si¢ planet.

Kolejna przetomowsa data w historii pozastonecznych
ukladéw planetarnych jest rok 1995, w ktérym Michel
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Mayor i Didier Queloz znalezli planete przy zwyklej
gwiezdzie podobnej do Stonca. Od tej pory doniesienia
o odkryciu kolejnych ukladow planetarnych pojawiaja
sie §rednio raz na miesiac, a liczba znanych planet
krazacych wokél innych stonic przekroczyta juz setke.
Wiekszosci odkryé dokonano metoda spektroskopowa,
obserwujac efekt Dopplera zwiazany z drobnymi
ruchami gwiazdy wokot srodka masy uktadu
planetarnego. Wspoélczesne spektrografy mierza
predkos¢ radialng z dokladnoscia 1 m/s, co w Ukladzie
Stonecznym ogladanym z zewnatrz umozliwitoby
wykrycie obecnosci Saturna (pod warunkiem, ze
obserwacje bylyby prowadzone przez co najmniej 30 lat
— tyle, ile wynosi okres orbitalny Saturna).

Ostatnio coraz wieksze znaczenie zdobywa metoda
fotometryczna, w ktorej poszukuje sie tzw. tranzytéw
— nieznacznych ,przygasnie¢” gwiazdy spowodowanych
zakryciem czesci jej tarczy przez okrazajacy ja obiekt.
Pionierami tej metody sa Andrzej Udalski (ktéry
zaobserwowal tranzyty i wytypowal szereg gwiazd
»podejrzanych” o posiadanie ukladéw planetarnych)



oraz Maciej Konacki (ktéry za pomoca obserwacji
spektroskopowych wykazal, ze w przypadku jednej
z tych gwiazd obiektem odpowiedzialnym za zmiany
blasku jest rzeczywiscie planeta).

Odkrywane obecnie uktady pozastoneczne sa zupelnie
niepodobne do naszego. Az 70% znajdujacych si¢

w nich planet ma orbity sptaszczone znacznie silniej,
niz wigkszo$¢ planet slonecznych, ponad 50% krazy
blizej swych gwiazd niz Merkury Stonca. Ponadto przy
kilku gwiazdach znaleziono planety-giganty o masie
ponad dziesieciokrotnie wickszej od masy Jowisza.
Niezwykle cechy tych ukladéw prébuje sie objasnié
skomplikowanymi oddziatywaniami, jakie zachodzily
miedzy formujacymi sie planetami i dyskami

protoplanetarnymi (w ich wyniku planeta mogla

m.in. przemieszczaé sie z pierwotnej orbity na orbite
polozona znacznie blizej gwiazdy). Spéjnej teorii
opisujacej powstawanie ukladow krancowo réznych

od stonecznego na razie nie ma. Wiadomo jedynie,

ze sq nieliczne — wystepuja tylko u okolo 5% gwiazd
podobnych do Stofica. Znaczna cze$é pozostalych 95%
moze posiadaé¢ uktady podobne do stonecznego,

w ktérych blisko gwiazdy kraza planety o niewielkich
rozmiarach. Czy tak jest rzeczywiscie, przekonamy sie
za kilka lat, gdy rozpoczna prace konstruowane obecnie
teleskopy orbitalne przeznaczone do wykrywania planet
ziemiopodobnych.

Michal ROZYCZKA

Wzéor Blacka—Scholesa

Matematyczny model rynku finansowego, zwany w literaturze modelem
Blacka—Scholesa, powstal w wyniku wieloletnich prac wielu autoréw jako
naturalna formalizacja i idealizacja rzeczywistych rynkéw. Jednak powszechna
akceptacje zyskal dopiero po pierwszym spektakularnym sukcesie, jakim byt
wzér Blacka—Scholesa na cene opcji europejskiej.

Opcja europejska jest kontraktem, ktory swemu posiadaczowi
daje prawo (ale nie obowiazek) kupienia (lub sprzedania) akcji
w ustalonej chwili w przysztosci (termin realizacji) po ustalonej
cenie (cena realizacji).

Za badania te Myron Scholes wraz z Robertem
Mertonem otrzymali w 1997 roku nagrode Nobla

z ekonomii, Fisher Black zmarl dwa lata wczesniej,

ale wedlug powszechnej opinii, gdyby zyl, bylby trzecim
laureatem tej nagrody.

W modelu rynku finansowego ceny akcji sa opisane
przez procesy stochastyczne, a celem modelowania

jest znalezienie cen opcji na akcje. W podejsciu

Blacka i Scholesa kluczowe okazaly sie dwa zalozenia.
Po pierwsze, ze na rynku finansowym znajdujacym sie
w stanie rownowagi nie istnieje mozliwos¢ generowania
pewnego zysku z zerowego kapitatu, czyli jesli istnieje
strategia inwestycyjna, ktéra moze przynie$¢ zysk,
nawet gdy zaczynamy inwestycje bez zadnych srodkdw,
to strategia taka musi by¢ obarczona ryzykiem
poniesienia strat.

Drugim kluczowym zalozeniem modelu Blacka—Scholesa
jest wybor klasy proceséw stochastycznych, ktore
opisuja ceny akcji. Od dawna znany byl chaotyczny
charakter cen instrumentow gieldowych. Jednak dopiero
w latach szesédziesiatych XX w. znaleziono wlasciwe
matematyczne sformutowanie tego zjawiska: wzgledne
zmiany cen sa opisywane procesem Wienera z dryfem
(czesto w literaturze méwi sie, ze ceny podlegaja
geometrycznemu procesowi Wienera).

Potaczenie powyzszych dwbdch elementéw umozliwito
Blackowi i Scholesowi napisanie réwnania
rézniczkowego, ktore spelnia cena opcji europejskiej
(réwnanie Blacka—Scholesa).

Réwnanie Blacka-Scholesa na cene F'(t, s) opcji:
2

aa_f(t’ x) + rxg—i(t, x) + %UQxQZTZ(t, x) —rF(t,z) =0
z warunkiem koncowym F(T,z) = H(z). W réwnaniu tym ¢
oznacza czas, a T jest czasem realizacji opcji (interesuje nas
znalezienie rozwiagzania tylko dla ¢ < 7). Zmienna x oznacza
cene akcji, a H(z) funkcje wyplaty z opcji w chwili T, stata o2
jest wariancja procesu opisujacego ceny akcji, a r stala stopa
procentowsq.

Dwie rzeczy sa niezwykle w tym réwnaniu. Po pierwsze,
nie wystepuje w nim wspotczynnik dryfu procesu
Wienera. Poniewaz wspoétczynnik ten opisuje
sredni zysk z akcji, oznacza to, ze dobra cene opcji
mozna wyznaczy¢ bez wiedzy o tym, czy akcje
przynosza zysk, czy strate. Po drugie, réwnanie
mozna rozwiaza¢ analitycznie (prowadzi to do wzoru
Blacka—Scholesa), co nie jest czestym zjawiskiem dla
rownan rézniczkowych czastkowych. Odegralo to
bardzo wazna role w rozwoju rynku instrumentéw
pochodnych w epoce przedkomputerowej (komputery
w tym czasie byly dostepne tylko dla duzych i bogatych
instytucji, a praca na nich wymagala specjalistycznych
umiejetnosci programistycznych).
Dla europejskiej opcji kupna akcji S za cene K w chwili T,
odpowiadajacej wyptlacie
H(S(T)) = max(S(T) — K,0),

zachodzi nastepujacy wzoér na cene opcji w chwili 0:

F(0,5(0)) = S(O)N(d1 (S(0), 7)) — Ke~"TIN(da(S(0), T),
gdzie N(z) jest dystrybuanta rozkladu normalnego, a

In(S/K) + (r + )T

d1(S,T) = e ,
M&ﬂ:mym;;—%n_

Andrzej PALCZEWSKI



Kosmiczny Teleskop Hubble’a

Pomyst zbudowania Wielkiego Teleskopu Kosmicznego
powstal pod koniec lat 60. ubiegltego wieku — a wigc
kiedy jeszcze nie bylo Delty. Po ponad 20 latach
pomyst doczekal si¢ realizacji, mianowicie 25 kwietnia
1990 roku teleskop zostal umieszczony na okoloziemskiej
orbicie jako Hubble Space Telescope — HST. Co prawda
wkrétce okazalo sie, ze gléwne lustro (o $rednicy 2,4 m)
jest wykonane wadliwie, ale po dodaniu optycznych
korektoréw osiagnal — jako pierwszy w historii wielki
teleskop — zdolno$¢ rozdzielcza okreslona tylko przez
falowa nature Swiatla: dla promieniowania widzialnego
i przy takiej $rednicy teleskopu wynosi ona 0705.

Skoro Neptun ma katowe rozmiary okoto 275, a Jowisz
maksymalnie 50", to widaé¢, ze HST umozliwia np.
$ledzenie zmian pokrywy chmur na wielkich planetach,
co z Ziemi jest wykluczone przez warstwe atmosfery.
W dodatku wszelkie obserwacje mozna swobodnie
prowadzi¢ réwniez w bliskiej podczerwieni i bliskim
nadfiolecie. Jeszcze jednym zyskiem z umieszczenia
teleskopu poza atmosfera jest to, ze dla niego tlo nieba
jest wlasciwie naprawde czarne, dzigki czemu kontrast
obrazu i zasieg teleskopu niezmiernie przewyzsza
mozliwosci teleskopow naziemnych.

HST pracuje juz ponad 10 lat i bedzie pracowaé
jeszcze co najmniej drugie tyle. Plon jego pracy juz jest
ogromny. Dzieki niemu mozna bylo na biezaco $ledzi¢

otoczenie supernowej SN 1987A ze szczegbdltami
o rozmiarach ponizej 1/10 roku $wietlnego. W licznych
mgtawicach zostata poznana struktura kondensujacych
sie oblokéw protogwiazdowych, przy czym okazalto

sie, ze dyski protoplanetarne sa nadspodziewanie
powszechne. Dzigki HST wiemy teraz, ze powszechne
sa tez zwarte obiekty zajmujace centralne miejsce

w galaktykach — chyba nikt juz nie watpi, ze sa to
supermasywne czarne dziury. Stwierdzono, ze kwazary
to tez galaktyki, tylko ze ich struktura jest praktycznie
niewidoczna w oslepiajacym blasku bijacym z centrum.
To tam czarna dziura pochlania materie wlasnej
galaktyki, czesto znieksztatconej w wyniku zderzenia

z inna. Obrazy, takie jak tzw. Glebokie Pole Hubble’a,
siegnely do epoki, gdy Wszechéwiat byl znacznie
mlodszy, a éwezesne galaktyki znacznie mniejsze

od ,wspdlczesnych”, w rodzaju naszej. HST odkryt
wiele przypadkéw soczewkowania grawitacyjnego

i doprowadzil do uscidlenia wartosci statej Hubble’a,

a przez to wieku Wszech$wiata na 12—-14 mld lat.

Te wyliczanki to oczywiscie tylko czeé¢ wkladu, jaki
HST wniést w powigkszenie wiedzy o Wszech$wiecie.
Wprawdzie nie odkryt niczego, co wywracaloby wiedze
dotychczasowa i czesto tylko potwierdzal wezedniejsze
hipotezy, to jednak wydane nan 2 mld dolaréw nie
poszly na marne.

T. K.

Neutrina

Czastki, ktére przyniosty najwiecej niespodzianek

w ciagu ostatnich 30 lat, to neutrina. Przez diugi
czas fascynowala fizykow zagadka niedoboru neutrin
docierajacych do nas ze Stonca. Obserwowano ich
znacznie mniej, niz przewidywal to coraz bardziej
precyzyjny model naszej gwiazdy. Bilansu docierajacych
do nas neutrin prébowano dokonaé najpierw

w eksperymentach radiochemicznych, a nastepnie
zliczajac je w wielkich podziemnych detektorach
czerenkowskich. Wreszcie, w 2001 roku, eksperyment
SNO ostatecznie rozwiazal zagadke, wykazujac, ze
calkowita liczba wszystkich rodzajow docierajacych
do nas neutrin zgadza si¢ z oczekiwaniami, ale jesli
wykrywamy tylko neutrina elektronowe, czyli te,
ktore sa produkowane wewnatrz Stonca, to jest ich za
malo. Oznacza to, ze wysylane przez Slofice neutrina
podlegaja przemianom i tylko cze$¢ dochodzi do Ziemi
jako elektronowe, a reszta jako mionowe lub taonowe.
Badania neutrin docierajacych do nas z kosmosu
zostaly w zeszlym roku uwienczone Nagroda Nobla
dla R. Davisa (pionierskie badania radiochemiczne)

i M. Koshiby (Super-Kamiokande).

Drugiej zagadki dostarczyly neutrina atmosferyczne,
traktowane poczatkowo jako uciagzliwe tto

w poszukiwaniach rozpadéw protonéw. Okazalo sie,
ze przy przejsciu przez Ziemie gubia sie po drodze
neutrina mionowe, natomiast elektronowe docieraja
bez przeszkod. Po ponad 10 latach uzyskiwania
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niejednoznacznych wynikéw udato sie rozwiazac te
zagadke. W 1998 roku, w detektorze Super-Kamiokande,
zawierajacym 50 kiloton bardzo czystej wody,
precyzyjnie zmierzono rozktady katowe, ktére mozna
wyjasni¢ jedynie poprzez przemiane neutrin mionowych
w taonowe na ich drodze przez Ziemie.

Wystepowanie oscylacji (przemian jednego rodzaju
neutrin w inne) oznacza, ze neutrina maja niezerowe
masy, whrew temu, co zakladano w modelu
standardowym oddziatywan czastek elementarnych.
Pomiary oscylacji neutrin stonecznych i atmosferycznych
umozliwiaja wyznaczenie réznic mas miedzy trzema
rodzajami neutrin. Informacje te sa istotne dla
zrozumienia tak zasadniczych problemoéw, jak
mechanizm, dzieki ktéremu czastki elementarne
uzyskuja masy oraz mechanizm odpowiedzialny

za istnienie nadmiaru materii nad antymateria

we Wszechswiecie. Jesli doda¢ do tego, ze w 1987 roku
zaobserwowano neutrina z Supernowej 1987A | dzieki
czemu moglismy ,zajrze¢” w samo jadro zapadajacej
sie grawitacyjnie gwiazdy, to mozna bez przesady
stwierdzi¢, ze w ostatnich latach z badan neutrin, jak
z rogu obfitoéci, wysypywaly sie zarowno zagadki,

jak i ich frapujace rozwigzania.

W tej dziedzinie bardzo wiele si¢ dzieje i planowane sa
liczne nowe eksperymenty.

Danuta KIELCZEWSKA, Ewa RONDIO



Mikrofalowe promieniowanie

Mikrofalowe promieniowanie tta zostato wykryte
przypadkiem (choé¢ odkrycie to bylo oczekiwane)

w roku 1965 przez Arno Penziasa i Roberta Wilsona
(Nagroda Nobla 1978) z Bell Labs jako niemozliwy

do usuniecia szum ograniczajacy mozliwosci obserwacji
radioastronomicznych. Szybko wykryto, iz natezenie
mikrofal niezwykle stabo zalezy od kierunku i wykazuje
jedynie mate maksimum w kierunku potudniowej czesci
gwiazdozbioru Lwa i minimum w kierunku wschodniej
czesci Ryb. Odpowiada za to ruch obserwatora

w przestrzeni i efekt Dopplera: Uklad Stoneczny
zmierza wladnie w kierunku Lwa z predkoscia 370 kmn/s.
Mozliwe jest okreslenie ukladu odniesienia, w ktérym
promieniowanie tta byloby izotropowe z dokladnoscig
do 107°, a takiej izotropii nie spotyka sie w rozkladzie
zadnych znanych obiektéw astronomicznych.

Widmo mikrofalowego promieniowania tla okazato
sie widmem ciala doskonale czarnego o temperaturze
2,7 K. Potwierdzilo to przewidywania, ze jest ono
pozostalodcia (reliktem) po poczatkowych fazach
ewolucji Wszech$wiata, gdy wypelniala go bardzo
gesta i goraca materia oraz bedace z nig w rownowadze
promieniowanie o widmie Plancka. W przyblizeniu
300 000 lat po Wielkim Wybuchu promieniowanie
przestato oddzialywaé z materia, a do dzis wskutek
nieustannej ekspansji Wszechswiata temperatura
promieniowania spadla do poziomu 2,7 K.

tla

Obiekty astronomiczne powstaly w poczatkowo
jednorodnym Wszechswiecie, jeszcze w epoce, gdy
materia i promieniowanie wzajemnie oddziatlywatly,
jako efekt niestabilnosci grawitacyjnej. Zgeszczenia
i rozrzedzenia materii, jako miejsca goretsze

i chtodniejsze, powinny zostawi¢ swoje slady

w rozkladzie promieniowania reliktowego. I rzeczywiscie,
drobne fluktuacje jego rozkladu na niebie wykryt
satelita COBE (Cosmic Background Explorer),
wystrzelony w 1989 r. Satelita ten wykazal tez,

ze widmo promieniowania odpowiada z wysoka
doktadnoscia funkcji Plancka.

Rozwdj technik obserwacyjnych (zwlaszcza wystrzelenie
nowych wyspecjalizowanych sztucznych satelitéw)
pozwolil uczyni¢ obserwacje promieniowania
mikrofalowego podstawowym narzedziem weryfikacji
modeli kosmologicznych. Mianowicie podstawowe
wlasciwoéci modelu, takie jak sklad materii, natura
ciemnej materii, mechanizm powstania pierwotnych
zaburzen gestosci itd., maja wplyw na przebieg
formowania si¢ obiektéw, a co za tym idzie — na rozktad
fluktuacji promieniowania na niebie. Dzigki temu
wkroczyliSmy w epoke ,,precyzyjnej kosmologii”.

Michal JAROSZYNSKI

Okres trzy wywoluje chaos

W 1975 roku Tien-Yien Li oraz James Yorke
opublikowali prace o wdziecznym tytule ,,Okres

trzy wywoluje chaos”. Zawarty w niej wynik byt
czesSciowo tatwym wnioskiem z ogdlniejszego (choé
wtedy malo znanego) twierdzenia Szarkowskiego

z 1962 roku, ale w swej istocie dotyczyl zjawiska
chaosu i wlasnie na fali zainteresowania chaosem
deterministycznym wyplynal na szersze wody, stajac
sie — obok atraktora Lorenza, statej Feigenbauma

i fraktali — ulubiong maskotka popularyzatoréw ,nowej
matematyki”. Sens twierdzenia Li—Yorke’a mozna
wyrazi¢ nastepujaco. Stworzmy ciag iteracji pewnej
ciagltej funkcji f : [a,b] — [a,b] tzn. ciag a1, as = f(a1),
az = f(az2),.... Jesli mozna tak dobraé ay, ze ciag
sklada sie z powtarzajacych sie okresowo trzech réznych
liczb, to istnieje bardzo duzy zbiér punktéw

Rys. 1 Rys. 2
f0)=13, f(3)=1, f(1)=0. (=% =3
1
1
1
1
|
1 |
2 |
1
1
1
|
0 1/2 1
A B C

startowych aq, ktérych kolejne iteracje (tj. as,as,...)
chaotycznie biegaja po odcinku (w szczegdlnosci

jest olbrzymia liczba par punktéw a; oraz af, ktére
poczatkowo sa blisko siebie, a potem rozjezdzaja sie

na duze odlegloéci tak, ze ich dalsze ewolucje nie

maja ze soba nic wspdlnego). Dlaczego tak jest? Ot6z
liczby tworzace okres trzy to niejako karuzela, na jaka
wskakuja kolejne liczby. Zabawa ta z kolei nieuchronnie
prowadzi do chaosu. Spdjrzmy bowiem na rysunek 1.
Funkcja f dziala nastepujaco: odcinek AB przesuwa
na miejsce BC, za$ BC rozciaga dwukrotnie i odwraca.
Punkty A, B i C to karuzela:

A—-B—-C—A —....
Kolejne obrazki przedstawiaja punkty wskakujace
w kolejnych etapach na trzy siedzenia karuzeli.

Czytelnik zechce sobie wyobrazié, dlaczego prowadzi to
do chaosu.

Rys. 4




Czterowymiarowa hipoteza Poincarégo

czyli wyniki Freedmana

Waznym problemem w matematyce jest klasyfikacja
badanych obiektow. Rozmaitosci bedace przestrzeniami
o specyficznych wlasnosciach réwniez zostaly
poddane klasyfikacji. Najprostsza jest klasyfikacja
rozmaitosci jednowymiarowych. Mamy dokladnie dwa
przypadki: okrag i prosta. W przypadku rozmaitosci
dwuwymiarowych, czyli powierzchni — tu i w dalszym
ciagu ograniczymy si¢ do rozmaitosci zwartych —
klasyfikacja rowniez si¢ powiodla; wszystkie mozna
uzyskaé ze sfery poprzez odpowiednie doklejanie
raczek i zaklejanie wycietych kolowych otwordw.
Rozmaitosci tréjwymiarowych do dzi$ nie udato sie
jeszcze sklasyfikowac i nie wiadomo, czy uda sie

to zrobié¢. Rozmaitosci cztero- i wyzejwymiarowe

nie maja klasyfikacji. Dokladniej, udowodniono, ze
nie istnieje algorytm pozwalajacy sklasyfikowac te
obiekty. Mozna jednak prébowaé klasyfikowaé bardziej
specjalne rodziny rozmaitosci. Jedna z najprostszych
takich klas jest rodzina rozmaitosci jednospéjnych.
Jednospdjnos¢ przestrzeni oznacza, ze kazda petla
zawarta w tej przestrzeni moze by¢ w niej $ciagnieta
do punktu. Jednospdjna jest prosta i kolo; nie spelnia
tego warunku okrag oraz koto bez $rodka. Wydaje
sie, ze rozmaitosci jednospdjnych nie ma zbyt wiele.
Dla wymiaru jeden mamy tylko niezwarta prosta,
dwuwymiarowa, zwarta i jednospdjna jest tylko

sfera. Przypuszcza sig, ze podobnie jest w przypadku
rozmaitosci tréjwymiarowych — tylko sfera. Jest to

jednak klasyczna hipoteza Poincarégo, problem
do dzis$ nierozstrzygniety mimo ogromnych wysitkéw.
Sytuacja gwaltownie sie zmienia w czterech wymiarach
— istnieje cate mnéstwo jednospdjnych rozmaitosci
czterowymiarowych (i, pamietajmy, zwartych) na
czele ze sferg czterowymiarowa. Innym przyktadem
jest S2 x S2. Wlaénie Michael H. Freedman dokonat
ich klasyfikacji w 1982 roku. Zauwazyl on, ze kazdej
jednospdjnej czterowymiarowej rozmaitoséci odpowiada
tzw. ,forma przeciecia” — co$§ w rodzaju iloczynu
skalarnego. Wigcej, pokazal wzajemnie jednoznaczna,
odpowiednio$é (z dokladnoscia do pewnych szczegdtéw)
miedzy takimi formami i jednospdjnymi rozmaitosciami
czterowymiarowymi. ,Iloczyny skalarne” i zwiazane
z nimi macierze klasyfikuje sie duzo tatwiej. Wynik
ten byl wielkim sukcesem w topologii rozmaito$ci,
a jego konsekwencje okazaly sie sensacyjne. Najpierw
z tej klasyfikacji Freedman wyprowadzil dowod
czterowymiarowego odpowiednika hipotezy Poincarégo,
ostatniego obok tréjwymiarowego nierozstrzygnietego
przypadku hipotezy. Dalej okazalo sig, ze istnieje
obszerna rodzina czterowymiarowych rozmaitosci
jednospdjnych, ktére nie dopuszczaja gtadkiej struktury.
,Niewygladzalne” rozmaitoéci znane juz byly wczesniej,
ale byly to skomplikowane wysokowymiarowe przyktady,
a tu okazalo sig, ze niemal w zasiegu reki sa takie
dziwaczne obiekty. I wreszcie, pewne szczegoly
dowoddéw podsunely Donaldsonowi sugestie istnienia
egzotycznego R*.

Zdzistaw POGODA

Egzotyczne R', czyli wyniki

Czy sktadajac w jedna calo$¢ mapy powierzchni

Ziemi mozemy otrzymacé obraz przedstawiajacy co$
zupelnie innego, niz oczekujemy, np. powierzchnie
jakiej$ abstrakcyjnej planety? Wydaje sie, ze to zupelnie
absurdalne. A jednak co$ podobnego zdarzyto sie

w matematyce.

Rozmaitosé jest to przestrzen (topologiczna) lokalnie
przypominajaca odpowiednia przestrzen euklidesowa.
Czyli obiekt jest rozmaito$cia np. czterowymiarowa,
gdy kazdy jego punkt ma otoczenia homeomorficzne
z przestrzenig R*. Kazde takie otoczenie, wraz

z odpowiednim homeomorfizmem, nazywamy mapa
— podobnie jak w geografii. I dalej konsekwentnie
zbiér map nazywamy atlasem. Kazdy atlas wyznacza
na rozmaitosci strukture tejze.

Jedli teraz zazadamy, zeby przejscie od jednej

mapy do drugiej odbywalo si¢ w sposoéb gtadki,

to mowimy, ze na rozmaitosci zadana jest struktura
rézniczkowa, a rozmaito$¢ nazywamy rézniczkowa
(lub rézniczkowalna) albo gladka. Jesli natomiast
pozostaniemy przy poprzednich zalozeniach, to mamy
do czynienia z rozmaitoscia topologiczna. Na kazdej
rozmaitosci topologicznej wymiaru jeden, dwa i trzy
zawsze mozna wprowadzi¢ strukture rézniczkowa.

W wyzszych wymiarach zaczynaja sie¢ ktopoty,

ale uwazano, ze jesli struktura rézniczkowa istnieje,
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Donaldsona

to jest juz wyznaczona jednoznacznie, co najwyzej

z dokladnoscig do pewnej rownowaznosci. Sensacje
wywotlal rezultat J. Milnora z 1957 roku, ze na sferach
poczawszy od siedmiowymiarowej istnieja struktury
rézniczkowe catkowicie nierownowazne. A jak jest

w przypadku najprostszych rozmaitoéci — przestrzeni
euklidesowych R™? Tu nie bylo sensacji, cho¢ dowod
okazal sie zadziwiajaco trudny. Dokonali tego

w 1977 roku R. Kirby i L. Siebenmann z jednym
drobnym wyjatkiem n = 4. W 1983 roku okazalo sie,
ze ten wyjatek jest szczegdlnie wyjatkowy. Simon
Donaldson, formutujac kryteria istnienia struktur
rozniczkowych na rozmaitosciach czterowymiarowych,
pokazal, ze na R?*, oprécz standardowej, istnieje jeszcze
inna struktura, nazwana egzotyczna. Mowiac bardzo
niescisle, mozna dobra¢ taki uklad map, ze po ich
zlozeniu powstanie co$, co topologicznie jest R*, ale
rézniczkowo zachowuje sie zupelnie inaczej. Wiecej,
cztery lata p6zniej pokazano (C.H. Taubes), ze takich
nieréwnowaznych struktur na R?* jest nieprzeliczalnie
wiele. Donaldson uzyskat swoje rezultaty, wykorzystujac
metody geometrii rézniczkowej i algebraicznej,

teorii réwnan rozniczkowych i. .. fizyki teoretycznej,

a doktadniej teorii pdl Yanga—Millsa. Istotny wplyw
na jego prace mialy niemniej sensacyjne wyniki

Michaela H. F .
ichaela reedmana Zdzistaw POGODA



Wtlasny (podlaczony) komputer

Historycy spieraja sie kiedy pojawilo sie tytutowe
urzadzenie. Niektorzy twierdza, ze byl nim nawet
Simon, ktérego plany opublikowal Edmund Berkeley
w latach 1950/1951. Wigkszos$¢ jednak zgodnie
przyznaje, ze rewolucja dokonata sie dzieki modelowi
Apple 11 wprowadzonemu przez Stevena Wozniaka

w kwietniu 1977 roku. Twoérca popularnego jabluszka
byl (i jest) hackerem, w pierwotnym znaczeniu tego
terminu, czyli czltowiekiem, ktérego modus vivends jest
poznawanie i udostepnianie wszelkiej informatycznej
wiedzy praktyczne;j.

Nastepny punkt przelomowy nastapit rowniez

w kwietniu, ale 1993 roku. Bylo nim powszechne
udostepnienie przez CERN protokotéw WWW
stworzonych przez Tima Bernersa-Lee. To, co laczy te
dwa wydarzenia (oprécz niewatpliwych konsekwencji
dla miliardéw ludzi), to przeswiadczenie ich twércow
o potrzebie otwartosci systeméw informatycznych.

Obecnie rewolucje mamy juz w pelni za soba. Jej
produktem jest wlasny, podlaczony do Internetu
komputer. Sytuacja przecietnego uzytkownika
komputera w ciagu ostatnich 30 lat zmienila sie

z pozycji tkwiacego w kolejce do markietanki zotdaka
(kto jeszcze pamieta oczekujace na wezytanie pliki kart
fortranowskich?) na otoczonego hurysami mieszkanca
raju (oczywiscie w poréwnaniu tym chodzi wylacznie
o liczbe 1 mozliwosci przypadajacych na jednego
uzytkownika procesoréw).

Jezeli jednak jest tak dobrze, to dlaczego jest tak zle?
Moze dlatego, ze hurysy sa dziewicami? Zoldak moégl
przez chwile czué sie¢ wybrancem bogoéw, a reszte czasu
spedzi¢ na mysleniu, co zrobi nastepnym razem. W raju
z hurysami jest natomiast piekielnie nudno. Przecietny
jego mieszkaniec nie ma pojecia, co robi¢ ze swoim
szczedciem, a juz o tym, zeby pomyslec, raczej nie
pomysli.

Tak jednak jest zawsze, gdy waskie grono uczniéw
przeradza sie w rzesze ,wiernych”.

Co nas w tym raju czeka w niedalekiej przysztosci?

Ci nieliczni, ktérzy komputerow uzywaja zgodnie z ich
pierwotnym przeznaczeniem, otrzymaja do dyspozycji
wirtualne maszyny, ktére oparte beda na doskonale
usieciowionych farmach procesoréw i zasobéw pamieci.
Wszyscy dostana mozliwo$¢ wymiany standardowego,
wyjacego pudla komputera na mate, bezszmerowe
pudeteczko, lub wrecz jego brak. Przecietny komputer
stanie sie praktycznie tozsamy z ptaskim ekranem

o duzej rozdzielczosci, nie zawsze zaopatrzonym

w klawiature (sterowanie dotykowe i sterowanie
glosem), ale zawsze wyposazonym w (najczesciej
bezprzewodowa) tacznos¢ ze $wiatem. Moim zdaniem
nastapi ponowne rozejscie si¢ komputeréw na coraz
bardziej zaawansowane, ale wyciszone koncowki

oraz modularne zestawy przeznaczone do obliczen.

W ten sposdb PeCetowa rewolucja zakonczytaby sie

zniknieciem PeCeta. P. Z

Nano

Przedrostek ten, oznaczajacy jedna miliardowa, zrobit
w ostatnich latach btyskotliwa kariere. Najczesciej
wystepuje w stowie nanotechnologia, ktére zostalo
zaproponowane w 1974 roku przez Norio Taniguchiego
jako okreélenie mechaniki precyzyjniejszej niz
mikrometr. Co to stowo obecnie oznacza, niewiele
wiadomo. Chyba tylko tyle, ze chodzi o co$ matego

o rozmiarach rzedu co najwyzej dziesiatek (setek)
nanometrow, czyli niewiele przekraczajacych rozmiary
atomoéw (ktore sa rzedu 0,1 nm). To niedoprecyzowanie
powoduje, ze pod sztandar nanotechnologii wciagane sa
bardzo rézne rzeczy. A chodzi oczywiscie o pieniadze.
Nanotechnologia jest dziedzina notujaca niespotykana
dynamike wzrostu funduszy na nig przeznaczanych.

Od kilku lat wzrost ten w krajach wysokorozwinietych
wynosi do kilkudziesieciu procent rocznie.

Czym ten boom jest spowodowany? To, ze predzej

czy pézniej opanujemy manipulowanie pojedynczymi
atomami pierwszy publicznie zapowiedzial Richard
Feynman w 1959 roku. Na potwierdzenie tej mozliwosci
trzeba bylo poczeka¢ az do roku 1981, w ktérym
wynaleziono tunelowy mikroskop skaningowy, ktérego
modyfikacja — mikroskop sit atomowych (dzialajacy

po prostu na zasadzie fonografu) rzeczywiscie pozwala
na przesuwanie pojedynczych atoméw. W miedzyczasie
odkryto nowe alotropowe odmiany wegla o rozmiarach
nanometrowych i niezwyklych wlasnosciach, czyli
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fulereny i nanorurki. Natomiast badajac nanoskopijne
obwody stwierdzono kwantyzacje przewodnosci
elektrycznej i cieplnej oraz np. skonstruowano
jednoelektronowy tranzystor.

Czy osiagniecia te sugeruja, ze jesteSmy na drodze

do zbudowania samopowielajacych si¢ nanoskopowych
urzadzen, ktére nastepnie beda mogly by¢ uzyte do. ..
rozwigzania wszelkich probleméw technologicznych,

czy medycznych? Taka wizje roztaczaja niektorzy
futurolodzy. Jezeli mielibySmy na mysli jakas drastyczna
miniaturyzacje urzadzen makroskopowych, to odpowiedz
brzmi — nie. Nie pozwalaja na to ograniczenia
energetyczne, efekty powierzchniowe (nanostruktury
maja bardzo duzy stosunek powierzchni do objetosci)

i kwantowe. Jeszcze dlugo nanotechnologia bedzie
bardziej fascynujaca dziedzing badan podstawowych

niz uzyteczna technologia. Nie oznacza to, ze nie

beda pojawialy sie praktyczne, czesto zaskakujace
zastosowania, jak np. wykorzystanie kropek kwantowych
w postaci nanokrysztalow jako uniwersalnych
znacznikow zastepujacych znaczniki fluorescencyjne

w medycynie (ich kolor zalezy po prostu od rozmiaru).

Czy zatem $wiat samopowielajacych sie robotéw
(nanobotéw) jest nie do pomyslenia? Wprost przeciwnie.
Takich nanobotéw jest pelno w kazdej zywej komorce.
Marzenia futurologéw sa po prostu réwnoznaczne

z checia stworzenia sztucznego zycia.

P. Z



Zagadnienie czterech barw

Francis Guthrie, student z Londynu, wyrazit w 1852 r.
przypuszczenie, ze panstwa na dowolnej mapie —
zarOwno na plaszczyznie, jak i na globusie — mozna za
pomoca czterech barw pokolorowaé tak, zeby kazde
dwa panstwa, majace wspolny odcinek granicy, mialy
r6zne kolory. (Przyklad Luksemburga, Belgii, Francji

i Niemiec pokazuje, ze czworki nie mozna zmniejszy¢. )
Do konica XIX w. problem stal sie bardzo znany,

m.in. za sprawa pomystowych, lecz btednych prob
rozwiazania.

Aby uniknaé subtelnoéci zwiazanych z definiowaniem
panstw, granic itp., problem formuluje sie réwnowaznie
w jezyku teorii graféw. Graf, na nasze potrzeby, to
skoneczona liczba kropek (wierzcholkéw) potaczonych
kreskami (krawedziami). Graf planarny to graf
narysowany na plaszczyznie w taki sposéb, ze

zadne dwie krawedzie sie nie przecinaja. Graf jest
czterokolorowalny, jesli jego wierzcholtki mozna
pomalowaé czterema kolorami w taki sposob, by kazda
krawedz miala konce réznych kolorow.

Zagadnienie czterech barw to pytanie: Czy kazdy graf
planarny jest czterokolorowalny?

Twierdzacej odpowiedzi udzielili w 1976 roku K. Appel
i W. Haken. Ich dowdéd liczyl ponad 130 stron druku

i 400 stron mikrofilméw z tysiacami rysunkéw;

co wiecej, liczne fakty zostaly sprawdzone za pomoca
wieluset godzin pracy komputera. W latach 90. XX w.
N. Robertson, P. Seymour, D. Sanders i R. Thomas
rozpoczeli wszechstronne niezalezne sprawdzanie
dowodu Appela i Hakena — i zniecheceni ogromem

niezbednego wysitku programistycznego postanowili, ze
sprébuja podaé inny, wlasny dowod. Zamiar sie powiddl;
nowy dowdd, opublikowany w 1997 r., ma 40 stron
elementarnego tekstu; nadal wprawdzie dowody dwoch
lematéw wymagaja uzycia komputera, jest ono jednak
znacznie skromniejsze niz w pracy Appela i Hakena

(i dostarcza szybszego algorytmu kolorowania graféw).

(a) Graf planarny (fragment
mapy Europy; kropki oznaczaja
panstwa, kreski zas — wspdlne
granice).

(b) Graf niesplaszczalny
(nie mozna go narysowaé tak,
zeby byl planarny).

Dowdd Robertsona, Seymoura, Sandersa i Thomasa
zostal niezaleznie sprawdzony (lacznie z napisaniem
od nowa programéw niezbednych w jego komputerowe;j
czedel). Klasycznego dowodu weiaz jednak nie znamy.
Wiecej na podobne tematy w Deltach: 5/1977, 5/1997, 4/1999,

na stronie www.math.gatech.edu/ thomas/FC/fourcolor.html oraz

w ksiazce R. Wilsona Four colors suffice. How the map problem was
solved (wyd. Princeton University Press, 2002).

Pawel STRZELECKI

Falki

Gdy dana jest funkcja f(z) (dla ustalenia uwagi
bedziemy przyjmowacé, ze wszystkie funkcje okreslone
sa na calej prostej rzeczywistej), to czesto chcieliby$my
ja przedstawié¢ jako sume

[ = Z%Fk,
e

gdzie aj, to pewne wspoélczynniki liczbowe, a Fj to
ustalona rodzina ,prostych” funkcji. Chcemy przy tym
(ze wzgledéw praktycznych), aby juz skonczona suma
dobrze przyblizata nasza funkcje f.

W praktycznych zastosowaniach f moze by¢ wykresem
EKG lub drgan sejsmicznych, zapisem dzwieku itp.
Jedli f jest funkcja dwu zmiennych, to moze ona
reprezentowac obraz.

Powstaje kilka istotnych probleméw, np.
1) Jak obliczy¢ wspolezynniki ay?

2) Jak znalezé skonczong sume, ktéra dobrze
przybliza f7

3) I co to znaczy: dobrze przybliza?
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Oczywidcie, rozwiagzania powyzszych problemow zaleza
od wybranej rodziny funkcji Fy.

W zasadzie odpowiedZ na pytanie 1 znana jest
od co najmniej 200 lat: uktad Fj, powinien by¢
ortonormalny, co znaczy, ze

/Fk(:n)Fl(x)d:E

rowna sie 0, gdy k #[, 1 1, gdy k = [ — to pozwala juz
obliczy¢ ay (aby bylo f =", arF}, potrzeba jeszcze, by
uktad spelnial pewien warunek, zwany zupelnoscia, ale
to mozna zapewnic).

Otoz falki sa to pewne specjalne funkcje, ktére tatwo
generuja takie uklady ortonormalne, ze mozna poradzié
sobie z problemami 2) i 3).

Funkcje ® nazywamy falkq, jesli uktad funkcji ®; .,
okreslony jako

D (x) = 2772020z — k),

gdzie j i k przebiegajg wszystkie liczby calkowite, jest
uktadem ortonormalnym i zupelnym.



Pierwsza falke zbudowal prawie sto lat temu wegierski
matematyk A. Haar. Oto ona

1 dla 0<x<1/2
-1 dla 1/2< 2 <1
0 w pozostalych przypadkach.

h(z) =

7, definicji natychmiast wynika, ze funkcja h; . jest
zerem poza odcinkiem [277k, 277 (k + 1)], wobec tego
wspolczynnik a; j zalezy tylko od wartosci, jakie
funkcja f przyjmuje na tym odcinku. Oczywiscie funkcje
a;1hjk, jak i ich skoficzone sumy, sa nieciggle.

Nastepne falki skonstruowal w 1981 roku szwedzki
matematyk Jan-Olov Stromberg. Jego falki byly juz
ciagte, a nawet miaty kilka pochodnych. Gdzies okoto
1986 roku matematyk francuski, Yves Meyer,

skonstruowal nastepne falki i stworzyl ogélna teorie.
Najczesciej nie istnieje zwarta formula definiujaca
falke, natomiast czesto istnieja efektywne rekurencyjne
algorytmy pozwalajace obliczaé¢ zaréwno falke, jak

i wspotezynniki a; k.

Co do problemu 3), to praktyczna regula jest, ze dla
dobrej falki skonczone sumy szeregu Y, a;rhjx(x)
przyblizaja funkcje f dla wszystkich sposobéw
obliczania odleglo$ci miedzy funkcjami. Na pytanie 2)
bardzo czesto dobra jest odpowiedZ najprostsza:

do sumy wybierz sktadniki, w ktérych wspétezynniki
sa najwieksze.

Przemystaw WOJTASZCZYK

Stata kosmologiczna

Zaraz po sformulowaniu ogélnej teorii wzglednosci

w 1916 roku Albert Einstein postanowit zastosowaé ja
do opisu najwiekszego istniejacego uktadu fizycznego —
calego Wszech$wiata. W 1916 roku astronomowie nie
wiedzieli jeszcze o tym, ze istnieja inne galaktykii caly
Wszechswiat utozsamiali z Droga Mleczna — ogromnym
dyskopodobnym skupiskiem gwiazd, ktére powoli kraza
woké! jej centrum. Astronomowie nie byli tez pewni, czy
gwiazdy wypelniaja cala przestrzen, czy tez sa skupione
w obszarze Drogi Mlecznej, a poza nia istnieje tylko
pusta przestrzen. W obu jednak przypadkach uwazano,
ze rozklad gwiazd jest stacjonarny, a przestrzen jest
statyczna. Einstein szybko przekonal sie, ze rownania
ogolnej teorii wzglednosci nie moga opisaé takiego
statycznego wszech$wiata. Zawierzajac astronomicznej
wizji Wszechéwiata Einstein zmodyfikowal swoje
réwnania dodajac do nich dodatkowy czlon — stala
kosmologiczna, ktory opisywal statg site rownowazaca
site grawitacyjnego przyciagania miedzy gwiazdami.
Zakltadajac, ze Wszechswiat jest statyczny i ma stala
dodatnia krzywizne, a wiec ma skonczona objetosé,
Einstein wyprowadzil zaleznos¢ miedzy promieniem
krzywizny a Srednia gestodcia materii we Wszechswiecie
oraz wyznaczyl wartos¢ stalej kosmologicznej. Einstein
byt bardzo dumny ze swojego modelu Wszechswiata.
W 1917 roku pisal do M. Grossmanna: jestem w stanie
wewnetrznej euforii. Okazalo sie, ze moja ogdlna

teoria wzglednosci jest kluczem do zrozumienia calego
Wszechswiata. Gdy tylko astronomowie zmierzq Sredniq
gestosé Wszechswiata, bede mogl im powiedzieé, jaki
jest on duzy. Euforia Einsteina nie trwala zbyt dlugo.
W 1923 roku Edwin Hubble odkryt, ze tak zwane
mglawice spiralne, uwazane za Swiecace obtoki gazu,

sa ogromnymi skupiskami gwiazd — galaktykami —
potozonymi daleko poza granicami Drogi Mlecznej.
Szeéé lat pdzniej Hubble wykazal, ze galaktyki oddalaja
sie od nas z predkoscia proporcjonalna do ich odlegtosci.
Statyczny model Wszechéwiata legl w gruzach, a wraz
z nim koncepcja stalej kosmologicznej. Wiele lat
pézniej Einstein przyznal, ze wprowadzenie stalej
kosmologicznej bylto najwigksza pomytka w jego zyciu.
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Cho¢ statyczny model Wszechswiata odszed?t

w zapomnienie, nie zapomniano o statej kosmologiczne;j.
Oto w telegraficznym skrocie dalsze jej losy.

O statej kosmologicznej przypomniano sobie przy
pierwszych probach kwantowania pola grawitacyjnego.
W kwantowej teorii pola stan prézni nie musi

i wrecz nie moze mieé energii doktadnie réwnej zero.
W mechanice kwantowej i klasycznej nie stanowi to
problemu, gdyz istotne sg jedynie réznice energii.

W ogdlnej teorii wzglednosci natomiast kazda postac
energii zakrzywia przestrzen. Energie prozni kojarzono
ze stata kosmologiczna gtéwnie z powodu podobnych
praw transformacyjnych. Proste oszacowania pokazuja
jednak, ze gestos¢ energii prézni o ponad sto rzedéw
wielkosSci przewyzsza kosmologicznie akceptowalne
ograniczenia na wartos¢ stalej kosmologicznej. Do tej
pory nie znaleziono zadowalajacego rozwiazania tego
problemu.

Mniej wiecej dziesie¢ lat temu do pomiaru tempa
rozszerzania sie Wszechswiata astronomowie
zaczeli wykorzystywaé supernowe typu Ia (sa to
wybuchajace biate karly w ukladach podwdjnych, ktére
powiekszyty swoja mase kosztem masy towarzysza
ponad dopuszczalna granice). Z obserwacji dalekich
supernowych wynika, ze obecnie Wszechs§wiat rozszerza
sie coraz szybciej zamiast coraz wolniej, tak jak
powinien, gdyby zawieral jedynie zwykla materie.
Ten niespodziewany wynik obserwacyjny mozna
wyjasni¢ zakladajac, ze obecnie gestosé energii-materii
we Wszechswiecie jest zdominowana przez ,ciemna
energie” lub stata kosmologiczna. Ten bardzo wazny
wynik zostal ostatnio potwierdzony przez satelite
WMAP, ktéry mierzy anizotropie temperatury
promieniowania reliktowego. Okazalo sie, ze obecnie
Wszech$wiat sklada sie w 73% z ciemnej energii,
w 23% 7z ciemnej egzotycznej materii, natomiast
zwykla materia stanowi zaledwie 4% S$redniej gestosci
materii (energii). Wyjasnienie natury ciemnej
energii (stalej kosmologicznej) i ciemnej materii jest
wielkim wyzwaniem dla kosmologii i fizyki czastek
elementarnych.

Marek DEMIANSKT



Stala Feigenbauma

Zjawisko chaosu deterministycznego nie byloby zapewne tak intensywnie badane

Rozwigzanie zadania F 609.
Oznaczmy przez a kat nachylenia nici

w ostatnich latach, gdyby nie to, ze udaje si¢ znalez¢ w nim porzadek, pewne

do pionu: sine = 4, o = 30°. Sila wyporu prawidtowosci ogélne. Jedna z takich prawidlowosci reprezentuje odkryta

jest dwukrotnie wigksza od sity cigzkosci,
zatem na kulke w kierunku pionowym
dziata sita F' = mg. Sila naprezenia

nici T, sita reakcji sciany N i sita F
znoszg si¢, dajac w sumie zero. Zatem:

w 1978 roku stala Feigenbauma. Wiaze sie ona ze zjawiskiem bifurkacji, ktore
mozemy zaobserwowa¢ w nastepujacym przykladzie. Niech f(z) = az(1 — x),
gdzie a jest parametrem. Rozpatrujemy ciag iteracji funkeji f: z, = f™(xo).
Ciag, w ktérym pojawia sie dokladnie n réznych liczb, nazywamy orbita

N o tga=-L rzedu n. Zwigkszajac parametr a w przedziale (0;4), mozemy obserwowad,
i stad r V3 jak pojawiaja sie orbity rzedu 2,4, 8,16, itd. Oznaczmy przez aj wartosé
me parametru a, dla ktérej pojawia sic po raz pierwszy orbita rzedu 2¥. Okazuje sie,
M= V3 ze istnieje wtedy granica

-]

Rozwigzanie zadania F 610.
Cienka warstwa cieczy calkowicie przenosi
jej cidnienie. Na klin dzialajg zatem

. ag+1 — Ak
lim =X+t — %k
k—oo A — Ak—1

=F.

Prawa strona rownosci to wtasnie stata Feigenbauma. Jej znaczenie polega
na tym, ze jest ona taka sama (F = 4,669...) dla wielu rodzin funkeji zaleznych
od pojedynczego parametru.

w. S.

trzy sily: sita ciezkosci, sita oporu i sita
wyporu, ktérych suma jest réwna zeru.
Zatem

Fop = (p2 — p1)gV sina.

Rozbtlyski promieniowania gamma

W roku 1973 opublikowano wiadomo$¢ o odkryciu nowego typu zjawisk

astronomicznych — rozblyskéw promieniowania gamma (w publikacjach
astronomicznych na ogél uzywa sie skrétu GRB, od gamma ray burst).
Zostaly one dostrzezone za pomoca satelitow Vela, ktére stuzyly kontroli

zakazu préb z bronia jadrowa w przestrzeni kosmicznej. Szybko sie jednak
okazalo, ze blyski nie pochodza z otoczenia Ziemi, a ich Zrédlo znajduje sie
poza Ukladem Stonecznym. Przypuszczano poczatkowo, ze zachodza one

na gwiazdach neutronowych znajdujacych sie w naszej Galaktyce. W roku 1991
na orbicie zostal umieszczony satelita GRO Gamma Ray Observatory,

na ktérym umieszczono szereg instrumentéw do obserwacji Kosmosu w zakresie
promieniowania gamma, w tym detektor tajemniczych rozblyskéw (w zakresie
energii fotonéw od kilkudziesieciu do kilkuset kiloelektronowoltéw). Okazalo sig,
ze rozblyski rejestrowano w tempie prawie jeden dziennie, w zupelnie
przypadkowych kierunkach. Szczegdlnym zaskoczeniem byl brak koncentracji
rozblyskéw wokoét plaszcezyzny Galaktyki. Wszystko to razem dowodzilo, ze
zrodla rozblyskow sa albo blizej, niz wynosi charakterystyczna grubosé dysku
galaktycznego (kilkaset parsekéw), albo znajduja sie znacznie dalej niz pobliskie
gromady galaktyk (kilka megaparsekéw). Wiekszo$é astronoméw zgadzala sie

z argumentami przedstawionymi przez Bohdana Paczynskiego, ktory uwazal, ze
rozblyski powstaja w wielkich odlegtosciach.

Rok 1997 przyniést tego potwierdzenie. Stalo sie to
dzieki satelicie rentgenowskiemu BeppoSax, ktéry
obserwowat rozblyski w zakresie rentgenowskim, przez
co wspolrzedne zjawisk zostaly poznane dokladniej, niz
bylo to mozliwe za pomoca detektorow promieniowania
gamma. Dzigki temu zarejestrowano po raz pierwszy
poswiate w promieniowaniu optycznym btysku

GRB 970228 (czyli z 28 lutego 1997 roku). Wkrétce
potem w widmie btysku GRB 970508 wykryto linie
absorpcyjne pochodzace z gazu znajdujacego sie miedzy
nim a nami, ponadto zmierzono jego przesunigcie ku
czerwieni (otrzymujac z = 0,835). W ostatnich latach
wykonano fotometryczne obserwacje jasnosci poswiat
pozostalych po GRB i wyznaczono przesunigcia ku
czerwieni okoto 30 zjawisk. Obserwacje rozblyskow

w obszarach tworzenia sie¢ gwiazd sugeruja, ze GRB
towarzysza koncowi ewolucji masywnych gwiazd.
Charakter spadku jasnosci optycznej poswiaty
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potwierdza przypuszczenie, ze rozblyski emitowane sa
przez strugi materii wyrzucane z predkosciami bliskimi
predkosci $wiatla (z czynnikiem Lorentza rzedu 100)
w okreslonych kierunkach, najprawdopodobniej wzdtuz
osi rotacji obiektu bedacego ich Zrodtem. Jedli tak, to
energie promieniowania gamma, emitowang podczas
rozblysku, mozna oszacowaé na nie wiecej niz okoto

2 -10°! erg. Zalozenie bowiem, ze promieniowanie

byto emitowane izotropowo, prowadzito w przypadku
rozbtysku GRB 990123 do wniosku, ze w zakresie
gamma wyemitowana zostala energia okoto 3 - 10%%
tj. wiecej niz wynosi energia réwnowazna masie
spoczynkowej Stonca. Do tej pory optyczne poswiaty
obserwowano tylko wokél blyskéw gamma trwajacych
dtuzej niz kilka sekund. Wiele wskazuje na to, ze blyski
krotsze moga stanowié¢ inng klase zjawisk.

erg,

Marcin KIRAGA



Ciemna materia

Gléwnym zadaniem astronomii jest zdobywanie informacji o podstawowych
obiektach astronomicznych — gwiazdach, galaktykach i gromadach galaktyk.
Podstawowym Zrédlem informacji o tych obiektach jest swiatlo, ktore emituja.
Jednym z najwazniejszych parametréw fizycznych charakteryzujacych te
obiekty jest ich masa. Mase réznych obiektéw astronomicznych mozna mierzy¢,
korzystajac z prawa powszechnego cigzenia Newtona. Ziemia caly czas spada
na Stonce. Mierzac przyspieszenie, z jakim porusza sie Ziemia oraz znajac
odleglo$¢ miedzy Ziemia i Stoncem mozna latwo wyznaczy¢ mase Slonca.

W podobny sposéb wyznacza sie masy gwiazd, ktore tworzg uklad podwojny.
Masy bardziej skomplikowanych obiektéw — gromad kulistych oraz galaktyk
szacuje si¢ na podstawie ,jiloéci Swiatta”, ktére emituja. Korzysta sie przy tym
z nastepujacego prostego rozumowania. Nasze Stonce jest dosé typowa gwiazda.
Znamy jego mase Mg i jego jasno$é (moc promieniowania) Lg. Jezeli jasnosgé
jakiego$ obiektu astronomicznego zlozonego z gwiazd wynosi L, to jego masa
w przyblizeniu wynosi M ~ (L/Lg)Mg. W podobny sposéb szacuje si¢ masy

gromad galaktyk.

W 1933 roku Fritz Zwicky zmierzyt predkosci kilkunastu
galaktyk w gromadzie galaktyk znajdujacej sie

w obszarze nieba zajmowanym przez gwiazdozbior
Panny. Okazatlo sig, ze predkosci galaktyk sa bardzo
duze i aby gromada mogta istnie¢ jako obiekt
grawitacyjnie zwigzany, jej masa powinna by¢
kilkadziesiat razy wieksza od sumy mas tworzacych
ja galaktyk. Tak oto pojawil sie problem ,brakujacej
masy”. Poczatkowo astronomowie nie traktowali tego
problemu powaznie, uwazajac, ze pomiary Zwicky’ego
moga by¢ obarczone duzym bledem. Cho¢ wyniki
Zwicky’ego potwierdzili inni badacze i stwierdzono,
ze masy brakuje tez w innych gromadach galaktyk,
problemem tym zainteresowano sie dopiero w koncu
lat sze$édziesiatych, gdy zaczeto mierzy¢ predkosci,

z jakimi gwiazdy w galaktykach spiralnych okrazaja
centrum galaktyki. Jasno$é¢ galaktyk spiralnych jest
zdominowana przez centralng czesé¢ galaktyki — jej
jadro, naturalnym bylo wiec zalozenie, ze skupiona
jest tam wigkszo$¢ masy galaktyki. Gdyby tak byto,
to podobnie jak planety w Ukladzie Stonecznym
gwiazdy znajdujace si¢ coraz dalej od centrum
galaktyki powinny poruszaé sie coraz wolniej (trzecie
prawo Keplera). Z pomiaréw wynikalo natomiast,

ze predkoéci gwiazd nie maleja wraz z odleglodcia.
Korzystajac z tych danych mozna oszacowaé mase
galaktyki. Tak oszacowana masa galaktyki jest od kilku
do kilkudziesigciu razy wigksza od masy oszacowanej
na podstawie jej jasnosci. Z pomiaréow predkosci gwiazd
w galaktykach eliptycznych wynika, ze w nich tez
brakuje masy.

W ciaggu ostatnich kilkunastu lat pojawity sie nowe
argumenty Swiadczace o tym, ze gromady galaktyk
zawieraja bardzo duzo ciemnej materii. Dzieki
obserwacjom satelitarnym stwierdzono, ze centralne
obszary gromad galaktyk zawieraja bardzo goracy
gaz, ktory swieci gléwnie w promieniach Roentgena.
Goracy gaz jest tam utrzymywany przez odpowiednio
silne sily grawitacyjne, ktore swiadcza o duzej masie
gromady. Masy kilku gromad galaktyk mozna byto
oszacowac korzystajac ze zjawiska soczewkowania
grawitacyjnego. Wszystkie te metody prowadza

do podobnego wniosku, ze dla gromad galaktyk

M/ L wynosi kilkaset, a dla galaktyk kilkadziesiat.

7 drugiej strony z obserwacji rozpowszechnienia
lekkich pierwiastkéw, glownie deuteru, trytu i litu,
mozna wyznaczy¢ Srednig gesto$é standardowej materii
barionowej op. W kosmologii przyjeto mierzy¢ gestosé
materii w jednostkach gestoéci krytyczne] oiryt, tzn.
sredniej gestosci materii w plaskim wszech$wiecie,
ktoéry rozszerza sie w takim samym tempie jak nasz.

Z obserwacji wynika, ze Wg = 95/ 0kryt = 0,04,
natomiast érednia gestos¢ materii we Wszechswiecie
oceniana na podstawie mierzonych wartosci M /L
wynosi W, = 0,27. Wnioski wynikajace z poréwnania
tych dwdch liczb sa szokujace. Okazuje si¢ bowiem, ze
znaczna cze$¢ materii wypelniajacej Wszech$wiat nie
tylko nie $wieci, ale nie moze byé¢ ztozona ze znanych
czastek. Pomimo wielu préb nie udalo sie dotychczas
odkry¢ czastek, ktoére tworza ciemnag materie. Odkrycie
tych czastek otworzy przed nami nowy, zupelnie inny,

héwiat. ;
Wszech$wia Marek DEMIANSKT

L...]

Rozwigzanie zadania M 1047.
Niekoniecznie. Wykazemy, ze istnieje taki ciag (a,), ze

(1) an < ani1 < an + 2003 oraz
(2) am # an +n!.

Wezmy dowolny taki ciag (by), ze b, € N, 2 < b, <2000.
Niech a,, = b1 + ...+ b,. Dla kolejnych liczb m = 2,3, ... sprawdzamy,
czy istnieje takie n, ze a,, = a, + n!. Jedli tak, to zamieniamy a,,
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na a,, + 1. Wéwczas nadal zachodzi (1) oraz nowe a,, spelnia (2),
gdyz 1+ ar + k! # a; + 1! dla k < . Kontynuujemy ten proces
zamiany dla kolejnych wyrazéw am+1, Gm42, itd.

Zauwazmy teraz, ze ciag spelniajacy (2) nie moze zawieraé¢ podciagu
arytmetycznego. Zalézmy przeciwnie, ze an,, an,, - .. jest podciagiem
arytmetycznym o réznicy d > 1. Niech ny > d. Wéwcezas Qny, + ng! jest
réwniez wyrazem tego podciggu (bo d|ng!), ale z (2) wiemy, ze nie jest
wyrazem ciagu (an).



Protokol posiedzenia Jury XXV Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki w skladzie: Antoni Leon Dawidowicz — przewodniczacy,
Marek Kordos, Witold Sadowski, Agnieszka Wojciechowska, Jarostaw Wréblewski, na posiedzeniu w dniu 4 wrzeénia
2003 roku w Poznaniu, po wysluchaniu prezentacji prac dopuszczonych do finalu, biorac pod uwage dobér tematu,

tresé pracy i sposéb jej prezentacji, postanowito:
1) przyznaé 2 zlote medale i nagrody pieniezne
po 650 zt:

Marcelowi Kolodziejczykowi z I LO im. Kopernika
w Lodzi za prace Waga szalkowa © uwogélniony problem

4) przyznaé trzy wyréznienia i nagrody pieniezne
po 200 zt:

Juliuszowi Jableckiemu i Lechowi Stawikowskiemu
z III LO im. Adama Mickiewicza we Wroclawiu za

falszywej monety oraz

wspolna prace O porzgdkowaniu zaleznosci wektorow
losowych zwigzanym z pewng klasqg funkcji oraz

Aleksandrze Kwiatkowskiej z XIV LO im. Polonii

Belgijskiej we Wroclawiu za prace O istnieniu funkcji
ciggle], przyjmujgcej kazdg wartosé z gory zadang ilosé

razy;

2) przyznaé srebrny medal i nagrode pienigzna 500 zl:

Juliuszowi Jabteckiemu z IIT LO im. Adama
Mickiewicza we Wroclawiu za prace O rozrzedzeniach
zbtoru liczb naturalnych i szeregach P-harmonicznych;

3) przyznaé 2 brazowe medale i nagrody pienigzne

po 300 zt:

Krzysztofowi Mroczkowi z Liceum Przymierza Rodzin
w Warszawie za prace Problem komiwojazera oraz

Piotrowi Szafrudze z II LO im. Jana III Sobieskiego
w Krakowie za prace Wielowymiarowe muzeum 1 jego

straznicy;

Arkadiuszowi Meclowi z I LO im. St. Dubois
w Koszalinie za prace Od twierdzenia Morleya do funkcji
na wymiar, a takze

Robertowi Obrykowi z Gimnazjum nr 16 im. Stefana
Batorego w Krakowie za prace O ukrytej podzielnosci
wielomianow jednej zmiennej;

5) wyrazié¢ podziekowania i wreczy¢é dyplomy honorowe
nauczycielom — opiekunom laureatéw:

prof. dr. hab. Ewie Damek,

mgr. Jackowi Dymelowi,

dr. hab. Wojciechowi Guzickiemu,
dr. Andrzejowi Komisarskiemu,
dr. Rafalowi Kulikowi

mgr. Jerzemu Marcowi

mgr. Pawlowi Rudeckiemu.

Regulamin Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki zamiescimy w numerze 1/2004.

Redakcja Delty rekomendowala prace nagrodzone zlotym i srebrnym medalem do polskich eliminacji

Konkursu na Mlodego Uczonego Europejskiego.

Wyniki finalu XX edycji Ogoélnopolskiego Sejmiku Matematykéow

Konkurs ten polega na przedstawieniu
opracowania jednego z tematéw
zaproponowanych (wraz z bibliografia)
przez Jury lub tematu wtasnego

oraz, w przypadku zakwalifikowania
si¢ do finatu, krétkim zreferowaniu
publicznie tego opracowania.

Konkursy organizuje Pracownia
Matematyki Patacu Mtodziezy
w Katowicach przy wspdétudziale
Uniwersytetu Slacskiego.

‘W roku 2003 na konkurs wplynety
153 prace, z ktérych do finatu
zakwalifikowano 20, wyrézniono za$
listami gratulacyjnymi 31.

Zwycigzcy otrzymali liczne nagrody,
wérod ktérych corocznie sg 3 indeksy

na studia matematyczne w Uniwersytecie
Slqskim.

Wigcej informacji o konkursach mozna
uzyskaé¢ pod adresem

dkolany@router.pm.katowice.pl

Jury w skladzie: dr hab. Maciej Sablik — przewodniczacy, mgr Marzena Ciemala,
mgr Radostaw Czaja, dr Maria Gornioczek, dr Katarzyna Horbacz, dr Jozef
Kalinowski, dr Krzysztof Loskot, mgr Michal Machura, mgr Katarzyna Osiak,
mgr Anna Maria Szczerba-Zubek na posiedzeniu w Zakopanem w dniu 23 maja
2003 roku postanowito przyznac

I miejsce ex aequo

Michalowi Januszewskiemu z VIII LO w Katowicach za prace Fraktale

w przestrzeni trojwymiarowe] i czterowymiarowey; opiekun dr Krystyna Skérnik;
Pawtowi Zaczkowi z Publicznego Gimnazjum w Wegierskiej Gorce za prace
Figury geometryczne w roznych metrykach; opiekun mgr Tomasz Szymczyk.

IT miejsce

Adamowi Bzowskiemu z IV LO w Sosnowcu za prace Metody numeryczne

w rozwigzywaniu rownan wielomianowych; opiekun mgr Wtadystawa Koba.
Wyrdznienia

Michatowi Domaszewiczowi z II LO w Bedzinie, Maciejowi Laziczonkowi z V LO
w Krakowie, fLukaszowi Siewierskiemu z I LO w Koszalinie i Annie Stelmaszczuk
z I LO w Sandomierzu.

Wyniki glosowania publicznosci na najlepszy referat:
nauczyciele wybrali Adama Bzowskiego,
uczniowie wybrali Michata Januszewskiego.
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Klub 44
@

Termin nadsylania rozwiazan:
29 II 2004

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
459 (WT =1,71) i 460 (WT = 1,86)
z numeru 4/2003

Michat Adamaszek — Kety 39,76
Pawel Najman — Jaworzno 37,80
Marian Lupiezowiec — Zebrzydowice 37,40

Michal Jé6zwikowski — Blonie 36,70
Pawel Kubit — Krakéw 35,39
Zbigniew

Sewartowski — Wieliczka 34,15

Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan:
29 1T 2004

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéow, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 471, 472
Redaguje Marcin E. KUCZMA

471. Wyznaczy¢ wszystkie rzeczywiste pierwiastki réwnania
(z + 1) (2% +1)(2® + 1)(z* + 1) = 2102°.

472. Czy istnieje nieskonczony ciag liczb rzeczywistych aq, as, as, . .. taki, ze
szereg ay + as + as + . .. jest zbiezny, a szereg a3 + a3 + a3 + ... jest rozbiezny?

Zadanie 472 zaproponowal pan Michal J6zwikowski z Blonia.
Zadania z fizyki nr 368, 369
Redagugje Jerzy B. BROJAN

368. Dyzio strasznie dzisiaj dokazywal, gdy wyszedl na spacer na zewnatrz
stacji kosmicznej krazacej wokdl Ziemi. Zamiast pilnowaé swojej pitki, rzucil ja
gdzies i zanim ktokolwiek si¢ zorientowal, juz jej nie bylo. ,Dyziu, nie zasmiecaj
Kosmosu,” — upomnial go tata — ,kazdy swobodnie lecacy przedmiot moze by¢
przyczyng katastrofy innych stacji!”. ,Jak to dobrze, ze przynajmniej nam nic

z tego powodu nie grozi!” — odpowiedzial niegrzeczny chlopiec. ,,Zaluj@ tylko, ze
mi zgineta, bede sie rozgladal, czy kiedys nie przeleci obok, moze ja ztapie”.

Czy pitka moze w przyszlosci stanowi¢ zagrozenie dla tej stacji? Czy Dyzio ma
realng szanse ja odzyskac? Zakladamy, ze stacja i pitka poruszaja sie tylko pod
wplywem grawitacji ziemskiej, a Ziemia przyciaga tak, jak punkt materialny.
Rozwazy¢ przypadki stacji poruszajacej sie po orbicie kotowej i eliptycznej.

369. Silnik rakietowy spala lacznie 100 g wodoru i tlenu na sekunde,
a temperatura w komorze spalania wynosi 1000 K. Obliczyé¢ przyblizong wartosé
sity ciagu silnika.

w

Rozwigzanie zadania M 1045.

Odnotujmy, ze 0 < fn(z) < 1 dlaz € (0,1).

-]

Rozwigzanie zadania M 1046.

Dowodzimy jednoczesnie, Niech {z} = = — [z]. Mamy

ze dlan € N 1
1 n < m <n+4+1,
(1) Jo<sn<ifon—1(z) <z2 dlaz € (0,6n),
skad
(2) lim  fo,(z) = 1. 1
z—0t 1 <A{z}<—.
» nw n n
Dlan =1: 2 < yx dlax € (0,1), skad (1). Ponadto 2% = e*'"
skad (2), gdyz lim xlnz = 0. Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze Zatem
z—0t n2 —1 . n2 — 1
fon(z) > % dla z € (0,8,+41) i pewnego 0 < §,,4+1 < 1. Zatem n—1= ] < (’”2 —{z} < . =n— P < n.
: 1 ' ' '
fong1(z) = af20 (™) < 43 )
Dodajac stronami (n“ — 1)[z] otrzymamy
dla 0 < ¢ < dn,41 < 1. Ponadto, z powyzszej nieréwnosci wynika, ze 5
i i n—1+kn+1)< " —Dz<n+kn+1l)
fonya(z) = afmt1(@) 5 go2 _ w2 ine oot 1 dla pewnej liczby catkowitej k. Zatem

1 1 1
gdyz 2 Inx = 222 Inz2 — 0. To konczy dowdd indukcyjny.
lim  fa003(z) = 0.

Oczywiscie (1) implikuje, ze
z—0t

[(n® —Dz] =n—14k(n+1),

co dowodzi tezy.
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Grudzien

W grudniowe wieczory Kasjopeje wida¢ w poblizu zenitu. Ten niewielki,

ale bardzo charakterystyczny gwiazdozbior lezy w Drodze Mlecznej, wskutek
czego znajduje sie tam mrowie gwiazd, a wiec tez ,,duzo tam sie dzieje”.

Na przyklad najjasniejsza gwiazda Kasjopei (gamma) jest gwiazda zmienna
pulsujaca, a do tego okresowo zréodtem rentgenowskim. Bardzo slaba obecnie
(19 mag) tzw. Gwiazda Tychona Brahego wybuchla 11 listopada 1572 r.
jako supernowa, ktéra bylo wida¢ nawet w dzien (Kasjopeja jest dla Europy
gwiazdozbiorem niezachodzacym). Inna supernowa, ktérej wybuch okoto
roku 1700 w ogdle nie zostal dostrzezony, pozostawila po sobie radiozrodio
Cassiopeia A. Przez lornetke widzimy tu liczne gromady otwarte, a nawet
jest tez tu jedna galaktyka, co prawda normalnie niewidoczna przez warstwe
materii migdzygwiazdowej skupionej w Drodze Mlecznej — widac ja tylko

w podczerwieni. Nazywa sie Maffei 1, od nazwiska wloskiego astronoma, ktéry
odkryl ja w 1968 r.

Wenus jest w Strzelcu i widaé ja wieczorem dos¢ nisko na zachodzie. Mars jest
w Rybach i widaé¢ go w pierwszej polowie nocy. Jowisz jest w Lwie, wschodzi
wiec kolo pélnocy, a Saturn w Bliznietach, przez co widaé¢ go przez cala noc;
31 XII, czyli w noc sylwestrowa, nastapi jego opozycja. 9 XII Merkury znajdzie
sie najdalej katowo od Slonca i mozna prébowaé odszukaé¢ go o zmierzchu.

22 XII nastapi przesilenie zimowe i dni zaczna si¢ wydluzaé. Pelnia Ksiezyca
wypada 8 XII, a néw 23 XII. Zadnych za¢mien ani zakry¢ jasnych gwiazd

w grudniu nie zobaczymy (wprawdzie 12 XII Ksiezyc zakryje planetoide Ceres,
ale zjawisko bedzie widoczne tylko na potudniowym Atlantyku). Szczesliwego
Nowego Roku!

E‘ . v e Tomasz KWAST

Redaguje Ewa CZUCHRY
F 609. Kulka o masie m i promieniu r wrzucona do wody Q

plywa zanurzona do polowy. Z jaka sita kulka bedzie
naciska¢ na pionowa Scianke naczynia, jesli ja do niej
przymocujemy za pomoca nitki o dlugosci réwnej
promieniowi kulki (rys. 1)?

Rozwiazanie na str. 12 Rys. 1

F 610. Trojkatny klin o objetosci V' i gestosci p; zanurzony jest w cieczy

o gestosci pa > p1 (rys. 2). Klin ten porusza sie wzdluz Scianki nachylonej pod
katem « do poziomu ze stala predkoscia, slizgajac sie po cienkiej warstwie
cieczy. Znalez¢ sile oporu ruchu.

Rozwiazanie na str. 12

Redaguje Mikotaj ROTKIEWICZ
M 1045. Definiujemy nastepujacy ciag funkcji:
fl(x) =, f2($) :$x7 f3($) :xzz7 itd.
Obliczy¢ li161+ f2003(x).
Rozwiazanie na str. 15
M 1046. Niech = bedzie niecatkowita dodatniag liczba rzeczywista i niech
n= [m—;[r]} , gdzie [a] oznacza czesé catkowity liczby a. Udowodnié, ze liczba
[(n? — 1)x] + 2 jest podzielna przez n + 1.
Rozwiazanie na str. 15

M 1047. Ciag liczb naturalnych (a,) spelnia warunek a,, < an+1 < a, + 2003.
Czy 7z ciagu (a,,) mozna zawsze wybraé¢ podciag arytmetyczny ?
Rozwiazanie na str. 13
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Tym razem zastanéwmy si¢ nad mozliwoscig pokrywania
roznych figur prostokatami 2 x 3.

Dla prostokatéw zadanie okazuje sie¢ proste. Jezeli pole
prostokata nie jest podzielne przez 6, to nie mozna go pokry¢
prostokatami o polu 6.

Z kolei kazdy prostokat o polu podzielnym przez 6 spelnia
co najmniej jeden z nastepujacych warunkéw:

1° Jeden z bokéw prostokata jest podzielny przez 2, a drugi
przez 3. Wowczas podzial na prostokaty 2 x 3 jest
oczywisty.

2° Prostokat ma bok podzielny przez 6. Jezeli drugi
bok ma dlugosé 1, to oczywiscie podziat nie jest
mozliwy. W pozostalych przypadkach mozliwosé
dokonania podzialu wynika z podziatu prostokata 5 x 6
na prostokaty 2 x 3 (rys. 1).

Mozna powiedzie¢, ze prostokat daje si¢ podzieli¢

na prostokaty 2 x 3 zawsze wtedy, gdy nie ma trywialnych

przyczyn niemozno$ci dokonania takiego podziatu: prostokat

jest za waski lub jego pole nie jest podzielne przez 6.

A co bedzie w przypadku troche bardziej skomplikowanych

figur?

Rozwazmy w tym celu kwadrat o boku n z usunietym
naroznym kwadratem o boku m (rys. 2), gdzie n i m sa
wzglednie pierwsze z 6.

n
n
m
m

Rys. 1 Rys. 2
1|-yjofr|-yojrf-yoj1f-1jofr|-1foj1]-1fo|1
o1 |-jof1]|-1foj1|-1fo]1|{-1jOf1]|]-1)O|1]-1
O|1|-1fo)1|-1fof1f-1jo)1|-1o|1|-140f1{-1f0
1-yofr|-yojrf-yojrf-1ofr|-1fojr]-1fo|1
101 |[-of1]|-1fo]1|-1fOo]1|[-1jOf1]-1]0|1]-1
o|1|-1fofr|-1fofrf-1joj1|-1of1|-14of1f{-10
1f-1jo|1|-of1|-ojrf-yofrf|-1fofj1|-10j|1
Holtr|-yoj1j-yoj1|-1jofr|-1oj1|-1fo]1|-1
Of1|-1jof1)]-1jo)1|{-1fo|1|=1j0j1|=1jOf1]|-1f0
1f-1fjo|1|—ofr|-gfofrf-yofrf|-1fofj1r|-1o0j|1
Holtr|-yojrj-yoj1f-1fofr|-1oj1|-1fo]1|-1
Of1|-1jof1|]-1jo)1|{-1fo|1|=1joj1|-=1jof1|-1fo0
1f-1fo|1|—gofr|-gfofrf-ofrf|-1fofj1r|-1oj|1
—1jo|1|-1jof1|-1fof1|-1jo)1|-1fOofj1|-1JO]1]|-1
0|1 |-1jof1]-110)1|-1fOf1|-1{O]1
1|-1fof1|-1foj1|{-1jo|1|-1)0|1 |1
—1O0|1|-1O|1|-1Of1|-1fO|1|-1]0
Of1|-1jof1|]-1joj1|-1fof1|-1j0]1
1|-1fo|1|-1fo|1|-1jof1|-1fO]1]-1
Rys. 4

Jezeli m =1, to podzial taki nie jest mozliwy, gdyz nie
mozemy prostokatami 2 X 3 wypetni¢ szczelnie obszaru
wokot usunietego naroznego kwadracika. Przyjmijmy wiec,
ze m > 1, czyli w konsekwencji m > 5.

Mozliwo$¢ dokonania podziatu zalezy od reszt z dzielenia
liczb n i m przez 6, zamiast wiec prowadzi¢ ogdlne
rozwazania, zajmiemy sie typowymi przykladami.

Dla n =17, m = 5 podzial jest mozliwy (rys. 3). Podobnie
w przypadku, gdy liczba n — m jest podzielna przez 6,
dokonujemy podziatu figury najpierw na prostokaty

o szerokosci 6, a te z kolei dzielimy na prostokaty 2 x 3.

Dla n =19, m = 5 pokrycie figury prostokatami 2 x 3 nie
jest mozliwe! Aby sie o tym przekonaé¢, ponumerujmy pola
figury jak na rysunku 4.

Woéwezas kazdy prostokat 1 x 3 pokrywa pola o sumie (tzn.
sumie liczb wpisanych w te pola) réwnej zeru. Jednak suma
wszystkich liczb wpisanych w pola figury jest réwna 1, co
dowodzi, ze z prostokatéw 1 x 3 zlozy¢ jej si¢ nie da, a tym
bardziej z prostokatéw 2 x 3.

Podobna numeracja pokazuje niemozliwos¢ dokonania
podziatu na prostokaty 1 x 3 dla n =17, m = 7, my jednak
dla urozmaicenia prezentujemy nieco odmienny sposéb
ponumerowania pél (rys. 5). Réwniez w tym przypadku
suma liczb wpisanych w pola figury jest rowna 1, a kazdy
prostokat 2 x 3 pokrywa pola o sumie 0.

Zupelnie analogiczne ponumerowanie pol dowodzi, ze

w przypadku, gdy liczba n — m nie jest podzielna przez 6,
podziat opisanej figury na prostokaty 2 x 3, a nawet

na prostokaty 1 x 3, nie jest mozliwy.

Rys. 3
22 [-1o]o1]|2[2[]o]o]1|[2[2]1]0]0
2|2 1fofo]a]2]2]1fo]o]a]2]2f1]0]0

Rys. 5

Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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Maia delld

Trzydziestka na trzydziestolecie

1. Wiadomo, ze nie kazda konstrukcje da sie wykonaé¢ za pomoca cyrkla
i linijki. A jakie konstrukcje da sie wykonaé¢, gdy nie mamy ani cyrkla,
ani linijki, tylko czysta kartke z dwoma zaznaczonymi punktami A i B?
Céz, kota raczej z takiej kartki nie wymodelujemy, ale np. sze$ciokat
foremny jak najbardziej. Zginamy zatem kartke tak, by punkt A znalazt
sie na punkcie B (patrzymy pod $wiatlo) i wzdluz zgiecia otrzymujemy
symetralng odcinka AB. Potem zginamy kartke tak, by punkt A lezal
na zgieciu, natomiast punkt B wskoczyl na pewien punkt O potozony
na symetralnej odcinka AB. Uzyskany punkt O jest wierzchotkiem
rownobocznego tréjkata ABO i zarazem $rodkiem szukanego szesciokata.
Zginamy teraz kartke wzdiuz odcinka BO i punkt A laduje na pewnym
punkcie C| ktéry jest trzecim bokiem szesciokata. Znalezienie kolejnych
jest bardzo proste.

A jak, zginajac kartke, otrzymaé osmiokat foremny?

|

|
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2. Pomylenie dodawania z mnozeniem (lub — co gorsza —
z potegowaniem) prowadzi zwykle do katastrofy na wszelkiego rodzaju
klaséwkach. Na szczescie nie zawsze, mamy bowiem rownosé:

\/2+\/2+W:\/2-\/2-W:\/§ﬁﬁ =2
o o o

3. Rektyfikacja okregu to znalezienie za pomoca cyrkla i linijki odcinka
o dlugosci rownej obwodowi danego okregu. Przyblizona konstrukcja
pochodzaca od Kochanskiego jest na tyle doktadna, ze ludzkie oko moze
spostrzec btad dopiero, gdy okrag ma Srednice okoto pot metra. Lepsza
jest konstrukcja Ramanujana: btad dostrzezemy dopiero, gdy okrag
bedzie wielkosci Polski. Nie zmienia to faktu, ze rektyfikacja okregu jest
niewykonalna. Dowiédl tego w 1883 roku Lindemann.
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4. Lawina

Potrzebne jest ,wyktadnicze” domino. Kazdy kolejny klocek powinien
mie¢ wymiary od v2 do 1,5 raza wieksze niz poprzedni. Dobér
odpowiednich materialéw pozostawiamy inwencji czytelnikéw. Wystarczy
dziewieé¢ klockéw. Najwiekszy bedzie mial wymiary od 16 do 25 razy
wieksze niz najmniejszy. Ustawiamy domina poczawszy od najwickszego.
Kazde mniejsze stawiamy potowe jego wysokosci przed wigkszym

(patrz rysunek).

Po ustawieniu, wytracamy z réownowagi najmniejsze domino, ktére
cichutko przewraca wigksze, ktére z kolei odrobine glosniej przewraca
nastepne. .. LUUP!

o o o

5. Postuszna szpula

Potrzebna jest szpula (albo szpulka) z nawinieta mocna nitka,
sznureczkiem, a najlepiej tasiemka. Szpule kladziemy na ziemi i ciagnac
za tasiemke powodujemy rozwiniecie sie szpuli (patrz rysunek).

Czy ciagnac za te sama tasiemke mozna spowodowaé, zeby szpulka sie
z powrotem nawineta?

o o o

6. Tajemnicza rurka

Potrzebny jest kawalek gietkiej rurki o srednicy okoto 2 c¢m, pisak

do folii i gtadki sté6t. Odcinamy kawalki rurki o dtugosci trzech, czterech
i pieciu zewnetrznych $rednic. Eksperyment zaczynamy od rurki trzy
razy dluzszej niz jej érednica. Na jednym jej koncu zaznaczamy x, a na
drugim o. Ktadziemy ja na stole i naciskajac palcem koniec oznaczony
krzyzykiem, gwaltownie wprowadzamy rurke w szybka podwdjna rotacje:
wokol osi cylindra i wokdt osi prostopadtej do rurki i stotu. (Patrz
rysunek) Trzeba troche potrenowaé, zeby to sie udato.

Obserwujac szybko obracajaca sie rurke dostrzezemy, ze widzimy tréojkat
utworzony z krzyzykow, a kolek nie widzimy wcale! (Patrz rysunek)

Co i dlaczego zobaczymy dla pozostatych rurek?

o o o

7. Ukryte kolory (do$wiadczenie dla zaawansowanych)

Potrzebny jest cieklokrystaliczny wys$wietlacz (sklep komputerowy,
hipermarket?) oraz dwa opakowania po plytach CD albo kasetach
magnetofonowych. Patrzac na odbicie ekranu w jednym z pudelek,
nalezy wstawi¢ pomiedzy ekran a jego obraz przezroczysta czes¢ drugiego
opakowania. Zobaczymy fantastyczne kolorowe wzory, ktorych nie widad,
gdy patrzymy przez pudetko bezpos$rednio na ekran!

Wyjasni¢ to zjawisko pamietajac, ze $wiatto polaryzuje sie czedciowo
przez odbicie i wiedzac, ze uzyty plastik skreca polaryzacje $wiatta.

W jaki sposéb spolaryzowane jest Swiatlo emitowane przez ekran
(i dlaczego wtasnie tak)?

11



| 8. Szeécian ma jedenaicie siatek, to znaczy jego powierzchnie mozna

| na 11 sposobéw rozcia¢ wzdtuz krawedzi tak, aby pozostata nadal

w jednym kawatku, ale dawala si¢ polozy¢ na plaszczyznie — wszystkie
— — one sa na rysunku. A ile siatek ma foremny czworoscian albo foremny
L L o$mioscian (ich powierzchnia sklada sie, odpowiednio, z 4 i z 8 tréjkatow
— réwnobocznych)?

o o o

9. Cykl Hamiltona to taka droga po krawedziach
grafu (czyli uktadu kresek, zwanych krawedziami,
laczacych punkty, zwane wierzchotkami), ze idac po
niej, odwiedzimy doktadnie raz kazdy wierzchotek

i powrdcimy do tego, od ktorego zaczeliSmy. Mozna
szukaé¢ cykli Hamiltona w modelu krawedziowym
wieloScianu, np. foremnego — bo to przeciez graf.

I czworoscian, i szeScian maja tylko po jednym
cyklu Hamiltona, gdy zgodzimy si¢ utozsamiaé
cykle wygladajace tak samo. OémioScian ma ich
trzy. Sa one na rysunkach. A ile r6znego ksztaltu
cyklow Hamiltona maja pozostate wielosciany
o o

foremne? 8

10. Podwéjny krzyz dajacy sie utozyé z drewnianych patyczkéw
podobno zostal wymyslony cate wieki temu przez litewskich drwali. Na
rysunku pokazany jest ksztalt takich szesSciu patyczkow. Wystrugajcie
sobie takie patyczki i utézcie z nich krzyz. Istnieje jeszcze jeden uktad
takich patyczkéw nieznacznie rézniacy sie od narysowanego. Znajdzcie go.
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11. Nie kazdy graf mozna przedstawi¢

na plaszczyznie, to znaczy narysowaé¢ go w ten
sposob (uwaga: dlugosé ani krzywizna kresek

nie sa wazne), by zadne dwie jego krawedzie nie
przecinaly sie. Graf kazdego wielo$cianu foremnego
da sie tak narysowaé¢. Obok sa narysowane ich

sptaszczone grafy. Nizej — dwa grafy, ktorych
splaszczy¢ sie nie da. To wazne grafy, bo kazdy
niesplaszczalny graf zawiera w sobie (jako
fragment) co najmniej jeden z nich.
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12. Gdyby kto$ mégt zobaczyé¢ Uklad Stoneczny od strony péiocnego
bieguna $wiata (np. z Gwiazdy Polarnej), to zobaczylby, ze wszystkie
planety obiegaja Stonce w kierunku przeciwnym do ruchu wskazdéwek
zegara (jest to tzw. ruch prosty). W tym samym kierunku obiega swoje
planety wickszo$é satelitow. Wtasnie — nie wszystkie! Co najmniej cztery
takie satelity (méwi sie o ruchu wstecznym) ma Jowisz; nadano im
specjalnie nazwy konczace sie na -e. Oto one: Ananke, Carme, Pasiphae
i Sinope. Saturn tez ma wstecznego satelite: Phoebe. Co do Urana

to trudno powiedzieé, bo jego satelity obiegaja go w plaszczyZnie
praktycznie prostopadlej do plaszczyzny orbity. Podobnie jest z uktadem
Pluton-Charon. Problem pochodzenia satelitéw o ruchu wstecznym jest
ciagle daleki od wyjasnienia.

o o o

13. Heliometr to whrew nazwie nie ,przyrzad do mierzenia Stonica”,
cokolwiek by to miato znaczyé. Byl to osobliwy teleskop przeznaczony
do mierzenia matych wzglednych odleglodci katowych gwiazd. Zbudowat
go Fraunhofer w 1826 r. Obiektyw tego teleskopu byl przeciety wzdtuz
Srednicy, jego polowki przesuwalo si¢ za pomocg sruby mikrometrycznej,
a catodé¢ byta obracana wokét osi teleskopu. Srednicg polowiaca obiektyw
ustawialo sie¢ rownolegle do tuku taczacego dwie gwiazdy. Kazda
poléwka dawala niezalezny obraz obu gwiazd i przesuwajac te potéwki
nalezalo doprowadzi¢ do pokrycia sie w okularze obrazu jednej gwiazdy
z obrazem drugiej. Na podstawie odczytu sruby mikrometrycznej i przy
znajomosci ogniskowej teleskopu mozna bylto doéé dokladnie okresli¢
katowa odleglo$¢ gwiazd. Za pomoca heliometru Bessel w latach 1837-38
stwierdzil, ze gwiazda 61 Cygni zmienia w rytmie rocznym polozenie

na niebie (tzn. na tle gwiazd), a tym samym zmierzy!l jej paralakse
heliocentryczna.

o o o

14. Panowala kiedy$ zasada, ze nowo odkrywane planetoidy nazywano
imionami zenskimi. Nie dato sie tego jednak utrzymacé z powodu wielkiej
liczby ciagle odkrywanych planetoid. Jednak do dzi§ nazwy zenskie
nadaje sie obiektom na powierzchni Wenus. Jedyna meska nazwa na tej
planecie to Géry Maxwella.

o o o

15. W tablicach ksiezycowych publikowanych w rocznikach
astronomicznych znajduje si¢ sporo luk oznaczajacych, ze jakiego$ dnia
Ksiezyc nie wschodzi, innego dnia nie goruje itd. Jak to mozliwe? Ot6z
Ksiezyc porusza sie po niebie do$é szybko (133176 na dobe) i w dodatku
z zachodu na wschéd. Dlatego jezeli pewnego dnia np. gérowal tuz przed
polnoca, to kolejne jego géorowanie wypadnie tuz po pdinocy, ale nie
zaraz nastepnego dnia, lecz jeszcze nastepnego. Analogiczne rozumowanie
mozna przeprowadzi¢ dla wschodéw i zachoddéw, stad luki w tabeli.
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16. Lapanie podczas lypania

Potrzebny jest karton, nozyczki, gumka i piteczki. Z kartonu robimy
stozek Sciety 1 mocujemy za pomoca gumki do twarzy (wlasnej, kolegi
lub kolezanki) tak jak na rysunku.

Zadaniem osoby z ,noskiem” jest proba tapania rzucanych do niej
piteczek. Okaze sie to zadziwiajaco trudne! Dlaczego?

o o o

1'7. Wazenie samochodu

Potrzebny jest samochéd, rowne podloze, kilkanascie kartek papieru,
tasma klejaca, miarka i przyrzad do mierzenia ci$nienia w oponach.
Samochéd stawiamy na réwnym podiozu. Kazde koto otaczamy kartkami
papieru tak, aby zmierzy¢ pole powierzchni styku opony z podtozem.
Mierzymy te powierzchnie styku dla kazdego kota i cisnienie w kazdym
kole.

Ile wynosi cigzar samochodu?

o o o

18. Sejsmograf drogowy

Potrzebne sa: polska droga (polecam warszawskie ulice), samochdd,
biata tablica, Scieralny pisak. Siadamy w samochodzie stawiajac przed
soba tablice, tak bysmy mogli siegnaé¢ do niej pisakiem trzymanym

w wyciaggnietej rece. Po ruszeniu dotykamy do tablicy pisakiem,
zamykamy oczy i wolno przesuwamy pisak poziomo po tablicy.
Otwieramy oczy i ogladamy sejsmograficzny obraz naszej ,réwnej” ulicy.
Po wyjsciu z samochodu mozemy zmierzy¢ amplitude zarejestrowanych
Htrzesien samochodu”. Jezeli wyrazimy te amplitudy w mikrometrach,
i wezmiemy ich logarytm dziesietny, to otrzymamy skale analogiczna
do np. skali Richtera.

Jaki stopien trzesienia w tej skali okazalby sie tragiczny w skutkach?

o o o

19. Poduszkowiec

Potrzebne sa: niepotrzebna plyta CD, wieczko od pudetka po filmie,
gltoéwka butelki po wodzie ze ,sportowym” zamknieciem, rurka pozostala
po rolce papieru toaletowego, klej (najlepiej pistolet z klejem na goraco)
i balon. W wieczku robimy dziurke o $rednicy okoto 2 mm i przyklejamy
do CD, a do wieczka przyklejamy zamknieta gtowke butelki (patrz
rysunek). Pompujemy balon i zakladamy na gléwke. Przygotowujemy
wspornik z rurki (nalezy wziaé¢ okolo 2/3 rurki i rozciaé ja wzdluz).
Sprawdzamy, czy mozemy go tatwo zatozy¢ na balon, nastepnie
otwieramy zaworek gléwki butelki, szybko zaktadamy wspornik

i poduszkowiec gotowy!

Nalezy go wyprébowaé na gtadkim stole.
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20. Gwiazdy masywne ewoluujg szybciej od mato masywnych, gdyz
duzo rozrzutniej gospodaruja zapasami swojego jadrowego paliwa.

Po zuzyciu wodoru w centrum gwiazda zwigksza jasnos¢ i rozmiary.
Tzw. paradoks Algola polega na tym, ze w wielu uktadach podwdjnych
gwiazda jasniejsza i wigksza — czyli zaawansowana w ewolucji — jest
gwiazda o mniejszej masie. Za taki stan odpowiedzialny jest przeplyw
masy z jednej gwiazdy na druga. Mianowicie w przesztoéci gwiazda
masywniejsza jako pierwsza ulegla rozdeciu, a wtedy jej materia zaczeta
gwaltownie przeplywaé¢ na gwiazde towarzyszaca, czego skutkiem stato
sie odwrécenie stosunku mas. W takich uktadach podwédjnych mamy
wiec gwiazde o mniejszej masie, ale nadal rozdeta, czyli zaawansowana
ewolucyjnie, oraz gwiazde o masie wickszej, ale ktora ,przybrala

na wadze” dopiero co i dlatego jeszcze nie przestala by¢ gwiazda mtoda
w sensie ewolucyjnym. Takim wlasnie ukladem jest m.in. Algol (czyli

[ Persei), najwczesniej znana gwiazda zmienna za¢mieniowa i druga

w ogble gwiazda zmienna.

o o o

21. Czesto styszy sie, ze satelita obiega Ziemie po okregu, poniewaz
dziatajaca na niego sita odérodkowa rownowazy dosrodkowa
(grawitacyjna). Tymczasem pierwsza zasada dynamiki glosi, ze jezeli
dziatajace na obiekt sity rownowaza sie, to porusza si¢ on jednostajnie
po prostej. Cos wiec jest tu nie tak. Co?

o o o

22. Miesiac gwiazdowy (czas obiegu Ksiezyca wokét Ziemi) wynosi
G = 27,321661 dni, a miesiac synodyczny (odstep czasu miedzy kolejnymi
np. nowiami) S = 29,530589 dni. Czy liczby te sa jako$ zwiazane? Tak!
Mianowicie 360°/G to predko$¢ katowa Ksiezyca w ukladzie inercjalnym,
360°/S to jego predkosé w ukladzie obracajacym sie w takim tempie,
w jakim Slofice (pozornie) obiega Ziemie w ciagu roku gwiazdowego,
a wiec z predkoscia 360° /R, gdzie R = 365,256362 dni. A predkosci
katowe tez si¢ dodaja i odejmuja, dlatego

1 1 1

S G R
Sprawdz!

o o o

23. Studentom astronomii zadawano czasami na egzaminie ztogliwe
pytanie: Jak stata stoneczna zalezy od dtugosci fali? Stata stoneczna to
ilog¢ energii padajacej ze strony Stonica w jednostce czasu na jednostke
powierzchni — zatem od dlugosci fali nie zalezy, bo jest wielkoscig
wscalkowana” po wszystkich dlugosciach fal. Wynosi 1367 W/m?. Za to
zmienia si¢ w czasie, mianowicie jest nieco wigksza od powyzszej wartosci
Sredniej podczas maksimum aktywnosci Stonca. Moze wydawaé sie
dziwne, ze Stonce zaplamione wysyla wiecej energii niz czyste. Jest
jednak tak dlatego, ze zmniejszong wskutek obecnosci plam emisje energii
z fotosfery rekompensujag z nadwyzka burzliwe zjawiska towarzyszace
plamom i zachodzace nad fotosfera, tj. pochodnie i rozbtyski. Wahania
sa na poziomie 1 W/m?.
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24. Rysowanie stycznej do okregu wcale nie wymaga uzycia

cyrkla. Co wiecej — bez niego jest o wiele szybsze i prostsze. Oto

przepis na narysowanie stycznej do okregu o przechodzacej przez dany
punkt P poza okregiem. Rysujemy dwie sieczne réznej dtugosci, ktorych
przedtuzenia przechodza przez P (proste 11 2). Wyznaczaja one cztery
punkty na okregu. Laczymy te punkty parami i znajdujemy przeciecia
powstalych prostych (punkty 3 i 4). Prosta 5, przechodzaca przez punkty
314, przecina okrag w punktach @ i R. Ot6z proste PQ i PR sa styczne
do okregu o. Wielka zaleta tej metody jest to, ze identycznie konstruuje
sie styczne do elipsy, paraboli i hiperboli. Wada jednak jest fakt, ze
uzasadnienie tej konstrukcji jest proste dopiero, gdy uzyjemy matematyki
nieco wyzszej niz szkolna. Ale pokazuje, ze ta nieco wyzsza matematyka
tez moze si¢ w praktyce uczniowskiej przydac.

o o o

25. Kolo ma te wlasnoéé, ze kazda prosta, ktéra potowi
jego obwod, potowi tez jego pole. Bez trudu mozna
zauwazy¢, ze wiele figur ma te wtasnosé. Na przyktad
wszystkie ptaskie figury $rodkowosymetryczne. A czy sa
jeszcze inne? Okazuje sig, ze tak. Obok sa narysowane
dwie takie figury. Czy umielibyécie wymy$li¢ jeszcze

jedna taks figure? A wiele?

27. Dwa niewspoétérodkowe okregi

o réznych promieniach zawsze maja dwa

$rodki jednoktadno$ci: mozna je nalozyé przez
jednokladnosé o stosunku dodatnim (Srodek jest
w punkcie przeciecia sie wspélnych zewnetrznych

o o o

26. Jesli podzieli¢ kazdy bok jakiego$ czworokata na polowy i polgczyé
srodki sasiednich bokéw, to powstaje réwnolegtobok o polu réwnym
potowie pola wyjsciowego czworokata, ale tu zajmie nas inny fakt.
Mianowicie przekatne tego rownolegloboku przecinaja sie w punkcie
bedacym Srodkiem ciezkosci czterech jednakowych mas umieszczonych
w wierzchotkach czworokata. To teraz podzielmy bok czworokata

na trzy rowne czesci i poltaczmy prostymi punkty sasiadujace z tym
samym wierzchotkiem. Tez otrzymamy réwnoleglobok (o jakim polu?).
Jego przekatne przecinajag sie¢ w punkcie, ktéry jest srodkiem ciezkosci
wyjsciowego czworokata o rowno na calej powierzchni rozmieszczonej
masie.

o o o

stycznych, o ile istnieja) i o stosunku ujemnym (tu
przecinamy wewnetrzne styczne, tez o ile istnieja).
Nazwijmy te srodki, odpowiednio, dodatnim

i ujemnym. Jesli wiec narysujemy trzy okregi

o trzech réznych promieniach i srodkach, bedziemy
mieli trzy érodki dodatnie i trzy ujemne. Okazuje
sig, ze §rodki dodatnie lezg na jednej prostej!
Ujemne nie, ale dowolne dwa ujemne leza na jednej
prostej z jednym dodatnim! Czy umiecie uzasadni¢,
dlaczego tak jest?




28. Grecy ze szkoly pitagorejskiej wysoce sobie cenili wszelkie oznaki
harmonii i tadu wérod liczb, nic wiec dziwnego, ze zainteresowaly ich
tzw. liczby blizniacze, czyli takie pary kolejnych liczb pierwszych,
ktorych réznica jest rowna 2. Takimi parami sag np. 315,517, 111 13,
17119, 291 31, 41 i 43. Temat jest interesujacy do dzi$, nie wiadomo
bowiem, czy takich par jest skonczenie, czy tez nieskonczenie wiele. A czy
istnieja takie trojki liczb pierwszych, ze kazde dwie kolejne réznia sie

o 27 Na to pytanie znacznie tatwiej odpowiedzie¢. Owszem, istnieje taka
trojka: 3, 51 7, ale jest ona jedyna. Istotnie, rozpatrzmy liczby postaci
n,n + 2 i n+ 4, zaktadajac, ze tym razem n > 3. Jesli n jest podzielna
przez 3, to, oczywiscie, nie jest liczba pierwsza. Jesli n nie jest podzielna
przez 3, to daje reszte 1 lub 2. W pierwszym przypadku liczba n + 2 jest
podzielna przez 3, w drugim — liczba n + 4. Nie moze si¢ wiec zdarzy¢, ze
wszystkie trzy liczby sa pierwsze.

o o o

29. Liczba parzysta jest tylko co druga liczba naturalna, a jednak. ..
liczb naturalnych parzystych jest ,tyle samo” co wszystkich liczb
naturalnych. Uznamy, ze dwa zbiory maja ,tyle samo” elementéw (sa
réwnoliczne), gdy istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé
miedzy ich elementami, czyli gdy istnieje funkcja roznowartodciowa

z jednego z tych zbiorow w drugi, przy czym wartosci funkcji ten drugi
zbiér wyczerpuja. Taka funkcja ze zbioru N wszystkich liczb naturalnych
w zbiér 2N wszystkich liczb naturalnych parzystych jest taka funkcja f,
ze f(n) = 2n. Podobnie zbiér wszystkich liczb naturalnych podzielnych
przez ustalona liczbe k jest rownoliczny ze zbiorem N. Mozna tez
wykazaé, ze kazdy nieskoniczony podzbior zbioru N jest réwnoliczny

z calym zbiorem N.

Jak sprawdzi¢ na wielkim balu, czy jest na nim tyle samo kobiet co
mezezyzn? Wystarczy pudci¢ odpowiednia muzyke. Kiedy kazdy z Panéw
zaprosi do tanca jedng Pania, okaze sie, czy zostal wolny jakis Pan lub
czy ten drugi zbiér zostal wyczerpany. ..

o o o

30. Paradoksy logiczne nieraz w historii matematyki ujawnialy
luki w rozumowaniu lub nie dosé¢ sprecyzowane pojecia. Oto przyktad
paradoksu: udowodnimy istnienie jednorozca. Twierdzenie
istnieje jednorozec

jest, jak tatwo zauwazy¢, rownowazne twierdzeniu

istnieje istniejgcy jednorozec.
Ot6z mamy teraz dwie mozliwosci (gdyz opieramy sie na logice
dwuwartosciowej):

1. albo nie istnieje istniejocy jednorozec,

2. albo istnieje istniejgcy jednorozec.

To pierwsze zdanie jest w oczywisty sposéb fatszywe, gdyz jesli
jednorozec jest istniejacy, to nie moze nie istnie¢. Zatem prawdziwe musi
by¢ drugie zdanie, ktore stwierdza istnienie istniejacego jednorozca,

a wiec, jak zauwazyliSmy, po prostu istnienie jednorozca. Przeoczenie
biologéow czy blad w rozumowaniu?
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