ozpoczyna si¢ nowa edycja
Turnieju Mtodych Fizykow
druzynowych zawodow uczniéow szkot Srednich,
organizowanych pod auspicjami Polskiego Towarzystwa Fizycznego.

Blizsze informacje wraz z zadaniami-problemami turniejowymi
mozna znalezé na stronie internetowej
http://ptf.fuw.edu.pl/tmf.html.

Najlepsza druzyna bedzie reprezentowala nasz kraj
na Miedzynarodowym Turnieju Mlodych Fizykéw,
ktéry odbedzie si¢ w Australii na przetomie czerwca i lipca 2004 roku.
Polskie druzyny odnosity w tych turniejach wielkie sukcesy.
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Whptlaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesigca poprzedzajacego okres

. prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy miesigce. Cena
Zadania str. 7 | jednego numeru w 2004 roku wynosi 4 zl. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie
okresu prenumeraty.

Mala Delta str. 8 | W prenumeracie zagranicznej (tez przez okres co najmniej trzech miesigcy)
cena numeru w 2004 r. wynosi 8 zt. W przypadku zyczenia dostawy droga lotnicza
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2. Cena prenumeraty na I kwartal 2004 r. wynosi 12 zt.
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4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice: cena prenumeraty +
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od oséb zamieszkalych za granica, realizowane sa od dowolnego numeru.

Patrz w niebo str.16 Whlaty przyjmuje Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy ,,RUCH” SA na konto:

Pekao SA IV O/W-wa 12401053-40060347-2700-401112-001 lub kasa Oddziatu.
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Gammalimatias str.17 5328-732, internet: www.ruch.pol.pl, e-mail: prenumerata@okdp.ruch.com.pl
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Listopad

do 5 XII —nal kwartal roku nastepnego,
do 5 III  —nall kwartal roku biezacego,
do 5 VI —nalll kwartal roku biezacego,
do 5IX —nalV kwartat roku biezacego.

Numery archiwalne (od 1986 r.) mozna nabyé w Redakeji osobiscie lub listownie.
Wybér artykutéw archiwalnych: http://www.wiw.pl

Wybér artykutéw w jezyku angielskim: http://www.mimuw.edu.pl/delta
W nastepnym numerze: Wybér artykuléw Malej Delty: http://eduseek.ids.pl/delta

Trzydziesci lat mineto Wydawca: Uniwersytet Warszawski Cena 1 egzemplarza 4 zl




Wody wirowanie

Piotr NIEZURAWSKI

Obserwujac wirujace na trawnikach spryskiwacze nadal stanowi dobra ,putapke” dla fizykow. Czesto
do trawy, nie mamy trudnosci z wyjasnieniem, przy prébie rozwiazania przedstawionego zadania
dlaczego i w ktora strone spryskiwacz sie kreci, gdy za pomocy intuicyjnych przestanek i uproszczonych
wylewa si¢ z niego woda. Co jednak sie stanie, jesli myslowych eksperymentéw pomijane sa niektére
urzadzenie zatopimy i zaczniemy zasysaé przez nie istotne dla wyniku rozumowania elementy. Dlatego
wode? Jest to spopularyzowany przez Feynmana proponuje wykonanie kilku rzeczywistych doswiadczen.
,broblem odwrotnego spryskiwacza”. Powyzsze Dzigki nim kazdy sam moze si¢ przekonac¢, w ktora
pytanie, mimo iz dawno udzielono na nie odpowiedzi, strone kreci sie ,,odwrotny spryskiwacz” i nie tylko. ..

'

Rys. 1. Szkic wirka.

Rys. 2. Wirek — model zwyklego
spryskiwacza do trawy. Woda wyplywa

z wirka.

Rys. 3. Wynurzanie wirka — nasladowanie
normalnego trybu pracy spryskiwacza.

—

Rys. 4. Wirek — model ,odwrotnego
spryskiwacza do trawy”. Woda wptywa
do wirka.

Rys. 5. Zanurzanie wirka — nasladowanie
sodwrotnego” trybu pracy spryskiwacza.

Poniewaz eksperymentowanie ze spryskiwaczem do trawy jest dosy¢ trudne,
zrobimy ,wirka”, ktory bedzie wystepowaé w naszym doswiadczeniu zamiast
spryskiwacza. Glownym elementem wirka bedzie plastikowa butelka lub
podobne, walcowate naczynie. Przy dolnej krawedzi butelki robimy otwory,

w ktore wklejamy zakrzywione w ksztalcie znaku ,, 7 rurki. Do dna butelki
przytwierdzamy ciezarek, dzigki ktéremu wirek bedzie si¢ zanurzal w wodzie tak,
ze przez rurki woda zacznie wpltywac¢ do $rodka. Przy gérnej krawedzi butelki
mocujemy zytke. Na rysunku 1 przedstawiono szkic wirka. Z rurkami zagietymi
na zewnatrz butelki tak, aby dwie przeciwlegle przypominatly litere ,,S”

(a wlasciwie ,J7), nasz wirek jest dobrym modelem zwyczajnego spryskiwacza
do trawy. Tak jak na rysunkach 2 i 4, ktore przedstawiaja wirka widzianego

z gbry, nalezy pozostawié¢ odstep pomiedzy rurkami wewnatrz butelki, aby woda
swobodnie wplywala do i wyplywala z naczynia; mozna rowniez umieszczaé
rurki na réznej wysokosci, aby przy wplywaniu wody do wirka strumienie nie
»przeszkadzaly” sobie nawzajem. Dla uzyskania wyraznego efektu nalezy uzy¢
okoto 10 rurek (dla przejrzystosci na rysunkach umieszczono tylko dwie rurki).
Jak nasladowaé spryskiwacz do trawy za pomoca tego wirka? Najpierw zatopmy
go w wodzie. Nastepnie, ciagnac za zytke — czyli wynurzajac wirka, uzyskamy
yhormalny” tryb pracy spryskiwacza. Woda wyptywa, poniewaz wewnatrz

jest wieksze ci$nienie niz na zewnatrz (rys. 2 i 3). Réznice ci$nien mozemy
tatwo obliczy¢: Ap = pg Ah, gdzie p jest gestoécia wody, g — przyspieszeniem
ziemskim, a Ah — réznicag wysokosci miedzy poziomami wody wewnatrz i na
zewnatrz butelki.

A jak zrealizowaé ,odwrotny” tryb pracy spryskiwacza? Zasysanie wody
polegatoby na wytworzeniu w spryskiwaczu nizszego cisnienia niz na zewnatrz.
Najprosciej taka sytuacje uzyskamy, gdy pozwolimy wirkowi swobodnie tonaé¢
(rys. 4 1 5). Nasze pordéwnania miedzy normalnym i odwrotnym trybem

pracy wirka beda prawidlowe wtedy, gdy zadbamy, aby warto$ci bezwzgledne
réznic pomiedzy poziomami wody na zewnatrz i wewnatrz wirka byty chociaz

w przyblizeniu rowne dla obu sytuacji. Najprosciej jest zauwazy¢, jaka jest
warto$¢ Ah, gdy wirek tonie, a przy wynurzaniu podnosi¢ go w taki sposob, aby
utrzymywac¢ wartos¢ Ah, co jest uwzglednione na rysunkach 3 i 5.

Nasz pierwszy eksperyment daje nastepujace rezultaty.

Jedli woda wylewa sie z wirka, to obserwujemy, ze kreci sie on w przeciwna
strone niz wyplywajaca z rurek woda. Ten przypadek potrafimy tatwo wyjasnic.
Jedli zamiast rurki i wylewajacej si¢ z niej wody pomyslimy o samolocie
odrzutowym i wyrzucanych przez niego spalinach, to stwierdzimy, ze obie
sytuacje sa bardzo podobne.

Przy eksperymencie z ,,odwrotnym spryskiwaczem”, gdy pozwalamy
pustemu wirkowi tonaé, zauwazamy, ze obraca sie on w strone przeciwna

do ruchu wskazowek zegara, czyli odwrotnie niz ten sam wirek, gdy

woda z niego wyplywala. Tak wiec na podstawie doswiadczenia dalismy
odpowiedZ na pytanie, ktére czesto jest koscia niezgody wsrod ,,myslowych”
eksperymentatoréw.

Obserwowany obrot wirka jest jednak znacznie wolniejszy niz przy normalnym
trybie pracy. Spodziewamy sie, ze dwa eksperymenty nie sa w pelni
symetryczne, ze miedzy dwiema sytuacjami musi istnie¢ jaka$ wazna roznica,
oprécz zmiany kierunku przeplywu wody w rurkach. Z rysunku 4 mozemy
wnioskowaé, ze wplywanie wody nie powoduje znacznego jej calosciowego
wirowania. Wewnatrz butelki dwa strumienie ptyna wzdtuz tej samej prostej
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Rys. 6. Badanie przeplywu wody przy jej
wplywaniu przez rynienke. Widok z géry.
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Rys. 7. Badanie przeplywu wody przy
jej wyplywaniu przez rynienke. Widok

z gory.
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Rys. 8. Anty-wirek, z ktoérego wyplywa

woda.

Rys. 9. Anty-wirek, do ktérego wplywa

woda.

\ N

Rys. 10. Wirek-konserwatysta, z ktérego

wyplywa woda.

A
=
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Rys. 11. Wirek-konserwatysta, do ktérego

wplywa woda.

i w sumie nie powstaje tutaj zadne krazenie wody. Jedynie na zewnatrz, przy
wplywaniu do rurek (i w rurkach, ale tu jest zachowana symetria z normalnym
trybem) powstaje bardzo male wirowanie wody. Wynika to z réznicy miedzy
wplywaniem a wyplywaniem cieczy z rurki. Na rysunkach 2 i 4 zaznaczono
wyplyw wody z rurki za pomoca jednej grubej strzalki, a wplyw wody — za
pomoca peku strzatek. Ale co to ma wspdlnego z rzeczywistoscia? Do tej pory
bezkrytycznie opieralidémy sie na przeczuciu, ze z grubsza wlasnie w taki sposéb
woda plynie poza rurkami. Czy wierzy¢ tej intuicji? Na szczeScie mozemy
przeprowadzi¢ doswiadczenie. . .

Wykonujemy (np. z kilkakrotnie zlozonej aluminiowej folii do pieczenia)
naczynie o $ciankach uformowanych na podobienstwo wanny-z-rynna
przedstawionej na rysunku 6. Dolewajac przez rynienke (lewa strona rysunku)
wode, obserwujemy jej ruch. Aby to sobie utatwié¢, posypujemy wode zmielonym
pieprzem. Czarne strzalki obrazuja przeplyw w naczyniu. Widaé, ze woda
dopiero w pewnej odlegtosci od rynienki rozpltywa sie na boki. Naczynie powinno
by¢ na tyle dlugie, zeby strumien nie ,rozbijal” sie za szybko o Scianke. Gdy

z rynienki wyplywa woda, nie obserwujemy powstawania wyraznego strumienia
w naczyniu — woda naplywa ze wszystkich stron (rys. 7). I chociaz nasze
badania dotycza troche innej sytuacji, gdyz w przypadku wirka cata rurka jest
zanurzona w wodzie, to mozemy by¢ juz pewni, ze istnieje wyrazna asymetria
pomiedzy wplywaniem a wyplywaniem: woda wyplywa jako wyrazny strumien,
a wplywa z réznych stron, bez szczegdlnie wyrdznionego kierunku.

Zawsze dobrze jest sprawdzi¢ swoje wnioski w troche innych warunkach. Obecnie
mamy juz wyrobione zdanie o tym, co si¢ dzieje w takich uktadach jak wirek:
wystarczy patrze¢ na wirowanie wody, by stwierdzi¢, w ktéra strone bedzie sie
krecit obiekt powodujacy to wirowanie. Sprobujmy skonstruowaé anty-wirka,
czyli tak uformowacé rurki, aby przy wyplywaniu wody wirek pozostawal prawie
nieruchomy, a przy wplywaniu — wyraznie sie krecil. Po chwili zastanowienia
stwierdzamy, ze wystarczy w poprzednim wirku odwrotnie umiesci¢ troche mniej
zagiete rurki. Na rysunkach 8 i 9 przedstawiam anty-wirka.

Przy normalnym trybie pracy powstaje jedynie bardzo nieznaczne wirowanie
wewnatrz butelki. Poniewaz wirowanie wody jest znikome, to wirek praktycznie
sie nie kreci. Natomiast jesli pozwolimy anty-wirkowi swobodnie tonaé,
zauwazymy, ze obraca si¢ on dosy¢ szybko w kierunku zgodnym z ruchem
wskazowek zegara. Znowu jedynie wewnatrz butelki woda si¢ kreci. Jednak

w tym przypadku woda wyplywa z rurek, wigc dwa strumienie powoduja duzo
silniejsze wirowanie cieczy.

Jako ostatni przyktad modyfikacji problemu spryskiwacza zrébmy
,wirka-konserwatyste”. Nasze wymaganie jest proste: wirek ma sie kreci¢
zawsze w te sama strone, bez wzgledu na to, czy woda z niego wyplywa, czy

do niego wplywa. Na podstawie poprzednich eksperymentéw tatwo stwierdzié,
ze ksztalt rurek powinien przypominac litere ,,U”. Na rysunkach 101 11
przedstawiono ,wirka-konserwatyste” w trybach normalnym (woda wyplywa

z wirka) i odwrotnym (woda wplywa do wirka). W obu przypadkach wirek kreci
sie w te sama strone.

Pomystowoéci Czytelnikéw pozostawiam konstrukcje jeszcze bardziej
zaskakujacych wirkéw. Ciekawa wydaje sie nastepujaca modyfikacja
przedstawionych ukladow: uzycie dltuzszych rurek i owiniecie nimi kilkakrotnie
butelki po zewnetrznej stronie. Na ktéry tryb pracy wplynie taka zmiana?
Poniewaz zawsze warto wykorzysta¢ wszystkie mozliwosci, jakie daje
eksperymentatorowi raz skonstruowany uktad, zechciejmy na koniec zastanowié¢
sie nad prostym i wdzigcznym problemem, zwiazanym z pierwszym omawianym
wirkiem pracujacym w trybie normalnym (rys. 2). Po nalaniu do ustalonego
gbérnego poziomu wody pozwalamy wirkowi swobodnie si¢ obracaé¢ w powietrzu,
trzymajac go na zyltce. Mierzymy czas, jaki uptywa od rozpoczecia wylewania sig
wody do momentu, gdy woda w butelce osiaga zaznaczony poprzednio dolny
poziom. Nastepnie powtarzamy eksperyment z jedna tylko modyfikacja: nie
pozwalamy wirkowi swobodnie sie obraca¢. W ktérym przypadku woda wyplynie
szybciej? Dlaczego? Jak zmodyfikowaé rurki wirka, aby réznica czasow byta
wieksza?
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Iloczyn réwny sumie

Rozpatrzmy réwnanie zy = x + y w liczbach
catkowitych dodatnich. Réwnanie to mozna zapisaé
w postaci (x —1)(y — 1) = 1. Zatem 2 — 1 =1
iy—1=1Lczyliz=21iy=2.

Rozwazmy teraz réwnanie xyz = x + y + z w liczbach
catkowitych dodatnich. Po podzieleniu obu stron przez
xyz otrzymujemy 1 = 1/yz + 1/zx + 1/xy. Zalézmy,
ze ¢ <y < z, co ze wzgledu na symetrie réwnania

nie zmniejsza ogdlnosci rozwazan. Gdyby = > 2, to
1/yz < 1/4,1/zax < 1/4, 1/xy < 1/4 i w konsekwencji
1/yz+1/zax + 1/zy < 3/4, wbrew réwnaniu. Zatem

x = 1 i réwnanie wyjéciowe przyjmuje postaé
yz=14+y+ 2z, czyli (y —1)(z — 1) = 2. Stad
y—1=1iz—1=2,czyliy =21z = 3. Mamy wiec
rozwiazanie (z,y,z) = (1,2, 3), pozostale rozwiazania
sa permutacjami tej tréjki liczb.

Rozwazmy teraz réwnanie xyzt =x +y+ 2+t

w liczbach catkowitych dodatnich. Dzielimy obie
strony przez xyzt i otrzymujemy 1 = 1/yzt + 1/xzt +
+1/xyt + 1/zyz. Zaldézmy, ze ¢ < y < z < t. Gdyby
x>2,tol/yzt+1/xzt+1/ayt +1/ayz < 1/8+
+1/8+1/8+1/8 =1/2, wbrew réwnaniu. Zatem

2z = 1. Réwnanie przyjmuje posta¢ 1 = 1/yzt + 1/zt +
+1/yt+ 1/yz. Gdyby y > 2, to 1/yzt + 1/zt + 1/yt +
+1/yz2<1/8+1/4+1/4+1/4="7/8, whrew réwnaniu.
Zatem y = 1. Wyjsciowe rownanie wyglada teraz tak:

zt=z+1t+2, czyli (z—1)(t — 1) = 3. Wobec tego
z—1=1it—1=3,czyli z=21it=4. Zatem
mamy rozwiazanie (z,y, z,t) = (1,1, 2,4) i wszystkie
permutacje tej czworki.

Wszystkie podane réwnania zapiszmy w postaci
ogolne;j:

12 ... Ty =1+ T2+ ...+ Xy
Rozwiazanie kazdego takiego réwnania wymaga
indywidualnego podejscia w zaleznosci od konkretnej
wartosci n. Latwo jednak stwierdzié, ze dla
dowolnego n réwnanie to ma rozwigzanie, albowiem
(x1,22,...,2n) = (1,1,...,1,2 n) je spelnia.

———

n—2 jedynek
Nietrudno si¢ zorientowaé, ze zwickszajac liczbe
niewiadomych w réwnaniu, zwicksza sie liczbe
niewiadomych réwnych 1. Niech k£ bedzie taka
najmniejszg liczba naturalna, ze 2F > n. Zatézmy, ze
21 < T2 < ... <2y Wtedy 1 + 22+ ... + 2, < DTy,
czyli x129 ... 2y < Ny, skad 125 ... 21 <N < 2k,
Whioskujemy stad, ze co najwyzej k — 1 sposrdéd
liczb @1, xa, ..., xp—1 jest wickszych od 1 (tj.
wigkszych lub réwnych 2) i tym samym co najmniej
n — k spo$rod niewiadomych 1, zo,. .., T, jest
réwnych 1. Na przykltad dla n = 1000000 mamy
k = 20, co oznacza, ze w tym przypadku co najmniej
999980 niewiadomych jest réwnych 1.

Witold BEDNAREK

Zadania beznadziejne,

Malo kto traktuje uprawianie matematyki jako zajecie powazne — wigkszos¢

czyli matematykow widzi w jej uprawianiu pasjonujaca zabawe, emocjonujaca

matematyk sie bawi

rozrywke, wciagajaca gre. Aby to udokumentowaé, przytocze tu dwa problemy,
ktérych stopien trudnosci gwarantuje, ze jest to matematyka z gérnej potki,

a sztafaz wyraznie wskazuje, ze jest to zabawa.

Robaki. Jak wiadomo, robak to odcinek jednostkowy,
z koncami oczywiscie, potozony na plaszczyznie

w dowolnie powyginany sposob. Kazdy robak

da si¢ przykry¢ pokrywka (obszarem, ktéry go
zawiera) o dowolnie malym polu. Jak jednak mata
moze by¢ pokrywka uniwersalna, czyli taka, ktora
mozna by przykry¢ kazdego robaka? Najprostsza
pokrywka uniwersalna, czyli koto, na pewno moze
mie¢ promien 1/2, a wiec pole réwne /4 = 0,785.
Oczywiscie istnieja uniwersalne pokrywki o mniejszym
polu. Aktualny, tegoroczny rekord, to uniwersalna
pokrywka o powierzchni 0,2604370 — tak mikroskopijny
obszar pozwala przykry¢ kazdego robaka.

R. Norwood, G. Poole, An Improved Upper Bound for Leo
Moser’s Warm Problem, Discrete & Computational Geometry 29,
No. 3(2003), 409-417.

A oto problem dla Czytelnikéw Delty. Wyobrazmy
sobie teraz pelna reprezentacje robakéow — kazdy
ksztalt w jednym egzemplarzu. Jak malo moga one
zajaé¢ miejsca, gdy sie starannie skupia (ale przecinaé
sie im nie wolno)? Czy miejsce to moze by¢
ograniczone? A gdy zapytamy o miejsce na tyle
przyzwoite, zeby mialo ono pole, to jak male moze
to pole by¢?

Mgielka. Przez kazdy punkt kwadratu (niech
bedzie jednostkowy) prowadzimy jakas prosta.
Oczywiscie prosta ta przechodzi takze przez inne
punkty kwadratu. Przechodzi tez przez punkty spoza
kwadratu. W wyniku tej operacji caly kwadrat jest
zakreskowany. I tu zadanie. Zrobi¢ to tak, zeby
zakreskowany byl tylko kwadrat, czyli tak, zeby
punkty poza kwadratem, przez ktére przechodza
proste, byly jak rzadziutka mgietka, tak rzadka,

by sumaryczne pole zamazanej czesci bylto rowne
polu kwadratu, czyli 1. Innymi stowy, mgietka poza
kwadratem — mimo ze nieskonczenie rozlegta — ma
mieé pole réwne zeru. I tu kazdy od razu powie,

ze to niemozliwe. Tymczasem mozna wykazaé, iz

nie tylko jest to mozliwe, ale nawet tak bardzo, ze
przekreslonych punktéw poza kwadratem bedzie tak
malo, iz zachowywac si¢ beda jak liczby wymierne
wér6éd wszystkich liczb rzeczywistych (uczenie: miara
Lebesgue’a przekreslonych punktéw dowolnego obszaru
rozlacznego z kwadratem bedzie réwna zeru).

M. Csornyei, How to make Davies’ theorem wisible, Bull. London
Math. Soc. 33(2001), 59-66.



Wyobraz sobie wzoér Przemystaw KICIAK

Rys. 1

Kwadratura to suma wartosci funkcji
w pewnych punktach, pomnozonych przez
pewne liczby.

Teraz kazdy punkt ma cztery
wspélrzedne, np. x, y, z, w.

Hiperptaszczyzna to rézny od calej
przestrzeni niepusty zbiér punktéw,
ktérych wspélrzedne spetniajg ustalone
réwnanie liniowe.

W Malej Delcie (Delta nr 4/2003) jest taka definicja:

Pryzmatoid to wielo$cian, ktérego dwie Sciany (zwane podstawami) sq réwnolegle
1 zawierajg wszystkie jego wierzcholki.
Objetosé pryzmatoidu jest rowna

1
gdzie h to odleglo$é podstaw (czyli wysokoéé), By i Ba to pola podstaw, a S
oznacza pole przekroju pryzmatoidu ptaszczyzna réwnoleglta do podstaw
i jednakowo od nich odlegta. Autor zachecil Czytelnikéw wyrafinowanych
do udowodnienia tego wzoru. Oto dowod dla Czytelnikow Nie Calkiem Malej
(ale i Nie Calkiem Duzej) Delty.

—

Niech podstawy pryzmatoidu leza w plaszczyznach © = 0 iz = h (,bez straty
ogélnosci”). Przez S(t) oznaczymy pole przekroju pryzmatoidu plaszezyzng @ =t
dla t € [0, h]. Objeto$é pryzmatoidu mozemy przedstawié¢ w postaci calki

h
O/ S(t) dt,

i teraz wystarczy zbadaé¢ funkcje podcalkows.

Kazdy wielo$cian mozna podzieli¢ na czworosciany, ktére maja co najwyzej
wspdlne $ciany i ktérych wierzcholki sa wierzchotkami tego wieloscianu. Zatem
jego objetos¢ jest suma objetosci tych czworoscianéw. W naszym przypadku
wierzcholtki kazdego czworoscianu leza w plaszczyznach x = 01 o = h, przy
czym liczba wierzchotkéow w pierwszej z nich moze by¢ réwna 1, 2 lub 3,
a w drugiej leza pozostale. Okazuje sie, ze funkcja s(t), opisujaca pole przekroju
czworo$cianu w tych trzech przypadkach, ma postaé

ct?, ct(h —t), c(h — 1),
gdzie c jest pewna stala, a wiec zawsze jest to wielomian drugiego stopnia
(rys. 1).

Funkcja S(t), opisujaca pole przekroju pryzmatoidu, jest suma funkcji
opisujacych przekroje czworos$cianéw, a wiec rowniez jest wielomianem drugiego
stopnia i poszukiwang wartos¢ catki mozemy obliczy¢ przy uzyciu wzoru
zwanego kwadraturg Simpsona:

/Oh S(t)dt = %h<S(0) + S(h)+ 4S<g)>.

To juz koniec dowodu, ale chwileczke. .. wzér Simpsona daje dobry wynik
takze wtedy, gdy funkcja podcalkowa jest wielomianem trzeciego stopnial
Dowdd jest tatwy, polecam. Zatem udowodniony wzor nadaje sie do obliczania
jeszcze czego$.

Wieloscian czterowymiarowy ma si¢ tak do ,zwyklego” wielodcianu jak ten

do wielokata. Jest to wiec figura w przestrzeni czterowymiarowej, ktorej Sciany
sa wieloscianami trojwymiarowymi. Figury takie mozna podzieli¢ na roztaczne
z wyjatkiem $cian (ktére sa czworo$cianami) sympleksy czterowymiarowe,

tj. czterowymiarowe wieloSciany wypuktle o pieciu wierzchotkach. Czytelnicy
wyrafinowani umiejg to udowodnié¢. W szczegdlnoséci mozemy zdefiniowaé
pryzmatoid czterowymiarowy jako

wielo$cian czterowymiarowy, ktdrego dwie $ciany (zwane podstawamsi) sg
(tréjwymiarowymi) wielo$cianami lezgcymi w réwnoleglych hiperplaszezyznach

1 zawierajg wszystkie jego wierzcholki.

Jedli podstawy takiego pryzmatoidu leza w hiperplaszczyznach x = 01 x = h,
czyli jego wysokos$é jest réwna h, objetosé (tréjwymiarowa) podstaw jest réwna
B i Bs, a objetos¢ ,srodkowego” przekroju S, to znéw kwadratura Simpsona
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Rys. 2

daje nam wzér (x), ktéry teraz opisuje objetosé czterowymiarowq naszego
pryzmatoidu.

Istotnie, mozemy podzieli¢ go tak, aby kazdy otrzymany sympleks miat 1, 2, 3
lub 4 wierzchotki w hiperplaszczyznie x = 0, a pozostale w hiperplaszczyznie
x = h. W pierwszym i ostatnim przypadku dla kazdego t € (0, h) przekrdj
sympleksu hiperplaszczyzna x =t jest czworo$cianem, a w pozostatych dwoch
graniastostupem tréjkatnym (rys. 2). Objetosé przekroju sympleksu w kazdym
z tych czterech przypadkéw jest opisana przez jedna z funkceji

ct?, ct*(h —t), ct(h —t)?, c(h —t)3,
wiec w rzeczy samej funkcja S(t), opisujaca objetosé przekroju pryzmatoidu
hiperplaszczyzna x = t, jest wielomianem trzeciego stopnia.

Mozemy analogicznie definiowaé¢ pryzmatoidy o jeszcze wigkszych wymiarach
i obliczac ich objetoéci n-wymiarowe, ale wtedy kwadratura Simpsona juz
nie wystarczy (dla kazdego n istnieja wszakze kwadratury réwne calce dla
dowolnego wielomianu stopnia mniejszego niz n i mozemy uzy¢ ktérejs z nich).
Natomiast dziala ona znakomicie, jesli chcemy obliczy¢ objetos¢ dwuwymiarows
(czyli pole) pryzmatoidu dwuwymiarowego — trapezu o wysokosci h.
Co nie oznacza, ze nie da si¢ wtedy uzy¢ prostszych wzordw.

...a matematyk wlazl na patyk i z patyka skoczyl

w niepojety, a mnéstwo rozkoszy wrézqcy, czwarty wymiar.

Julian Tuwim

Mozna bez calek

Dla mnie, staro$wieckiego geometry, z catkami do wieloscianu to jakby z nozem

do ryby. Zobaczmy wigc, jak to zostalo rozwiazane:

e zauwazamy, ze jeSli pryzmatoid da sie podzieli¢ na mniejsze pryzmatoidy
o wierzchotkach na tych samych plaszczyznach, to gdy dla tych mniejszych
dowodzony wzor jest poprawny, jest poprawny i dla tego, ktory sie z nich
sktada;

e dzielimy wigc pryzmatoid na czworosciany o wierzchotkach na ptaszczyznach
podstaw;

e za pomoca calek sprawdzamy dowodzony wzér dla kazdego z powstalych
czworo$cianow.

Aby sie wiec pozby¢ calek, trzeba sprawdzi¢ dowodzony wzor dla tych
czworo$cianow. Niech wierzchotkami ze ,starych” podstaw beda K, L, M, N.

Gdy na jednej z podstaw lezy jeden wierzcholek (rys. 3), a na drugiej trzy,
przekrdj w polowie ich odleglosci jest tréjkatem ABC o polu cztery razy
mniejszym od podstawy czworoscianu LM N. Mamy wiec By = 0 oraz By = 45,
a wiec dowodzony wzor daje $h(2B2) = $hBs, co jest znanym wzorem

na objetosé czworoscianu.

Gdy z kolei na kazdej podstawie sa dwa wierzcholki (rys. 4), przekréj w polowie
jest rownoleglobokiem, co wynika z twierdzenia Talesa zastosowanego

do kazdej ze $cian czworoScianu. Znalezienie jego objetosci moze byé
przeprowadzone tak. Laczymy wierzchotki przekroju ze $rodkami krawedzi

KL i MN. Otrzymujemy bryle PABCDQ, ktérej objetosé to %hS, jako ze

sg to dwa ostrostupy zestawione podstawami. Ciekawe natomiast jest to, ze
»pozostatosci” czworoscianu K LM N to cztery czworo$ciany jednoktadne z nim
(KPAD, LPCB, MQAB, NQDC), kazdy w skali % Kazdy wiec ma 8 razy
mniejsza objetos¢ od objetosci czworoscianu K LM N, a wiec razem maja
polowe jego objetosci. Stad objeto$¢ K LM N jest rowna podwojonej objetosci
PABCDQ, czyli %hS i to dobrze, bo mamy B; = Bs = 0, a wiec dowodzony
wzdr przybiera postaé %h(4S).

Tak wiec wykazaliSmy poprawnos$é wzoru bez uzycia calek. Calki maja jednak
te przewage, ze pozwolily od razu stwierdzi¢ poprawnosé¢ wzoru dla wymiaru 4.
Kazdy moze wiec wybraé sobie taka droge, jaka lubi.

M. K.



Przyktad? Prosze bardzo. Przypusémy, ze do jeszcze
lepszej obserwacji naszej gromady kulistej chcemy
kupié¢ nowy teleskop za pewna duza kwote w euro.
Mozemy go kupi¢ dopiero za 3 miesiace, gdy
dostaniemy honorarium za nasza $wietna ksiazke

o poszukiwaniu gwiazd zmiennych. Zreszta do tego
czasu nie bedzie nam potrzebny, bedziemy zbyt
zajeci konczeniem ksiazki i negocjacjami z wydawca.
Kurs euro wynosi obecnie okoto 4 zt. Co bedzie,
jesli za 3 miesiace wzrosnie on do, powiedzmy, 4,307
Fatwo obliczy¢, ile stracimy. Hmmm, bytaby to

w naszym budzecie niepozadana czarna dziura.
Trzeba temu zapobiec!

Moze zatem kupi¢ euro dzisiaj? Po co czekaé

na niepewny los? Nie szkodzi, ze nie mamy pieniedzy,
pozyczymy je z banku, przeciez juz wkrotce bedziemy
mogli odda¢! Oczywiscie, nie pozyczymy za darmo.
Banki tez musza z czegos zy¢, wiec pobieraja

za pozyczke haracz wedlug ustalonej na swoj sposob
stopy procentowej r. Ale to nic, euro, ktore kupimy,
tez ulokujemy w banku na procent rp!

Sprobujmy tak:

—rgT

1. Pozyczamy @QSe zlotych, za ktére kupimy
Qe T euro, gdzie S to kurs euro dzi$, a @ — iloéé
euro, ktorej potrzebujemy.

2. Kupujemy za to euro i lokujemy w banku.

3. Za 3 miesiace (T = 0,25 roku) wyjmujemy z banku
@ euro.

4. Sptacamy pozyczke w zlotéwkach:
Qe—TETSeTT — QSG(T—’I‘E)T-

Tle nas naprawde kosztowalo euro? Ano tyle, ile
splaciliémy pozyczki. Za jedno euro zaplacimy
faktycznie F = Se("="2)T 1 Czytelnik moze sam
obliczy¢ dla przyktadowych wartoéci, czy to warte
choc¢by jednego straconego na wszystkich tych
operacjach zachodu Stonca. Dodam tylko, ze tak
naprawde nie musimy wykonywaé operacji 1-4, aby
uzyska¢ powyzszy efekt. Banki zawieraja z klientami
kontrakty terminowe (wiazace obie strony) na zakup
lub sprzedaz walut. Sa one dos¢ popularne wéréd
firm, ktorych zysk zalezy od zmieniajacych sie kursow
walut. Cena ich wykonania powinna by¢ jak najblizsza
obliczonego powyzej F'.

Ile kosztuje niepewnoS¢?
Monika SZYMKOWIAK

Czyz nie byly ciekawe ostatnie wahania kurséw walut? Na przyklad euro lub
dolara? Coz, pewnie spora czes¢ Czytelnikéw stwierdzi, ze sa ciekawsze obiekty
obserwacji, chociazby zachody Stonca lub gromada kulista NGC 6823, ale czyz
nie jest to z pewnych wzgledéw interesujace zjawisko? Skoro potrafimy obliczaé
trajektorie cial niebieskich, znajac warunki poczatkowe, czemu nie pokusic¢

sie o obliczenie trajektorii kursu zlotéwki do euro? Dysponujemy przeciez
pewnymi informacjami, ktére moga nam w tym poméc. Pomy$lmy, ile korzysci
(namacalnych!) przyniostyby nam takie obliczenial

Gdyby nawet F < Se("~"E)T przez chwile, to natychmiast znalezliby
sig¢ chetni na zawarcie kontraktu kupna euro po cenie F' za okres T,
gdyz sprzedajac dzis pozyczone euro, lokujac zlotéwki w banku i po
czasie T odkupujac sprzedang ilo$¢ euro po cenie F', osiggneliby bez
zadnego ryzyka zysk Se("""E)T _ . Wiekszy popyt na tego typu
kontrakty zmniejszytby cene¢ wykonania do odpowiedniej wartosci.
Podobny argument dziala oczywiscie w druga strone.

Zastanéwmy sie teraz, czy opisane wyzej rozwiazanie
rzeczywiscie jest najlepsze? A jesli spodziewamy sie,
ze kurs euro raczej spadnie (choé¢ i wzrostu nie mozna
wykluczyé)? Nie doéé, ze stracimy czas na zawieranie
kontraktéw, to jeszcze to wszystko na nasza zgube!
Moze lepiej zawrzeé taki uktad, z ktérego mozna sie
bez konsekwencji wycofaé, jedli nie bedzie dla nas
korzystny?

Taki uklad nazywa sie opcja. Jak sama nazwa mowi,
jest to prawo — lecz nie koniecznosé — do zakupu lub
sprzedazy okreslonej rzeczy (w naszym przypadku
waluty) w okreslonym terminie po okreslonej cenie.
Gdy przyjdzie czas, mozemy zdecydowaé: korzystamy
z opcji lub nie. To ciekawsze rozwiazanie, prawda?
Nie ma, niestety, nic za darmo! Za opcje trzeba
zaplaci¢. To rodzaj ,ubezpieczenia” przed rosnacym
lub malejacym kursem waluty. Tak jak w przypadku
ubezpieczenia, jesli nikt nie zaleje nam mieszkania,
zaplacona sktadka przepadnie!

Ile powinna kosztowaé taka opcja? Skrupulatny
Czytelnik odpowie zapewne: to zalezy od tego,

jak definiujemy stowo ,,powinna”! Postapmy wiec
systematycznie i poczynmy pewne do$¢ rozsadne,

choé czasami daleko idace zatozenia. Rozwazmy model
najprostszy z najprostszych:

1. Zakup walut i umieszczenie ich w banku nie wiaze
sie z wiegkszym ryzykiem niz bezposrednie lokowanie
pieniedzy w banku i spodziewany zysk z obu
operacji jest taki sam.

2. Stopy procentowe pozyczki i depozytu sa takie
same.

3. Nie ponosimy zadnych kosztow ,manipulacyjnych”
zwiazanych z transakcjami.

4. Spodziewamy sig, ze za czas T cena euro przyjmie
jedna z dwoch wartosci: albo S - u > X, albo
S -d< X, gdzie X to cena wykonania opcji,
a S — cena dzisiejsza.



Oznaczmy prawdopodobienstwo, ze cena wzrosnie,
jako p. Wartosé naszej opcji P dzi§ wyniesie wiec

e T[(Su—X) - p+0-(1—p).
Do obliczen brakuje nam wartosci p. By ja obliczy¢,

skorzystamy z pierwszego zalozenia. Wartosé
oczekiwana inwestycji w euro wynosi E(St) = Se"T,

Skad

o(r—re)T _ g
p= T u_d
wiec cena opcji wynosi:

elr=re)T _ 4

P=e¢"(Su—-X
e " (Su ) -

czyli

"2l [Su-p+ Sd- (1 —p)] = Se™.

Co wiec jest lepsze? Kontrakt terminowy czy opcja?
WezZmy przyktadowe wartosci S = 4, u = 1,05,
d=0,98, X =4,11ispdjrzmy na wykres naszego zysku.

zysk
0,30
0,25 ¥
) P S(Y
0,20 H> Jak wida dk
) y ak widac, w przypadku
0,15 ‘0;‘,“0« {;{,4\ wzrostu ceny euro kontrakt
010 w‘@m (L\g’/? terminowy jest zyskowniejszy.
’ Lo 5\;/7§ Jednak w przeciwnym
0,05 s\ przypadku wiaze sie z wicksza
0700 T T T T T T T T T T T T M LI N I N N I BN B B B B | nii Opcja Stra’t%- Oprécz Wielu
0.05 mng ® m%% Qv &% M N @9 yﬁ?’) ﬂfb N@ 3’% St innych jest jeszcze najprostsze
o ¢ oo rozwigzanie: nie robimy nic
—-0,10 i liczymy na tut szczedcia.
_0.15 / Taka mozliwo$é nic nie kosztuje,
' / bo wiaze sie z nig ryzyko
—0,20 teoretycznie nieskonczone. . .
-0,25

Rys. 2

Redaguje Mikotaj ROTKIEWICZ

M 1042. Niech ay, ..., an i a beda takimi liczbami naturalnymi, ze a | a;a; oraz
atal™ dla dowolnych liczb naturalnych m i1 <4, j < n, i # j. Udowodnié, ze

a ma co najmniej n réznych dzielnikéw pierwszych.

Rozwiazanie na str. 15

M 1043. Czy dla dowolnego n > 3 istnieja takie liczby naturalne aq,as,. .., ay,
ze a; t aj, ale a; | ajay dla dowolnych parami réznych liczb 4, j, k 7

Rozwigzanie na str. 15

M 1044. Czy dla dowolnego n > 5 istniejg takie liczby naturalne a1, as, ..., an,

ze a; t ajag, ale a;a; | agaja, dla dowolnych parami réznych 4, j, k,l,m ?
Rozwigzanie na str. 15

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 607. Ile powinien wynosi¢ zewnetrzny promien skretu $wiattowodu,
wykonanego z przezroczystej substancji o wspélezynniku zalamania n = 4/3,
aby dla promienia przekroju swiattowodu, réwnego d = 1 mm, $wiatlo,
wchodzace do $wiatlowodu prostopadle do plaszczyzny przekroju (rys. 1),
rozchodzito sie dalej, nie wychodzac poza brzeg powierzchni bocznej?
Rozwiazanie na str. 16

F 608. W oérodku o wspotezynniku zalamania n = 1,3 rozchodzi sie waska
wiazka $wiatla o przekroju kolistym (rys. 2). Ta wiazka wchodzi prostopadle
do kulistej dziury (pustej), ktoérej promien jest duzo wiekszy od promienia
wiagzki. Ile razy wiazka sSwiatta bedzie szersza po wyjsciu z dziury?
Rozwiazanie na str. 16
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Tak powstaje obraczka.

Maia aelld

Obraczka

Jest teraz moda na zadania tekstowe, bo (niezaleznie od tego, jak
absurdalna jest ich tre$¢) uwaza sie je za zastosowania matematyki
w zyciu praktycznym. Oto przyklad.

Kandydatka na panne miodg jest osobq praktyczng i chee wydaé jak
nagmniej na obrgczki. Rozwaza wiec problem, jakiej grubosci palec pana
mtodego bedzie nagkorzystniejszy, by wybracé oblubierica zgodnie z tym
kryterium. Obrgczki zaprzyjazniony z nig ztotnik wykonuje wedtug
nastepujgcego przepisu: wszystkie majg wysokosé w, a ich zewnetrzne
zakrzywienie dobiera sie w zaleznodci od gruboéci palca tak, aby byly one
réznicg walca (palca) i odpowiednich rozmiaréw kuli. Jakiej grubosci palec
pana miodego najlepiej spelni oczekiwania wymagajgcej panny?

Sprobujmy rozstrzygnaé przedslubne watpliwosci. W tym celu
zastanéwmy sie, przy jakim promieniu kuli najwieksza jest objetosé
obraczki wycietej przez walec tak, aby jej wysoko$é byta réwna w.
Rysunek ponizej ilustruje nieoczywisto$é pytania: im promien wigkszy,
tym obraczka o danej wysokosci ciensza, choé¢ ,dluzsza”.

Obliczymy objeto$¢ warstwy o wysokosci w
i odejmiemy od niej objetoéé walca o tej samej

wysokosci.

Archimedes zaproponowal, aby do takich obliczen
uzy¢, obok kuli, walca opisanego na kuli —

ma on przekrdj osiowy bedgcy kwadratem —
_______ ale wydrazonego w ten sposéb, ze wyjmujemy

z niego stozki, ktérych tworzace sg przekatnymi

przekrojéw osiowych walca.

Zauwazyl on mianowicie, ze kula i wydrazony walec, przecigte dowolng
plaszczyzng réwnolegta do podstaw walca, majg przekroje o réwnych
polach. Istotnie, dla przekroju odleglego o h od $rodka kuli mamy

nr? = m(R? — h?) = mR? — wh?;
z lewej mamy pole przekroju kuli (czyli kota), z prawej pole przekroju
wydrazonego walca, czyli réznicy dwéch kol
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Jedli teraz skorzystaé z faktu, ze dwie bryly, majace w przecigciu dowolna
spoéréd plaszezyzn réwnoleglych przekroje o réwnych polach, maja réwne
objetosci, to mozna znalezé objeto$¢ dowolnej warstwy kuli. Spostrzezenie
powyzsze nazywa sie zasadg Cavalieriego, cho¢ wymyslit to 2000 lat
wezesniej Archimedes. Uzasadnial on ten poglad piszac, ze gdyby owe
bryly byly pustymi naczyniami i nalewano by do nich wode, to w kazdym
momencie tyle samo wody potrzeba by bylo na kolejng warstewke,

a wiec poziom wody podnositby si¢ w obu brytach w tym samym tempie,
a wobec tego napelnityby sie one réwnoczesnie, czyli miescityby tyle
samo wody, a zatem maja te sama objeto$é. To rozumowanie doskonale
nadaje sie do matematycznego uscislenia, co spowodowalo, ze zasada
Cavalieriego jest uznanym twierdzeniem matematyki.

Postugujac sie nia, najpierw obliczymy objetosc
W (h) warstwy o wysokosci h z jednej strony

ograniczonej plaszczyzng réwnika. Bedzie to
objetoéé walca z wyjetym stozkiem, czyli

W(h) = 7R — %whi’n

Kazda inna warstwa to suma lub réznica takich
warstw.

W szczegdlnosci obraczka to suma dwoch takich

warstw o wysoko$ci 2w minus walec o wysokosci

w i promieniu podstawy r = /R? — (3w)?.

Wobec tego objetos$é obraczki obliczamy tak:

3 2\ 2
2 (WRQ-%IU—%T((%HJ> >—7r< R2 - <%w> ) ’LU:%’IT'LUB.

Okazuje sie, ze ilo§¢ zlota potrzebna do wykonania obraczki wedtug
podanego przepisu zalezy jedynie od wysokosci obraczki, a nie zalezy
w szczegdlnoéci od grubosci palca oblubiefica. Zatem nasza oszczg¢dna
kandydatka na panne mtoda bedzie musiata znalez¢é inne kryterium
pozwalajace jej dokonaé wyboru.

Z Skoro juz rozwigzaliémy — zgodnie z zaleceniami podstawy programowej —
%m zadanie praktyczne, mozemy powréci¢ do teorii.
P, X Powodem, dla ktérego Archimedes znalazt wzér na objetos¢ warstwy,
W bylo znalezienie wzoru na objeto$é kuli. Jest ona przeciez réwna
podwojonej objetosci warstwy o wysokosci R. Zatem jest ona réwna

1 4
2. p_ = 3y — = 3
2W(R) = 2(7rR R 37rR ) = 37rR .

Z ciekawszych warstw warto jeszcze zainteresowaé si¢ czasza. Jak tatwo

R zauwazy¢, jest to réznica warstwy o wysokosci R (czyli pétkuli) i warstwy
o wysokosci R — z, gdzie = to wysoko$¢ czaszy. Mamy zatem na objgtosé
czaszy wzor

N W(R) - W(R-1z) = %’/TR3 ~ (tR¥(R-x) - %W(R—w)g) _
= %wRS —- 7R} +R*z + %WR3 — nR*z + mRx? — %wmf‘ =

1 1 1 1 1
Réwnosé = 2 _ —op3— = 2 T3 — o2 Zp3
TRz 57T 27'((2R z)z? + §TL = 5mr T+ gme.

2
"= Q2R -a)z 5 . . s g e
wynika z faktu, s trojkat ZPN jest OtrzymaliSmy wiec nawet trzy, zapisane w ostatniej linijce, porgczne

prostokatny. WZory.

Maltq Delte przygotowal Marek KORDOS



Droga do gwiazd...

Rozwazmy takie zadanie:

Liczby ze zbioru {1,...,12} nalezy rozmiescié w 12
wolnych polach (rys. 1), tak by suma kazdej czwdrki
liczb polgczonych odcinkiem byla stala i wynosita 26.

A X

Nasuwaja si¢ pytania:
(1) Tle jest mozliwych rozwiazan i jak ich szukaé?

b

=,

Rys. 1

(2) Co sie stanie, jesli wezmiemy inna liczbe niz 26

— jako sume?
L6 Y3 Y4 z2
Z5 Y1 Y6 3

Przy oznaczeniach, jak na rysunku 2, warunki zadania
moéwig, iz

o

o

Rys. 2

T2 +y4 + Y3 + 6 = 26,
(x) 22 +ys +ys+ x4 =26,
e + Y2 +y1 + x4 = 26,

1 + Y4+ ys + x3= 26,
1 +y3 + y2 + w5= 26,
T5 +y1 + ye + x3= 26.

Pytanie (2) jest latwe. Kazda zmienna w ukladzie (x)
pojawia sie dwa razy (gdyz przez kazde kétko

na rysunku 1 przechodza dokladnie dwa odcinki).
Zatem po dodaniu stronami wszystkich réwnan (),
gdzie liczbe 26 zastapimy przez s, mamy:

2(x1 + o + x5 + x4 + x5 + 6+
Y1+ Y2 + Yz +Ya T Ys +Ys) =
=2(1+...412) =156 = 6s.
Cazyli s = 26.
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Mozna obliczy¢:

26-Y
2

gdzie Y = y1 + ... + ys, Przyjmujemy yo = Y.

A wiec z; = f(y1,...,y6) dlaj=1,...,6.

Ze wzoru tego wynika, ze wsréd liczb y; dwie lub

cztery sa parzyste. Natomiast nie da si¢ obliczy¢

yj = g(1,. .., 6).

T = + Y +Yji-1,

Szukalem rozwiazan na komputerze, jak tez

4z oléwkiem w reku” (jest to trudne). Podam trzy
przyktadowe rozwiazania i zobaczymy bardzo ciekawe
ich wlasnosci.

Rysunek 3 ilustruje,
ze sumy liczb w wierzchotkach
natozonych tréjkatow
sa réwne 39 — Y/2.

Rys. 3. Y = 36.

Na rysunku 4 widzimy,
iz suma liczb w wierzchotkach
powstatego rombu
jest réwna 26. 4

(6411 +8+1=26)

Rys. 4. Y = 44.

Rysunek 5 jest ilustracja
faktu, ze sumy liczb

w wierzchotkach
powstalych
réwnoleglobokéw

sg rowne 26.

(2+94+11+4=
=10+5+8+3=26).

va
s
TaN
Y
VAN
"

Rys. 5



Wreszcie: sumy liczb w dwoch przeciwleglych sobie
tréjkacikach (np. tych zaznaczonych grubsza linia)
sa réwne. Wynika to np. ze wzoru na x;. Istnieje
nawet rozwiazanie, w ktérym liczby 11 i 12 sa na
wspOlnym odcinku (y; = 3,8,10,2,11,4).

W gwiezdzie m-ramiennej suma po kazdym odcinku
musi by¢ réwna 4m + 2. Rozmieszczamy liczby

ze zbioru {1,...,2m}. Otrzymujemy m réwnan z 2m
niewiadomymi. Mamy wiec do sprawdzenia (2m)!/m!
ukladéw (o ile umiemy obliczyé x; = f(y1,...,Ym))-

Powstaje pytanie: dla jakich m istnieje rozwigzanie?

Gdy m = 5, prawdopodobnie
nie ma rozwiazania,

nie znam jednak

dowodu, iz tak

jest istotnie. ..

Rys. 6. m = 5.

Gdy m = 7, odpowiedz jest twierdzaca. Jak wygladaja
tu wzory na z; = f(y1,...,y7) i czy mozna znalezé
jakie$ ciekawe wlasnosci rozwiazan — jak uczyniliSmy

to, gdy m = 67
@/@\@

Przypadek m = 8 jest szczegblnie ciekawy. . .
Przykladowe rozwigzanie
wyglada tak.

O, 3 11—

(=2}

—
Ut
[\V]

—
(=}
—
)

(8)—3 9 (1)
Rys. 8. m = 8. k/\QD/\/

Mozna tu zauwazy¢ nastepujace wlasnosci.

Pierwsza: sumy liczb w wierzchotkach natozonych
kwadratéw (tworzacych gwiazde) sa réwne
(1+416+4+8=54+114+7+6).

Druga: 10+134+24+14=154+349+412 =
=34+144+9+13=10+15+2+12.

Gdy m = 10, rozwiazanie moze by¢ np. takie:

y; =2,19,4,7,17,5,8,12,10, 18 (punkty wewnetrzne
gwiazdy), w wierzcholku lezacym najblizej y1 1 ya,

z = 16.

Na koniec przypadek m = 12. Kazde rozwigzanie

(np. to, ktére wida¢ na rysunku 9) ma nastepujaca
wtasnosé: sumy liczb w wierzchotkach obu
szeSciokatéw sg réwne (20 +4 4+ 184+5+21+6 =
=14+24+114+10+9+19) i w konsekwencji punkty
wewnetrzne gwiazdy y; dziela sie na dwie széstki

o réwnej sumie.

2242412416+ 174+7=234+34+13+14+15+8 =
=24234164+13+7+15=3+124+ 144+ 17+ 8+ 22.

Rys. 9. m = 12.

Nie wiem, czy sg jeszcze jakie$ inne wiasnosci takich
rozwiazan, oraz czy istnieje m > 5, dla ktorego nie ma
rozwigzania. . .



Lekcja z przysztosci (?)

W swojej ksiazce ,,Opowiesci geometryczne”, pisanej
w 1993 roku, przedstawilem nieco futurystyczny
scenariusz ,lekcji przysztosci”. Na tej lekcji uczniowie
rozwiazuja zadania stereometryczne, postugujac

sie komputerem. Komputer oblicza, pokazuje bryly

w przekroju, niemalze podpowiada rozwiazania.
Zadanie ,samo si¢ rozwiazuje”, a nasze mys$lenie
przeznaczamy do wyzszych celéw niz nudne rachunki
i przyprawiajace o bél glowy wyobrazenia konfiguracji
przestrzennych. ,,0d tego mamy komputery” mowig
nauczyciele przysztosci. Myslenie jest potrzebne tam,
gdzie nie da sobie rady komputer.

I oto, z dobra dokladnoscia, scenariusz ten zrealizowal
sie na XXV Sesji Seminarium Edukacji
Matematycznej w Czestochowie, w marcu 2002 r.
Jozef Kalinowski z US pokazywal siedemnascie
sposobow rozwiazania zadania z Olimpiady
Matematycznej.

W trojkqcie prostokgtnym rownoramiennym podzielono
przeciwprostokgtng BC' na trzy réwne cze$ci. Niech D
bedzie jednym z punktow podziatu wewngtrz odcinka.
Wierzchotek A kgta prostego polgczono z punktem D.
Niech T bedzie rzutem prostokgtnym punktu B

na prostg AD. Wykazac, zZe kgt C'T D jest réwny

45 stopni.

Uczestnicy tej Sesji spostrzega, ze moj artykul przedstawia
»zbeletryzowang”, ale w zasadzie wierng wersj¢ tego, co si¢ dzialo.

Prelegent rysowat na tablicy rézne proste, rachowat
i dowodzil, a ja wyjatem Laptopa. ,, To przeciez
prosta geometria analityczna” pomyslalem. Po chwili
program w jezyku Mathematica byt napisany.
Wocisnatem Enter, na ekranie pojawil sie napis
tangens kata jest rowny 1. Po Wykladzie pokazalem
rozwiazanie na duzym ekranie. Sesja odbywala sie
bowiem w doskonale wyposazonej Szkole Pozarniczej
w Czestochowie. Pierwszy raz w zyciu prowadzitem
zajecia w sposéb, ktory znatem tylko z opowiadan.
Pisze sobie co$ na swoim komputerze, a stuchacze
widza to na ekranie.

Rysunek, ktéry zrobitem, postugujac sie graficznymi
programami pakietu Mathematica, pokazal, ze
rozwiazanie jest poprawne: wszyscy zobaczyli

na ekranie, ze kat C'T'D ma rzeczywiscie 45 stopni.
C

A B
— Zmienmy tréjkat — zaproponowal kto$. — Wezmy
réwnoboczny.
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— Prosze bardzo — odpowiedzialem i zmienitem
parametry. Na ekranie pojawil si¢ napis kwadrat tangensa
kata jest rowny 3. Rysunek potwierdzil rozwiagzanie.

C

A B

— A gdyby dzieli¢ na inna liczbe czeéci? — padto
nastepne pytanie, ale juz czas byl na obiad,

a przeciez w Strazy Pozarnej nalezy by¢ szczegdlnie
punktualnym. Potem pochlonely wszystkich inne,
bardzo ciekawe zajecia i w sobote rozjechaliSmy sie,
jak zwykle, w smutku. Zadanie ulegto zapomnieniu.

W Swieta Wielkanocne usiadtem spokojnie

do komputera, odmawiajac zjedzenia kolejnego jajka
na twardo. Program obliczajacy tangens kata CT' D
dla dowolnego tréjkata i dla dowolnego podziatu

boku BC nie byt trudny; pisanie zajeto mi niecale pét
godziny.

Najpierw napisalem réwnanie prostej przez dwa
punkty:

prostalpunktl_, punkt2.]:=
Det [{{1, 1, 1}, {punkt1[[1]], punkt2[[1]], x},
{punkt1[[2]], punkt2[[2]], y}}1;

potem réwnanie prostopadlej:

prostopadla[prosta_, punkt_]:=
{Coefficient[prosta, y], —-Coefficient[prosta, x]}.
({x,y}-punkt)

wreszcie nauczylem swojego Laptopa, jak szukaé
punktu wspoélnego dwdch prostych:

wspolny[prostal_, prosta2]:=
{Solve[{prostal == 0, prosta2 == 0}, {x,y}] [[1, 1, 211,
Solve[{prostal == 0, prosta2 == 0}, {x,y}] [[1, 2, 211}

Teraz mogtem napisaé zasadniczy program,
wyliczajacy tangens kwadrat szukanego kata
w dowolnym troéjkacie:

odpowiedz[al_, a2_, bl_, b2_, cl_, c2_, s_]:=

Block[{},

a = {al, a2}; b = {b1,b2}; c = {c1,c2}; d = c + s*(b-c);

t = wspolny[prostala, d], prostopadla[prostala, d] ,bl];
kosinuskwadrat = ((t-c).(t-d))"2 / ((t-c).(t-c)*(t-d).(t-d));
tangenskwadrat = Simplify[(1-kosinuskwadrat) / kosinuskwadrat]
]

Nawet, jesli ktos nie rozumie nic z tego, przyzna
na pewno, ze tak krotki program nie moze by¢ trudny.



Istotnie, po kilku godzinach nauki programowania
kazdy by cos$ takiego sam napisal. Nie chcialo mi sig
dopisywaé formutki, ktéra by odroznila, czy kat jest
ostry, czy rozwarty (po tangensie tego sie nie pozna).

I zaczelo sie. Wprowadzitem uktad wspélrzednych tak,
by podstawa AB trojkata byla osig x. Umiescilem
wierzcholek A w poczatku ukladu (a raczej odwrotnie:
poczatek ukladu w punkcie A), skale przyjalem tak,
by wierzcholek B wypadl w (1;0). Wspolrzedne
trzeciego wierzchotka, C, oznaczylem przez p, gq.
Podalem dowolny parametr s — jaka czeécia boku BC
jest CD. Wywolalem

odpowiedz[0, 0, 1, 0, p, q, s]

i zobaczytem odpowiedz
s
(P—p* = +s—2ps+p>s+¢*)*

To jest kwadrat tangensa szukanego kata. Zadanie
w najbardziej ogélnej postaci rozwiazane.

LU, pomyslatem, tracac zainteresowanie,
,malo ciekawie. Ale sprawdzmy, czy dla tréjkata
réwnobocznego kat wyjdzie réwny 60 stopni”

odpowiedz[-1, 0, 1, 0, O, Sqrt[3], 1/3]
3

Zgadza sie, to jest kwadrat tangensa 60 stopni.

Zaczalem si¢ bawi¢. Dzielmy bok BC kolejno na trzy,
cztery, pie¢ czesci. Jakie beda te katy? Napisalem

odpowiedz[0, 0, 1, 0, 0, 1, 1/n]

Komputer podal ciag, z ktérego od razu bylo widaé
0go6lny wzor:

Jezeli przeciwprostokgtng trojketa prostokgtnego
rownoramiennego podzielimy na n rownych czesct,
to tangens kqta, o ktory chodzi w zadaniu, jest rowny
1

tg dn = Pt
Wezytalem teraz wierzcholki tréjkata réwnobocznego
i kazalem komputerowi rozwiaza¢ podobne zadanie dla
podzialu boku tréojkata réwnobocznego na n czesci.
Znoéw ostupiatem. Na ekranie widnial ciag

3
-2

a zatem komputer ,,udowodnil” takie twierdzenie:

Jezeli bok trojkqta rownobocznego podzielimy na
n rownych czesci, to tangens kqta, o ktory chodzi
w zadaniu, jest réwny

V3
n—2

Zaczalem teraz prawie na o$lep szukaé¢ trojkatéw,
w ktorych te katy sa szczegdlnie tadne. Najpierw

szukalem kata 45 stopni wsrod trojkatow o takich
wierzchotkach:

A= (7i 0)7

m’

B=(1;0), C=(0;1).
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m=1; n=1;

Do [m++;

Do [n++;

If [odpowiedz[-1/m, 0, 1, 0, 0, 1, 1/n] == 1,
Print ["'m =", m, ", n=", n1], {30}
1,{30}

]

Rezultaty poszukiwan zaowocowaly znalezieniem
takich przyktadow.

Katy 45 stopni: dla tréjkata o wierzchotkach

w A= (-1/3;0), B=(1;0), C =(0;1) i podzialu
boku BC na pieé¢ réwnych czesci, a takze dla trojkata
o wierzchotkach w punktach A = (—1/2;0), B = (1;0),
C = (0;1) i podzialu boku BC' na siedem czesci.

C

A B

Kat 60 stopni otrzymatem, na przyktad, dla

tréjkata o wierzcholkach A = (—1/2;0), B = (1;0),

C = (0;4/3/2) ... 1 jeszcze kilku innych. Byty jeszcze
jakie$ inne zdumiewajace zaleznosci, komputer migal,
wydawalo mi sie, ze mruga do mnie porozumiewawczo,
a ja w koncu znudzitem sie¢ i zdenerwowaltem sie.

»A co mnie to wszystko obchodzi!”.

Oto dwie z tych zdumiewajacych zaleznosci:
W tréjkacie o wierzchotkach A = (0;0), B = (1;0),
C' = (1111111111;1111111111) kwadrat tangensa kata,
ktory otrzymamy z podziatu boku BC na 4 réwne
czesci, jest réwny
1234567900987654321
54869684444444444447736625519615912209
Natomiast tréjkat o wierzchotkach A = (0;0),
B =(1;0), C = (26;26) i podzial boku BC na
26 czesci daje jako tangens kata:
26

33175.
I jak tu sie nie zadziwi¢?

W domu goécie, ktérych tak nieuprzejmie opudcitem,
pili juz kawe i opychali si¢ mazurkami.

Jaki jest moral z tej historii? Bez komputera ,nie
chciato by mi si¢”, moze bym nawet nie dat rady.

A 7 nim rozwiazalem bez trudu znacznie ogdlniejsze
zadanie. Rozbudzil moja ciekawos¢. . . az przyszedl
przesyt. Teraz juz to zadanie wcale mnie nie bawi.
Obawiam sie tylko najgorszego: ze moje (a raczej
mojego poczciwego Laptopka) wyniki sa banalne

i mozna do nich doj$¢ prostym, klasycznym, pieknym
rozumowaniem. Kto znajdzie takie wlasnie rozwiazania
tych zadan?



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Mikroelektromechaniczny wech

Do wachania najlepiej nadaje si¢ pies. I to nie tylko
z powodu bardzo wyostrzonego zmystu powonienia,
ale réwniez ze wzgledu na tatwo$é odpowiedniego
tresowania. Specjalnie ulozone pieski potrafia
znajdowaé §ladowe iloci narkotykéw czy materialéw
wybuchowych. Jednak nie zawsze uzycie psa jest
mozliwe i wystarczajace. Wyszkolenie i utrzymanie
psa policyjnego (skladajacego sie, jak wiadomo,

»Z policjanta, linki wodzacej i psa wlasciwego”) jest
drogie, zwierze moze byé zmeczone, a w krajach
arabskich pies uznawany jest za zwierze nieczyste,
co dodatkowo komplikuje sprawe.

Dlatego posiadanie sztucznego nosa, o czuloéci
podobnej lub lepszej od psiego, jest bardzo pozadane.
Takie urzadzenia, oczywiscie, istnieja, ale sg

jeszcze drozsze (i to wiele, wiele razy) i duzo mniej
poreczne. Przydalby sie maly sensorek, za pomoca
ktorego kazdy celnik czy pracownik obstugi lotniska
méglby sprawdzi¢, czy przechodzaca osoba nie

miata kontaktu np. z plastikiem. Tak popularnie
nazywa sie niezwykle grozne materialy wybuchowe,
takie jak pentryt (PETN — C(CH2ONO3)s4,
nitropentaerytryt, tetraazotan pentaerytrytu),

czy tez RDX (znany w Polsce gléwnie jako

heksogen — 1,3,5-trinitro-1,3,5-triazynocykloheksan,
albo cyklonit — cyklotrimetylenotrinitroamina,
heksahydro-1,3,5-trinitro-1,3,5-triazyna). Materiaty

te pozwalaja sie dowolnie ksztaltowaé, do momentu
detonacji sa bardzo bezpieczne, a zdetonowane, nawet
w malych iloSciach, czynia wielkie szkody.

Szansa na odpowiedni wykrywacz niedawno si¢
pojawila, za sprawa naukowcéw z Oak Ridge
National Laboratory i Uniwersytetu Tennessee [1].
Ich prototyp to urzadzenie mikro-elektro-mechaniczne
(MEMS)."Wykorzystuje ono krzemowa, pozlacang
mikrodzwigienke o wymiarach 180 na 25 mikronéw,
pokryta z jednej strony monoczasteczkows

warstwa kwasu 4-mercaptobenzoesowego (4-MBA,

o wzorze HSC¢H,COOH), ktéra wychwytuje
czasteczki pentrytu i heksogenu (ale réwniez

wody). Po 20 sekundach dzialania urzadzenie

to byto w stanie wykry¢ stezenie tych zwigzkéw

w powietrzu na poziomie 14 czesci na bilion, co
oznacza wychwycenie zaledwie kilku femtograméw.
Plastiki, w odréznieniu od wody, osadzaja sie, tworzac
pojedyncza warstwe. To powoduje innego rodzaju
wygiecie dZzwigienki i inng zmiane jej czestosci
rezonansowej. Te réznice wykrywane byly za pomoca
zmodyfikowanej wersji mikroskopu sit atomowych.
Pozostaje jeszcze zmniejszyé cale urzadzenie

do wielkosci poréwnywalnej z badana dzwigienks.
Ponoé jest to wykonalne, ale psi nos i tak jeszcze

nie raz sie przyda.
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Glebia z celofanu

Nie wszyscy wiedza, ze Swiatlo emitowane przez
ekran cieklokrystaliczny jest spolaryzowane liniowo
(i tworzy kat 45° z podstawa ekranu). Keigo lizuka
z Universytetu w Toronto zaproponowal tani
sposob na wykorzystanie tego faktu do zrobienia
pseudotréjwymiarowego wyswietlacza [2]. Gléwnym
elementem konstrukcji jest zwykla celofanowa folia,
stuzaca normalnie do pakowania kanapek.

Jak wiadomo, widzenie tréjwymiarowe zawdzieczamy
posiadaniu dwojga oczu widzgcych prawie to samo.
Dzieki temu, ze obrazy te sa odrobine obrécone, mézg
wytwarza wrazenie glebi. Wystarczy wigc spowodowad,
aby oczy widzialy obrazy odpowiednio obrécone,

zeby wywolaé analogiczne wrazenie. W tym celu

kazde oko powinno widzie¢ jedynie wlasciwy jemu
obrazek. Z technicznego punktu widzenia problem ten
mozna rozwigzac¢ na wiele sposobow. Tu jednak chodzi
oczywiscie o wykorzystanie polaryzacji. Wiemy, ze dwa
skrzyzowane polaryzatory prawie nie przepuszczaja
swiatla (troche przepuszczaja, bo nie sg idealne).
Wystarczy, zeby poléwki ekranu emitowaly swiatto

o obréconej o 90° polaryzacji liniowej, aby przez
okulary zrobione z tak samo skreconych polaryzatoréw
widzie¢ kazdym okiem tylko poléwke ekranu. Podobny
pomyst uzywany jest w tzw. tréjwymiarowym

kinie. Przed seansem rozdawane sa wlasnie takie
okulary, a obrazy na ekranie rzutowane sg przez dwa
projektory zaopatrzone w analogiczne polaryzatory.

Pozostaje tylko jeden problem. Jak obrécié polaryzacje
polowy ekranu? Oczywiscie sa dostepne komercyjne
plytki skrecajace polaryzacje $wiatla o danej dtugosci
fali o wybrany kat. Niestety, sa one drogie, a jezeli
majg by¢ duze, to nawet bardzo drogie. Okazuje sie, ze
do zrobienia stereoskopowego wys$wietlacza wystarczy
obrécenie polaryzacji tylko mniej wiecej o 90°, a do
tego Swietnie nadaje sie zwykta celofanowa folia.

Po prostu celofan, ze wzgledu na sposéb produkeji,
jest materialem optycznie anizotropowym (ma rézne
predkosci propagacji Swiatta w réznych kierunkach),
wiec skreca plaszczyzne polaryzacji, a folia spozywcza
ma akurat taka grubo$é (okolo 25 mikronéw), ze
skrecenie jest takie jak trzeba. Pozostaje tylko samemu
wyprébowaé ten pomyst.

Piotr ZALEWSKI

[1] L. A. Pinnaduwage, J. E. Hawk, V. Boiadjiev, i T. Thundat,
Applied Physics Letters, 18 sierpnia 2003

[2] Keigo lizuka, Review of Scientific Instruments, sierpien 2003
http://individual.utoronto.ca/iizuka/research/cellophane.htm




Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:
31 12004

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
457 (WT = 2,25) i 458 (WT = 1,83)
z numeru 3/2003

Marian Lupiezowiec — Zebrzydowice 37,40

Michatl Adamaszek — Kety 36,19
Pawel Najman — Jaworzno 34,58
Zb. Sewartowski — Wieliczka 34,15
Pawel Kubit — Krakéw 33,68
Michat Jézwikowski — Blonie 33,32
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Termin nadsylania rozwiazan:
31 12004
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiagzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F'), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 366, 367
Redagugje Jerzy B. BROJAN

366. Ile stali trzeba, aby wykonaé ling o dlugosci [ = 15 km, ktora zawieszona
pionowo utrzyma doczepiony do jej dolnego konca cigzar réwny P = 1000 N?
Gestosé stali wynosi p = 7,8 g/cm?; a jej wytrzymatosé W = 1,5- 105 N/cm?.
Rozciagliwo$é (sprezystos$é) stali, a takze zmiany natezenia pola grawitacyjnego
mozna zaniedbaé¢. Grubos¢ liny nie musi by¢ stala.

367. Zestawiono obwdd skladajacy sie ze zrédla napiecia 3 V, zwojnicy

o indukeyjnosci 0,8 H, kondensatora o pojemnosci 2000 puF i doskonalej diody
$wiecacej o napieciu progowym 1 V (o oporze zerowym, jesli napiecie w kierunku
przewodzenia przekroczy warto$é¢ progowa, i oporze nieskonczonym w innym
przypadku). W chwili poczatkowej kondensator byl nienaladowany. Po jakim
czasie od zamkniecia klucza dioda zaswiecila i jak dlugo trwal ten sygnal?

Zadania z matematyki nr 469, 470
Redaguje Marcin E. KUCZMA

469. Skonczony zbiér liczb naturalnych A bedziemy nazywaé dopuszczalnym,
jesli nie zawiera on zadnej pary liczb kolejnych. Dla kazdego takiego zbioru
oznaczmy przez w(A) iloczyn wszystkich liczb w tym zbiorze (dla zbioru pustego
przyjmujemy 7(() = 1).

Dana jest liczba naturalna n. Obliczyé sume kwadratéw liczb 7(A),
odpowiadajacych wszystkim zbiorom dopuszczalnym zawartym w zbiorze
{1,...,n}.

470. W kwadracie o boku dtugosci 1 lezy n-kat wypukly (n > 3). Dowies¢, ze
pewne trzy kolejne wierzcholki tego wielokata sa wierzchotkami tréjkata o polu
nie wigkszym niz 8/n?.

Zadanie 470 zaproponowal pan Piotr Kumor z Olsztyna.

Rozwigzanie zadania M 1042.

Zauwazmy, ze a # 1. Niech p; bedzie takim dzielnikiem pierwszym liczby a, ze p; t a;. Taki dzielnik
istnieje, gdyz w przeciwnym razie, gdyby kazdy dzielnik pierwszy liczby a byt dzielnikiem a;,
mieliby$my a | a]" dla dostatecznie duzego m. Poniewaz a | a;a;, wiec p; | aja; dla i # j, skad p; | a;
(bo p; 1 a;). Zatem wykazalismy, ze dla dowolnego 1 < ¢ < n istnieje taki dzielnik pierwszy p; | a, ze
pi f a; i p; | a; dla j # 4. Stad oczywiscie p; # p; dla i # j.

Rozwigzanie zadania M 1043.

Tak. Na przyktad a; = p1...pi—1DPi+1 ... Pn, gdzie p1,...,py sg réoznymi liczbami pierwszymi.
Rozwigzanie zadania M 1044.

Nie. Z podzielnosci aias | azazas i ajas | azazas wynika, ze afaqa,g, | a%aé(ua,s, skad (Lf | (L;(l%
i a1 | azasg, whrew zalozeniu zadania.

15



Rozwigzanie zadania F 607.
Promien AB (rys.) pokazuje
najmniejszy kat padania ag

na wewnetrzng powierzchnie.

0

A %)

S

Warunek na to, by promien nie opuscit
$wiatlowodu, jest nastepujacy: kat ao
powinien by¢ wigkszy od kata catkowitego
zalamania, oznacza to, ze sinag > 1/n.
Z tréojkata OAB otrzymujemy:

sinag = (R —d)/R,
stad

n

R>d =4 mm.

n—1

Rozwigzanie zadania F 608.
Z rysunku oraz z zalozenia, ze katy o,
i v sa mate, mamy:

H = Rsiny = R~,
h = Rsina =~ Ra,
B =~ an,

y=m—a—(r—28)=28—a=
=(2n — 1D

skad otrzymujemy stosunek szerokosci
wigzki na wejsciu i wyjsciu:
H
Zaxd-on_1=16
o

h

Patrz w niebo

Jedna z przyczyn wybuchu gwiazdy jako supernowej jest zapadniegcie sie jej
zelaznego jadra. Dzieje sie tak, gdy masywna gwiazda, w wyniku ,spalania”
kolejnych lekkich pierwiastkéw (najpierw wodoru, potem helu itd.) wytworzy
w centrum zelazne jadro. Rzecz w tym, ze zelazo paliwem jadrowym by¢ nie
moze, gdyz dalszemu jego laczeniu sie w ciezsze pierwiastki nie towarzyszy
wydzielenie sie energii, a odwrotnie — do takiego procesu potrzebne jest
dostarczenie energii. Dlatego zelazne jadro w pewnym momencie zapada sie pod
wlasnym ciezarem, zewnetrzne warstwy gwiazdy traca ,,oparcie pod nogami”,
zapadaja sie wiec rowniez, ogrzewaja i eksploduja jako tzw. supernowa II typu.
Towarzyszy temu wydzielenie sie energii w ilosci co najmniej 10%6 J, wskutek
czego chwilowo moc takiej gwiazdy jest poréwnywalna z moca calej galaktyki.

Zapadniete jadro gwiazdy w wyniku ogromnego Sci$niecia staje sie bardzo goraca
gwiazda neutronowa, ponadto — na mocy zasady zachowania momentu pedu —

z reguly bardzo szybko wirujaca, w tempie kilkudziesieciu lub nawet kilkuset
obrotéw na sekunde. Jest to wiec teraz tzw. pulsar, ktéry czedciowo pochlania
resztki materii swojej macierzystej gwiazdy, a czeSciowo wyrzuca je w postaci
dwéch strug biegnacych zgodnie z jego osia obrotu. Tak np. zachowuje sie pulsar
stanowigcy centrum mglawicy Krab, u ktérego gazowe pierscienie w plaszczyznie
jego réwnika i strugi wyrzucane z obszaréow biegunowych zostaty zaobserwowane
za pomocy rentgenowskiego satelity Chandra. Pulsar ten w dodatku porusza

sie w kierunku wtasnej osi obrotu. I nie bytoby w tym nic nadzwyczajnego —

po prostu przypadek — gdyby nie fakt, ze rowniez w kierunku osi obrotu porusza
sie pulsar Vela (gwiazdozbidr Zagli) — co stwierdzono réwniez za pomoca tego
satelity. Zadna ze strug nie moze by¢ ,odrzutowym silnikiem” pulsara, gdyz
wiadomo, ze niesie zbyt malto pedu. Wprawdzie sam wybuch supernowej moze
nastapi¢ niesymetrycznie, wskutek czego pulsar w zasadzie mogltby doznac
odrzutu nadajacego mu konkretng predko$¢ wzgledem otaczajacej go mgltawicy,
nie wiadomo jednak, dlaczego (juz w dwéch przypadkach!) pulsar porusza sie
zgodnie z kierunkiem wtlasnej osi obrotu. Tak wiec teoretycy maja kolejny
problem do opracowania.

Tomasz KWAST

Listopad

W listopadowe wieczory w poblizu zenitu widaé¢ Perseusza. Gwiazdozbiér ten
lezy na tle Drogi Mlecznej, zatem juz przez lornetke mozna zobaczy¢ w nim
wiele otwartych gromad gwiazd (widoczne nawet golym okiem sa dwie gromady
oznaczone jako h i x). Droga Mleczna praktycznie uniemozliwia dostrzezenie
jakichkolwiek galaktyk w jej obszarze, gdyz sSwiatto tych obiektow pochlania
zalegajaca tam warstwa materii miedzygwiazdowej. Tymczasem w Perseuszu
wida¢ jednak — fakt, ze nie za pomoca amatorskich przyrzadéw — choéby
galaktyke NGC 1275. Jest to galaktyka aktywna (dokladniej — tzw. galaktyka
Seyferta), czyli w jej centrum zachodza tak burzliwe procesy, ze z jej jadra
wybiegaja strugi materii z predkoscia 3000 km/s. Galaktyka ta jest ponadto
silnym radiozrédlem. Znajduje sie w odleglosci 20 Mpc.

Wenus jest w Wezowniku i widaé ja wieczorami na zachodnim niebie. Mars jest
w Wodniku, przez co widaé¢ go w pierwszej potowie nocy. Z kolei Jowisza w Lwie
wida¢ w drugiej polowie nocy, a Saturna w Bliznietach niemal przez calg

noc. Pelnia Ksiezyca wypada 9 XI i nastapi wtedy calkowite jego zaé¢mienie
(Srodek za¢mienia okolo godz. 2), a néw 23/24 XI i nastapi wtedy catkowite
zaCmienie Stonca, ale widoczne w Australii, na potudniowym Pacyfiku i na
poludniowym krancu Ameryki Poludniowej. 25 XI Ksiezyc zakryje Merkurego,
ale zjawisko bedzie wida¢ w Indonezji i Australii. Innych zakry¢ jasnych
obiektow w listopadzie nie bedzie.
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11/03 (71)
limating

n—> OC
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Czy liczbe 71 mozna zapisaé¢ za pomocy cyfr 7 i 1 oraz
z uzyciem podstawowych symboli matematycznych?
Mozna. Po prostu piszemy 71 i juz. Ale jest tez inny

Ponizej podajemy wybrane przyktady innych liczb,
ktore w nieoczywisty sposob zapisuja sie za pomoca
wszystkich swoich cyfr oraz podstawowych znakéw
matematycznych (cztery dzialania, potegowanie,
pierwiastki, silnia, nawiasy dla oznaczenia kolejnoéci
dzialan lub wspotczynnikéw rozwinigcia dwumianu
Newtona). W niektérych przypadkach cyfr wystarcza
na skompletowanie dwoch lub wiecej wyrazen réwnych
danej liczbie. Oczywiscie nie wyczerpujemy tutaj
wszystkich mozliwoéci, ograniczajac sie do przyktadéw
najladniejszych, przy czym jedynym obiektywnym

spos6b! Mamy bowiem 71 =

V/T!'4+1. Numer kolejny

Delty nie jest gorszy, gdyz 304 = 3 - (5! — \/Z)
24 = (V29! 1296 = 92 - 16
25 = 52 1395 =5-9-31 =15-93
28 = (3) 1435 = 35 - 41
36 =36 1462 = (41 — 1) - 62
64 = V48 1704 = 4! - (71 + 0)
120 = ((1 4 2)! — 0! 1827 — 21.87
_ 2
12551 1= ()
126 =6 - 21 2048 — 94+8—0!
127 = 2;_1 ! 2187 = 27 - 81
128 =2 2196 = (3) - 61
144 =4+ 1) + 4!
2349 = 3*.29

144 = (4 — 1)! - 4!
145 = 1! 4+ 4! + 5!

2401 = (0! + (2 + 1))*

kryterium oceny urody prezentowanych przyktadéw
jest subiektywny gust piszacego te stowa.

5832 = (2-5+8)3
5832 =3°- (§)!
6144 = 4* - (1/16)!

g0 — (T 1o
a Vi

9025 = (95 + 0)?
9216 = (96 - 1)2
9576 = (3) - 76
11025 = (110 — 5)?

4-4
11440 =
o= (1)

11844 = 84 - 141
12321 = (113 — 2)?
12337 = 73 - 132

18659 = (3) + 95

21645 = (%) + 6"

22264 = 46 - 222

25137 = 7% - 513

31787 = (%) — 37

31827 = () + (3

33915 = (%) - 35

34425 = 3" . 425

40585 = 4! + 0! + 5! + 8! + 5!
43375 = 5% . 347

46656 = 6° = ((vA+5)1)°
52731 = 3° - 217

59049 = 9° = 91+

oo mmvmon UTRT L
"~ ; o ! 2016 = (9.6 1) 12886 = () +2-8 97203 = (%) + 3°
—41. 3 97375 = 5% . 779

. <41> s ! 14063 = 41 - (6 + 0! )

2 “Gro L5504 — (5.4+0> 144144 = 144 - ()
289 = (8 + 9)? 3087 = 70 - (8 + 0) 15 189504 = (1) - 8- 94
324 = (41 - 31)? 3125 = (3-2—1)° 15625 = 5° = 512! 338256 = 58 - 2° - 3°
343 = (3 +4)° 3159 — VA 13 15975 =5-5-9 - 71 534528 — 58 . 32 . 45
360 = 36—'()' — <(6 ~9). 7) 17304 = 1037 4! 730112 = 21° . 713

a5 3 17892 =71 -9-28 3186432 = 461 - 2° - 3°
435 = < Vi ) 3375 = (3+5+7)° 17802 = 71-9- (3) 3354624 = 364 - 3% - 47
624 = 26 - 4! 2651 — <6 4+ 5) 18144 = (£1++42)3) 3452544 = 444 - 2° . 3°
625 = 502 3 3654720 = 705 - 26 - 3*
715 = (T— 1)1 — 5 4536 = 3% 56 18604 = ('g) 440 (858432 — 588 . 9% . 35
72X = ((VT+2))!+X 4624 = (64 + 4) 18615 = () +51 32016384 = 386 - 210 . 34
733 = 7+ 3! + (3! 4913 = (19 — vA)? 18626 = () + 62 30016800 = (3 + 8)! = (91
688 =86 -8 5120 = 5- 210 18628 = () +8* +0l4+ 0Nt = ((V9)!+6-1)!
1022= 2lz1+22)! s 5167 = 5! :t : +6+7! 18637 = (5) + 73 282429536481 = 3* = 816 =
1287 = ( o ) 5776 = 76 18648 = () + 84 =924 = (25 4 2)®

Odnotujmy ponadto, ze Delta z numerem bedacym liczba pierwsza ukazala sie juz 71 razy.
Liczba 71 to (g)—ta liczba pierwsza.

Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wroéblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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