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Zbiory rozmyte dla poczatkujacych

Piotr DWORNICZAK

Czy matematyka jest nauka Scista? Wigkszo$¢ odpowiada na takie pytanie
twierdzaco. A czy jest przydatna w zyciu, w innych naukach? Na to pytanie
odpowiedzi moga by¢ bardziej zréznicowane. Moze w technice, gdzie

wymagane sa dokladne obliczenia i precyzja, ale np. w biologii czy medycynie?
Dawno juz wy$miane zostaly zalecenia mdéwiace o tym, ze nalezy dziennie
spozywac¢ np. 57 g biatka, 189 g weglowodanéw itp. Obecnie wskazuje sie,

ze zapotrzebowanie organizmu to okoto tyle i tyle przy umiarkowanych
warunkach klimatycznych i ciezkiej pracy fizycznej. Gdzie tu Scista matematyka?

Otéz pojawila sie i tu, choé¢ co prawda, jak na czas jej rozwoju, stosunkowo
niedawno wraz z opisaniem tzw. zbioréw rozmytych.

Zbior (klasyczny) jest tzw. pojeciem pierwotnym, tzn.
pojeciem, ktérego nie mozna zdefiniowa¢ za pomoca
pojeé prostszych. Zaklada sie przy tym, ze dowolny
element do zbioru albo nalezy, albo nie nalezy.

W jezyku naturalnym czesto wystepuja jednak
okredlenia zbioréw, dla ktérych wtasciwie niezbedne
jest wprowadzenie poérednich stopni przynaleznosci
elementéw. Popularnym przyktadem takiego

zbioru jest zbiér W ludzi wysokich. Czy czlowiek,
majacy 170 cm wzrostu, jest wysoki? A 169 cm?

A 168 cm? Gdzie lezy granica miedzy ,wysokimi”,

a ,nie wysokimi” ludzmi? Proba ustalenia takiej
granicy jest $mieszna i nie moze skonczy¢ sie
zadowalajacym rezultatem, usilujemy bowiem przejéé
w tym miejscu z wygodnego, naturalnego opisu Swiata
za pomoca pojeé¢ jakosciowych do opisu za pomoca
pojeé ilosciowych.

Nie nalezy tego problemu porzucaé, lecz przyjac,

ze kazdy czlowiek jest wysoki, ale w pewnym

stopniu! Stopien ten jest podany za pomoca liczby

z przedziatu [0, 1]. Moze to wyglada¢ nastepujaco:
ludzi o wzroscie ponizej 150 cm nie uwazamy

za wysokich, wiec przypisujemy im stopien 0
przynaleznoéci do zbioru W ludzi wysokich, natomiast
ludzi o wzroscie powyzej 180 cm za wysokich uwazamy
— przypisujemy im stopien przynaleznosci réwny 1.
Osoby o wzroscie miedzy 150 a 180 cm moga by¢
réwniez uznane za ,wysokie”, przy czym stopien
przynaleznodci jest posredni — miedzy 0 a 1.

Mozna to przedstawi¢ graficznie jak na rysunku 1.

I
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150 cm 180 cm wzrost
Rys. 1. Funkcja przynaleznosci zbioru rozmytego ludzi ,wysokich”.

7 punktu widzenia matematyki jest to wykres
pewnej funkcji. Warto$é u(z) w danym punkcie z

1

(tzn. dla danego wzrostu x) interpretowana jest
jako stopien, w jakim osoba o wzroscie x nalezy
do zbioru W ludzi wysokich.

Tego typu koncepcje opisu nieostro okreslonych
zbioréw podal po raz pierwszy w artykule , Fuzzy
sets” w czasopismie Information and Control w 1965
roku Lofti A. Zadeh, nazywajac je zbiorami rozmytymi
(fuzzy sets).

Formalnie zbior rozmyty A okreslony w pewnej
przestrzeni X to zbior

A={(z,pa(x)) :z € X},

gdzie pa : X — [0,1] jest funkcjg nazywang funkcjg
przynaleznosci zbioru rozmytego A.

Wartosé pa(x) jest wiec liczba z przedziatu [0, 1],

a nagywana jest stopniem przynaleznosci elementu x
do zbioru A. Podanie zbioru rozmytego jest, inaczej
moéwiac, podaniem klasycznego zbioru elementow,
ktorych przynalezno$é rozwazamy, wraz z ich
stopniami przynaleznosci. Zbiér X nazywany jest
przestrzenia albo uniwersum, na ktérym okreslamy
zbiér rozmyty. W przyktadzie o ,,wysokich” osobach
uniwersum to zbiér ludzi (dokladniej — wzrostu ludzi).
Mamy tu pierwsza osobliwosé zbioréw rozmytych:

funkcja przynaleznosci, tzn. funkcja okreslajgca
2bidr rozmyty, jest subiektywna (!), podawana przez
czlowieka.

Rozwazmy inny przyktad. Mamy cztery

pralki oznaczone p,r, s,t, o podanych cenach

1000 z1, 1100 zt, 1300 zt, 1700 zt i klasach
energetycznych D, C2, B,C1. Zbiér T tanich pralek
moze by¢ okreslony nastepujaco:

T ={(p:1),(r;0,9),(s:0,7), (£ 0,4)},
co oznacza, ze pralke p uznajemy za tania w stopniu 1,
pralke r w stopniu 0,9 itd. Inaczej zbiér T zapisuje sie
w postaci

T ={p/1,7/0,9,s/0,7,¢/0,4}.

W tym przypadku uniwersum to zbior tylko tych
czterech rozwazanych pralek. Jest to zbior skonczony
i dlatego wygodnie zapisywac zbior rozmyty w jednej
7 powyzszych postaci.



Okreslmy jeszcze (np. na podstawie pewnych danych
fabrycznych) zbiér pralek energooszczednych

E ={p/0,3,r/0,5,5/0,7,t/0,4}.
Pojawia sie teraz naturalne pytanie o wybér
pralki, ktora bedzie tania i energooszczedna.
7 punktu widzenia algebry zbioréw chodzi
0 wyznaczenie czeéci wspolnej dwoch zbiorow
rozmytych. Najczesciej stosowane podejscie zostalo
wprowadzone przez Zadeha. Stopniem przynaleznosci
danego elementu x do zbioru A N B jest minimum
ze stopni przynalezno$ci do zbioru A i do zbioru B.
W przyktadzie z pralkami

TNE={p/0,3,r/0,5,5/0,7,t/0.4}.

Zatem najbardziej ,tania i energooszczedna” pralka
to s.

Widaé¢ w tym momencie przewage zbioréw rozmytych
nad klasycznymi. Przy wyborach na podstawie

kilku kryteriéw w przypadku zbioréw klasycznych
najczesciej dochodzi sie do wniosku, ze nie ma
elementu spelniajacego jednocze$nie wszystkie
postulowane warunki. W przypadku stosowania
zbioréw rozmytych kazdy (!) element spelnia wszystkie
warunki, aczkolwiek w pewnym stopniu. Nalezy
nastepnie znalez¢é taki, dla ktérego stopien ten jest
najwiekszy. Wybory podobne do wyboru naszych
pralek moga dotyczy¢ wielu powaznych zagadnien.

Powyzej przedstawione wyznaczenie iloczynu
zbioréw nie jest jednoznaczne. Najczedciej stopien
przynaleznosci okreslany jest formula

prans (@) = min{pa(z), ps(2)}.
Innym sposobem wyznaczenia tego stopnia jest tzw.
iloczyn algebraiczny lub probabilistyczny

fans (@) = pa@) - up(a).

Nie mozna podaé jednoznacznego sposobu
wyznaczenia iloczynu zbioréw rozmytych. Funkcje
przynaleznosci iloczynu typu minimum wyznaczy¢
mozna tatwo jak na rysunku 2.

xT

Rys. 2. Funkcja przynalezno$ci (typu minimum) iloczynu zbioréw
rozmytych A i B.
Podobne jak przy iloczynie problemy wystepuja przy
wyznaczaniu sumy zbiorow rozmytych. Najczesciej
stopien przynaleznosci wyznaczany jest formula
podang przez Zadeha

paup(z) = max{pa(z), pp(2)}-
Innym sposobem wyznaczenia tego stopnia jest tzw.
suma algebraiczna lub probabilistyczna

pavs (@) = pa(e) + up(@) — pale) - pp(a).
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Nie mozna podac jednoznacznego sposobu
wyznaczenia sumy zbioréw rozmytych. Latwo
mozna graficznie pokazaé¢ wyznaczenie sumy postaci
maksimum jak na rysunku 3.

T

Rys. 3. Funkcja przynalezno$ci (typu maksimum) sumy zbioréw
rozmytych A i B.

Oprécez sumy i iloczynu zbioréw podstawowym
pojeciem jest takze dopelnienie zbioru rozmytego.
Dla danego zbioru rozmytego A okreslonego przez
funkcje przynaleznosci pa dopelnienie A’ okreSlone
jest przez funkcje przynaleznosci

par(z) =1 = pa(z).
Przyktadowo, gdy w przestrzeni X = {a,b,c,d}
okreslimy zbioér A postaci

A={a/0,4,b/0,5,¢/1,d/0,1},
to

A" ={a/0,6,b/0,5,¢/0,d/0,9}.
Dopelnienie mozna tez zobrazowaé graficznie jak
na rysunku 4.

xT

Rys. 4. Funkcja przynaleznosci dopelnienia zbioru rozmytego A.

W wigkszosci zrédel nie podaje si¢ innego sposobu
wyznaczenia dopelnienia zbioru rozmytego. Nie znaczy
to jednak, ze jest to niemozliwe. Ogolnie dopelnienie
zwiazane jest z operatorem logicznym negacji, nie
mozna go jednak wyznaczy¢ jednoznacznie. Mamy
zatem druga osobliwos¢ zbioréw rozmytych:

czes¢ wspolna i suma zbiorow rozmytych oraz
dopelnienie zbioru rozmytego mogq byc okreslone
poprawnie na rézne sposoby (!).

W klasycznym rachunku zbioréw wystepuje jeszcze
réznica zbiorow A — B, ale poniewaz zachodzi rownosé
A — B = AN B, wiec korzysta si¢ z niej rowniez

w rachunku zbioréw rozmytych, wykorzystujac
oczywiscie rézne okreslenia czesci wspolnej

i dopelienia.

Przy definicji i dzialaniach na zbiorach rozmytych
podstawowa sprawa jest okreslenie funkcji



przynaleznosci. Zazwyczaj funkcje te okreslane sa
przez czlowieka-eksperta, przy uwzglednieniu jego
doswiadczenia i wiedzy oraz danych opisujacych
rozwazane obiekty. Jest to kolejna osobliwo$¢:

okreslenie funkcji przynaleinosci zbioréw rozmytych
i adekwatnych dzialan na nich jest wielkq sztukq, bo
nie jest jednoznaczne.

Czy wobec réznorodnych trudnosci i osobliwosci
warto stosowaé zbiory rozmyte i je bada¢? No

c6z, na co dzien sSwietnie dajemy sobie rade

z rozumieniem i przetwarzaniem informacji typu
,przyjdz okolo czwartej na spotkanie w gronie
najblizszych znajomych i przynies troche tych dobrych
kietbasek do grilowania”. Skoro wiec czesto operujemy
nieprecyzyjnymi jako$ciowymi ludzkimi okresleniami,
to — by¢ moze — nalezy rowniez przetwarzaé je na
Hludzki” sposéb.

Niezaleznie od wad i zalet teoria zbioréw rozmytych
rozwija sie i jest stosowana. Najwicksza osobliwoscia
jest, moim zdaniem, wtasnie to, ze to wszystko

dziala w praktyce! Zbiory rozmyte sa z powodzeniem
stosowane w technice i przynosza wymierne, konkretne

w rownowadze.

drewno liCZby z € R

Rozwiazanie na str. 4

i zupelnie nierozmyte korzysci. Coraz czesciej
spotykamy na urzadzeniach napis fuzzy lub fuzzy
logic — FL. Tak jest, na przyktad, w przypadku
dostepnych na naszym rynku pralek: Candy —

ACS 1040, ACS 840, CSBL100PL, Hoover — Al

1040, AT 120, AL 120, Miele — W 487 WPS, W 433E,
Elektrolux — EW 1220N, EW 1267F, Siemens — WIQ
1430, chlodziarko-zamrazarek: Haier — HRF 348A,
HRF 368A, HRF 368/2, kamer video: Sanyo, Sony
(w tych kamerach chodzi o optymalizacje ostrosci
oraz kompensacje przypadkowych poruszen kamery
zwiazanych z drganiem reki i umiejetnosci odréznienia
ich od ruchu filmowanego obiektu i ruchu kamery
przy robieniu panoramy — dzieki FL zapobiega sie
»bezmyslnemu” dziataniu stabilizatora obrazu).

Zainteresowanym zbiorami rozmytymi polecam
literature (tu tylko wybrane pozycje po polsku):
J. Kacprzyk: Wieloetapowe sterowanie rozmyte. WNT,
Warszawa 2001.

A. Lachwa: Rozmyty Swiat zbioréw, liczb, relacji, faktéw i decyzji.
AOW EXIT, Warszawa 2001.

A. Piegat: Modelowanie ¢ sterowante rozmyte. AOW EXIT,
Warszawa 1999.

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 605. Do belki o réwnych ramionach przymocowane sg dwa ciezary
o jednakowej masie. Kazdy z nich jest zanurzony w cieczy o gestosci p; i pa,
odpowiednio. Znalez¢ stosunek gestosci ciezarow, dla ktérego waga znajduje sie

F 606. Dwie kulki o jednakowym promieniu R = 1 cm, jedna z aluminium,
druga z drewna, potaczone dluga nicia, sa w calosci zanurzone w wodzie,
poruszajac sie ze stala pionowa predkoscia. Znalez¢ sile oporu wody
dzialajaca na kazda z kulek. Gestogé aluminium p; = 2,7 - 103 kg/mg, drewna
p2 =0,5-103 kg/m®, wody po = 1- 103 kg/m>. Przyja¢, ze przyspieszenie
ziemskie wynosi g = 10 m/s”.

Rys. 1 Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Mikotaj ROTKIEWICZ

[2] 1 {z} = = — [z] oznaczaja, odpowiednio, czesé catkowita i cze$é utamkowa

M 1039. Niech a,, = [[—”n]], n =1,2,... Dla jakich liczb naturalnych n zachodzi

nier6wnosé an+1 < ayn 7

M 1040. Udowodni¢, ze jedli [yn+ 3] =[V/n+ 1+ 1] dlan €N, to n =a® +a,

M 1041. Udowodni¢, ze [¢/n+ ¥/8n+ 3] = [¥/27n + 1] dla wszystkich n € N.

g
Rozwiazanie na str. 12
aluminium
dla pewnego a € N.
Rozwiazanie na str. 12
Rys. 2 Rozwiazanie na str. 16
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Prawdopodobienstwo warunkowe
Jacek JAKUBOWSKI, Rafat SZTENCEL

W tym artykule pokazemy trzy przyklady, z ktérych widaé, ze
prawdopodobienstwo warunkowe ma, mimo prostej definicji, zaskakujace
wlasnosci. Zaczniemy od przyktadu, ktéry mozna spotka¢ w prawie kazdym
podreczniku, nastepnie podamy przyklad zwiazany z grami losowymi,

a zakonczymy przykladem z medycyny.

Przyktad 1
Losujemy jedna rodzing sposrdd rodzin z dwojgiem gdzie pierwszy element pary oznacza mlodsze dziecko,
dzieci. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze a drugi — starsze.

wybierzemy rodzine z dwoma chlopcami, jesli wiemy,

ze W tej rodzinie:
a) starsze dziecko jest chlopcem,
b) jest co najmniej jeden chlopiec.

Rozwiazanie. Przyjmiemy, ze zbior zdarzen
elementarnych € sklada sie z czterech jednakowo

prawdopodobnych par:

W punkcie a) spodziewamy sie odpowiedzi 1/2
i rzeczywiscie
1

P({(¢,0)}{(c,¢), (d,0)}) = 5

Natomiast odpowiedZ na pytanie b) moze by¢
niespodzianka:

SN

1

{(c,0), (¢, d), (d;¢), (d, d)}, P({(c;0)} (e, ), (d;c), (e, d)}) = 3.

Rozwigzanie zadania F 605.
Warunek réwnowagi daje:

m m
p1&— — Mg = p2g— — Mg,
P1 Pa
skad otrzymujemy
bho_m
ﬂ; P2

Drugi przyktad dotyczy oceny szans w grze wywolujacej wiele emocji zaréwno
wsrod uczestnikéw, jak i telewidzéw w USA w latach 90. ubiegtego wieku.
Jeszcze wigcej emocji wzbudzito rozwiazanie.

Przyktad 2

Po dojsciu do ostatniego etapu teleturnieju uczestnik ma wybraé jedne drzwi
sposréd trojga. Wie, ze za jednymi jest samochod, a za pozostalymi zywe gesi.
Dokonuje wyboru. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze grajacy wybral drzwi
nr 1. Wtedy prowadzacy (ktéry wie, gdzie co jest) otwiera jedne z pozostalych,
a mianowicie te, za ktorymi jest ges. Niech to beda drzwi nr 2. Teraz uczestnik
moze pozostaé¢ przy swoim wyborze lub zmieni¢ go, czyli wybra¢ drzwi nr 3.
Co powinien zrobi¢?
Rozwiazanie. Wynikiem tego doswiadczenia jest sposéb rozmieszczenia obiektéw
i, co nie mniej wazne, podpowiedz prowadzacego. Zatem
Q= {(AGGﬂ 2)7 (AGG, 3)7 (GAG, 3)7 (GGA, 2)}7
przy czym pierwsza trdjka wskazuje, gdzie jest auto (A), a gdzie ges$ (G),
a liczba méwi, ktore drzwi wskazal prowadzacy. W sytuacji (AGG) prowadzacy
moze wybraé¢ drzwi, ktére otwiera. Jego strategie opisuje prawdopodobienstwo
otwarcia drzwi nr 2, czyli liczba p € [0,1].
Wtedy
P{(AGG,2)}) = p/3 =1—- P({(AGG,3)}).
W pozostalych przypadkach prowadzacy nie ma wyboru, tzn.
P{(GAG,3)}) =1/3 = P({(GGA,2)}).

Wobec tego, gdy zdarzenie W oznacza wygrana przy zmianie decyzji,
Dy — wskazanie przez prowadzacego drzwi nr 2, to
PWNDy) P{(GGA,2)}) B /3 1

P(D») P({(GGA,2),(AGG,2)}) p/3+1/3 1+p

P(W|D2) =

1
Poniewaz T+ > 1/2 dla p € [0,1], wiec zawsze lepiej zmieni¢ wybdr, bowiem
p

szansa wygranej, gdy gracz pozostaje przy pierwotnym wyborze, jest réwna 1/3.
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Trzeci przyklad dotyczy testow diagnostycznych. Rozwiazanie wymaga zastosowania wzoru Bayesa, w ktérym

z pozoru proste rachunki daja nieoczekiwane wyniki.
Przyktad 3

Lekarze uzywaja dwoch wskaznikow jakosci testu.

Czulosé testu jest zdefiniowana jako odsetek chorych,
u ktérych test daje wynik dodatni. Swoistosé testu to
odsetek zdrowych, u ktorych test daje wynik ujemny.

i) Test na rzadka i grozna chorobe, ktéra dotknieta
jest srednio jedna osoba na tysiac, daje falszywy
wynik dodatni u 10% zdrowych (u chorego daje
zawsze wynik dodatni). Jaka jest szansa, ze osoba,

u ktorej test dat wynik dodatni, jest faktycznie chora?
Zaktadamy, ze nic nie wiemy o innych mozliwych
objawach u badanej osoby.

Niech zdarzenie A oznacza wynik dodatni,

Hy — chorego, Hs — zdrowego. Ze wzoru Bayesa
obliczamy

P(A[H:)P(H,)

P(H{|A) = P(A|H,)P(Hy) + P(A|H3)P(H>) -
1.1
_ 1000 10 ~ 0,0099.

1 T 0999
1 1566 + 76~ 1000 1009

Jest to okoto 1%.

Test omawiany w tym przykladzie ma czulosé 100%

i swoisto$¢ 90%. Gdy swoistos$é testu wzrosnie do 95%,
to obliczane prawdopodobiefistwo wzrasta do 2%.
Mimo tak doskonalych wskaZnikéw wynik dodatni

w tym tescie znaczy niewiele, i co najwyzej sugeruje
konieczno$¢ dalszych badan.

ii) Czulosé i swoistosé testu sa prawdopodobienstwami
warunkowymi, co wida¢ bezposrednio z definicji.
Zbadamy teraz jako$¢ pewnego testu, powszechnie
stosowanego w celu stwierdzenia, czy pacjent ma
chorobe wiencowa. Jest to préba wysitkowa, ktorej
czulo$¢ wynosi 65%, swoistosé zas 85% (dane za:
Robert L. Bratton, Sprawdziany testowe z medycyny
rodzinnej. Wiedza Medyczna, Centrum Medyczne
Ksztalcenia Podyplomowego, Warszawa 2001).

Zal6ézmy, ze jest 10% chorych na chorobe wienicowa.
Obliczy¢

a) prawdopodobienistwo tego, ze préba wysitkowa
doprowadzi do prawidlowej diagnozy;

b) prawdopodobiefistwo tego, ze pacjent z wynikiem
dodatnim jest chory;

¢) prawdopodobienstwo tego, ze pacjent z wynikiem
ujemnym jest zdrowy.

Rozwiazanie. Oznaczmy zdarzenia nastepujaco:
C — pacjent chory,

7 — pacjent zdrowy,

D — dodatni wynik testu,

U — ujemny wynik testu.

7 warunkéw zadania wynika, ze

P(C) =0,1,

P(Z)=0,9,

P(D|C) = 0,65 (jest to czulosé testu),

P(U|Z) = 0,85 (swoistos¢ testu).

a) Prawdopodobienstwo prawidlowej diagnozy jest

rowne

P(DNCYUuUNZ)=P(DNC)+PUNZ) =

= P(D|IC)P(C)+ P(U|Z)P(Z) =
=0,65-0,1+0,85-0,9=0,83.

Otrzymalismy $redniag wazona obu wskaznikow;

83% jest calkiem przyzwoita wiarygodnoscia.

b) Prawdopodobienstwo tego, ze osoba z dodatnim
wynikiem jest chora

P
(DICYP

_ |C)P(C)
P(CID) = (

)+ P(D|Z)P(Z)
B (DIC)P(C) _
P(D|C)P(C) + (1 - P(U|2))P(Z)
B 0,65 -0,1 B 65
©0,65-0,14+0,15-09 65+ 135
Tak nieduze prawdopodobienstwo nie powinno jednak
uspokajaé osoby z wynikiem dodatnim. Nie moze ona
uwazac sie za losowo wybrana z calej populacji, bo
jesli juz zglosita sie¢ do lekarza, to pewnie miata jakies
powody.

QT

Q|

= 0,325.

Zreszta w przypadku choroby wienicowej decydujace
znaczenie dla oceny szans chorego ma pleé, ktorej
w ogoble nie wzieliémy pod uwage!
¢) Prawdopodobienistwo tego, ze osoba z ujemnym
wynikiem jest zdrowa, wynosi
PU|Z)P(Z

PU|Z)P(Z)+ P(U|C)P(C)
_ pPU|Z)P(Z) _
- P(U|Z)P(Z) + (1 - P(D|C))P(C)
B 0,85-0,9 765
©0,85-0,94+0,35-0,1 765+ 35

I tu rzeczywiscie test si¢ sprawdzil.

~ 0,956.

Jedli Czytelnik jest zaskoczony wynikami, niech narysuje zbiér zdarzen
elementarnych 2 w postaci prostokata i niech zadba o to, by pola figur,
reprezentujacych zdarzenia, bylty zgodne z danymi. Wtedy okaze sig, ze
wszystkie odpowiedzi sa oczywiste. Céz, jesteSmy wzrokowcami, a rachunkami
zajmujemy sie (jako gatunek) zaledwie od paru, moze parunastu tysiecy lat.
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Klopoty z regula Bayesa

Nie zdziwiloby mnie zaskoczenie niektérych
Czytelnikéw tytutem ponizszego tekstu. Jakiez klopoty
sprawia¢ moze twierdzenie Bayesa? Trudno chyba

o stwierdzenie bardziej jasne i niekontrowersyjne.
Ponizej sformuluje je w sposéb nieco specyficzny;
rozpatrzmy bowiem pewne nietypowe zdarzenie
Losowe”.

H: Pierwszy mistrz Swiata w szachach byt

Angielkq/Anglikiem.

W istocie losowoéci trudno sie tu doszukaé: pierwszy
mistrz $wiata w szachach albo byt Anglikiem, albo
nie byl — mozemy to ustali¢ na podstawie danych
historycznych. Jednakze kazdy z Czytelnikoéw moze
samodzielnie ustali¢ swoje wlasne (subiektywne)
prawdopodobienstwo” prawdziwos$ci powyzszej
hipotezy, przy calej swojej osobistej wiedzy. Ale jak
wplynie na opinie Czytelnikéw dodatkowa informacja,
ze pierwszym mistrzem $wiata w szachach byt
urodzony w Pradze Wilhelm Steinitz?

Oznaczmy dane dodatkowe symbolem D oraz niech
P(H) oznacza nasza wstepna opinie na temat
prawdziwosci hipotezy H. Zatem twierdzenie Bayesa
mozemy wyrazi¢ nastepujaco:

P(H|D) = P(D|H)P(H)/P(D),
gdzie:

P(D) - prawdopodobienistwo tego, ze zachodzi D
(zanim otrzymali$my informacje o D),

P(H|D) — prawdopodobiefistwo prawdziwosci hipotezy
z uwzglednieniem dodatkowej informacji D,

P(DJ|H) — prawdopodobienstwo tego, ze zachodzi D,
przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy H.

Co wazne, twierdzenie Bayesa stanowi normatywnie
optymalna regule w procesie wnioskowania. Mozemy
stosunkowo latwo eksperymentalnie sprawdzié, czy
ludzie popelniaja systematyczne bledy w procesie
wnioskowania bayesowskiego i temu poswiecony

jest ponizszy tekst. Jak si¢ okaze, intuicja w tego

typu sytuacjach bardzo nas zawodzi, ale, uprzedze,
nie musimy rwaé¢ wloséw z glowy: istnieje wiele innych
przypadkow, gdy zadne twierdzenia nie zastapia
intuicji i zdrowego rozsadku.

1. Farmer czy bibliotekarz? Spdjrzmy na ponizszy
opis pewnej osoby.

Stefan jest bardzo niesmialy i zamkniety w sobie,
niezmiernie zyczliwy i pomocny, lecz przy tym
niezbyt zainteresowany ludimi i rzeczywisto$cig.
Lagodna i czysta dusza, ma silng potrzebe porzadku,
systematycznosdci i zamitowanie do detali.

Badane osoby zapytano, jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze Stefan zajmuje sie
konkretnym zawodem (np. jest farmerem, sprzedawca,
pilotem, bibliotekarzem lub fizykiem). Okazalo sie, ze
badani najczedciej wskazywali na mozliwoéé, ze Stefan
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jest bibliotekarzem. Najwyrazniej nie brali pod uwage
faktu, ze w spoteczenstwie odsetek bibliotekarzy

jest znikomy, podczas gdy ogromna jest ilos¢ np.
farmeréw. Badani najwyrazniej mylili podobienstwo

z prawdopodobienstwem lub, innymi stowy, stosowali
heurystyke podobienstwa. W swoim wnioskowaniu
niemal catkowicie pomijali prawdopodobienstwo
P(H), tj. prawdopodobienstwo tego, ze Stefan jest
bibliotekarzem, przy braku jakiegokolwiek opisu.
Trzeba jednak przyznac, ze w tym przypadku

nie dostali zadnej wskazdwki, by skorzystaé z tej
wstepnej informacji. Jednakze okazuje sie, ze wyrazne
wskazowki niewiele pomagaja, jak pokazuja wyniki
nastepnego eksperymentu.

2. Inzynier czy prawnik? Badanym przedstawiono
krotkie opisy 0séb rzekomo wylosowanych z prébki stu
0s6b: inzynieréw i prawnikéw. Zadaniem badanych
byto oszacowanie, przy uzyciu otrzymanego opisu,
prawdopodobienstwa prawdziwosci hipotezy H, ze
wylosowana osoba jest inzynierem. Eksperyment
prowadzono w dwu grupach: cze$¢ badanych zostala
poinformowana, ze wsréd stu oséb bylo 70 inzynieréw
i 30 prawnikéw, druga grupa dowiedziala sie, ze
losowano sposréd 30 inzynieréw i 70 prawnikow.
Stosujac regute Bayesa, mozemy ustalié¢, jaki
powinien by¢ iloraz szacowanych w obu grupach
prawdopodobienstw.

W pierwszej grupie: Py(H|D)= P(D|H)-0,7/P(D),
Py(H|D) = P(D|H) - 0,3/P(D),
P\ (H|D)/P,(H|D) =17/3.

w drugiej grupie:
a zatem:

Okazalo sig

jednak, ze oszacowania prawdopodobienstwa w obu
grupach byly niemal jednakowe, co sugeruje, ze badani
ignorowali bazowe prawdopodobienstwa P(H) (uzywali
ich tylko wtedy, gdy nie otrzymali zadnej dodatkowej
informacji, a ignorowali nawet wtedy, gdy dodatkowy
opis nie niést ze soba zadnej istotnej informacji

— typowa odpowiedzia bylo w tych przypadkach
P(H|D) = 0,5). Badania te wielokrotnie powtarzano,
uzywajac réznorodnych bodzcow zachecajacych do jak
najdoktadniejszego szacowania.

3. Konserwatyzm. Ponizszy eksperyment bedzie
ilustracja catkiem odmiennego zjawiska. Rozwazmy
nastepujace zadanie: mamy dwie urny, w jednej

z nich 70% kul jest czerwonych i 30% niebieskich,
natomiast w drugiej proporcja jest odwrotna.
Losujemy jedna z tych urn i pobieramy 10 kul

(ze zwracaniem), z ktérych szesé okazuje sie by¢
czerwonych, a cztery — niebieskie. Prosze powiedzie¢:
jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze wybrana urna
byla ta, ktora zawierata wiecej kul czerwonych?

Zabierzmy si¢ do tego zadania w sposéb
systematyczny. Hipoteza nasza jest wiec H:
wylosowalisémy urne zawierajaca 70% kul czerwonych,
a bazowe prawdopodobiefistwo wynosi P(H) = 0,5.



Dodatkowa informacja jest D: wylosowalismy 6 kul
czerwonych i 4 niebieskie, a zadaniem jest ustalenie
prawdopodobiefistwa P(H|D). Zgodnie z regula
Bayesa mamy

P(H|D) = P(D|H)P(H)/P(D),

a ponadto wiemy, ze

P(D)=P(D|H)P(H) + P(DnieH)P(nieH).
Losowanie kul ze zwracaniem mozemy traktowac jak
schemat Bernoulliego, wiec

P(D|H) = 10!/(6!4!) - 0,7° - 0,3* ~ 0,20012

oraz

P(D|nieH) = 10!/(6!4!) - 0,3% - 0,7* 2 0,03676.
Zatem P(H|D) = 0,84. Wladnie takie zadanie
postawiono wielu osobom badanym i okazalo sie,
ze intuicja bardzo je zawodzita: typowe odpowiedzi
zawieraly sie w przedziale 0,6-0,7, co znacznie odbiega
od wyniku, ktory otrzymalidémy wyzej, stosujac
regute Bayesa. Podobny wynik uzyskiwano w wielu
analogicznych badaniach, a efekt ten okreslono
mianem konserwatyzmu: badane osoby nie byty
sklonne zbytnio ,oddali¢ si¢” od prawdopodobienstwa
bazowego (tu: 0,5).

4. Regula Bayesa a rzeczywistos$é

(warunkowa zalezno$¢ i niepewne dane).
Powyzsze eksperymenty pokazuja, jak powazne
trudnoéci sprawia nam praktyczne uzycie tak
nieskomplikowanego twierdzenia jak regula Bayesa.
Jednakze — choé¢ matematycznie proste — okazuje sie
ono catkiem ,nieintuicyjne” i zupelnie nieprzystajace
do zdolnosci, jakie posiada czlowiek, a $cidlej —

jego moézg. Niemniej wykazano, ze mozna znacznie
poprawi¢ prawidlowosé procesu wnioskowania
bayesowskiego, sugerujac badanym odpowiednie
ustrukturalizowanie problemu (moze to oznaczad,

ze poczatkowo badani mieli w swych umystach
niewladciwg strukture problemu). Najbardziej
oczywistym przykladem strukturyzacji problemu

jest akapit tego tekstu zaczynajacy sie od stéw
zabierzmy sie do tego problemu w sposob
systematyczny”. Badania pokazaly, ze najlepsze wyniki
we wnioskowaniu bayesowskim osiagamy, jesli dwie
informacje wydaja sie jednakowo istotne, natomiast
klopoty w ich zagregowaniu powstaja, jesli jedna
wydaje si¢ znacznie wazniejsza od drugiej. To moze
wyjasniaé klopoty w zadaniu ,inzynier czy prawnik”:
bazowe prawdopodobienstwo 0,7 lub 0,3 to ,,tylko”
liczba i moze wydawaé sie niczym w poréwnaniu

z pisemnym, zywym opisem czlowieka.

W swietle przedstawionych informacji zasadne
wydaje si¢ pytanie, jak istotne sa konsekwencje

tak znaczacych ograniczen w naszych zdolnosciach.
Na pewno nie sa one bez znaczenia, jednakze wazne
jest, ze w naszym codziennym zyciu stosunkowo
rzadko zdarza si¢ nam napotykaé problemy
Jlaboratoryjne” | tj. wymagajace tej wlasnie metody
wnioskowania. W szczegdlnosci wiele problemow
dotyczy danych niepewnych (np. dostajemy
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informacje, ze ,Kowalski ustyszal od Nowaka, ze D”
czy tez ,wielce mozliwe, ze urodzil sie w Pradze”)
oraz danych, pomiedzy ktorymi wystepuja zaleznosci
warunkowe (przy danej hipotezie). Dane okreslamy
jako warunkowo niezalezne, jezeli zachodzi:

P(D;|H) = P(D;|H oraz D),
dla wszystkich 4, j (tj. dla wszystkich mozliwych
danych). Warunek ten spelniony jest bardzo rzadko
— gléwnie wlasnie w warunkach laboratoryjnych —
iz tego tez powodu niezmiernie rzadko reguta Bayesa
jest wlasciwa metoda w procesie wnioskowania.
Wilaséciwa metoda jest zwykle znacznie bardziej
skomplikowana, a moze w tych sytuacjach ludzka
intuicja sprawuje sie lepiej? Moze po prostu
do twierdzenia Bayesa czlowiek nie zdazyl sie
LWprzyzwyczai¢” w swym codziennym zyciu,
a za to ma wiecej praktyki i wyczucia w bardziej
skomplikowanych zagadnieniach?

Dla zilustrowania zalezno$ci warunkowej rozpatrzmy
nastepujace dane oraz hipoteze:

Dy: Osoba byla urodzona w Pradze.
Ds: Osoba nazywa sie Wilhelm Steinitz.

H: Osoba jest Anglikiem/Angielkq i jednoczesnie
pierwszym mistrzem swiata w szachach.

Czy zachodzi P(D1|H) = P(D:|H oraz Ds)?
Prawdopodobienstwo tego, ze Anglik urodzil si¢

w Pradze, jest stosunkowo niewielkie. Jednakze
prawdopodobienstwo, ze Anglik nazwiskiem Steinitz
urodzil sie w Pradze, zdaje sie znacznie wigksze:
nazwisko ,,Steinitz” angielskie raczej nie jest, wiec
mozemy uznaé, ze wzrasta prawdopodobienstwo
urodzenia poza granicami Anglii. W rozumowaniu
tym pominalem druga czes¢ hipotezy H, co jednak
nie zmienia faktu, ze P(D1|H) # P(D1|H oraz D).

Podsumowanie. Powyzsze eksperymenty wskazuja
na istotne trudnosci, jakie sprawia cztowiekowi
zastosowanie prostych regul wnioskowania. Z drugiej
strony pojawia si¢ spostrzezenie, ze czlowiek rzadko
styka si¢ w swym zyciu z problemami wymagajacymi
zastosowania reguly Bayesa w czystej postaci, co
moze nas nieco usprawiedliwia¢. Czy zasadne jest
jednak przypuszczenie, ze z bardziej ztozonymi —

a zarazem czedciej spotykanymi — problemami radzimy
sobie lepiej? Wlasnie gra w szachy, pasja Wilhelma
Steinitza, zdaje sie stanowi¢ wazny argument

za ta teza: czlowiek w tej grze wciaz pozostaje
bezkonkurencyjny i komputery wyposazone w coraz
to potezniejsze reguly wnioskowania maja ogromne
klopoty, szczegdlnie w grze pozycyjnej, gdzie ogromne
moce obliczeniowe komputeréw traca na znaczeniu,

a gore bierze intuicja szachisty—czlowieka. A Steinitz,
ktory studiowal matematyke w Wiedniu, lecz
porzucit twierdzenia na rzecz szachowych heurystyk,
byt urodzonym w Pradze szachista austriackim,
angielskim, a wreszcie amerykanskim zydowskiego
pochodzenia. A zatem Anglikiem byl, choé¢ stosunkowo
krotko.



Maia delld

Pilkarz idealny

Przegladajac dane statystyczne dotyczace rozmaitych zjawisk, trafiamy
do$¢ czesto na obrazki jak z rysunku 1. Dlaczego obrazki te maja

tak podobny ksztalt? Dlaczego przypominaja mniej lub bardziej
sptaszczony dzwon? Czy musi tak by¢ zawsze? Czy rézne dzwony daja
si¢ na siebie natozy¢ po odpowiednim przeskalowaniu? To ciekawe
pytania, ale odpowiedzi na nie sa trudne, wiec ich nie udzielimy. Ponizej
sprobujemy tylko naszkicowaé¢ pewien mechanizm, ktory ,proste wykresy
wygina w dzwony”. Rzecz dotyczy¢ bedzie futbolu.

Bardzo dobry pitkarz powinien wykazywaé si¢ przynajmniej trzema
umiejetnosciami: 1) przyjecia pitki 2) podania pitki 3) myslenia

na boisku. Kazda z tych umiejetnosci ocenimy w skali od 0 do 1, tak

ze najbardziej beznadziejny futbolista — tu wstrzymamy sie od podania
przyktadéw — otrzyma ocene zero, a Roberto Carlos, Raul czy tez

Mirek Szymkowiak ocene 1. Zatozymy, ze poszczegdlne zdolnosci sg

b réwnomiernie roztozone miedzy piltkarzy, tzn. szansa, ze losowo wybrany
pitkarz otrzyma za dana umiejetnosé ocene z przedziatu (a,b) c [0, 1],
jest rowna dlugosci tego przedzialu. W takim razie wykres opisujacy np.

160 180

135 150 .. ;. .. 17 .
rozktad umiejetnosci przyjecia pitki wyglada jak na rysunku 2. Wykres
Rys. 1 Pole pod calym wykresem jest zatem calkiem plaski i zadnego dzwonu, jak na razie, nie widaé.
na obu obrazkach jest réwne 1. Pole . . . .. ..
kolorowej czesci to — powiedzmy — Zobaczmy jednak, co sie stanie, gdy dodamy ocene za podanie i przyjecie.
procent czytelnikéw o wzroscie pomigdzy L. . .
160 cm i 180 cm (rys. a) oraz procent Maksymalna nota — 2, minimalna — (. Zauwazmy, ze ocene¢ obu

igétzlrl’ggé‘?r;?l?)?ie inteligencji miedzy  ymiejetnosci mozemy przedstawié jako punkt w kwadracie (rys. 3).

O calej sprawie mozemy zatem mysleé, jak o losowaniu punktu
z kwadratu o boku 1. Suma ocen bedzie mniejsza od k, gdy suma
wspotrzednych punktu bedzie mniejsza od k. Spogladajac na rysunki
ponizej widzimy, ze szansa na to jest réwna +k* dla k miedzy 01 1 oraz
1—1(2—k)?* dla k miedzy 1 a 2, gdyz szansa na to, ze losowo wybrany
punkt bedzie nalezal do pewnego obszaru kwadratu jednostkowego, jest
réwna polu tego obszaru (im wieksze pole, tym wigksza szansa, ze punkt

tam trafi). o2k
a b 1
2—k
Rys. 2. Pole kolorowej czgsci to szansa,
ze losowo wybrany pitkarz przyjmuje 1+ x2==F N
. ;. . N
pitke na ocene z przedziatu (a,b). N \l'l tao=k
k
1 —
k V0<k<1 1<k<2
Rys. 4.
Przedstawiajac wynik na wykresie, pole = %kz
Py . otrzymujemy rysunek 5. Widaé juz, ze 1
1 . . . .
! wykres nieco si¢ wygiat, moze nawet
| przypomina troche dzwon, ale jest
! . .
' strasznie kanciasty.
1
1
0 z1 1 Zobaczmy zatem, co si¢ zdarzy, gdy
. f e k 1 2
Rys. 3. Ocena za przyjecie pitki to =1, dOda‘my tI‘Zy oceny: za przyjecle,
a za podanie — . za podanie i za mys$lenie. Rys. 5
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> — -——&

z1
Rys. 7

NI— o

Rys. 6

Maksymalna nota — 3, minimalna — 0. Zauwazmy, ze taczna ocene
mozemy przedstawié¢ jako punkt w szesScianie. Jaka jest szansa, ze suma
ocen tzn. suma wspolrzednych wylosowanego punktu w szescianie jest
mniejsza od k7 Na powyzszych rysunkach zaznaczone sg kolorem obszary,
w ktorych punkty maja sume wspoélrzednych mniejsza od k. Wystarczy
zatem obliczy¢ objetosci kolorowych obszaréow. Spogladajac na kolejna
serie rysunkow,

3—k

——

S IR

zauwazamy, iz szansa na to, ze suma ocen jest
mniejsza od k, wynosi (rys. 8)

o 1k dla k€ 0,1);

e k3 -3 3(k—1)% dla k€ [1,2);
e1-1(3—F) dla ke [2,3]

Wynik ten mozna przedstawi¢ na wykresie

z rysunku 9.

Rys. 9
Y= az?
1 .9
P=-at*-t
3
0
Rys. 10

at?

Czytelnik, ktéry chceiatby przekonad sie, czy go nie oszukaliSmy, moze
sprawdzi¢ poprawnosé¢ wykresu, stosujac wzér na pole kolorowego obszaru
z rysunku 10.

Podsumujmy nasze rozwazania. Chociaz rozktad poszczegdlnych
umiejetnosci byt ptaski, to ich suma miata juz wykres bardzo
przypominajacy dzwon! Kluczowe bylo tu jednak zalozenie, ze
poszczegdlne umiejetnosci sa niezalezne. To wlasnie ta niezaleznosé
wyginata wykres w dzwon.

Jakkolwiek zdolnosé przyjecia pitki jest zwigzana z my$leniem w sposéb dos¢ luzny, to jednak
niezalezno$¢ ocen przyjecia i podania jest juz niestety bardziej problematyczna.

Polecamy tez Czytelnikowi obliczenie, jaka jest szansa, ze losowo wybrany
pitkarz ma taczna ocene trzech umiejetnosci w przedziale

a) [1,4;1,6],

b) [2,8; 3].

Wynik obliczen powinien przekonaé, ze trudno by¢ doskonatym. ..

Madtq Delte przygotowalt Witold SADOWSKI
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Rys. 4. Zaleznos¢ wartosci sity dziatajacej

na piteczke od jej polozenia.

Pileczka w szklance wody
Andrzej HRYCZUK, Robert ZAK

Na pytanie, jaki ksztalt ma powierzchnia wody w naczyniu, wigkszo$é¢ ludzi
z pewnoscia odpowiedzialaby, ze jest ona plaska. Dla szerokich naczyn
rzeczywiscie bytoby to dobre przyblizenie, lecz wystarczy przypomnieé¢ sobie
rurki kapilarne, by odpowiedz ta przestala byé¢ oczywista. Przeciez w takich
przypadkach napiecie powierzchniowe sprawia, ze ksztalt powierzchni wody
przybliza sie nie do plaszczyzny, lecz do wycinka sfery! Ten prosty fakt
pozwala nam sobie uswiadomié, ze w rzeczywistosci nawet dla szerszych
naczyn powierzchnia wody jest lekko wykrzywiona, co moze prowadzié¢

do zaobserwowania réznych interesujacych efektéw. W niniejszym artykule
chcieliby$my sie zaja¢ jednym z takich zjawisk, a mianowicie zachowaniem sie
pileczki pingpongowej w szklance wody.

Whpierw nalejmy do szklanki troche wody i wtézmy do niej pileczke. Zamiast
sta¢ w miejscu, zblizy si¢ ona i przylegnie do Scianki szklanki. Dolejmy wody,
tak by powstal menisk wypukty. Teraz dla odmiany tatwo zaobserwujemy,

ze po chwili zatrzyma sie ona na samym $rodku szklanki (fot. 1). Co wiecej,

po drobnym wychyleniu z polozenia rownowagi zaczyna ona poruszaé sie ruchem
drgajacym o gasnacej amplitudzie. Zbadajmy zachowanie piteczki w tym drugim
przypadku.

Pierwszym jako$ciowym wnioskiem, jaki mozemy wyciagnaé, jest to, ze w srodku
szklanki pileczka osiaga polozenie réwnowagi stabilnej, czyli energia potencjalna
uktadu przyjmuje warto$¢ minimalng. OczywiScie, pelny, iloSciowy opis
zaleznodci energii potencjalnej od polozenia piteczki wystarczylby do znalezienia
jej ruchu i zbadania stabilnosci polozenia rownowagi. Jak jednak go uzyskac?
Nasuwajaca si¢ od razu metoda jest zmierzenie sily wypadkowej dzialajacej

na pileczke w zaleznosci od polozenia. Wtedy wyznaczenie funkcji energii
potencjalnej nie przedstawialoby zadnych trudnosci. Powstaje jednak problem,
jak zbudowaé na tyle czuly uklad pomiarowy, dysponujac jedynie prostym
sprzetem. Zaproponujemy tutaj metode wykorzystujaca uklad optyczny (rys. 2).
Szklanke z pileczka umieszczamy na wypoziomowanej, ostonietej platformie.

Na dwéch statywach rozpinamy cienki wtos z przyczepiona u jednego konca
kuleczka z plasteliny o masie 20 miligraméw i umieszczamy go tak, by stykal

sie z pileczka na wysokosci jej srodka. Nastepnie ustawiamy soczewke skupiajaca
i przepuszczamy przez nia wiazke lasera tak, by padata ona na wiszaca kuleczke.
Na ekranie oddalonym o pie¢ metréw obserwujemy obraz kuleczki powiekszony
okoto dwustu razy (wartosé¢ ta zostala zmierzona poprzez doktadny pomiar
rzeczywistego rozmiaru kuleczki i szerokosci obrazu). Zastanéwmy sie, co

sie stanie, gdy tak przesuniemy szklanke, by pileczka nie mogla ustawié sie

na jej srodku z powodu reakcji rozpietego wlosa. Skoro pileczka pozostaje

w réwnowadze, to z trzeciej zasady dynamiki wynika, ze sily na nia dzialajace
musza si¢ réwnowazy¢. Oznacza to, ze sita reakcji wlosa jest co do wartosci
réwna poszukiwanej przez nas sile, z jaka woda dziala na piteczke. Natomiast

te site reakcji mozemy wyznaczy¢ wiedzac, ze sita naprezenia wlosa wynosi mg,
gdzie m — masa kuleczki plastelinowej (patrz rys. 3).

Dzieki znacznemu powigkszeniu jesteSmy w stanie zmierzy¢, o ile podnosi sie
plastelinowa kuleczka. Nastepnie powtarzamy pomiar dla réznych polozen
piteczki na powierzchni wody, co pozwala nam wyznaczy¢ szukang zaleznosé.
Wyniki otrzymane w naszym eksperymencie przedstawione sa w postaci wykresu

(rys. 4).

Zauwazmy, ze otrzymane wartosci sit sa bardzo male, rzedu 1074 N.
Przybliza nas to do wyjaénienia zagadki ruchu piteczki, gdyz potwierdza nasze
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Rys. 5. Sity dziatajace na piteczke.

Rys. 6. Ksztalt menisku w zaleznosci od
polozenia piteczki.
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Rys. 7. Drgania piteczki w zaleznosci od
czasu.

i

przypuszczenia, ze spowodowany jest on sitami napiecia powierzchniowego.

Na rysunku 5 przedstawione sa sily dziatajace na piteczke z uwzglednieniem

sil napiecia powierzchniowego (mozemy dla uproszczenia rozpatrywaé sytuacje
dwuwymiarowa, ze wzgledu na symetrie uktadu). Poniewaz kat zwilzania zalezy
tylko od granicy faz, to widzimy, ze réznice w poziomej sktadowej napiecia
powierzchniowego z prawej i lewej strony piteczki musza wynikaé z réznicy katow
a1 1 as. W rzeczywistosci wystepuje réznica w wysokoéci punktéw styku piteczki
z woda po przeciwnych stronach piteczki, co wplywa na wartosci tych katéw

(jak widzimy na rysunku 5: a; = ¢; + 9 — 7, skad sinay < sinag). Zaobserwowaé
ja mozna, robiac zdjecia juz z kilkukrotnym powigkszeniem. Na podstawie

takich zdje¢ wyznaczone zostaly ksztalty meniskow, poprzez odczytanie piksel
po pikselu punktéw na powierzchni wody. Wyniki te zostaly umieszczone

na rysunku 6, gdzie kolejne krzywe przedstawiaja ksztalt powierzchni wody

dla réznych potozen piteczki. Dodajmy jeszcze, ze do problemu mozna podejsé,
uzywajac zamiast pojecia sily pojecia cisnienia. Wtedy réznica cidnien po
przeciwnych stronach piteczki spowodowana bedzie innymi wartosciami
promienia krzywizny powierzchni wody.

Niestety, przedstawiona teoria nie pozwala na wyznaczenie analitycznie
zaleznoéci sity wypadkowej od potozenia w prosty sposéb, a jedynie daje
jako$ciowe wyjasnienie obserwowanego zjawiska. Jednakze popatrzmy jeszcze
raz na empirycznie otrzymana zaleznosé (rys. 4). Uderzajacy jest jej wyglad

dla malych wychylen pileczki z polozenia réwnowagi, gdyz wydaje sie, jakby
mogla by¢ przyblizona linig prosta. Nasuwa to podejrzenie, ze obserwowane
drgania dadza sie opisa¢ rownaniem tlumionego oscylatora harmonicznego.

Jesli jest tak w istocie, to powinnidmy zaobserwowadé charakterystyczny

ruch piteczki w zaleznoéci od czasu. By sie o tym przekonaé, wykonaliSmy
kolejne doswiadczenie. Szklanka umieszczona na wypoziomowanej i ostonietej
platformie znajdowala sie tym razem pod szybka z naniesiona kratka z podziatka
milimetrowa. Wychylajac pileczke z polozenia rownowagi i filmujac z géry

jej ruch, otrzymaliSmy material filmowy, z ktérego odczytaliémy polozenie

w zaleznodci od czasu. Zalezno$¢ te przedstawiliSmy na wykresie (rys. 7).

Do uzyskanych punktéow dopasowaliSmy, zgodnie z naszymi zalozeniami, funkcje
postaci

z(t) = Ae ™™ cos(wt + ), gdzie A =122+0,4 [mm)],

[
k= 0,24+0,1[1/s],
w=0,74+0,1[1/s],

[

v =0,17+0,4 [rad],

stanowiaca rozwiazanie rownania oscylatora harmonicznego. Otrzymalismy
potwierdzenie faktu, iz dla malych wychylen z polozenia réwnowagi sita
dziatajaca na piteczke zmienia si¢ liniowo wraz z polozeniem, czyli ze energia
potencjalna da sie opisa¢ funkcja kwadratowa, z minimum w srodku szklanki.
Stanowi to poszukiwany dowdd iloSciowy na obserwowany fakt, iz w srodku
szklanki piteczka osiaga stan réwnowagi stabilne;j.

Mozna teraz postawi¢ pytanie: od jakich parametréw zalezy stabilnosé tej
rownowagi? Jak juz wspomnieliSmy we wstepie, ogromne znaczenie ma zaréwno
szeroko$¢ naczynia, jak i jego ksztalt (bardzo zajmujace moze by¢ wykonanie
powyzszych eksperymentéw dla naczynia o przekroju w ksztalcie prostokata
bad7 elipsy). Szerokim polem badan jest takze rozszerzenie problemu na inne
ciecze. Inne wartosci lepkoéci czy napiecia powierzchniowego w znaczacy sposob
zmienia charakter zachowania sie piteczki. Na koniec chcieliby$my zadaé pytanie.
Co by$my zaobserwowali, gdyby woda nie zwilzala pileczki (czyli pomiedzy
pileczka a woda bylby menisk wypukly)? Czy mozna przeprowadzi¢ ukazujace
to doswiadczenie?
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Rozwigzanie zadania M 1039.
Jesli

[Vn ¥ 1] = [Val,
to n+1 < n
Va+1 | WAl

wiec an41 > an. Mamy
Wn+1] > [Vn] <= n+1=m’
dla pewnego m € N. Jesli n + 1 = m?, to

m?
apt1 = |— | =m
m

oraz
2

|:m -1
an =

m — 1

:|:m+14

Szukanymi liczbami sg zatem liczby
postaci m? — 1.

-]

Rozwigzanie zadania M 1040.
Dla dowolnego n € N mamy
1
2

1
[\/n+1+§} = {\/ﬁ+
. 1 3
|:\/n+1+§:| = |:ﬁ+5
Drugi przypadek zachodzi wtedy,

gdy {vn+1} > % oraz {V/n} < 3.

To oznacza, ze

vVn+1>[vVn+1]+

oraz
1

() Vi< [Vnl+ 35 =a+
(a”Z [Vn + 1)), gdyz jesli

lub

— +1
=a By

1
3

to
n:azfl,

ale wéwczas
1 1
= 1/a2 — 1 7 Z=qg-=
NZD a {[\/ﬁ]-&-z a 5

dla a > 2. Nieréwnosci (%) mozemy zapisaé
w postaci

. 2 1
n+1>a +a'+Z
oraz
5 1
n<a +a+Z,

czylin = a? + a, c.n.d.

Pozorna trudnosé
Oto zadanie:

Trojkgt ABC' jest réwnoboczny i ma bok o dlugosci 1. Jakq figure tworzg
punkty P opisane przez warunek

AP? + BP? +CP* =27
Zadanie to moze by¢ trudne, gdy patrzy sie na nie z osobna. Nawet nie pomaga

wskazowka, ze jest to okrag. Ani nawet, ze jest to okrag opisany na trdjkacie
ABC. Bo jak to udowodnié¢?

Natomiast rzecz staje sie tatwa, gdy staniemy przed pozornie znacznie bardziej
skomplikowanym zadaniem:

Udowodnic, Ze na plaszczyznie figura, ktorg tworzq punkty P opisane réwnaniem
a1 'A1P2+042'A2P2+...+Oén'AnP2 =\
niezaleznie od polozenia punktow Ay, As, ..., An, jest

— okregiem, punktem lub zbiorem pustym, gdy o1 + as + ... + a, # 0,
— plaszczyzng, prostq lub zbiorem pustym, gdy o1 + ao + ... + oy, = 0.

Zostawiajac na chwile problem dowodu, widzimy, ze w naszym poczatkowym
zadaniu rzeczywiscie otrzymujemy okrag opisany, bo kazdy z punktéw A, B, C
nalezy do tej figury (mamy wtedy 12 4+ 12 = 2), a suma wspétezynnikéw jest
1+1+1#0.

Ale dlaczego dowdd tego ogdlnego twierdzenia nalezy uznaé za tatwy?
Dlatego, ze wiedzac, jak ogdlna jest to prawidlowosé, odpowiednio dobieramy
srodki dowodowe. Nie moze by¢ to np. nic zwiazanego z polozeniem danych
punktéw itd. I wtedy jedyne, co nam pozostaje, to jakas prawidlowos$é
algebraiczna, a wiec stosownym $rodkiem bedzie uzycie do rozwiazania
wspbélrzednych. Od tego momentu wszystko juz idzie latwo. Kazde
z sumowanych wyrazen jest postaci
ai((z—z:)* + (y — wi)?),

gdzie P = (z,y) 1 A; = (24,¥:), czyli postaci

ai(z® +y*) + viw + iy + 05,
przy czym doktadna warto$é 4;, 9; i 6; mozna tatwo obliczyé (choé nie warto).
Interesujaca nas suma to

n n n n
Zai($2 +y%) + Z%‘iﬁ + Z diy + Z9i-
i=1 i=1 i=1 i=1
I teraz, gdy suma «; jest rozna od zera, mozemy przez nig podzieli¢ dowodzong
rownosé, otrzymujac rownosé postaci
2+  + Tz +Ay+0 =A,
gdzie tatwo obliczy¢ wartosci I', A, © i A (ale tez nie warto). Powyzsza réwnosé
mozna zapisaé¢ jako
1F ’ 1A ’ A-0© !
() (e+30) + (v +3) =a-0+7
Oznaczmy prawa strone réwnosci przez Z. Jesli Z > 0, to réwnanie ()
przedstawia okrag o $rodku ( — éF, féA) i promieniu vZ. Gdy = = 0, okrag
ma promien zerowy, czyli jest punktem. Wreszcie dla Z < 0 otrzymujemy zbior
pusty. Z kolei gdy suma «; jest zerowa, mamy réwnanie postaci
Yo+ oy =0,
(wartoéci T, @ i ¥ znéw latwo obliczy¢ i zndéw nie warto), ktére dla T = & =0

przedstawia plaszczyzne, gdy ¥ = 0, lub zbiér pusty, gdy ¥ # 0. W pozostalych
przypadkach jest to réwnanie stopnia 1, czyli réwnanie proste;j.

1
I? + -AZ
T

Oczywiscie, korzystajac z tej ogblnej prawidtowosci mozna utozyé wiele
konkretnych zadan, takich jak to, od ktérego zaczelidémy. Przez swoja
szczegolowo$é moga one niejednemu sprawi¢ sporo klopotow.

Marek KORDOS
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Spis powszechny ciemnej materii

Ludzie to nie jedyna populacja, ktorej ,spis powszechny”
mozna przeprowadzi¢. W miare pojawiania si¢ mozliwosci
technicznych liczba katalogowanych zbiorow wzbogaca sie
o coraz ciekawsze pozycje. Najlepiej znanym wspoétczesnym
przyktadem jest chyba sekwencjonowanie genomu
ludzkiego. Jednak samo skompletowanie takiej bazy
danych nie powoduje automatycznie jej uzytecznosci
poréwnywalnej do wtozonej pracy. Prawdziwa sztuka

jawi si¢ dopiero umiejetnos¢ wyciagania z takiego katalogu
nowych informacji.

Wiréd spisywanych obiektéw nie mogto, oczywiscie,
zabraknaé cial niebieskich. Jednym z najbardziej
ambitnych programéw badawczych tego typu jest

Sloan Digital Sky Survey, czyli Cyfrowy Przeglad

Nieba Fundacji Alfreda P. Sloana (fundacja ta zostata
zatozona w 1934 roku przez filantropa, ktérego imie nosi,
m.in. 6wczesnego prezydenta General Motors). Przeglad
ten jest dokonywany za pomoca 2,5 metrowego teleskopu
umieszczonego w Obserwatorium Apache Point w Gérach
Sacramento w Nowym Meksyku. Celem przegladu

jest uzyskanie wysokiej rozdzielczosci zdjeé¢ jednej
czwartej catego nieba w pigciu kolorach. Na podstawie
tych zdjeé¢ bedzie mozliwe okreslenie jasnosci, koloru

i ksztaltu milionéw obiektéw astronomicznych, takich
jak galaktyki, kwazary, gwiazdy, asteroidy oraz rézne
obiekty egzotyczne. Wybrane galaktyki i kwazary badane
sg rowniez za pomoca spektrografu umozliwiajacego
pomiar ich przesunigé ku czerwieni (zobacz tylng okladke).
Zbierane dane bedg sukcesywnie udostepniane wszystkim
chetnym [1]. Postepowanie takie staje si¢ standardem

we wspolczesnej astronomii. Zespoty badawcze zdaja
sobie sprawe, ze z jednej strony nie sa w stanie w pelni
wykorzystaé¢ bogactwa zbieranych danych, a z drugiej
strony, poprzez wzajemne udostepnianie informacji,
otwieraja sobie droge do badan taczacych unikalne
mozliwosci réznych instrumentow.

Jednym z gtéwnych celow omawianego przegladu jest
badanie rozkladu ciemnej materii. Historycznie pierwszg,
przestanka za istnieniem nie$wiecacej materii o nieznanym
charakterze byty pomiary krzywych rotacyjnych galaktyk,
czyli zaleznosci predkosci gwiazd od ich odlegtosci od
centrum galaktyk. Gdyby $wiecaca materia stanowita
wigkszo$¢ masy, to predkosé ta powinna spadaé wraz

z odlegtoscia, podobnie jak spadaja predkosci planet

w Ukladzie Stonecznym. Zamiast tego obserwuje sie, ze
$rednia predkos$é orbitowania gwiazd ustala sie na poziomie
okoto 150 km/s. Mozna to wyjasnié, przyjmujac, ze

kazda galaktyka jest zanurzona w, z grubsza sferycznie
symetrycznym, halo ciemnej materii.

Nie jest to jednak jedyne mozliwe wytlumaczenie.
Konkurencyjnym moze by¢ np. MOND. Jest to skrét od
MOdified Newtonian Dynamics, czyli ,zmodyfikowanej
dynamiki Newtona” zaproponowanej przez Moti Milgroma
w 1983 roku [2]. Zmiana mialaby dotyczy¢ postaci prawa
powszechnego ciazenia dla bardzo malych natezen pola
grawitacyjnego, ktérg mozna rozumieé jako odstepstwo

od zasady réwnowazno$ci utozsamiajacej mase bezwladna
i grawitacyjna. Cho¢ na zasadzie tej opiera si¢ Ogdlna
Teoria Wzglednosci, to MOND moze wspétistnie¢ z OTW,
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gdyz dotyczy przeciwnego zakresu natezen pola

do weryfikowalnego doswiadczalnie w ramach OTW.
Wspélistnienie takie, cho¢ ,filozoficznie” malto atrakcyjne,
do niedawna nie bylo do$wiadczalnie wykluczone.

MOND jest pomyslany tak, aby wyjasni¢ krzywe
rotacyjne galaktyk, a wiec w tym samym celu, w ktérym
wprowadzono do kosmologii ciemng materie. Z pozostatymi
danymi modele te juz powinny sobie radzi¢ bez dalszych
modyfikacji. W przypadku ciemnej materii dowolnosé
polega na wyborze modelu opisujacego wlasnosci czastek
ja tworzacych, natomiast MOND dopuszcza jedynie wybér
postaci funkeji modyfikujacej prawo grawitacji. Wybrana
posta¢ powinna dawaé zgodno$é z wszelkimi obserwacjami.

Odrzucenie hipotezy MOND bytoby mozliwe, gdyby
udalo sie zbadaé przyspieszenia grawitacyjne w poblizu
galaktyk, czyli w odlegtosci od kilkudziesieciu do kilkuset
kiloparsekéw od centrum galaktyk. Aby tego dokonaé
nalezy zmierzy¢ predkosci wzgledne maltych galaktyk
satelitarnych, takich jak towarzyszace Drodze Mlecznej
Obtoki Magellana. Wszystkie obecne na rynku modele
ciemnej materii przewiduja stopniowy spadek sredniej
predkosci takich towarzyszy z odlegltoscia, a MOND
sugeruje ich niezmiennos$¢. Do niedawna wydawalo sig, ze
wbrew modelom ciemnej materii, predkosci te nie spadaja
z odlegtoscia. W ten sposéb krzywe rotacyjne galaktyk,
ktore spowodowaly powstanie hipotezy ciemnej materii,
zaczely, paradoksalnie, dostarcza¢ dowodoéw przeciwko tej
hipotezie! Jednak ostatnio przeprowadzona analiza [3],
oparta na danych Sloan DSS, dowodzi zmniejszania

sie omawianych predkosci z odlegloscia i to w sposéb
przewidywany przez modele ciemnej materii, ktére w tym
przypadku sa wyjatkowo zgodne. Oprécz znacznego
zwiekszenia statystyki (przebadano 250 tysiecy galaktyk
znajdujac okoto 3 tysiace galaktyk towarzyszacych)
kluczowym elementem byto statystyczne wykluczenie
intruzéw: matych galaktyk nie zwiazanych grawitacyjnie

z duzymi, a znajdujacych si¢ blisko nich jedynie ,przez
przypadek”. Wykorzystano fakt, ze przewidywany rozktad
tych ostatnich jest rownomierny w przestrzeni, podczas gdy
gestosé galaktyk zwiazanych powinna w okreslony sposéb
zmniejszaé sie z odlegtoscia.

Otrzymany wynik sprawia, ze ciemna materia nabiera
coraz realniejszego ksztattu, przynajmniej jezeli chodzi
0 jej przestrzenny rozklad. Teraz nalezatoby wreszcie
dowiedzie¢ sie, z czego sie ona sklada, ale to zupeinie
inna historia, ktéra, by¢ moze, znajdzie rozwiazanie juz
w obecnej dekadzie dzigki fizyce czastek elementarnych.

Piotr ZALEWSKI

[1] The First Data Release of the Sloan Digital Sky Survey,
Zesp6l SDSS, K. Abazajian i inni, astro-ph/0305492

[2] A modification of the Newtonian dynamics as a possible
alternative to the hidden mass hypothesis, M. Milgrom,
Ap. J. 270(1983)365; http://www.astro.umd.edu/ ssm/mond

[3] Sloan Digital Sky Survey Probes Dark Matter Theory,
http://www.sdss.org/news/releases/20030521.darkmatter.html,
23 maja 2003; Observing the dark matter density profile of
isolated galaxies, F. Prada i inni, astro-ph/0301360



Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

®
-

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
31 XII 2003

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéow, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie

http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 467, 468

467. Czy istnieje wielomian P(x,y) dwdch zmiennych
rzeczywistych, o wspdtezynnikach rzeczywistych,
ktoérego zbiér wartosci pokrywa sie¢ ze zbiorem
wszystkich liczb dodatnich?

468. W niemalejacym ciagu a1, ag, as, ... o wyrazach
naturalnych kazda liczba naturalna k wystepuje

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 6/2003

463. Wyznaczy¢ najwigksza mozliwg diugos¢ linii tamanej

zamknietej o nastepujacych wlasnosciach:

e wierzchotki lamanej sg ré6znymi punktami przestrzeni R3,
ktérych wspdlrzedne nalezg do zbioru {0, 1, 2};

e kazde dwa sasiednie boki lamanej sa prostopadtle i maja
dlugosé 1.

463. Punkty o wspolrzednych réwnych 0 lub 2 sa
wierzchotkami sze$cianu ) o krawedzi dtugosci 2.

Na kazdej z dwunastu krawedzi tego szescianu moze
leze¢ co najwyzej jeden bok rozwazanej tamanej £,

(co wynika z warunku prostopadlosci sasiednich bokéw).
Kazdy wierzchotek szescianu @, ktéry jest wierzchotkiem
tamanej £, jest koncem dwoch jej bokéw lezacych

na krawedziach szescianu (). Stad wniosek, ze lamana £
moze przechodzié¢ przez co najwyzej szes¢ wierzchotkow
sze$cianu @, omijajac co najmniej dwa z nich.

To pokazuje, ze spoérdéd 27 punktéw o wspdirzednych

0, 1, 2 nie wiecej niz 25 punktéw moze by¢ wierzchotkami
tamanej £.. Kazdy jej bok taczy dwa punkty, z ktérych
jeden ma sume wspdélrzednych parzysta, a drugi
nieparzysta. Liczba bokéw (czyli dtugo$é £) musi zatem
by¢ parzysta, skoro tamana jest zamknieta. Tak wiec
dlugos¢ tamanej £ nie przekracza 24.
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Redaguje Marcin E. KUCZMA

dokladnie k razy. Poda¢ wzér jawny, przedstawiajacy

n-ty wyraz a, jako funkcje zmiennej n, wyrazajaca si¢
przez dzialania arytmetyczne, potegi/pierwiastki oraz

symbol |z] (cze$é catkowita liczby x).

Zadanie 468 zaproponowal pan Pawet Kubit
z Krakowa.

Przypominamy tres¢ zadan:

464. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ABC, a proste AP, BP, CP
przecinaja boki BC, CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F'.
Dowiesé, ze

|AP|-|BP|-|CP|>8-|PD|-|PE|-|PF|.

Jest to szukane maksimum, bowiem istnieje tamana
o dlugosci 24, spelniajaca postawione warunki.
Przyktad jest pokazany na rysunku.

464. Oznaczmy pola tréjkatéw ABC, PBC, PCA, PAB
odpowiednio przez S, S, Sp, Se oraz przyjmijmy

LS S S
_S7 y_S7 _S7
r+y+z=1

liczby z, y, z to wspétrzedne barycentryczne punktu P
w trojkacie ABC'. Ich érednia harmoniczna nie przekracza
$redniej arytmetycznej, réwnej 1/3. Zatem

1 1 1
—+-+-209
x Yy oz

Zachodza proporcje:

|AP| |AD|—|PD| |AD| _1_i_1_ 1—=z
|PD| |PD| ~|PD| S, R
i analogicznie
|[BP| 1—y [CP|  1—=z
|[PE| ~ y ' |PF|] =z
Wobec tego
AP| |BP| |CP| _ (1-2)(1-y)(1-2) _
|PD| |PE| |PF| Yz
11— (z+y+z) + (yztzatay) — xyz
= o =
L1l
r Yy z

i mamy dowodzong teze.
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mozliwe?

Termin nadsylania rozwigzan:

Zadania z fizyki nr 364, 365

364. Jednorodny szecian wisi na nici, dotykajac $ciany (rys. 1).
Ni¢ tworzy ze $ciang kat «. Jaka jest minimalna wartosé
wspdblezynnika tarcia statycznego szedcianu o $cianeg, aby bylo to

365. Rurka o ksztalcie litery U o obu konicach zatopionych
zawiera rte¢ oraz dwie objetodci gazu (rys. 2). W pozycji
pionowej (gdy gaz byl na gérze), dlugodci stupéw gazu

Redagugje Jerzy B. BROJAN

Rys. 1

31 X11 2003  wynosity 12 cm i 18 cm. Gdy rurke odwrécono o 180° bez

Czolowka ligi zadaniowe]j
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
455 (WT = 1,66) i 456 (WT = 2,97)
z numeru 2/2003
Marian Lupiezowiec — Zebrzydowice 37,40
Michat Adamaszek — Kety 33,39
Michat Jézwikowski — Blonie 33,32

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 6/2003

360. Oceni¢ orientacyjnie maksymalng predkosé todzi o dlugosci
10 m, szerokodci 2 m i masie 2 t, jesli napedzajacy ja silnik rozwija

moc 50 kW.

361. Wedlug ogdlnej teorii wzglednosci gwiazda odchyla
przebiegajace w jej poblizu promienie $wietlne. Odchylenie to mozna
analizowaé, przyjmujac, ze na zewnatrz gwiazdy o masie M

360. Oznaczmy przez N sile nodna dziatajaca na t6dz
wskutek odrzucania w dét strumienia wody. Cigzar
todzi nalezy przyréownaé do sumy N i sity wyporu,
réwnej iloczynowi gestoséci wody p przez przyspieszenie
ziemskie, dtugosé todzi i pole pionowego przekroju czesci
zanurzonej S. Po podstawieniu wartosci liczbowych
w uktadzie SI otrzymujemy réwnanie
2-10" = N +10° - S.
Praca silnika przechodzi w energie kinetyczna wody —
czesciowo ,rozpychanej” przez kadtub todzi, a czeSciowo
odrzucanej do tytu i wprawianej w ruch wirowy przez

$rube. Zalézmy, ze te czesci sa roéwne, a wiec potowe
G , ldm » . .

mocy silnika przyréwnamy do T gdzie v, jest

predkoscia wody ,rozpychanej” przez t6dz. Przyjmijmy,

ze ta predkosé jest réwna 1/3 predkosci todzi v, natomiast
m , . A L
—— przyréwnamy do iloczynu pSv. Podstawienie wartosci
liczbowych daje drugie réwnanie
Sv? = 450.
Aby oszacowac silte nosna, przyjmijmy, ze daje do niej
wktad polowa rozpatrywanej wyzej ilosci wody (czyli
polowa jest odrzucana przez 16dz w doét). Zatem
1 1 dm
— .2y ==
2 3 dt
Po wyeliminowaniu N i S z ukladu réwnan otrzymujemy
réwnanie trzeciego stopnia

=167 v2S.

0,75 = 450

+—.

v v

Otrzymana warto$é predkosci v wynosi 14,5 m/s &~ 15 m/s.
Oznacza to, ze 26% cigzaru todzi jest réwnowazone przez
site nosna, a 74% — przez sile wyporu. Pominigcie sity
no$nej zmniejszytoby obliczona predkosé do 13,1 m/s.
Podana szerokos¢ todzi nie odegrata w powyzszych
obliczeniach istotnej roli.

0,2 =
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zmiany temperatury, dtugo$é¢ pierwszego stupa gazu spadta IZI 18
do 6 cm, przy czym stup rteci nie ulegl przerwaniu.
a) Ile wyniosa dlugosci stupéw gazu, jesli rurke polozyé

poziomo, a temperatura pozostanie niezmieniona?

b) Ile wyniosa dlugosci stupéw gazu, jesli rurka pozostanie
w pozycji wyjsciowej, a temperatura wzrosnie z poczatkowe;j Rys. 2
wartosci 20° C do 80° C?

Przypominamy tres¢ zadan:

w odlegtosci r od jej sSrodka wspoétczynnik zatamania przestrzeni

2a
wynosi n =1+ —, gdzie a = C]L[/(:2 (M — masa gwiazdy, G — stala
grawitacji). Obliczy¢ kat odchylenia promienia przebiegajacego tuz
obok Stonca. Jedli zrédto swiatta jest bardzo odlegte, to czy czas
zwloki (nadwyzka czasu przejécia promienia, wynikajaca z jego
spowolnienia w polu grawitacyjnym) ma skoniczong warto$é? Masa
Storica wynosi 2 - 1030 kg, érednica 1,4 - 10% km.

361. Rézniczkujac prawo zatamania, stwierdzamy,

ze promien przechodzacy od osrodka o wspotczynniku
zatamania n do oérodka o wspotczynniku zalamania n + dn
i padajacy na powierzchni¢ graniczng pod katem « zmienia
kierunek o

da = (dn/n) tga.
Poniewaz odchylenie promienia jest bardzo mate, wiec
warto$é kata a w tym wzorze mozemy podstawié¢ tak,
jakby promieni biegl po prostej (rysunek), tzn.

tgax = ————

& /2 — R2

(R — odleglos$é najwickszego zblizenia, czyli promient
Storica).

Podstawiamy
2
n=l, dn = —gdr
r

(mniejsza o znaki, oczywidcie promiert odchyla si¢ w strone
Storica) i obliczamy calke

dr _da
2V —R2 R
R

Czas zwloki na drodze ds wynosi

Aa =2 / d—adr =4aR 1,75".
dr
R

dr
dt = (d —1)=——(n—1
(ds/e)(n—1) = ——(n— 1)
i nietrudno sprawdzi¢, ze catka jest rozbiezna

w nieskonczonosci.



Patrz w niebo

Pilka tenisowa o masie — dla prostoty rachunku — 0,1 kg lecac z predkoscia
i 30 m/s, ma energie okolo 50 J. Trudno uwierzy¢, ale takie energie
’ ' (rzedu 10%° eV) sporadycznie obserwuje si¢ u czastek promieniowania
kosmicznego, ktorymi zapewne sa — uwaga! — pojedyncze protony. Trzeba
przyznad, ze jest to zjawisko bardzo rzadkie — naziemne detektory
promieniowania kosmicznego zarejestrowaly dotychczas okolo 25 takich
przypadkéw. Nie jest jasne, jaki mechanizm powoduje przyspieszanie czastek
elementarnych do tak fantastycznych energii. Eksplozje supernowych, ktére
zapewne maja swoj wklad w obecnos$¢ promieniowania kosmicznego, sa zbyt
stabe. Wigksze energie moglyby czastki uzyskiwa¢ w poblizu np. czarnej
i dziury stanowiacej jadro aktywnej galaktyki. Niestety, aktywne galaktyki
sa na ogot bardzo odleglte, a po drodze szybkie protony musiatyby zostaé

Rozwigzanie zadania F 606.
Z warunku réwnowagi sit dziatajacych na
uklad kulek mamy:

2 - b
F=nR*(p1+p> —2p0)8 =2,5-10"" N.

Rozwigzanie zadania M 1041.

7 réwnodel a — b — ot — b wynika, Wyhamowane wskutek zderzen z kwantami mikrofalowego promieniowania
70 a?dabt b T tla. Przypuszcza sig, ze rozpedzanie czastek odbywa si¢ w wyniku ich zderzen
Ve T3 2 Yn < j _ 1 /s zruchomymi oblokami plazmy, obdarzonymi polem magnetycznym. To wlasnie
2 Vn2 4 pola magnetyczne gralyby role ,rakiet” odbijajacych pitke i nadajacych jej

Zatem

. ] , W kolejnych uderzeniach coraz wigksza energie.
(‘E/E+ V8n + 3)3< (3 In+ in*/if) <

Oczywiscie, kierunek ruchu czastki wpadajacej do detektora nie ma wiele
wspdélnego z kierunkiem na zrédlo, z ktérego czastka pochodzi — i to

nawet, jezeli pole magnetyczne nie bierze udzialu w rozpedzaniu czastek.
Bowiem czastka, poruszajac si¢ nawet w stabym miedzygalaktycznym polu
magnetycznym, musi odchyli¢ swéj tor od pierwotnego kierunku, chyba ze

ma olbrzymia energie, a zrédlo jest stosunkowo blisko. Dlatego uwzglednienie
hipotetycznego rozkladu pola magnetycznego naszej Galaktyki doprowadzito
niektérych badaczy do wniosku, ze superszybkie czastki pochodza z aktywnej
radiogalaktyki M87 w Pannie, odlegtej o 20 Mpc. Jest to olbrzymia galaktyka
eliptyczna, z ktorej centrum, zawierajacego najprawdopodobniej masywna,
szescianem liczby catkowitej. Dlatego czarna dziure, wystrzeliwuja z przySwietlnymi predkosciami dwie strugi materii.
liczby 27n + 1 oraz (?ﬁ + m)“ Trzeba przyznac, ze takie wyttumaczenie pochodzenia superszybkich czastek nie
leza pomiedzy tymi samymi sze$cianami jeSt pOWSZGChnie uznane, a hipotezy konkurencyjne I‘OZW&Zan nawet mOZhWOéé,

) + ! <2Tn +8
— n .
16n 64

7 drugiej strony, stosujac wzér

(a+ b)3 =a° + b + 3ab(a + b),
widzimy ze

2n 43 < (i‘/ﬁ+ \%/Sn—ﬂ)%
Latwo mozna sprawdzi¢, ze m>, dla
m € Z, moze dac tylko reszty 0,1 lub 8

27
<27n + Z +

z dzielenia przez 9. Zatem zadna z liczb

2Tn +2,27Tn + 3,...,27n 4+ 7 nie jest

dwéch kolejnych liczb naturalnych, wigc
ich pierwiastki stopnia 3 majg t¢ samag
czesé catkowita.

Pazdziernik

Wybuch gwiazdy nowej to termojadrowa eksplozja
wodoru osiadajacego na powierzchni bialego karta.
Zrédiem tego wodoru jest czerwony olbrzym
stanowigcy wraz z bialym kartem uklad podwdjny.
Czerwony olbrzym traci wlasna materie, gdy jego
zewnetrzne warstwy zostana tak rozdete, ze zaczna
traci¢ wiez z wlasna gwiazda, a wtedy mozliwy

staje sie przeplyw materii na bialego karta. Jest on
jednak gwiazda bardzo goraca, dlatego wodér nie
moze osiada¢ na nim dowolnie dlugo. Gdy zbierze

sie go dostatecznie duzo, musi nastapi¢ eksplozja,

w ktorej bialy karzel pozbywa sie nadmiaru materii

i po kilkuset lub kilku tysiacach lat zjawisko moze

sie powtorzy¢. Podczas wybuchu gwiazda nowa
$wieci z mocg nawet miliona Stonic. Nowe wybuchaja
przypadkowo w réznych miejscach dysku naszej
Galaktyki, ale tak si¢ ztozyto, ze stosunkowo niedawno
trzy wybuchly w malym niepozornym gwiazdozbiorze
Jaszczurki. Ten widoczny wieczorem wysoko na
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ze czastki te sa produktami rozpadéw nieznanych supermasywnych czastek
powstalych we wezesnych fazach zycia Wszech$wiata.

Tomasz KWAST

pazdziernikowym niebie gwiazdozbior zostal
wyrézniony przez Heweliusza. Gwiazdy nowe wybuchty
w nim w latach 1910, 1936 i 1950.

Wenus jest w Pannie, a wiec za blisko Stonca, by
mozna bylo ja zobaczy¢. Mars jest w Wodniku i widaé
go dobrze w pierwszej polowie nocy. Jowisz jest

w Lwie i wschodzi dopiero nad ranem, a praktycznie
przez calg noc widaé¢ Saturna, ktéry w pazdzierniku
jest w BliZnietach. Pelnia Ksiezyca wypada 10 X,

a now 25 X. Ksiezyc zakryje Marsa 6 X, a zjawisko
to bedzie wida¢ na Tasmanii, Nowej Zelandii

i Antarktydzie. 26 X Ksiezyc zakryje Wenus, ale oba
te ciala i tak beda wtedy niemal na jednej prostej

ze Sloncem, wiec tego zjawiska nikt nie zobaczy.
Bedzie tam tez Merkury, w sumie wiec 2526 X
zgrupuja sie ciasno cztery ciata: Stonce, Ksiezyc,
Merkury i Wenus. Az szkoda, ze tego nie zobaczymy.

T. K.
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7 okazji I'-limatiasu numer (i) podajemy
(g) + (3) + (f) + (8) wlasnosci liczb postaci (27?),
gdzie n jest liczba catkowityg dodatnia.

( ) Liczba ( ) jest parzysta. Ponadto jest podzielna
przez 4 wtedy i tylko wtedy, gdy n nie jest
potega dwdjki.

( ) Liczba ( ) jest podzielna przez n + 1.

3. Liczba (7:1) bardzo czesto ma cyfre jednosci 0.
Drzieje si¢ tak wtedy i tylko wtedy, gdy w zapisie
piatkowym liczby n wystepuje co najmniej jedna
cyfra 3 lub 4. Warunek ten spelniaja wszystkie
liczby n ponizej 1000 ze 161 wyjatkami. Ponizej
1000000 takich wyjatkéw jest tylko 19682.

4. Liczba (27:‘) bardzo rzadko ma cyfre jednosci 8.

2D : > 21. Liczba (2:) nie jest podzielna przez zadna z liczb
Dzieje si¢ tak wtedy i tylko wtedy, gdy w zapisie 3, 5, 7 dla nastepujacych czternastu wartosci n:
pigtkowym liczby n wystepuja tylko cyfry 0, 11 2, 1, 10, 756, 757, 3160, 3186, 3187, 3250, 7560, 7561,
przy czym liczba jedynek przy dzieleniu przez 4 7651, 20007, 59548377, 59548401. Sa to wszystkie
daje reszte 3. Sa tylko 32 takie liczby n mniejsze liczby n < 100 o tej wlasnosci.
od 1000, najmniejszymi sa: 31, 131, 151, 155, 157.
22. Jezeli p jest li i ick li
5. Liczba ( ) jest podzielna przez 3 wtedy i tylko JerZe 1 p Jest liczba p1erwsz2 wigkszg od 3, to liczba
. ( ) przy dzieleniu przez p° daje reszte 2.
wtedy, gdy w zapisie tréjkowym liczby n wystepuje
co najmniej jedna cyfra 2. 23. Jezeli p jest liczbg pierwsza wicksza od 3, to liczba
2 . .
( ) Ogoblnie, liczba ( ) jest podzielna przez (21,172) - (2;) jest podzielna przez p°.
nieparzysta liczbe pierwsza p wtedy i tylko o ) ) ) )
wtedy, edy w zapisie liczby n przy podstawie 24. JQeZSeh D J;Szt chzb@ p1e1Twsz@ wieksza od 3, to liczba
p wystepuje co najmniej jedna cyfra wigksza (fa ) - (;2 ) jest podzielna przez p°.
od p/2. o . . .
25. Jezeli piq=p+ 2 sa liczbami pierwszymi
7. Dla dowolnej takiej liczby pierwszej p, ze bliZzniaczymi, to liczba (QIZ]) — 6q jest podzielna
n < p < 2n, liczba ( ) jest podzielna przez p. przez pq.
8. Kazdy dzielnik liczby ( ) bedacy potega liczby 26. Niech p < 200 bedzie nieparzysta liczba pierwsza
pierwszej, jest nie wigkszy od 2n. i niech n — p(p;r ) Wéwezas liczba, ( ) jest
9. Jezeli liczba n jest parzysta, a p = 2n + 1 jest liczbg podzielna przez n, o ile p nie jest jedng z liczb 79,
pierwsza, to liczba (2:) — 1 jest podzielna przez p. 83, 89, 199.
10. Jezeli liczba n jest nieparzysta ap=2n+1 jest 27. Liczba (15000) jest podzielna przez @8)
liczba pierwsza, to liczba ( ) + 1 jest podzielna
przez p. 28. Dla n parzystych zachodzi rownosé
2n 2n+2
11. Jezeli liczba n jest parzysta, a p = 2n—1 jest NWD <2n>7 <2n T 2> = (”) = ("H) .
liczba plerwszq, to liczba ( ) + 4p jest podzielna n n+1 n+l 2-(2n+1)
przez p*. . o
29. Dla n nieparzystych zachodzi réwnosé

12. Jezeli liczba n jest nieparzysta, a p = 2n—1 jest
liczba pierwsza, to liczba (27:1) — 4p jest podzielna
przez p2.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Liczba ( ) jest podzielna przez 2n — 1.

Dla n < 58 liczba (2") przy dzieleniu przez 7

n
daje reszte rézna od 3.

Dla n < 183 liczba ( ) przy dzieleniu przez 13
daje reszte rézna od 8 i od 11.

Dla n < 330 liczba ( ) przy dzieleniu przez 17
daje reszte rézna od 10.

Dla n < 1735 liczba ( ) przy dzieleniu przez 41
daje reszte rézna od 28.

2n
n

4m

(n+1/4)m”

Dla n > 30 zachodzi nieréwnosé

2n 4"
(n) = /(n+0,251)7

Zachodzi nier6wno$é ( ) <

. Zachodzi réwnosé

Coy=@)+ 0+ G+ + () + ()

wp (2, (22) L 26 _ (25

n n+1 n+1 2n+1
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