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WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 834-65-21)

Whplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesigca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy miesigce. Cena
jednego numeru w 2003 roku wynosi 4 zt. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie
okresu prenumeraty.

W prenumeracie zagranicznej (tez przez okres co najmniej trzech miesiecy)
cena numeru w 2003 r. wynosi 8 zt. W przypadku zyczenia dostawy droga lotnicza
odpowiednia doptlate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS
funduje dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO BP SA I O/W-wa, nr 30 10201013 122640143

WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u

1. Wplaty na prenumerat¢ przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.

2. Cena prenumeraty na I kwartal 2004 r. wynosi 12 zl.

3. Wplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju jednostki kolportazowe
»Ruch” S.A. wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora.

4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice: cena prenumeraty +
rzeczywiste koszty wysytki. Zlecenia na prenumerate dewizowa, przyjmowane
od oséb zamieszkalych za granica, realizowane sa od dowolnego numeru.
Whptlaty przyjmuje Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy ,RUCH” SA na konto:
Pekao SA IV O/W-wa 12401053-40060347-2700-401112-001 lub kasa Oddziatu.

5. Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela
»~RUCH” SA OKDP, 00-958 Warszawa, skrytka pocztowa 12, ul. Jana
Kazimierza 31/33, lub telefonicznie: (22) 5328-731, 5328-820, 5328-816, fax:
5328-732, internet: www.ruch.pol.pl, e-mail: prenumerata@okdp.ruch.com.pl

6. Terminy przyjmowania wplat na prenumerate krajows i zagraniczng

do 5 XII —nal kwartal roku nastepnego,
do 5III  —nall kwartal roku biezacego,
do 5 VI —nalll kwartat roku biezacego,
do 5IX —nalV kwartat roku biezacego.

Numery archiwalne (od 1986 r.) mozna nabyé w Redakeji osobiscie lub listownie.
Wybér artykutéw archiwalnych: http://www.wiw.pl

Wybér artykutéw w jezyku angielskim: http://www.mimuw.edu.pl/delta
Wybér artykutéw Malej Delty: http://eduseek.ids.pl/delta

Wydawca: Uniwersytet Warszawski Cena 1 egzemplarza 4 zt



W warszawskich instytucjach naukowych juz rosnie
VII Festiwal Nauk:

Festiwal oznacza $wieto — ale czy mozna organizowac
$wieto nauki, gdy od kilkunastu juz lat naklady

na nauke w Polsce tylko spadaja, systematycznie

i niezaleznie od tego, profesorem jakiej uczelni jest
kolejny Minister Finanséw (niektérzy nawet zostawali
profesorami, stuzac Narodowi na tym stanowisku).
Szosty warszawski Festiwal oglosit konkurs na tzw.
Katona polskiego (rzymski powtarzal przez wiele

lat, ze Kartagina powinna by¢ zniszczona, az ja
zniszczono) — hasto, za ktére nagrodziliSmy Pania
Agate Stasiak z Warszawy, brzmi:

Brak inwestycji w nauke to inwestycja w ignorancje.

Skrzykujemy sie co roku w marcu, by méc we wrzesniu
otworzy¢ kolejny Festiwal, my, warszawskie srodowisko
naukowe, niedoinwestowane i niemajace postuchu

w zadnych gremiach. Jako nieliczni w naszym kraju
(my nie méwimy ,w TYM kraju”) wychodzimy

z programem pozytywnym, mimo iz nasze warsztaty
pracy staja sie coraz ubozsze, a nasi zdolni absolwenci
uczelni wyzszych coraz czesciej prace, dobrze ptatna

i ciekawa, znajduja poza Polska. Festiwal odbywa sie
przez ostatnich 10 wrze$niowych dni. Zapraszamy

na imprezy réznorodne tematycznie i w formie:
wyktady, debaty, warsztaty, pokazy, filmy, wystawy,
wycieczki, dyskusje. Prowadza je wybitni warszawscy
naukowcy i utalentowana naukowa mtodziez.

Imprezy ciesza si¢ zmiennym, ale zawsze duzym,
powodzeniem: mtodziez wychodzaca z Wydziatéw
Fizyki, Matematyki, Chemii, wzdycha ,ba, gdyby
TAK nas w szkole uczono...” Asystenci i studenci
starszych lat powtarzaja pokazy po kilka razy, mimo
iz umawiamy sie¢ z nimi tylko na jeden. Nie mieszcza
sie chetni w salach, w ktérych odbywaja sie dyskusje
socjologiczne i psychologiczne. Mozna obejrze¢ w akcji
polskie roboty, lasery, wystawe mineraléw, podgladac
ptaki w lesie i (w tym roku po raz pierwszy) pokaz
tresury pséw policyjnych w Jabtonnie. Mozna obejrzec
laboratoryjne mrowisko lub komérki mézgu myszy

i ruchy pierwotniakéw. Mozna zabtadzi¢ w ,,Labiryncie
filozoféw” i posprzeczac sie z bioetykiem na temat
eutanazji. Historycy medycyny zaprezentuja diagnozy
choréb stawnych ludzi, pokaza chorych na obrazach
mistrzéw. Mozna tez ,zajrze¢ do ciala ludzkiego”
metoda ultrasonografii, zajrze¢ do prawdziwej sali
operacyjne;j.

Bedziecie przyjmowani przyjaznie i z zamiarem
jak najciekawszego zaprezentowania naszej pracy.
Przyjdzcie koniecznie.
http://www.icm.edu.pl/festiwal

Magdalena FIKUS, Wicedyrektor FN,

Przewodniczaca Rady Programowe;j

I'-test Jesli cheesz sprawdzié¢ swoja wiedze, Drogi Czytelniku, rozwiaz w ciagu 16 minut ponizszy test. Zaznacz
prawidtowe, Twoim zdaniem, odpowiedzi i sprawdz na 17 stronie, jak wypadte$. Przy losowym wypelnianiu testu
uzyskalby$ srednio 8 poprawnych odpowiedzi, przyzwoity wynik powinien wiec by¢ znacznie wyzszy.

1. Ile pierwiastkow ma
réwnanie 2 — 6z +9 = 07
a) Jeden.

b) Dwa.

2. Rozwazamy wielodcian
bedacy ostrostupem

o podstawie kwadratowe;j.
Ile wierzchotkéw ma

ten ostrostup?

a) Jeden.

b) Pieé.

3. Czy granica lim sin(7np)
p—00

a) istnieje i jest réwna 0,
b) nie istnieje?

4. Ile jest liczb naturalnych
n spelniajgcych nier6wnosé
n? <107

a) Trzy.

b) Cztery.

5. Czy zbioér liczb catkowitych
jest wigkszy od zbioru liczb
caltkowitych parzystych?

a) Tak.

b) Nie.

6. W pewnym kraju roczna
inflacja wynosita 40%.

W ciagu kolejnego roku
inflacja zwigkszylta si¢ o 25%.
Ile byta wtedy réwna?

a) 65%

b) 50%

7. Czy liczba —18 jest 3 razy
wigksza od liczby —6 7

a) Tak.

b) Nie.

8. Czy punkt (2,0) mozna
otrzymac z punktu (0, 2)
przez obrét ptaszczyzny o kat
90° wokoét poczatku uktadu
wspotrzednych?

a) Tak.

b) Nie.

13. Ile punktow lezy
we wnetrzu okregu?

a) Ani jeden.

b) Nieskoniczenie wiele.

9. Czy w tréjkacie
réwnobocznym wszystkie
katy sa réwne?

a) Tak.

b) Nie.

10. Czy liczby 7 i /10 sg
sobie rowne?

a) Tak.

b) Nie.

14. Czy liczby 105 i 143
maja wspOlny dzielnik?
a) Tak.
b) Nie.

11. Czy miedzy dowolnymi
dwiema réznymi liczbami
zespolonymi mozna
postawi¢ znak ,,<”

15. Czy liczbe v/7 mozna
zapisaé w postaci utamka?

lub ”>77? a) Tak.
a) Tak. b) Nie.
b) Nie.

16. Policzy¢ boki trojkata
réwnobocznego opisanego
na okregu o promieniu 1.

12. Czy punkt przeciecia
wysokosci moze lezeé
poza tréjkatem?

a) Tak. a) 3.

b) Nie. b) 2v/3.

Korespondencje¢ do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl

1



Hipoteza Riemanna

1. Wéréd siedmiu problemoéw, za ktérych rozwiazanie
Instytut Claya gotow jest zaplaci¢ milion dolaréw, jest
hipoteza Riemanna z 1859 roku. Mozna ja wyslowié¢
tak krétko i sucho, ze kazdy laik zapyta zdumiony:

i to ma by¢ pytanie za milion dolaréw? Zacznijmy
wiec od takiego wlasnie sformutowania. Czytelnikow
prosimy o cierpliwos¢: pod koniec artykulu znajda
réwnowazne, znacznie bardziej elementarne wersje
tytutowej hipotezy.

Stynna funkcja ¢ Riemanna, dla s rzeczywistych
i wiekszych od jedynki, okreslona jest wzorem

— 1
(1) ()= —.

n=1
Metodami analizy zespolonej dowodzi sie, ze istnieje
dokladnie jedna funkcja ¢ zmiennej zespolonej,
okreslona na plaszczyZnie naklutej C\ {1}, majaca
w calej swej dziedzinie pochodna zespolona
i spelniajaca réwnoéé (1) dla rzeczywistych s > 1.
Owa funkcja ma miejsca zerowe dwoch rodzajow: tzw.
zera trywialne w punktach —2, —4, —6,... 1 tzw. zera
nietrywialne (jest ich nieskonczenie wiele) wewnatrz
pasa P ={z: 0 <Rez < 1}.

Hipoteza Riemanna glosi:
Jeslip € P i((p) =0, toRep=1.

20 30 40 50

Rys. 1. Wykres f(t) = [((3 + it)| i garé¢ nietrywialnych zer
funkcji C.

Prosta o réwnaniu Re z = % matematycy nazywaja
prosta krytyczna; hipoteza Riemanna glosi wigc,
innymi stowy, ze wszystkie nietrywialne zera
funkcji ¢ naleza do prostej krytycznej. Dlaczego to
suche przypuszczenie jest wazne? Ot6z funkcja ¢

i hipoteza Riemanna sa bardzo mocno zwiazane

z liczbami pierwszymi. W kolejnych punktach artykutu

sprobujemy w ekspresowym tempie naszkicowaé
6w zwiazek (wzory mozna, w najgorszym razie,
potraktowaé jak dziela malarstwa abstrakcyjnego).

2. Liczby pierwsze pojawiaja sie wsrod innych

liczb kaprysnie. Co jakis czas spotykamy pare
blizniakéw, jak np. 3 i 5 czy 33218925 - 2169690 4 1
ale istniejg tez dowolnie dlugie przedzialy bez zadnej
liczby pierwszej — np. dla n > 3 wszystkie liczby
n!+2,n!4+3,...,n!l +n sa ztoZzone.

Wykres funkeji (), okreslonej jako liczba liczb
pierwszych w przedziale [0, 2], na pierwszy rzut oka
wyglada jak przypadkowy zygzak.

Pawel STRZELECKI
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Rys. 2. Funkcja 7 (z) dla = < 140.

Tenze wykres ogladany,z daleka”, tzn. na bardzo
duzych przedziatach i w matej skali, wygtadza sie
i porzadnieje. Mozna postawi¢ naturalne pytania: jak
szybko rosnie mw(x)? Jaka zdefiniowana analitycznym
wzorem funkeja dobrze oddaje zachowanie 7(xz)?
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Rys. 3. Funkcja 7 (z) dla < 10000 (gérny wykres). Dolny wykres
to z/Inx. Jak wynika z twierdzenia o liczbach pierwszych, ktére
w 1896 roku udowodnili Hadamard i de la Vallée Poussin, btad
wzgledny przyblizenia w(z) = z/Inx dazy do zera dla z — oo.
(Btad bezwzgledny, niestety, rosnie.)
Gauss, poshugujac sie danymi empirycznymi,
sugerowal, ze
T
dt . .
(2) w(z)= [ — =Li(z) —Li(2) dlaz>2,
Int
2
gdzie Li(x), tzw. logarytm catkowy, jest na przedziale
(1, 00) ta funkcja pierwotna 1/1In(z), ktéra spelnia
warunek Li(2) = 1, 04 .. Przyblizenie Gaussa jest
znacznie lepsze od 7(z) = z/Inx.
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Rys. 4. Gérny wykres to btad bezwzgledny przyblizenia 7 (x)
przez z/Inz, dolny wykres — blad bezwzgledny przyblizenia (2).



3. W 1859 roku, w listopadowych sprawozdaniach
Berlinskiej Akademii Nauk, ukazata si¢ praca
Bernharda Riemanna Uber die Anzahl der Primzahlen
unter einer gegebenen Grofle, liczaca 9 nieduzych
stron i pelna niezwyklej, dalekosieznej intuicji.
Wyprowadzenia wielu wzoréw autor szkicuje szalenie
skrétowo lub catkowicie pomija; peltne dowody
podali w ciagu kilkudziesieciu pdzniejszych lat m.in.
Hadamard, de la Vallée Poussin i von Mangoldt.

Bez dowodu pozostaje do dzi$ nasza tytulowa
hipoteza.

Punktem wyjscia rozwazan Riemanna jest pochodzaca
od Eulera rownosé

1 1
(3) Hlszzlg’
p* n=

p

gdzie iloczyn nieskonczony jest po wszystkich liczbach
pierwszych. Riemann szkicuje na dwéch stronach, jak
okresli¢ prawa strone dla wszystkich liczb zespolonych
s # 1 — 1 tu wlasnie mimochodem wtraca swa hipoteze,
poprzedzajac ja krotkim jest bardzo prawdopodobne,

ze. Dodaje tez, ze po kilku nieudanych prébach
przestal szuka¢ dowodu, gdyz nie jest to najwazniejsze
z punktu widzenia jego bezposrednich plandéw. Pdzniej
wprowadza pomocniczg funkcje

(W) R(@) =)+ 37(VE) + 5m(JE) + ..

ktora jest gtowna bohaterka dalszych jego rachunkow.
Jak wida¢, R to funkcja schodkowa, ktora skacze

o 1 w kazdej liczbie pierwszej, o % w kwadratach
liczb pierwszych, o % w szescianach liczb pierwszych
itd. Poniewaz {/z < 2 dla n > Inz/In2, wiec suma

we wzorze (4) ma zawsze skonczenie wiele sktadnikéw.

Stosujac rézne bardzo wyrafinowane metody
(catkowanie po krzywych w dziedzinie zespolonej,
iloczyny nieskonczone, wzér na odwrocenie
transformaty Fouriera, liczne zmiany kolejnoéci przejsé
granicznych), Riemann uzyskuje drugi wzér na R(z),
mianowicie

(5)  R(x) =Li(z) + n(x) 4+ pewien szereg S(z),
gdzie nieistotny skladnik n(z) = —In2+ [° t(tZ—dﬁ
dazy szybko do stalej —In2 dla  — oo, a S(x) to,

z grubsza biorac, suma wartosci Li(z?) obliczonych
dla wszystkich nietrywialnych zer p funkeji ¢ (Scista
definicja wymaga glebokiego wnikniecia w teorie
funkeji analitycznych).

Korzystajac z dwéch wzoréw na R(x), Riemann
zaproponowal przyblizenie

(6) n(z) ~ Li(z) + @Li( V),

gdzie wspoltezynnik
, jesli n jest iloczynem parzystej
liczby réznych liczb pierwszych,
u(n) = ¢ =1, jedli n jest iloczynem nieparzystej
liczby réznych liczb pierwszych,
0, w pozostalych przypadkach.
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Dla niezbyt duzych x przyblizenie (6) jest lepsze od
tego, ktore proponowal Gauss (gdyby wykres réznicy
miedzy lewa i prawa strona (6) dodaé do rysunku 4,
to 0§ x-6w zostalaby dosé skutecznie zamazana).

Nie to jest jednak najwazniejsze. Chodzi o to,

ze znajac wszystkie pierwiastki funkcji ¢, mozna
doktadnie wyznaczy¢ blad zaréwno przyblizenia

(2), jak i przyblizenia (6). Kazdy z tych bledéw jest
najmniejszy wlasnie wtedy, gdy wszystkie nietrywialne
zera funkcji ¢ maja cze$é¢ rzeczywista réwna %,

bo wlasnie wtedy sumy czesciowe szeregu S(z)

maja szczegdlnie symetryczna postaé, co prowadzi
do rozmaitych redukcji.

Choc¢by z tego powodu hipoteze Riemanna uznaje sie
za najwazniejszy nierozstrzygniety problem teorii liczb.

4. Po tej historycznej dygresji pora na trzy inne
przypuszczenia, réwnowazne hipotezie Riemanna.
Pierwsze z nich mocno podkresla zwiazek hipotezy
Riemanna z nasza wiedza na temat rozktadu liczb
pierwszych.

Hipoteza 1 (von Koch, 1901)
Istnieje taka stala C, Ze

(7) |7(x) — Li(z)| < Cvx Inx
dla kazdego x > 2.

Duzo lepszego oszacowania bledu przyblizenia 7 (x)
przez Li(x) nie ma co oczekiwaé: Littlewood wykazal,
ze istnieja dowolnie duze liczby z, dla ktorych lewa
strona jest rzedu Li(\/E) Inlnln 2, tzn. mozna marzy¢
co najwyzej o rozmaitych logarytmicznych poprawkach
nieréwnosci (7).

Warto zaznaczy¢, ze wynikajace z hipotezy Riemanna
oszacowania tempa wzrostu funkeji 7(z) maja nie
tylko teoretyczny charakter: zalezy od nich np. test
pierwszosci Millera, stosowany w kryptografii.

Znamy dzi$ inne, zaskakujaco elementarne zdanie,
réwnowazne hipotezie Riemanna.

Hipoteza 2 (Lagarias, 2000)
Niech o(n) oznacza sume dzielnikéw n i niech
Hn:1+%+~~~+%. Wtedy dla kazdego n > 1

o(n) < Hy +ef"In H,,,
przy czym rowno$¢ ma miejsce tylko dlan = 1.

Aby wystowié¢ trzecia hipoteze, podzielimy liczby
wigksze od 1 na trzy klasy: czerwone, niebieskie

i bezbarwne. Bezbarwne sa te, ktére dzielg si¢ przez
jakikolwiek pelny kwadrat rézny od 1. Przyklady
liczb bezbarwnych to 72, 99 i 102993, Czerwone s3 te,
ktore sa iloczynem parzystej liczby réznych czynnikow
pierwszych, np. 6, 15, 210, niebieskie za$ te, ktére

sa iloczynem nieparzystej liczby réznych czynnikéw
pierwszych, np. 11, 30, czy 1001.

Czytelnik zauwazyt byé moze, ze bezbarwne sg te liczby n,

dla ktérych p(n) = 0, czerwone — te, dla ktérych p(n) =1,
niebieskie za$ te, dla ktérych pu(n) = —1.

Niech ¢ i ng oznaczaja, odpowiednio, liczbe

liczb czerwonych i niebieskich w przedziale [2, k]

(dla przykladu: coo = 4, ngg = 8).



Hipoteza 3
Dla kazdej liczby € > 0 istnieje taka liczba M > 0, Ze

ler — ngl < MEk3te
dla wszystkich k > M.

Warto wspomnieé, ze mocniejsza wersja ostatniej
hipotezy,

lew — ni] < VE  dla wszystkich k > 1,

znana byta od 1897 roku jako hipoteza Mertensa.
Dzi$ jednak wiadomo, ze hipoteza Mertensa jest
falszywa dla co najmniej jednej liczby k < exp(10%).

5. Dla tych, ktorzy wciaz nie sa przekonani,

czy funkcja ¢ ma jakie$ powazniejsze zwiazki z
teoria liczb, zamieszczamy tabelke, zaczerpnieta

z internetowej Encyklopedii Matematycznej Erica
Weinsteina. Niech Q(n) oznacza liczbe tych liczb

naturalnych < n,

ktére nie dzielg sie k| 1/¢(k) Q1 (1000) | Q4 (10°)
przez Zadn% k_t% 2| 0,607927 ... 608 607926
pOth@- 3| 0,831907. .. 833 831910
Oto niektére z liczb 41 0,923938. .. 925 923939
1/¢(k) 1 Qk(n): 5| 0,964387 ... 965 064388

6] 0,982953...| 984 982954

m Zadania

Redaguje Mikotaj ROTKIEWICZ

We wszystkich ponizszych zadaniach
rozwazamy trojkat rownoboczny

o boku n podzielony na tréjkaty
réwnoboczne o boku 1 jak na rysunku.
Dwa male tréjkaty nazywamy
sasiadami, jesli maja wspdlny bok.

M 1036. Niech punkty Pl, PQ, ceey Pk, PkJrl = P1
beda takie, ze P;, P;11 sa srodkami sasiadujacych
tréjkatéw, dla i = 1,2,..., k. Udowodnié, ze k jest
liczba parzysta.

Rozwiazanie na str. 16

M 1037. Niech W bedzie wielokatem, ktorego
kazdy bok jest odcinkiem taczacym srodki dwoch
sasiadujacych maltych trojkatow. Udowodnié, ze

pole W jest réwne liczbie punktow kratowych lezacych

wewnatrz W pomnozonej przez @ (punktami
kratowymi nazywamy tutaj wierzcholki matych
trojkatow).

Rozwiazanie na str. 16

M 1038. Niech bok duzego trojkata bedzie liczba
parzysta. Kazdy z matych tréjkatéw pomalowano
na z6lto lub niebiesko tak, ze kazdy wewnetrzny

(= ten, ktéry ma 3 sasiadéw) z6lty tréjkacik ma
dokladnie dwoch niebieskich sasiadéw oraz kazdy
wewnetrzny niebieski trojkacik ma dokladnie dwoch
z6ltych sasiadow. Udowodnié, ze liczba tréjkacikow

pomalowanych na z6tto i na niebiesko jest jednakowa.

Rozwiazanie na str. 16

6. Czy sa jakies powody lub poszlaki, pozwalajace
wierzy¢, ze hipoteza Riemanna jest prawdziwa?
Tak, oto niektére z nich.

Hardy w 1914 roku wykazal, ze na prostej
krytycznej lezy nieskonczenie wiele zer funkcji ¢,
a Levinson w 1974 — Ze na prostej krytycznej
lezy przynajmniej % nietrywialnych zer

funkcji ¢. Dzieki eksperymentom komputerowym
znane sg dzi$§ wartosci okolo 100 miliardéw
nietrywialnych zer funkcji ¢ i wiemy, ze jesli
liczba p, nalezaca do pasa krytycznego, stanowi
kontrprzyklad do hipotezy Riemanna, to z pewnoscia
[Tm p| > 29 - 10°. Znane sa tez niektére znacznie
dalsze zera (na przyklad okolo miliarda zer

o czesciach urojonych rzedu 2,5 - 10'°, oraz
garstka rekordowych zer o czesciach urojonych
rzedu 1,3 - 1021). Wszystkie naleza do prostej
krytycznej.

Mimo to wiele 0s6b sadzi, ze w poszukiwaniach
dowodu wcale nie jestedmy dalej niz sprawca
calego zamieszania.

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 603. Fragmenty AB i C'D pionowej zatkanej
na koncach waskiej szklanej rurki ABCDEF
wypelnione sa powietrzem,

czeéci BC'i DE — rtecia, e 1
a w czesci EF jest proznia. -

Dtugoéci wszystkich czesci sa

rowne. Ci$nienie w najnizszym .

punkcie A jest réwne p. Rurke D

-
0oL

ostroznie obrocono tak, ze c
punkt F' znajduje si¢ na samym

dole. Jakie bedzie ci$nienie .
w punkcie F'? Przyjac, ze
temperatura powietrza jest stala.
Rozwigzanie na str. 9

A F

F 604. W rurce z powietrzem w ksztalcie litery U
na jednakowej wysokosci h utrzymywane sa dwa
korki o masie m
kazdy. Pole przekroju
lewego ramienia rurki
wynosi 2.5, prawego
ramienia i podstawy NS )
jest réwne S. Dlugosé 3

podstawy wynosi 3h.

Cisnienie powietrza py w rurce jest rowne
atmosferycznemu. Na jakiej wysokosci ustali sie
polozenie korkéow po ich zwolnieniu? Korki moga
poruszaé sie tylko w pionowych czesciach rurki.
Przyjaé, ze temperatura powietrza jest stala.
Rozwigzanie na str. 9
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Odleglosci w Drodze Mlecznej
Pawel PIETRUKOWICZ

Mierzenie odleglosci to jedno z najtrudniejszych zagadnien wspolczesnej
astronomii. Mozna powiedzie¢, ze jest to tym trudniejsze, im dalej lezy

badany obiekt. Dotychczas zebrana wiedza umozliwia jednakze sporzadzenie
tréjwymiarowej mapy naszej Galaktyki — Drogi Mlecznej oraz zorientowanie sie,
jak daleko (i jednoczesnie jak gesto w przestrzeni) leza wybrane grupy obiektéw.

Czesto proporcje rozmiaréw i odleglosci w Ukladzie
Stonecznym przedstawia si¢ za pomoca modeli
pomniejszonych w skali kilku miliardéw razy.
Wowecezas planety sa wielko$ci ziarenek piasku i sg
wzajemnie odleglte o dziesigtki metréw. Podobny
model mozna stworzy¢ dla Galaktyki, w ktorej

niemal wszystkie obiekty $wiecace usytuowane sa

w cienkim dysku o grubosci 6000 i srednicy 130 000
lat $wietlnych. Przy ogladaniu dysku od strony
bieguna ukaze si¢ nam struktura spiralna ze Stoncem
polozonym na wewnetrznej krawedzi ramienia zwanego
ramieniem Oriona. Blizej centrum Galaktyki, znajduje
si¢ ramie Strzelca, a dalej od centrum — ramie
Perseusza.

Obserwacje pokazaly, ze centrum jest odlegle od nas

o okotlo 28 000 lat swietlnych i zawiera czarna dziure

o masie 3 mln mas Stonica. Gdybysmy stworzyli

model Drogi Mlecznej, w ktérej powyzsza odleglosé
zmniejszylibysmy do 5 km, to taki model bylby

w skali jeden do 5 - 10%. Dysk bylby wtedy wielkosci
Warszawy, tj. o $rednicy okolo 25 km. Zobaczmy teraz,
jak daleko lezalyby przyktadowe obiekty w Galaktyce,
a w szczegolnosci obiekty widoczne na niebie goltym
okiem lub za pomoca amatorskich przyrzadéw
optycznych oraz obiekty gwiazdowe w réznych stadiach
ewolucji.

Najpierw powinnidmy uswiadomi¢ sobie rozmiary
naszego ukladu planetarnego, czyli przestrzeni
zawierajacej orbity wszystkich 9 planet. Okazuje sig,
ze obszar o Srednicy 100 j.a. w modelu miatby

2/7 mm — mniej niz kropka na konicu tego zdania.
Nasza gwiazda dzienna — Stonce — bylaby wrecz
mikroskopijna: 0,026 pm; mniej wiecej wielkosci

duzej czasteczki organicznej, np. DNA. Najbardziej
odlegta sonda kosmiczna, Voyager 1, znajdowalaby sie
zaledwie 1/4 mm obok.

Przemieéémy sie dalej. Najblizsza Stoncu gwiazda,
Proxima Centauri — ledwo widoczny przez amatorski
teleskop karzel — bytaby polozona w odleglosci

75,4 cm. Podobnie, wszystkie pobliskie gwiazdy
mieliby$my ,w zasiegu reki”. Nawet stosunkowo blisko
lezalaby najblizsza pozastoneczna znana planeta.

Jej macierzysta gwiazde, ¢ Eridani, dzieli od nas
dystans 10,5 roku $wietlnego, co daloby 187 cm

w modelu.

Najblizsze Stoncu rozciagle obiekty to otwarte
gromady gwiazd, blyszczace picknie na zimowym
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niebie w gwiazdozbiorze Byka. Hiady i Plejady sa
odlegte odpowiednio o 150 i 380 lat $wietlnych,

a w naszej skali o 27 1 68 m. By jednak znalezé bogata
w gwiazdy gromade kulista, jaka jest gromada M4,
liczaca kilkaset tysiecy skladnikéw, nalezatoby sie udaé
juz na odleglos¢ 1200 m. Stawnej Wielkiej Mglawicy
w Orionie, najblizszej wylegarni gwiazd, trzeba by
szukaé¢ w odleglosci 285 m w ramieniu galaktycznym,
do ktorego nalezy Slonce. Inne ogromne kolebki
gwiazd, lezace w ramieniu Strzelca mglawice Laguna

i Tréjlistna Koniczyna, usytuowaliby$Smy w odlegltosci
890 m, bo pomiary daja rzeczywista warto$¢ okolo
5000 lat $wietlnych.

We wspomnianych obtokach rodzi si¢ dziennie

kilka gwiazd. Biorac pod uwage ekonomiczne

i wydajne zrédlo energii, jakim jest nukleosynteza
pierwiastkéw lekkich (helu i in.), nie dziwi fakt, ze
gwiazdy w spokojnych fazach ewolucji (ciag gléwny,
czerwone olbrzymy) dominuja na niebie. Obiektéw

w krétkotrwalych fazach ewolucji nalezy wiec szukaé
stosunkowo daleko od Stonca. Przykladowo, najblizsza
mglawica planetarna (ktéra tworzy odrzucana powoli
otoczka czerwonego olbrzyma i pozostaly goracy
rdzen gwiazdy) to mglawica Slimak, od ktérej $wiatlo
biegnie 450 lat. To daloby odleglos¢ okoto 80 m

w naszej skali. Co ciekawe, najdalsza widoczna

golym okiem, a zarazem bardzo masywna gwiazda —

n Carinae, ktéra jest dobra kandydatka na supernowa,
lezy w odleglosci mniej wiecej 10 000 lat swietlnych,
czyli u nas 1780 m. To juz naprawde daleko.

Na zakonczenie przegladowej listy obiektow
galaktycznych warto wspomnieé¢ o pobliskiej gwiezdzie
neutronowej, od ktérej dzieli nas dystans 68 m,

a takze o pulsarze PSR 1257+12, wokél ktorego
Aleksander Wolszczan odkryt pierwszy pozastoneczny
system planetarny. Pulsar ten lezalby znacznie dalej,
bo 1430 m od Stonca.

Jak daleko w naszym modelu znajdowatyby sie obiekty
pozagalaktyczne: inne galaktyki, gromady galaktyk,
czy kwazary? Kto chce, moze przeliczy¢. Tutaj
przyktadowo podajemy, ze najblizsze Drodze Mlecznej
skupisko milionéw gwiazd, tj. Wielki Oblok Magellana,
nalezaloby umiesci¢ 32 km od Slonca, a obserwowalny
Wszechswiat siegnalby okolo 5 promieni orbity
Ksiezyca. Jak widaé¢, sa to naprawde kosmiczne
odlegtosci.



Maia delld

Magnetyczna karuzela

Nie wszyscy wiedza, ze jedynym powszechnie dostepnym metalem
przyciaganym przez magnes jest zelazo. Kazdy wie, ze obudowa lodéwki
jest metalowa i ze mozna do niej przyczepié¢ za pomoca magnesu kartke
wkup ziemniaki”. Lodéwek wykonanych z miedzi czy aluminium raczej si¢
nie spotyka, wiec wickszos¢ ludzi uwaza, ze oddzialtywanie z magnesem
jest cecha kazdego metalu, a nie tylko ferromagnetykéw (no bo kto wie,
co to jest ferromagnetyk?).

Doswiadczenie zaczynamy od sprawdzenia, ze magnes nie przyciaga
aluminiowej puszki, czyli puszki po dowolnym napoju gazowanym.
Potrzebne nam beda dosé silne, lecz male magnesy. Najprosciej rozbroié
dwa matle glosniczki (kilkuzlotowa inwestycja w prywatne badania
naukowe). Nastepnie (jezeli nie uprzednio) nalezy puszke pozbawié
wieczka za pomoca zwykltego otwieracza konserw. Potrzebny jeszcze
bedzie gleboki talerz z woda, szpagat (sznurek, nie figura gimnastyczna)
i spinacz. Puszke stawiamy na wodzie (to, ze mozna to zrobié, jest
ciekawe samo w sobie, ale nie o to tu chodzi). Miedzy magnesy wkladamy
spinacz, do ktérego mocujemy szpagat. Sznurek bierzemy do reki,
unosimy, a druga reka skrecamy go. Jak juz go dobrze skrecimy, to
pozwalamy mu si¢ — wraz z magnesami — rozkreca¢. Taka karuzele
ostroznie wkladamy do puszki, uwazajac, zeby nie dotknaé¢ $cianek.
Karuzela zwalnia, ale za to puszka zaczyna sie obracac! Jezeli magnesy
szybko wyjmiemy, to ponownie zwickszy sie ich predkosé obrotowa.
Dlaczego magnesy oddziatuja z aluminiowa puszka, choé¢ nie jest ona
ferromagnetyczna?

Pomyst na wykonanie tego doswiadczenia znalaztem kiedy$ w Fotonie
(to byla reklama).

Prad z ziemniaka

Kupione przed chwila ziemniaki przydadza sie do kolejnego
do$wiadczenia. Potrzebne jeszcze beda kawatki roznych metali, np.
miedzi i cynku (cynk mozna uzyskaé ze starych, plaskich baterii), kabelki
(najlepiej ze szczypcezykami), uniwersalny miernik oraz $wiecaca diodka.

Kawalki metali whijamy w ziemniaka i za pomoca miernika stwierdzamy,
ze miedzy réznymi metalami pojawia sie napiecie. Zadanie polega

na takim dobraniu polaczen, zeby za pomoca (uzbrojonego) ziemniaka
zaswieci¢ diodke, a nastepnie wyjasnié¢, dlaczego to jest mozliwe.

Opor Swiatla

Kolejne doswiadczenie wymaga dosé¢ solidnego przygotowania.
Potrzebny bedzie silniczek elektryczny, kawalek wentyla rowerowego,
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szpagat, ciezarek, statyw i zaréweczka w oprawce z kabelkami oraz stoper.
Przyda sie jeszcze miernik uniwersalny.

Na oske silniczka nasuwamy wentyl, co utatwi nam nawiniecie na nia
szpagatu. Silniczek mocujemy na statywie, a do konca szpagatu
przyczepiamy ciezarek. Jezeli mamy miernik, to przytaczamy go

do kontaktow elektrycznych silniczka jako woltomierz pradu zmiennego.
Teraz pozwalamy ciezarkowi rozwinaé szpagat. Mierzymy czas opadania
ciezarka, stwierdzajac jednocze$nie, ze woltomierz pokazuje pewne
napiecie. Nastepnie w miejsce woltomierza przytaczamy zaréweczke

i ponownie nawijamy szpagat. Jezeli teraz pozwolimy mu sie rozwinad,
to zaréweczka powinna sie lekko zadwieci¢, a rozwijanie trwaé¢ dtuzej.
Dlaczego?

Gotowanie w lodéwce

Wyobrazmy sobie, ze przyjechata do nas Ciocia i prosi o herbate, ale
koniecznie zalang wrzatkiem. Mamy, co prawda, zagotowana dopiero co
wode, ale jednocze$nie skonczyla sie nam butla z gazem, albo wylaczono
prad, w kazdym razie chwilowo nie ma sposobu, zeby wode ponownie
zagotowac.

Czy rzeczywiscie nie ma?

Przeprowadzmy nastepujace doswiadczenie. Potrzebna bedzie zatykana
korkiem kolba lub zlewka. Najpierw przez chwile gotujemy w niej wode.
Nastepnie zatykamy korkiem. Chwile czekamy, zeby upewnié sie, iz
woda juz sie nie gotuje i — polewamy nasze naczynie zimng woda. Woda
wewnatrz zacznie gwaltownie wrzec! Jezeli kto$ nie wie dlaczego, moze
pomoze mu kolejne do$wiadczenie.

Gotowanie w strzykawce

Wode z kolby przelewamy do kubeczka i nabieramy jej troche do duzej
plastikowej strzykawki (okoto 1/10 objetosci strzykawki). Wypuszczamy
powietrze (jak przed zastrzykiem), zatykamy otworek kciukiem reki,

w ktérej trzymamy korpus strzykawki, a druga reka gwattownie
pociagamy za tloczek — woda w strzykawce zacznie bulgota¢. Czy ona
wrze? Jezeli tak, to dlaczego?

Wszechobecna zgniatarka

To, co jest potrzebne do ostatniego doswiadczenia, jest, niestety, dosé
trudno dostepne. Chodzi o nieduzy niepotrzebny, blaszany kanisterek.
Nalewamy do niego troche wody i za pomoca kuchenki gazowej przez
chwile gotujemy. Nastepnie wytaczamy palnik i uwazajac, zeby sie nie
poparzy¢ (rekawice), zakrecamy kanister. I to wszystko. Co sie stanie

z kanisterkiem? Czy mozna to przewidzie¢ na podstawie poprzednich
do$wiadczen?

Maltqg Delte przygotowal Piotr ZALEWSKI

Potwierdzenia znalezionych wyjasnien tych i podobnych im doswiadczen mozna szukaé na pokazach
tegorocznego Festiwalu Nauki na Wydziale Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego, wysylajac e-mail
na adres piotr.zalewski@fuw.edu.pl lub piszac do redakcji.
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Jak wysoko plyng nad nami obloki?

WidzieliSmy nieraz $lad samolotu odrzutowego

na niebie albo pigkne, przybierajace rozne ksztalty
chmury i zadawaliSmy sobie pytanie: jak wysoko

leci samolot, jak wysoko plyna obtoki? Podamy

tu przyktad prostej metody opartej na zasadzie
dzialania dalmierza, ktéra pozwoli nam odpowiedzie¢
na to pytanie. Potrzebne do tego beda dwa aparaty
fotograficzne z jednakowa ogniskowa F' (zwykle
podana jest na obudowie obiektywu). Wybieramy
dwa punkty na ziemi, ktére sa na mniej wiecej tej
samej wysokosci i mierzymy ich odleglosé. Niech

ta odleglo$é¢ bedzie réwna d. Ustawiamy aparaty

w tych punktach, tak aby ich osie optyczne byty
skierowane pionowo w gére. Na dany sygnal w tym
samym momencie wykonujemy zdjecia obiektu,
ktorego wysokos$é nad ziemig chcemy okresli¢. Robimy
odbitki o wymiarach réwnych klatce kliszy (takze dla
uproszczenia obliczent). Jak na rysunku 1 prowadzimy
proste X X7 i Y'Y7, laczace érodki przeciwleglych
bokéw zdjeé¢. Wybieramy charakterystyczny punkt

N na fotografowanym obiekcie, oznaczamy jego
obraz na obu zdjeciach przez ny i ng. Okreslamy
odlegtosci tych punktéw od prostych X X; 1 YY)

na obu odbitkach; niech wynosza x1,y; dla pierwszej
odbitki i x2,y2 dla drugie;j.

Vi Vi

! !

i | T2
1 1

ni
X[ » |4 X "%

. !

1 1

1 1

1 1

1 1

EY EY

Rys. 1

Aby wyprowadzi¢ wzér na szukang wysokosé,
rozwazmy sytuacje z ponizszego rysunku.

A2 Al

AN

F2 F1
c2 C1

as \/ ay

Rys. 2

Leszek SIDZ

Prostokaty P i QQ przedstawiaja klatki kliszy w obu
aparatach, F;,F5 — $rodki optyczne obiektywow
aparatéw, ai, as — Srodki klatek. Wtedy

a1F1 = a2F2 =F.
Niech a1 A; 1 asAs beda odcinkami prostopadlymi
do klatek, gdzie A;, Ay leza na poziomie punktu N.
Wtedy

ajag = A1A2 =d.
Niech n1,n2 beda obrazami punktu N. Na prostej
Aq Ay obieramy punkt C tak, ze kat AsC'N jest prosty
i przez ci1, co oznaczamy jego obrazy na zdjeciach.
Wtedy

aity = 2y, cin1 =Y
i analogicznie w drugim aparacie. Z podobienstwa
tréjkatéw mamy proporcje:

A1C o AlFl CFl o CN

T F Fiey U1 ’
A . AsFy . Cr, . C_N
To F Fyeo Y2 '

Z tych proporcji dostajemy y1 = y2 (to moze stuzyé
do kontroli ustawienia aparatéw, w praktyce réwnosci
raczej nie osiggniemy) oraz

A C A0 AC—d

Z1 €2 €2

Stad
F
Xr1 — X9 ’
a A1 F} mozna przyjacé za szukana wysoko$é.
Jezeli sfotografowaliSsmy oblok i pomiary na zdjeciach
wyniosty

A1F1 =d

1 =25mm, z2 =10mm, y; =24mm, ¥y = 26mm,
ogniskowa aparatow F' = 135 mm, a odlegtos¢
d = 200 m, to po zastosowaniu wzoru
135 mm
25mm — 10 mm
otrzymujemy wysokosé obloku
H = 1800 m.

Gdyby punkty ni,ns byly po réznych stronach Y'Y,
to punkt C' lezalby miedzy A;, A5 i wzér mialby
postag:

H =200m

F

xr1 + o '
Jezeli fotografowany obiekt jest daleko i pionowo
ustawiony aparat go ,nie widzi”, mozemy aparaty
ustawi¢ inaczej (na przyklad poziomo). Wtedy wzory
zmienig si¢ troche, ale wyprowadzenie jest podobne.
Jezeli zdjecia nie sg wielkosci kliszy, odleglosci
mierzone na nich trzeba proporcjonalnie zmniejszy¢
lub zwigkszy¢.

H=d

Na koniec dodajmy, ze na podstawie obnizania si¢
putapu pewnych typéw chmur mozna przewidywaé
opady.



Rozwigzanie zadania F 603.

Na poczatku: pprp =0, Pap = p = 2pgh,
pcp = pgh = p/2. Po obréceniu rurki:
pPorpr =P1, PP = P14+ D/2, pargr = D2,
gdzie AB’ =z, C'D’ = 3h — z. Z prawa
Boyle’a—Mariotte’a mamy:

(p/2)h = p1(3h — ), ph = poz.

Z warunku réwnosci kropelek rteci mamy:

p1 — p2 = pgh —p/2,
Pr =p1+pgh=p1+p/2.

N AN T
——Ppr=0
E T
D B | gl —%
——Pep=P/2 n
c
C/ —
3h—x
B D'\ g%
—Pip=P h
AN F 4

Dla p/p otrzymujemy rownanie:
Gp/F2 — 121)1)/F + 51)2 =0,
stad
Py = p(1 £ 1/V6).
Znak minus odrzucamy, poniewaz
ci$nienie ro$nie. Otrzymujemy wiec

P = p(1 +1/V6).

-]

Rozwigzanie zadania F 604.
Poniewaz

rr;g —Ppo > % + po,
to prawy korek na poczatku opadnie.
Niech wysokoéé korka w lewym ramieniu
bedzie x. Z prawa Boyle’a—Mariotte’a
mamy

p(2z + 3h)S = po - 6RS,

natomiast z warunku rownowagi
p = po + mg/28S.

Stad

§hp0 —mg/25

2 po + mg/2S

T = dla mg/2S < po,

=0 dla mg/2S > po.

Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Pioneerskie malowidlo naskalne

Tytulowe malowidlo (patrz rysunek) zostalo 2 marca 1972 roku (3 marca naszego
czasu) wystrzelone wraz z sonda Pioneer-10 w przestrzen kosmiczng. Sonda ta jest
pierwszym wytworem cztowieka, ktéry opusci Uktad Stoneczny. W tej chwili jest okoto
83 j.a. od Stonca i oddala sie od niego z predkoscia troche ponad 12 km/s. Ostatni
kontakt z sonda nastapil 23 stycznia biezacego roku. Nasza cywilizacja nie bedzie
miata juz zadnego wplywu na sonde¢ Pioneer-10.

Cho¢ kazda kolejna sonda zmierzajaca poza nasz uklad niesie jakie$ przestanie dla
ewentualnych inteligentych znalazcéw, to wiadomos¢é Pioneera-10 najbardziej wryta

sie w spolteczng pamieé. Ten obrazek ma w sobie to ,co$”. Zamiast zastanawiaé sie, jak
duza (mata) jest szansa, ze kto$ kiedy$ przychwyci te wiadomosé, postawmy si¢ w roli
inteligentych odbiorcéw. My tez przeciez jesteSmy inteligentni. Czy jesteSmy w stanie
rozszyfrowaé przekaz?

Poza rzeczg najprostsza, sylwetkami mezczyzny i kobiety na tle konturu sondy, nie
jest to wcale takie oczywiste. To najprostsze, przekazuje tak naprawde fakt naszej
plciowosci. Czy jest to az tak wazna informacja? Jezeli potraktujemy to jako naskalne
malowidto, to — moim zdaniem — tak.

Dalej nie jest juz tak tatwo. Kluczem do rozwiktania tamigtéwki jest zrozumienie,
co przedstawia piktogram po lewej u gory.

Jezeli domyslimy sie, ze jest to przejscie nadsubtelne (zmiana spinu elektronu) atomu
wodoru, ktérego dtugosé fali ustala jednostke diugosci (wigc i czasu) na okoto 21 cm,
a pionowe i poziome kreski sa binarnym, pozycyjnym zapisem liczb, to juz jeste$my
w domu.

Po prawej stronie mamy potwierdzenie naszego domystu: wzrost kobiety, niezaleznie
wyznaczony przez rozmiary sondy, to binarne 8 (3 pionowe kreski i jedna pozioma)
razy 21 cm, czyli 168 cm.

Po ustaleniu jednostki mozemy
uzy¢ pulsarowej mapy (to ta
gwiazda), identyfikujac
pulsary za pomocg binarnie
zapisanych czestosci. Poniewaz
okres pulsacji wydtuza sie

w okreslony sposéb, mozliwe
jest nie tylko ustalenie skad,
ale i kiedy sonda zostata
wystana.

A za biliony lat moze by¢
ona jedyng pozostatoécia po
Uktadzie Stonecznym. . .

Piotr ZALEWSKI

Zapraszamy na kolejny Wielki Konkurs Zadan z Fizyki, ktéry odbedzie si¢ w ramach
VII Festiwalu Nauki na Wydziale Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego. Zachgcamy do udzialu
mtodziez z gimnazjéw, liceéw, uniwersytetéw, politechnik, miejsc lekkiej i cigzkiej pracy,
odpowiedzialnych stanowisk zycia publicznego i doméw spokojnej staro$ci. Zapewniamy:
dobra zabawe, atrakcyjne nagrody, ciekawe zadania, odlegte od rutyny szkolnej o lata §wietlne —
i niewymagajgce zaawansowanej wiedzy. Ponizej przyktady zadan z zesztorocznej edycji.

Jerzy BROJAN

1. Drzewo zostalo $cigte i przewraca sig.

Ktéry rysunek prawidlowo przedstawia drzewo
w tej chwili? Zakladamy, ze:

a) pien zostal od razu calkowicie przecigty,

b) opér powietrza mozna pomingé.

2. Na pas transportera poruszajacego sie ze stala predkoscia v spada piasek z nieruchomego
pojemnika, przy czym masa spadajacego piasku na sekunde¢ wynosi s = m/t. Obliczmy moc silnika
transportera niezbedna do podtrzymywania jego ruchu, przy zalozeniu, ze rolki transportera tocza
si¢ bez strat energii. Poniewaz w ciaggu sekundy masa m uzyskuje energi¢ kinetyczna mv2/2,

a energia ta pochodzi z pracy silnika, wigc moc P jest rowna P = 5712/2. Podane tu rozwigzanie
jest btedne. Na czym polega blad? Jaki wynik jest prawidtowy? (Dzi¢kuje p. Zofii Golgb-Meyer za
zwrbcenie uwagi na problem.)

3. Motocyklista-kaskader zjezdza ze skoczni narciarskiej. Jesli zacznie w czasie lotu koziotkowaé, to
co moze zrobié, aby upasé na kota, a nie na gtowe? Pomijamy sity oddzialywania powietrza.
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O Hipotezie Poincarégo
Tadeusz KOZNIEWSKI

W poczatkach XX wieku znakomity francuski matematyk Henri Poincaré
(1854-1912) wprowadzil szereg nowych metod geometrycznych i algebraicznych,
za pomoca ktorych mozna badaé¢ wazne obiekty geometryczne, jakimi sa
wieloéciany i rozmaitosci. Metody te czesto pozwalaja stwierdzi¢, czy dane dwie
rozmaitosci sa ,,geometrycznie podobne” ($cislej: homeomorficzne). Hipoteza
Poincarégo dotyczy takiego wlasnie problemu. W ponizszym artykule postaramy
sie przyblizy¢ Czytelnikowi pojecia wystepujace w jej sformutowaniu, wskazaé
na jej zrodla, a takze podaé¢ pewne jej uogdlnienia.

Rozmaitosci. Méwimy, ze podzbior M C R™ jest rozmaitoscia 1-wymiarowa,
jesli M lokalnie wyglada jak odcinek otwarty (a,b). Bardziej precyzyjnie mozna
to wyrazi¢, méwiac, ze M jest lokalnie wykresem ciaglej funkcji jednej zmienne;j.
Podamy teraz kilka przyktadéw rozmaitoéci 1-wymiarowych.

Bezposrednio z definicji wynika, ze jesli f jest funkcja ciaglta w przedziale

(a,b), to zaréwno wykres funkcji o = f(x1), jak 1 wykres funkcji 1 = f(x2)

sa rozmaitoéciami 1-wymiarowymi w R? (rys. 1 i 2). Okrag S! z rysunku 3 nie
jest wykresem zadnej funkcji, ale jest rozmaitoscig 1-wymiarowa, bo jest lokalnie
wykresem funkcji zo = \/1 — 2% lub 5 = —/1 — 2. Linia $rubowa z rysunku 4
jest rozmaitoécia 1-wymiarowa w R3, podobnie jak elipsa z rysunku 5. Suma
dwdch stycznych okregéow z rysunku 6 nie jest rozmaitoscia, bo w otoczeniu
punktu (0,0) zbiér X nie jest wykresem zadnej funkcji.

Podzbiér M C R™ nazywamy rozmaito$cia 2-wymiarowa, jesli lokalnie wyglada
jak otwarte koto 2-wymiarowe, to znaczy kazdy punkt z € M ma otoczenie,

w ktérym M jest wykresem ciaglej funkcji dwoéch zmiennych. Na przyklad
sfera 2-wymiarowa z rysunku 7 jest rozmaito$cia 2-wymiarowa, bo jest

lokalnie wykresem funkcji 23 = /1 — 22 — 23 lub 3 = —/1 — 22 — z3. Innym
przykladem rozmaitosci 2-wymiarowej jest torus z rysunku 8. Plaszczyzna
rzutowa z rysunku 9, o ktérej mozemy mysle¢ jako o rozmaito$ci powstalej
ze sfery dwuwymiarowej przez sklejenie punktéw antypodycznych, jest
rozmaitoécia 2-wymiarowa w R*.

Powyzsze definicje rozmaitosci 1 i 2-wymiarowych w sposéb naturalny
uogdlniaja sie na przypadek wyzszych wymiaréw.

Dla dowolnej liczby naturalnej k rozmaitoscia k-wymiarowsa nazywamy taki podzbiér M C R™

(k < n), ktory lokalnie ,wyglada jak” otwarty dysk k-wymiarowy D¥(a,r) = {z € R*: |z —a| < r}
dla pewnych a € R* oraz r > 0, czyli lokalnie jest wykresem ciggtej funkcji k zmiennych. Na przyktad
dla kazdego naturalnego k sfera k-wymiarowa Sk = {(z1,...,2K41) € RFHL . xf + ...+ xi+1 =1}

jest rozmaito$cig k-wymiarowg w RFFL

Homeomorfizmy. Zajmiemy sie teraz poréwnywaniem rozmaitosci,

starajac sie wyréznic te, ktére z naszego punktu widzenia sa ,takie same”.
Rozmaitosci k-wymiarowe My, My bedziemy uznawali za réwnowazne (inaczej:
homeomorficzne), jesli jedna z nich mozna uzyskaé z drugiej przez rozciaganie

i zgniatanie, bez rozrywania i sklejania.

Doktadniej: przeksztalcenie ciggte h : M7 — My nazywamy homeomorfizmem, jesli istnieje takie
przeksztalcenie ciaglte g : My — My, ze g(h(z)) = x dla kazdego € My oraz h(g(z)) = = dla kazdego

x € Ms. Jedli istnieje homeomorfizm h : My — My, to méwimy, ze My i M2 sa homeomorficzne,
a przeksztalcenie g nazywamy homeomorfizmem odwrotnym do h.

Parabola z rysunku 1 jest homeomorficzna z linia Srubowa z rysunku 4.
Okrag S! z rysunku 3 jest z kolei homeomorficzny z elipsa M z rysunku 5.
Przeksztalcenie h : P — W paraboli P = {(t,t> + 1) : t € R} w lini¢ $rubowa W = {(cos(t), sin(t),t):

:t € R} okre$lone wzorem h(t,t* + 1) = (cos(t), sin(t),t) jest homeomorfizmem. Przeksztalcenie
h:S'— M, h(z1,x2) = (x1,22,5 — x1) to homeomorfizm sfery z rysunku 3 w elips¢ z rysunku 5.

Na to, by stwierdzi¢, ze dwie rozmaitosci nie sg homeomorficzne,
wygodnie jest znaé¢ jaka$ wlasnos¢ rozmaitosci, ktéra nie zmienia si¢ przy
homeomorfizmach, to znaczy jesli rozmaitos¢ M ja ma, to ma ja tez kazda
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Rys. 13

™

rozmaito$¢ homeomorficzna z M. Przykladem takiej wlasnosci jest zwartosé.
Moéwimy, ze rozmaito$¢ M C R™ jest zwarta, jesli jest domknieta (to znaczy
kazdy zbiezny w R™ ciag punktéw lezacych w M ma granice w M) oraz jest
ograniczona (to znaczy jest zawarta w pewnej n-wymiarowej kuli). Wazna cecha
funkeji ciaglych (w szczegélnosci homeomorfizméw) jest to, ze przeprowadzaja
zbiory zwarte na zbiory zwarte. Sposrod przykladow na rysunkach 1-5 okrag

i elipsa sa rozmaitosciami zwartymi, a parabola i linia Srubowa nie. Stad,

na przyktad, okrag nie jest homeomorficzny z parabola.

Inna wlasnoscia rozmaitoéci zachowywana przez homeomorfizmy jest sp6jnosé.
Moéwimy, ze rozmaito$é M jest spdjna, jedli jest ona ,w jednym kawalku”.

To znaczy, ze kazde dwa punkty z,y € M mozna potaczy¢ hukiem lezacym
catkowicie w M, czyli istnieje taka funkcja ciagla z odcinka domknietego

w M, f:]a,b] = M, ze f(a) =z, f(b) =y (rys. 10). Wszystkie podane
powyzej przyklady rozmaitosci sa spéjne (dlaczego?). Przykladem rozmaitosci
niespéjnej jest suma dwoch roztacznych okregéow z rysunku 11. Homeomorfizmy
przeprowadzaja rozmaitosci spéjne na rozmaitosci spojne.

Mozna wykazaé, ze kazda zwarta i spéjna rozmaitosé 1-wymiarowa

jest homeomorficzna z okregiem S*. Istnieje tez pelny opis rozmaitoéci
2-wymiarowych. W tym celu stosuje si¢ konstrukcje zwana suma spdjna.

Jesli My, My sa roztacznymi rozmaitosciami 2-wymiarowymi w R"™, to ich
sume spojna tworzymy, wycinajac w kazdej z nich okragly otwér i doklejajac
do brzegéw otrzymanych otworéw rurke tak, by rurka nie przecinalta M,

i My poza punktami doklejenia. Rysunek 12 przedstawia sume spdjna dwdch
toruséw. Oczywiscie, konstrukcje te mozna powtarzac, tworzac sumy spojne
dowolnej liczby rozmaitosci. Dowodzi sie, ze kazda zwarta i spdjna rozmaitosé
2-wymiarowa jest homeomorficzna ze sferg S? lub z sumg spéjna pewnej liczby
toruséw lub z suma spdjna pewnej liczby plaszezyzn rzutowych. Twierdzenie to
nazywa si¢ klasyfikacja rozmaitosci 2-wymiarowych.

Patrzac na te klasyfikacje, mozna zadaé pytanie, czy istnieje jakas wlasnosé
geometryczna, ktora wyrdznia wsrod wszystkich rozmaitosci 2-wymiarowych te
z nich, ktére sa homeomorficzne ze sfera. Okazuje sie, ze taka wlasno$¢ istnieje.
Jest nig jednospdjnosc.

Jednospdjnosé. Méwimy, ze rozmaitosé M C R™ jest jednospdjna, jesli
kazda gumke recepturke naciagnieta na powierzchnie rozmaitosci M mozna po
powierzchni M $ciagnaé¢ do punktu (rys. 13).
Doktladniej: rozmaitosé M C R"™ jest jednospdjna, jesli dla kazdego przeksztalcenia ciagltego
s: 8" = M (zwanego petla na M) istnieje takie przeksztalcenie ciagte

5:D2 ={(z1,12) € R®: 2l +22<1} — M,
ze 5(z) = s(x) dla kazdego = € S*.

Sfera S? jest jednospdéjna. Jedli obraz petli s nie wypelnia catej sfery S2

(na przyklad punkt z nie lezy w obrazie s), to $ciagniecie 5§ mozemy uzyskaé
przez spychanie s do punktu —z po poludnikach od = do —z (rys. 14). Jesli
obraz petli s wypelnia cala S? (to moze si¢ zdarzy¢!), to okazuje sie, ze mozna
w sposéb ciagly zmienié s tak, by juz nie cata S? byla pokryta.

Suma spdjna toruséw ani suma spdjna plaszczyzn rzutowych nie sa jednospéjne.
Na przyktad petla z rysunku 15 nie ma Sciagnigcia.

7Z klasyfikacji rozmaitosci 2-wymiarowych dostajemy wiec, ze kazda zwarta,
spdjna, jednospdjna rozmaito$¢ 2-wymiarowa jest homeomorficzna ze sfera
2-wymiarowa S2. Hipoteza Poincarégo postuluje to samo dla rozmaitosci
3-wymiarowych.

Hipoteza Poincarégo: Kazda zwarta, spdjna, jednospojna rozmaitoscé
3-wymiarowa jest homeomorficzna ze sfera 3-wymiarowsa S3.

Hipoteza ta byta i ciggle jest przedmiotem badan. W przeszltosci wielokrotnie
anonsowano znalezienie dowodu. Wszystkie te préby okazaly sie niepoprawne.
Obecnie (lato 2003) przedmiotem analiz jest propozycja dowodu przedstawiona
przez G. Perelmana z Instytutu Stiektowa w Petersburgu. Rozwazano tez
uogodlnienia Hipotezy Poincarégo na wymiary k > 4.
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Dla kazdego k > 4 rozmaitos¢ k-wymiarowa

5% x S = {(x4,..

2

Tg2) ERME i At vl v ol =1=al + ...+ 1)

jest zwarta, spojna, jednospéjna, ale nie jest homeomorficzna z S*. Stad

proba uogdélnienia Hipotezy Poincarégo przez po prostu zastapienie w jej

sformutowaniu liczby 3 przez k jest falszywa. Istnieje jednak uogélnienie

Hipotezy Poincarégo, ktore jest prawdziwe. Powiemy, ze rozmaito$¢ M jest

m-spdjna jesli dla kazdego naturalnego ¢ < m i dla kazdego przeksztalcenia
Rys. 14 ciaglego s : S* — M istnieje takie przeksztalcenie ciagle

5: DL = {(ay,..

Gxip1) ERT 2t + 42l <1 - M,

ze 5(x) = s(x) dla kazdego x € S°.

Uogdlniona Hipoteza Poincarégo: Kazda zwarta, spéjna, (k — 1)-spdjna
rozmaito$é¢ k-wymiarowa jest homeomorficzna ze sfera k-wymiarowa S*.

Hipoteza ta zostala udowodniona dla k > 5 przez S. Smale’a, J. Stallingsa

i M. Newmana w latach 1960-1966 oraz dla k = 4 przez M. Freedmana

w 1982 roku. Zwarta, spdjna rozmaitos¢ 3-wymiarowa jest 2-spojna wtedy

i tylko wtedy, gdy jest jednospdjna, wiec dla k = 3 Uogolniona Hipoteza
Rys. 15 Poincarégo to zwykla Hipoteza Poincarégo.

Czy mozna

zobaczy¢ elektron?

To zalezy od tego, co rozumiemy przez ,zobaczy¢”. Jezeli ma to oznaczaé
wzaobserwowanie” ksztaltu za pomoca $wiatta, to nie mozna, bo elektron na
pewno nie ma ,szczegdtéw” wiekszych niz 107'® metra, a dlugoéé fali $wietlnej

to co najmniej 4 - 10~7 metra, wiec §wiatlo ma prawie bilion razy za duza

dlugosé fali.

Jezeli przyjmiemy, ze ,,zobacza¢” mozemy nie tylko za
pomoca $wiatla, ale uzywajac fali o dowolnie malej
dlugosci, to powyzsze ograniczenie zniknie. W ten
sposob elektrony bada fizyka czastek elementarnych.
Okazuje sie, ze nawet przy najwyzszych dostepnych
energiach elektron pozostaje punktowy — nie widzimy
zadnych szczegdlow. Z tego, jaka byla najwieksza
energia, za pomoca ktérej badano elektrony, wynika
wlasnie, ze ich ewentualne ,szczegdly” musza mie¢
rozmiar mniejszy od 107'® m, bo ditugosé fali jest
odwrotnie proporcjonalna do energii.

Mozna jednak obserwowaé slad elektronu. Elektron
ma ladunek elektryczny. Za jego pomoca oddziatuje
z materialnym os$rodkiem. Dzieki temu w osrodku
pozostaje $lad utworzony ze zjonizowanych molekut.
Taki $lad mozna po prostu zobaczy¢, zamieniajac
jonizacje na kropelki przechtodzonej pary, jak robiono
to w komorach mglowych (rys. 1), na pecherzyki
pary przegrzanej cieczy (komory pecherzykowe)

lub na sygnaty elektroniczne we wspotczesnych
detektorach, ktore pdzniej mozna przetworzy¢ na ich
komputerowa wizualizacje (rys. 2).

Rys. 1. Pétkolisty §lad na
tym zdjeciu to pierwszy
przypadek zarejestrowania
antymaterialnej czagstki —
pozytonu, czyli antyczastki
elektronu. Za pomoca
komory mgtowej dokonat
tego Carl Anderson w 1932
roku. Zrédlem czgstki bylo
promieniowanie kosmiczne.
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Rys. 2. Rysunek przedstawia rekonstrukcje przejécia elektronu
przez detektor DELPHI. Pokazane sa tylko fragmenty dwéch
poddetektoréw. Elektron pojawia si¢ z lewej strony i przechodzi
najpierw przez wypelniong mieszanka gazowa komore projekcji
czasowej. Jego przejscie zarejestrowane zostalo w postaci punktow
zaznaczonych krzyzykami. Nast¢pnie elektron przelatuje do
kalorymetru elektromagnetycznego wypelnionego warstwami
olowiu, gdzie inicjuje kaskade elektromagnetyczna (zobacz rys. 3),
zaznaczona w postaci kolorowych prostokatéw. Tam, ,rozmieniony
na drobne”, konczy swoja podréz.

Jezeli elektron ma duza energie, to, wpadajac
do gestego o$rodka, inicjuje kaskade
fotonowo-elektronowg (rys. 3), ktéra mozna uznaé

za najbardziej spektakularne zjawisko towarzyszace
omawianej czastce.

k €+,e_
P S
S <

Rys. 3

Podobne lawiny wtérnych czastek wywoluja
fotony i oczywiscie pozytony. Pozytony i elektrony
wyswiecaja w silnych polach elektrycznych jader



fotony, ktére w tych samych polach zamieniaja sie
na pary elektron — pozyton.

Wszystkie powyzsze sposoby nie spetniaja jednak
warunkéw normalnego ,zobaczania” elektronu.
Rejestrujemy obecnosé elektronu, ale jego samego

Dlaczego elektron

nie spada na jadro?

nie widzimy. Sprawa nie jest wszakze zupelnie
beznadziejna. Jezeli tylko nie bedziemy sie upieraé
przy Swietle, to elektron mozna zobaczyé¢, o ile uda
nam sie zobaczy¢ atom. Dlaczego? Zobacz odpowiedz
na kolejne pytanie.

Za samo zadanie takiego pytania mozna, niestusznie, dostaé¢ pale na lekcji
fizyki. Postawienie go ,,dowodzi”, ze nie zna si¢ cho¢by modelu atomu Bohra,
ktory, jako historycznie pierwszy, wprowadzit dyskretne orbity dostepne dla

elektronu. Elektron nie spada, bo nie moze promieniowaé energii w sposéb
ciagly, a jedynie przeskakujac z wyzszej na nizsza orbite. W sposéb spojny
tlumaczy to mechanika kwantowa, ktérej jednak w szkole si¢ nie wprowadza.

Z takiego przedstawienia budowy atomu wynika
jednak co najmniej jedna nieprawdziwa intuicja.
Nawet jezeli wiemy (np. z lekcji chemii), ze

elektrony w atomie wystepuja nie na orbitach, tylko
w orbitalach, to dla kazdego stanu elektronowego
mozna wyznaczy¢ bohrowski promien takiej orbity

i wynik nie zalezy od tego, czy uzyjemy tylko modelu
Bohra, czy pelnego formalizmu mechaniki kwantowe;j.
Wyglada wiec, ze elektrony, nawet te na najnizszej
orbicie, jakos kraza wokot jadra.

A to wlasnie nie jest prawda. Elektrony zwigzane

w najnizszym stanie kwantowym maja orbitalny
moment pedu réwny zeru (taki zerowy moment
moga mie¢ réwniez na wyzszych orbitach,

ale nie komplikujmy sprawy). Jezeli tak, to

nie moga krazy¢. Ksztalt odpowiadajacego im
orbitalu jest sferycznie-symetryczny, a najwicksze
prawdopodobienstwo znalezienia elektronu w danym
miejscu przypada na $rodek orbitalu, czyli miejsce
gdzie znajduje sie jadro! Wartos¢ gestosci tego
prawdopodobienstwa dla polprostej wychodzacej

z jadra jest pokazana na rysunku 4. Czym jest

w takim razie promien orbity Bohra w tym
przypadku? Jest to najbardziej prawdopodobna
odlegloéé elektronu od jadra. Zeby ja obliczyé, trzeba
najpierw znaé gestos¢ prawdopodobienstwa znalezienia
elektronu w danej odlegtosci od jadra. Wyznacza

sie ja, mnozac wartos$¢ tej gestosci dla danego r
przez powierzchnie sfery o promieniu r. Wynik
przedstawiony jest na rysunku 5.

g Rys. 4.
‘é_’ Warunkowa gestosé
3 ik | prawdopodobienstwa
znalezienia elektronu
znajdujacego si¢ na danej
o ‘ ) ‘ potprostej wychodzacej
0 1 2 3 4 5 ze srodka jadra.
p=rla,
;‘i Rys. 5. Gestosé
g prawdopodobienstwa
020 1 S
o znalezienia elektronu
& w danej odlegltosci od

jadra p = r/ag, gdzie
ao jest promieniem Bohra.

p=rla,
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To, ze najbardziej prawdopodobna odleglo$¢ od

jadra jest skoniczona nie oznacza, ze elektron wokdt
tego jadra krazy. Co w takim razie robi? W zasadzie
nie wiadomo. Gdybysmy chcieli to sprawdzié¢ dla
zwiazanego w atomie elektronu, musieliby$my go
obserwowaé za pomoca czego$, czego dlugosé fali
bytaby istotnie mniejsza od rozmiaréw atomu. Przekaz
energii w takim oddzialywaniu byltby tak duzy, ze
elektron zostatby oderwany od jadra, czyli przestalby
by¢ zwiazany.

Jezeli juz koniecznie chcemy mieé jakas intuicje co
do ,zachowania” elektronu w tym stanie, to wedlug
mnie mozemy przyjac, ze elektron jest ,spadniety”
na jadro. Rozmiar orbitalu jest rzedu dtugosci

fali de Broglie’a elektronu i determinuje rozmiar
atomu, ktory jest tak duzy w poréwnaniu z jadrem
atomowym, poniewaz elektron jest bardzo lekki

(i do$¢ lekko zwiazany). Gdyby elektron byt ciezszy,
to atomy bylyby mniejsze. Elektron traktowany
jako fala materii jest tozsamy ze swoim orbitalem.
Pozwala to zrozumieé¢ budowe cial statych. Atomy
musza zajmowac troche przestrzeni, bo nie sa ,,puste
w $rodku”, jak czasem sie méwi, tylko wypelnione
orbitalami elektronowymi.

Taki elektron mozna zobaczy¢, jezeli tylko uda nam
sie zobaczy¢ atom, bo to tak naprawde to samo.
Przykladem moze by¢ rysunek 6.

Rys. 6. Obraz orbitali elektronowych tlenku miedzi (I) CuzO (tlenku
miedziawego wedlug starej nomenklatury). Zuo i inni, Nature,
2 wrzeénia 1999 roku.
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Skrét regulaminu

®

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
. umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
30 XI 2003

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie

http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
453 (WT = 1,83) i 454 (WT = 2,50)
z numeru 1/2003
Marian Lupiezowiec — Zebrzydowice 36,24
Michat Adamaszek — Kety 31,73
Michat Jézwikowski — Blonie

Zadania z matematyki nr 465, 466

Redaguje Marcin E. KUCZMA

465. Dany jest pieciokat wypuklty ABCDE, w ktorym
|<BAC| = |<EAD|,

31,66 @ pole tréjkata AC'D jest érednia geometryczng pél tréjkatow ABC i AED.

|9 ACB| = |[< ADE),

Przekatne AC' i BD przecinaja sie w punkcie P; przekatne AD i C'E przecinaja
sie w punkcie Q). Dowiesé, ze |AP| = |AQ)|.

466. Rozwiazaé w liczbach catkowitych z, y rownanie x + 2Y = 2%.

Zadanie 466 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 5/2003

461. Dane sa funkcje ciggle f oraz g; kazda z nich jest $cisle
monotonicznym odwzorowaniem zbioru wszystkich liczb
rzeczywistych R na ten sam zbiér. Wiadomo ponadto, ze f(0) = g(0)
oraz

F @) + 97 (f(z) =20 dlaz€eR.

Wykazaé, ze f(z) = g(x) dla € R.

461. Funkcja
h(z) = £~ (g())

jest dobrze okreslona i Scisle monotoniczna oraz spetnia
warunki h(0) = 0,
(1) h(z)+h '(z)=22z dla zeR
Funkcje h i h™! sg jednoczesnie rosnace albo malejace;
réwnanie (1) wyklucza te druga mozliwosé. Tak wiec h jest
funkcja $cisle rosnaca.
Mamy udowodnié, ze h(z) = x dla wszystkich = € R.
Przypusémy wiec, ze dla pewnej liczby a réznica
a — h(a) = r jest niezerowa. Przepisujemy réwnanie (1) jako

2z — h(z) = h™ ' (x).
Stosujemy do obu stron funkcje h:

2) h(2z —h(z)) =2 dla z€R
Wykazemy przez indukcje wzgledem n =0,1,2,..., ze
(3) h(a +nr) =a+ (n—1)r.

Dla n = 0 jest to definicja liczby r. Zakladajac stusznosé (3)
dla liczby caltkowitej n >0 i podstawiajac w réwnaniu (2)
r = a+ nr, otrzymujemy po krétkim przeksztalceniu réwnosé

h(a+nr+r)=a+nr,
czyli teze indukcyjna (3), z n zastapionym przez n+1.
Zatem réwnosé (3) zachodzi dla kazdej nieujemnej liczby
calkowitej n. Analogicznie wykazujemy jej prawdziwosé dla
niedodatnich catkowitych wartosci n (indukcja wzgledem
n=0,—1,-2,...). Réwnos¢ (3) zachodzi wiec dla wszystkich
catkowitych n.
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Przypominamy tres¢ zadan:

462. Rozwazamy rozbicia zbioru wszystkich dodatnich liczb
catkowitych na sume dwdéch zbioréw roztacznych A, B.
(a) Czy istnieje takie rozbicie, w ktérym zaden ze zbioréw A, B

nie zawiera nieskonczonego (i niestalego) ciagu arytmetycznego?
(b) Czy istnieje takie rozbicie, w ktérym zaden ze zbioréw A, B

nie zawiera nieskonczonego (i niestalego) ciagu geometrycznego?

Przyjmijmy, ze r > 0 (gdy r < 0, rozumowanie jest takie
samo, tylko wszystkie napisane nizej nieréwnosci zmieniaja
zwrot). Niech n bedzie liczba catkowita, dla ktérej

(4) a+ (n=1)r<0 < a+nr

Stosujac do prawej nieréwnosci (4) funkcje rosnaca h

i uwzgledniajac wzory (3) oraz h(0) = 0, stwierdzamy,

ze 0 < a+ (n—1)r, co si¢ ktéci z lewa nieréwnoscia (4).
Sprzecznosé konczy dowdd.

462. Istnieja takie rozbicia. Oto przyktad (jeden z wielu
mozliwych): rozwazamy zbiory

Cr=A{kl, K!'+1, ..., (k+1)! =1}, k=1,2,3,....
Niech A bedzie suma wszystkich zbioréw Cj o numerach
nieparzystych, a B — suma zbioréw C}, o numerach
parzystych.

Wezmy pod uwage dowolny nieskoniczony (niestaly) ciag
geometryczny o wyrazach naturalnych. Niech g bedzie
ilorazem tego ciagu.

Gdy k > ¢, stosunek najwiekszej liczby w zbiorze Cj,

do najmniejszej liczby w tym zbiorze przekracza q.
Rozwazany ciag nie moze ,przeskoczy¢” tego zbioru,

czyli pewien jego wyraz nalezy do C. Numer k moze

byé parzysty lub nieparzysty. Stad wniosek, ze kazdy
nieskoniczony ciag geometryczny (o wyrazach naturalnych)
ma wyrazy zaréwno w zbiorze A, jak i w zbiorze B; nie jest
wiec zawarty w zadnym z tych dwoch zbioréw.

To daje twierdzaca odpowiedz na pytanie (b). Oczywiscie,
ten sam przyklad jest dobry i w przypadku pytania (a).



Termin nadsylania rozwiazan:
30 XI 2003

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
354 (WT = 1,75) i 355 (WT = 2,00)
z numeru 3/2003

Andrzej Idzik — Bolestawiec 46,75
Andrzej Nowogrodzki — Chocianéw 45,22

Tomasz Wietecha — Tarnéw 44,58

Prezentujemy czotéwke nieliczna, ale jaka!
Po raz pierwszy od poczatkow ligi
fizycznej jej uczestnik pieciokrotnie
zaliczyt 44 punkty, a wyczynu tego
dokonato jednocze$nie dwéch lideréw
naszego peletonu — p. Idzik i p. Wietecha.
Drugie okrazenie zamkngl natomiast

p. Nowogrodzki.

zaciskacz

o~ przerwa
: iskrowa

izolacja

Zadania z fizyki nr 362, 363
Redaguje Jerzy B. BROJAN

362. Stacja kosmiczna o masie m = 10 ton zawiera w objetoéci V = 40 m?
powietrze pod cignieniem py = 10° Pa i o temperaturze T' = 20° C.

Nagle w éciance stacji powstal otwér o powierzchni S = 1 mm?.

a) Po jakim czasie ci$nienie wewnatrz stacji spadnie do wartosci
p1 = 0,5-10° Pa (jesli kosmonauci nie podejma zadnych krokéw zaradczych)?
Zakladamy, ze rozprezenie przebiega izotermicznie.

b) Jaka predkosé uzyska stacja wskutek odrzutu? Otwor jest tak polozony,
ze odrzut nie spowoduje obrotu stacji.

363. W Canberze (Australia) jest fontanna, ktéra wytryskuje wode
na wysoko$é 150 m. W kazdej chwili w powietrzu znajduje si¢ 6 m® wody.
Jaka musi by¢ minimalna moc pompy?

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 5/2003
Przypominamy tres¢ zadan:

358. Przedstawione na rysunku obok urzadzenie (zaprojektowane przez Kelvina) sklada sie

z naczynia z woda, z ktérego splywa ona cienkimi strugami do dwéch naczyn ponizej niego.

Do kazdego z dolnych naczyn przyspawano drut, na koncu ktérego znajduje si¢ pierécien z blaszki
otaczajacy spadajaca struge wody, przy czym woda powinna si¢ dzieli¢ na krople wlasnie wewnatrz
pierScienia. Po pewnym czasie w miejscu krzyzowania sie drutéw (gdzie odlegto$é miedzy nimi jest
niewielka) zaczynaja przeskakiwaé iskry. Objasni¢ dzialanie przyrzadu.

359. Drut miedziany o ksztalcie spiralnym ma n zwojéw, pole przekroju poprzecznego spirali
wynosi S, a utworzona w ten sposéb sprezyna ma stala sprezystoséci k. Na sprezynie zawieszono
cigzarek o masie m, a konce sprezyny przytaczono do zrédla napigcia U = Ug sin wt. Obliczy¢
amplitude drgan ciezarka po dlugim czasie (tzn. gdy mozna pominaé zjawiska przej$ciowe —
mozna tu zalozyé¢, ze wystepuje niewielkie ttumienie elektryczne i mechaniczne) oraz przesunigcie
$rodka drgan wzgledem jego polozenia, gdy prad nie ptynie. Pomingé mas¢ drutu. Przyjac, ze pole
magnetyczne spirali jest takie, jak nieskonczenie dlugiej zwojnicy.

Wskazéwka. Przy tym zalozeniu sita Sciskajaca zwojnice (dzialajaca na konice wzdluz osi) dana jest
wzorem

F = (1/2)n,S(In/1)?,

gdzie | — dlugos$¢ zwojnicy, I — natezenie pradu.

358. Jesdli w pewnej chwili jedno z dolnych naczyn (np. lewe)
uzyska przypadkiem nieco wyzszy potencjal elektryczny
od drugiego, to ta réznica potencjatow wystapi tez miedzy
pierscieniami. Poniewaz gérne naczynie wraz ze strugami
wody niepodzielonej na krople moze byé¢ uznane za jeden
przewodnik, wiec dodatni tadunek bedzie si¢ gromadzil na
jednym konicu tego przewodnika, a ujemny — na drugim (w
przyjetym przykladzie dodatni na lewym koncu spadajacej
strugi, a ujemny na prawym). Odrywajace sie krople beda
zabieraé ze sobg ten tadunek do dolnych naczyn, ktére
beda si¢ tadowaé coraz silniej — az napigcie miedzy nimi
spowoduje przeskok iskry. Na podobnej zasadzie dziataja
maszyny elektrostatyczne.

359. Napiecie zasilajace zwojnice
Up sin wt
nalezy przyrownaé do wyrazenia
—d®/dt = —d(LI)/d¢,
gdzie ® jest calkowitym strumieniem pola magnetycznego

obejmowanym przez obwdd. Jesli pominiemy efekty
przejsciowe, to stad wynika, ze

LI = Yo cos wt,
w
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a po podstawieniu indukcyjnosci zwojnicy

uon>s

L=
l

mamy

£ = ; %coswt
I pen2S w '

Zgodnie z podana wskazéwka sita $ciskajaca zwojnice jest

2
F = ; @ cos” wt.
2ugn?S \ w

Przedstawmy cos? wt w postaci

réwna

1
3 (1 + cos 2wt).

Pierwszy sktadnik (liczba 1) jest stata, powodujaca
przesuniecie srodka drgan o

2
1 (U
Al= 4u0n25k<w> ’

Drugi sktadnik jest sita wymuszajaca drgania ciezarka
z czestoscig 2w. Nietrudno wyliczyé, ze amplituda tych drgan
wyniesie

R Uy’
C Apgn2S(k —4mw?) \ w )
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Rozwigzanie zadania M 1036.

Na naszym rysunku sa dwa rodzaje
tréjkacikéw: A7 i V7. Zauwazmy, ze
P; jest $rodkiem tréjkata A" <—

<= P; 1 jest érodkiem tréjkata ,V7.
Zatem P1,P3,Ps,...,Pyy1 = P1 s3
$rodkami tréjkatow tego samego rodzaju,
wiec k + 1 jest liczba nieparzysta.

L]

Rozwigzanie zadania M 1037.
Potaczmy $rodki wszystkich sasiadujacych
trojkatéw. Otrzymamy siatke
szeéciokatéw foremnych. Wielokat W
sktada si¢ z pewnej ich liczby. Srodkami
szesciokatéw sg punkty kratowe.
Wystarczy wigc zauwazy¢, ze pole
szesciokata jest 2 razy wigksze od pola
trojkacika, co jest latwo widoczne

na rysunku ponizej.
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Rozwigzanie zadania M 1038.
Podzielmy duzy tréjkat na tréojkaty
réwnoboczne o boku 2, kazdy skladajacy
sie¢ z 4 trojkacikow. Z zalozen zadania
wynika, ze w kazdym takim tréjkacie sa
dokladnie 2 tréjkaciki zétte i 2 niebieskie.

Patrz w niebo

Zapadajacy sie oblok materii miedzygwiazdowej wskutek przypadkowych
fluktuacji gestosci dzieli sie na wiele zgeszczen, ktore zapadaja sie dalej
niezaleznie, dajac poczatek gwiazdom o najrézniejszych masach. Dlatego
gwiazdy powstaja calymi grupami. Gwiazdy najmasywniejsze moga uzyskac
mase wielu dziesiatek mas Sltonca, a najprawdopodobniej i wiecej, tylko ze
wtedy ich wlasne promieniowanie jest tak potezne, ze ,rozwiewa” zewnetrzne
warstwy. Taka mloda gwiazda osigga w koncu stan réwnowagi przy masie
nieprzekraczajacej w przyblizeniu 100 mas Stonca, $wiecac dziesigé tysiecy razy
silniej niz Stonce. Masy drobnych gwiazd moga by¢ wlasciwie dowolnie male, ale
jezeli masa nie przekroczy 0,08 masy Stonca, to obiekt taki nie bedzie zaslugiwal
na nazwe gwiazdy, gdyz nie bedzie w stanie rozpali¢ w sobie jadrowego zrodla
energii, zapewniajacego normalnym gwiazdom $wiecenie przez miliardy lat.
Obiekt taki to tzw. brazowy karzel, ktéry $wieci przez pewien czas w wyniku
ogrzania sie podczas kolapsu.

Wielka Mgtawica w Orionie to wielki oblok materii miedzygwiazdowej, ktérego
centralng czesé widaé¢ golym okiem w zimowe wieczory i noce. Jest on przy

tym wielkim obszarem gwiazdotwérczym. Zdjecia w podczerwieni, wykonane
kilka lat temu przez grupe angielskich astronomoéw ujawnity tam obecnosé
wielkiej liczby brazowych kartéw, przy czym masy niektérych z nich zostaty
ocenione na 8 mas Jowisza. Nasuwa sie pytanie, czy aby nie przystuguje im
nazwa planet. Niektérzy badacze twierdza, ze tak, inni uwazaja, ze jest to
sprawa definicji. Najlzejsze brazowe karlty w Mglawicy Oriona na pewno nie sa
planetami w takim sensie, jak planety obiegajace gwiazde, bowiem powstaly

w wyniku skondensowania si¢ obloku materii miedzygwiazdowej, a nie dysku
protoplanetarnego towarzyszacego jakiejs gwiezdzie. Ich masy sa jednak mniejsze
niz planet odkrytych juz przy niektérych gwiazdach, a ktorych to planet masy
siegaja az 13 Jowiszéw. Wreszcie analiza widmowa ujawnila w atmosferach
tych brazowych kartéw obecnos¢ pary wodnej! Woda w ,gwiezdzie” to moze juz
przesada. Jak wiec nazwac takie obiekty?

Tomasz KWAST

Wrzesien

Lis (wedlug niektérych — Lisek) to maly gwiazdozbiér znajdujacy sie tuz

na potudnie od Labedzia. We wrzeéniowe wieczory widaé go blisko zenitu.
Przez nieduzy teleskop mozna w ciemna noc sprébowaé dostrzec tam mgtawice
(zaliczana do planetarnych) o nazwie Hantle. Ma ona jasno$é¢ 7,6 mag. Jest to
najprawdopodobniej pozostatosé po supernowej, ktéra wybuchta nie dawniej
niz 4000 lat temu. Mglawica obecnie rozszerza sie jeszcze z predkoscia okoto
50 km/s. Ma do$¢ regularny okragly ksztalt, ale Swieci nieréwnomiernie,
dlatego na zdjeciach wykonanych z krétsza ekspozycja przypomina przyrzad
gimnastyczny, ktéremu zawdziecza nazwe. W jej centrum lezy bardzo goraca
gwiazda (85 000 K), ktéra dala jej poczatek. Calo$é znajduje sie w odleglosci
300 pc.

Wenus znajduje si¢ w Pannie, a Jowisz w Lwie — tych dwoch planet nie widac
wiec z powodu bliskosci Stonca. Mars jest w Wodniku i wida¢ go praktycznie
przez calg noc, a Saturn w BliZznietach, wschodzi zatem dopiero okolo péinocy.
Petnia Ksiezyca wypada 10 IX, a néw 26 IX. Zakrycie Marsa przez Ksiezyc
nastapi 9 IX, ale zjawisko to bedzie wida¢ tylko we wschodniej czeéci Rosji

i w potlnocnych Chinach. 27 IX Merkury znajdzie si¢ najdalej katowo od
Stonca i mozna prébowaé odszukaé go przed wschodem Stonca. 23 IX Stonce
wejdzie w znak Wagi, co oznacza rownonoc jesienna i nieuchronny poczatek
astronomicznej jesieni.

T. K.
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ODPOWIEDZI DO TESTU

1. b) Réwnanie 22 — 62 + 9 = 0 ma dwa pierwiastki. Sg to
Tr1 = 31 T2 = 3.

2. b) Wieloscian bedacy ostrostupem o podstawie
kwadratowej ma pige¢ wierzchotkéw.

3. a) Granica lim sin(7p) istnieje i jest réwna 0, gdyz ciag
p—00

ap = sin(7p) ma wszystkie wyrazy réwne 0, jest wiec
zbiezny do zera.

4. a) Nieréwnoéé n? < 10 jest spelniona przez trzy liczby
naturalne: 1, 2, 3. Pamietajmy, ze 0 nie jest liczba
naturalng.

5. a) Zbiér liczb catkowitych jest wiekszy od zbioru liczb
catkowitych parzystych, gdyz zawiera on nie tylko
wszystkie liczby catkowite parzyste, ale takze liczby
nieparzyste. Innymi stowy, zbiér liczb catkowitych
jest nadzbiorem wlasciwym zbioru liczb catkowitych
parzystych.

6. b) Zwiekszenie o 25% to przemnozenie przez 5/4, zatem
40% zwiekszone o 25% daje 50%.

6.9 6 6

L1

7. a) Tak, liczba —18 powstaje z przemnozenia liczby —6
przez 3, jest wiec od niej 3 razy wieksza.

8. b) Nie, przy obrocie plaszczyzny wokot poczatku
uktadu wspétrzednych o kat 90° punkt (0,2) przechodzi
na punkt (—2,0). Na punkt (2,0) przejdzie on przy
obrocie o kat 270° (lub —90°).

9. b) Nie, katy tréjkata réwnobocznego sa przystajace
(maja réwne miary), ale réwne nie sa.

10. b) Nie, liczby 7 i v/10 nie sa sobie réwne, gdyz

T < v/10.

11. a) Tak, migdzy dowolne dwie liczby zespolone mozna
wstawi¢ zarowno znak ,<”, jak i ,>”, podobnie
jak miedzy liczbami 1 oraz 15 mozna postawié¢ znak
rownoéci. Stworzenie dowolnego, nawet bezsensownego
napisu nie nastrecza zadnych trudnosci.

12. a) Tak, punkt przeciecia wysokosci tréjkata, czyli
ortocentrum, moze leze¢ poza trojkatem, tak jest
w kazdym tréjkacie rozwartokatnym.

13. a) We wnetrzu okregu nie lezy zaden punkt, gdyz
wnetrze gltadkiej krzywej na plaszczyznie jest zbiorem
pustym.

14. b) Nie, liczby 105 i 143 nie maja wspoélnego dzielnika,
gdyz sa wzglednie pierwsze.

15. a) Tak, np. /7 = @.

16. b) Obliczajac dtugosci bokéw trdjkata réwnobocznego
opisanego na okregu o promieniu r korzystamy
ze wzoru 2v/3r, jesli wiec policzymy boki dla r = 1
otrzymamy 2v/3.
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Zadania 1 stopnia
Olimpiady Astronomicznej, Matematycznej i Fizycznej
2003/2004

XLVII OLIMPIADA ASTRONOMICZNA 2003/2004

ZADANIA ZAWODOW I STOPNIA

PIERWSZA SERIA

1. Sita ciagu ladownika Ksiezyca jest skierowana
pionowo ku gérze. Rozpatrz ruch tego ladownika
poruszajacego sie nad powierzchnig Ksiezyca, gdy
wartos¢ sily ciagu jest rowna sile przyciggania
grawitacyjnego.

Jedli przez jakis czas podczas tego ruchu pionowa sita
ciagu silnika zmniejszy sie o polowe, to jak zmieni sie
wtedy ruch ladownika.

W sytuacji ladownika utrzymywanego przez silnik
nieruchomo nad powierzchnia Ksiezyca na dostatecznie
duzej wysokoéci oblicz czas, na jaki nalezy zmniejszy¢
site ciagu silnika do 0,9 przyspieszenia grawitacyjnego
Ksiezyca, by poczatkowo nieruchomy ladownik zetknat
sie z powierzchnia Ksiezyca z predkoscia 3 km/h.

We wszystkich przypadkach zakladamy, ze ruch rakiety
odbywa si¢ w jednorodnym polu grawitacyjnym
Ksiezyca.

2. Zespol polskich astronoméw zaproponowal metode
,masowego” odkrywania planet woko6t innych gwiazd.
Metoda ta umozliwia zarejestrowanie spadku jasnosci

gwiazdy, gdy przed jej tarcza przechodzi ciemny obiekt
(np. planeta). Ocen, jakie spadki jasnosci rejestruje

sie wspomniang metoda w przypadku rejestrowania
przejsécia ciemnego obiektu o rozmiarach Jowisza na tle
tarczy gwiazdy podobnej do Stonica. Wynik podaj

w wielko$ciach gwiazdowych.

3. W dniu 4 sierpnia b.r. Neptun byl w opozycji

do Stonca, jego odleglosé od Ziemi wynosita

4348 mln km. Hipotetyczny obserwator znajdujacy sie
na Neptunie méglby wtedy ogladaé przejscie Ziemi
przed tarcza Stonca. Na podstawie samodzielnie
wyszukanych danych poréwnaj to zjawisko z przejéciem
Merkurego przed tarcza Stonca obserwowanym z Ziemi
w dniu 7 maja b.r. Przyjmujac kolowa orbite ziemskiego
Ksiezyca (r = 384 tys. km) oblicz kat, pod jakim widaé
Ksiezyc w stosunku do Ziemi. Wykonaj stosowny
rysunek.

4. Zaprojektuj zegar stoneczny, ktory bedzie wskazywatl
czas prawdziwy stoneczny w Twojej miejscowosci.
Wykonaj go oraz napisz instrukcje dotyczaca dzialania
i postugiwania si¢ nim. Ewentualnie zalacz zdjecie.



DRUGA SERIA

1. Jakie musi by¢ polozenie Ziemi i Marsa wzgledem
Stonca, w momencie startu sondy kosmicznej

do Czerwonej Planety, aby lot sondy nastepowal przy
minimalnym zuzyciu energii. Przyjmij, ze orbity obu
planet sa okregami i znajduja sie w jednej plaszczyznie.

2. Oblicz, jakiej grubodci warstwe wegla nalezaloby
rocznie spali¢ na caltej Ziemi, by dostarczy¢ tyle

samo energii, ile dostarcza Stonce. Na ile lat takiego
ogrzewania Ziemi wystarczyloby atmosferycznego tlenu.

Uwagi. Przy obliczeniach przyjmij, ze do powierzchni
dochodzi ilosé energii, ktora wynika z uwzglednienia
$redniego albedo wynoszacego 0,39, stata stoneczna
wynosi A = 1368 W/m?, a wegiel ma warto$é opalowa
w=24-107 J/kg i gestosé¢ p = 2,5-10% kg/m>.

3. Znajac wzor Cioltkowskiego

()
v=wln|— |,
m

gdzie odpowiednio v to predkos$¢ koncowa rakiety,

w — predkosé gazéow odrzutowych, my — poczatkowa,
a m — koncowa masa rakiety, znajdz ilos¢ paliwa
potrzebna:

a) do rozpedzenia sondy o masie 1000 kg do predkosci
20 km/s,

b) do lotu na Plutona bez korzystania z przyspieszania
polami grawitacyjnymi planet.

Dla uproszczenia zaldz, ze paliwo (lacznie

z utleniaczem) ma wartosé opatowa typowych
weglowodoréw (ok. 4 - 107 J/kg) i okoto jednej czwartej
energii mozna zamieni¢ na energie kinetyczna gazow
odrzutowych, oraz ze zaczynamy rozwazania od sytuacji,
gdy sonda z paliwem jest juz na orbicie ziemskiej.

4. W dniu za¢mienia Stonca efemerydy obserwowanych
w pewnej miejscowosci pozycji Stonca i Ksiezyca sa
nastepujace:

Moment | Rektascensja o | Deklinacja ¢
50 40m™ 4h 29 593 +21°49/5
Stonice 7h 40 4h 30m 199 +21°50'3
9h 40™ 4h 30m 393 +21°51/1
50 40™ 4h 26m 473 +21°45%4
Ksiezyc | 7" 40™ 4h 30m 423 122°06.8
9h 40™ 4h 34m 378 +22°26/4

Przyjmij, ze w czasie catego za¢mienia obserwowany
promien tarczy Stofica wynosi 15'46'/5, a Ksiezyca
14’48"0. Jakie bedzie w tym miejscu za¢mienie?
Ocen jego poczatek, koniec, wielko$¢ i moment
maksymalnej fazy.

ZADANIA OBSERWACYJNE

Rozwigzanie zadania obserwacyjnego powinno zawierac: dane dotyczqce przyrzgdow uzytych

do obserwacyji i pomiarow, opis metody i programu obserwacyi, standardowe dane dotyczgce
przeprowadzonej obserwacji (m.in. czas, date, wspdlrzedne geograficzne, warunki atmosferyczne),
wyniki obserwacji i ich opracowanie oraz ocene doktadnosci uzyskanych rezultatow. W przypadku
zastosowania metody fotograficznej nalezy dolgczyé negatyw.

Rozwigzanie jednego zadania obserwacyjnego nalezy nadestaé wraz z rozwigzaniami drugiej serii
zadan zawodow I stopnia — do dnia 17 listopada 2003 r.

1. Obserwacja przelotu Miedzynarodowej Stacji
Kosmicznej ISS na podstawie samodzielnie znalezionych
efemeryd.

2. Obserwacja calkowitego za¢mienia Ksiezyca w nocy
z 8 na 9 listopada 2003 r.

3. Jako rozwiazanie zadania obserwacyjnego

mozna rowniez nadestaé opracowane wyniki innych
wlasnych obserwacji prowadzonych w ostatnim roku,

a w szczegblnodci obserwacje Marsa blisko jego wielkiej
0pozycji.



INFORMACJE REGULAMINOWE

1. Olimpiada Astronomiczna jest organizowana dla
uczniéw szkél ponadgimnazjalnych i innych typéw szkédl
dajacych mozliwos¢ uzyskania swiadectwa dojrzatodci.

2. Zawody olimpiady sa tréjstopniowe. W zawodach

I stopnia (szkolnych) kazdy uczestnik rozwiazuje

dwie serie zadan, w tym zadanie obserwacyjne.
Rozwiazywanie zadan zawodow II stopnia i IIT stopnia
odbywa si¢ w warunkach kontrolowanej samodzielno$ci.

3. W pierwszej serii zadan zawodéw I stopnia nalezy
nadestaé¢, do 13 pazdziernika 2003 r., rozwigzania

3 zadan, dowolnie wybranych przez uczestnika sposrod
zestawu zawierajacego 4 zadania.

4. Uczniowie, ktérzy przysla rozwigzania zadan
pierwszej serii, otrzymaja do konica pazdziernika
biezacego roku tematy drugiej serii zadan.

5. Rozwigzanie zadania obserwacyjnego nalezy przestac¢
wraz z rozwiazaniami zadan drugiej serii zawodow

I stopnia, do 17 listopada b.r. Decyduje data
stempla pocztowego. Nadestanie rozwiazania zadania
obserwacyjnego jest warunkiem koniecznym dalszego
udzialu w olimpiadzie.

6. W przypadku nadestania rozwigzan wiekszej liczby
zadan z danego zestawu, do klasyfikacji zaliczane beda
rozwiazania ocenione najwyzej (po trzy zadania z kazdej
serii i jedno zadanie obserwacyjne).

7. Rozwiazania zadan zawodow I stopnia nalezy
przestaé za posrednictwem szkoty pod adresem:

KOMITET GEOWNY OLIMPIADY
ASTRONOMICZNEJ

Planetarium Slaskie
41-500 Chorzéw
skr. poczt. 10

w terminach podanych w p. 3 i 5. Decyduje data
stempla pocztowego.

8. Rozwiazania zadan powinny by¢ krotkie i zwiezle,
ale z wystarczajacym uzasadnieniem. W przypadku
polecenia samodzielnego wyszukania danych, nalezy
podaé ich zrédlo. Jako dane traktuje sie rowniez
podrecznikowe stale astronomiczne i fizyczne.

9. Rozwiazanie kazdego zadania nalezy napisaé

na oddzielnym arkuszu papieru formatu A-4.

Kazdy arkusz oraz wszelkie zalaczniki (mapki, wykresy,
tabele itp.) nalezy podpisa¢ imieniem i nazwiskiem.

W nagléwku zadania o najnizszej numeracji nalezy
umiesci¢ dodatkowo: rok i miejsce urodzenia, pelna
nazwe szkoly, jej adres, klase i jej profil oraz adres
prywatny (z kodami pocztowymi).

10. O uprawnieniach laureatéw i finalistéw decyduja
senaty wyzszych uczelni.

ZALECANA LITERATURA

e obowiazujace w szkotach $rednich podreczniki
do przedmiotéw $cistych;

e H. Chrupata, M.T. Szczepanski, 25 lat olimpiad
astronomicznych;

e Zadania olimpiad astronomicznych XXVI- XXXV
(w dwbch czedciach);

e H. Chrupala, J. Kreiner, M. Szczepanski, Zadania
z astronomii z TOZWIGZANIaMI;

o J.M. Kreiner, Astronomia z astrofizykq;

e D. H. Levy, NIEBO — Poradnik uzytkownika;

e J. Mietelski, Astronomia w geografii;

e E. Rybka, Astronomia ogdina;

o Stownik szkolny — Astronomia — praca zbiorowa;
e atlas nieba;

e obrotowa mapa nieba;

e czasopisma: Delta, Fizyka w Szkole, Swiat Nauki,
Urania — Postepy Astronomii, Wiedza i Zycie.



LIII OLIMPIADA FIZYCZNA
ZADANIA ZAWODOW I STOPNIA

Rozwiazania zadan I stopnia nalezy przesyla¢ do Okregowych Komitetéw Olimpiady Fizycznej
w terminach: cze$¢ I — do 25 pazdziernika b.r., cze¢é¢ II — do 20 listopada b.r. O kwalifikacji do
zawodow II stopnia bedzie decydowaé suma punktéw uzyskanych za rozwiagzania zadan czesci I i II.

Szczegbly dotyczace regulaminu oraz organizacji Olimpiady mozna znalezé w broszurze i na afiszu
rozestanych do szkdl drednich oraz na stronie internetowej http://www.kgof.edu.pl.

CZESC I (termin wysylania rozwigzan — 25 pazdziernika 2003 r.)

Uwaga: Rozwigzania zadan nalezy zamie$ci¢ w kolejnosci zgodnej z ich numeracja. Wszystkie strony pracy powinny byé ponumerowane.

Na kazdym arkuszu nalezy umiesci¢ nazwisko i imie¢ oraz adres autora pracy. Na pierwszym arkuszu pracy dodatkowo nalezy podaé

nazwe, adres szkoly i klase oraz nazwisko i imie nauczyciela fizyki.

Podaj i krétko uzasadnij odpowiedz.
Za kazde z 15 zadan mozna otrzymacé maksimum 4 punkty.

1. Dwie masy m i 2m polaczono niewazka

i nierozciagliwa nicia przerzucona przez niewazki
bloczek, jak na rysunku 1. Jaka site nalezy przylozyé
pionowo do bloczka, zeby oderwaé¢ mase 2m od podtoza?

2m

Rys. 1

2. Na mogacym poruszaé si¢ bez tarcia wozku
umieszczono akwarium przedzielone pionowa
przegroda z zatkanym otworem. Jedna z czesci
akwarium wypelniono woda — rysunek 2. Co stanie sie
z wozkiem zaraz po usunieciu korka zatykajacego otwor
w przegrodzie oraz po ustaleniu sie pozioméw wody?

O O

3. W poblizu stacji transformatorowej stychaé¢ buczenie.
Jaka jest czestotliwosé tego dzwigku?

Rys. 2

4. Robert Korzeniowski ma do przejscia pewien dystans.
Idac przez caly czas na granicy biegu moze go przeby¢
w czasie T. Gdyby zlosliwa Baba Jaga zmniejszyla
Roberta Korzeniowskiego stukrotnie i to samo uczynita
z dystansem, ktéry ma on do pokonania, to jaki czas
uzyskalby mini-Korzeniowski idac znowu na granicy
biegu? Dla uproszczenia przyjmij, ze chdéd odbywa sie
na wyprostowanych nogach.

5. Kierowca autobusu gwaltownie zahamowat,

co spowodowalo, ze wszyscy pasazerowie pochylili sie
do przodu. A co stalo si¢ z zielonym, wypelionym
helem balonikiem, ktory dziewczynka trzymalta

na sznurku?

6. Cialo rozpadlo sie w taki sposob, ze powstate
czedci zaczely swobodnie spadaé z poczatkowymi
(nie pionowymi) predko$ciami +0y i —%p. Po jakim
czasie predkosci cial stana sie prostopadle?

7. Zrédlo éwiatla porusza sie wzgledem obserwatora

z relatywistyczna predkoscia. Jaki warunek spelnia
wektor predkosci zrédla, skoro obserwator nie stwierdza
zmiany czestotliwosci $wiatta zwiazanej z efektem
Dopplera?

8. W zawodach w przeciaganiu liny obie druzyny
ciagnely niewazka line z jednakowymi sitami F.
Nastepnie ling przywiazano do drzewa, a drugi koniec
ciagniety byt z sita F'. W ktérym przypadku ryzyko
pekniecia bylto wieksze?

9. Banka mydlana zlozona jest z dwéch czesci
oddzielonych btonka — rysunek 3. Naszkicuj blonke
rozdzielajaca banki i wyznacz katy «, 81 v przyjmujac

R=/2r.

Rys. 3

10. Udowodnij, ze proces anihilacji pary
proton-antyproton z emisja pojedynczego fotonu nie jest
mozliwy.

11. W sloneczny dziefi mozna latwo rozpali¢ ogien

za pomocy soczewki. Jaka jest najwigksza temperatura,
ktéra mozna by teoretycznie uzyskaé¢ skupiajac swiatto
za pomoca soczewki?



Rys. 4

12. Jacek porusza sie wzgledem spoczywajacego Placka z predkoscig v = 0,8 c.
7Z jaka predkoscig porusza sie Wacek, jesli wiadomo, ze Jacek i Placek oddalaja
sie od niego z takimi samymi co do wartosci, lecz przeciwnie skierowanymi
predkosciami?

13. Jegomos¢ w przeciwdeszczowym kapturze idzie przez padajacy pionowo
deszcz. Z jaka predko$cia powinien sie on poruszaé, by zmoknaé jak najmniej
podczas pokonywania okreélonej drogi? Czy powinien poruszaé sie powoli,
czy raczej biec? Pomin wode padajaca na glowe. Uwzglednij jedynie deszcz
padajacy na jegomoscia z przodu.

14. Na koncach rozwidlonej rurki o przekroju wylotéw w ksztalcie okregu
znajduja sie¢ btonki mydlane. Jaki ksztalt przybiora powstale banki
(patrz rysunek 4)?

15. Samolot lecacy po linii prostej z predkoscia dwoch machow przelecial
doktadnie nad obserwatorem stojacym na ziemi. Obserwator ustyszal samolot
dopiero wtedy, gdy widzial go pod katem ( = 40° nad horyzontem. Pod jakim
katem do poziomu lecial samolot?

CZESC II (termin wysylania rozwigzan — 20 listopada 2003 r.)

Uwaga: Rozwiazanie kazdego zadania powinno by¢é napisane na oddzielnym arkuszu papieru podaniowego. Na kazdym arkuszu nalezy

umiescié¢ nazwisko i imie oraz adres autora pracy, a takze nazwe i adres szkoly i klase oraz nazwisko i imie¢ nauczyciela fizyki. Do pracy
nalezy dotaczy¢ koperte zaadresowana do siebie.

T1. Uklad optyczny sklada sie z dwéch cienkich,

plaskowklestych soczewek szklanych, miedzy ktérymi
znajduje sie¢ woda — rysunek 1. W powietrzu
ogniskowa ukltadu wynosi f1, a w wodzie jest
ona réwna fs. Czy na podstawie tych danych
mozna obliczy¢ wspoétczynnik zatamania
Swiatla w wodzie lub szkle wzgledem
powietrza? Jesli tak, to podaj odpowiednie

wyrazenia.
Rys. 1

T2. W odlegtosci h
od nieskonczonej,
przewodzacej

1 uziemionej
plaszczyzny
zaczepiono wahadto
matematyczne

z kulka o pewnej
masie i tadunku
elektrycznym —
rysunek 2.

ZADANIA TEORETYCZNE

Za kazde z trzech zadan mozna otrzymaé maksimum 20 punktéw.

Rys. 2

>

Dla jakiej dtugosci wahadta okres wahan bedzie
najwiekszy? Pomin wplyw pola grawitacyjnego.

T3. Pret o dlugosci spoczynkowej I = 1 m porusza sie
z relatywistyczna predkoscia v = 0,9 ¢ (¢ — predkosé
swiatla) wzdluz swojej osi, w odleglodci 2d = 2 m
od nieruchomej kliszy fotograficznej — rysunek 3.
W potowie odleglosci miedzy pretem a klisza znajduje
sie przestona z waska szczeling, ktora otwiera sie
na bardzo krotko w chwilach t; = —1sity =1 s.
Jakie beda dlugosci preta zarejestrowane na kliszy
na kolejnych zdjeciach? Przyjmij, ze w chwili ¢ = 0 tylny
koniec preta znajdowal sie doktadnie nad przestona.

vy

pret

\ szczelina
klisza
\

—_ Rys. 3




D1. Masz do dyspozycji:
e kamerton, z pudlem rezonansowym, o czestotliwosci
440 Hz (al) lub zblizonej,
e cztery obciazniki o réwnych masach, ktére mozna
sztywno zamocowaé¢ do ramion kamertonu,
e mikrofon,
e oscyloskop,
e stoper.
1) Wyznacz czas polowicznego zaniku amplitudy drgan
kamertonu.
2) Zmierz czasy polowicznego zaniku amplitudy drgan
po zamocowaniu do jednego z ramion kamertonu [,
a do drugiego p obciaznikéw, gdzie (I,p) = (1,0),
(1,1), (2,0), (2,1), (2,2), (3,0), (3,1), (4,0).
Obciazniki nalezy mocowa¢ w réwnej odleglodci
od koncow ramion kamertonu.

3) Przedyskutuj zauwazone prawidlowosci.

Uwagal

a) Do pomiaréw wybierz kamerton o jak najdtuzszym
czasie zaniku drgan.

b) Jako obciaznik6w mozesz uzy¢ np. spinaczy
biurowych lub kawalkéw drutu miedzianego o masie
zblizonej do 0,5 g kazdy.

¢) Zamiast zwyklego oscyloskopu mozesz
uzy¢ komputera z zainstalowana karta
dzwiekowa i odpowiednim programem. Mozesz,
na przyktad, wykorzystaé¢ program Winscope
dostepny na stronie Olimpiady Fizycznej:
http://www.kgof.edu.pl/of53 /winscope/ lub program

Oscyloskop dostepny na plycie CD dotaczonej
do podrecznika: J. Blinowski, W. Zielicz, Fizyka
z astronomiq. Ksztalcenie w zakresie rozszerzonym,

tom. I, WSiP, Warszawa 2002 (i 2003, II wydanie).

D2. Przyrzadz galaretke rozpuszczajac 2 tyzeczki
zelatyny w 1/2 szklanki wrzatku.

Masz do dyspozycji:

e stezala galaretke,

e plaska waska linijke,

® 1oz,

e stoper.

Wyznacz modul sztywnosci galaretki w temperaturze

pokojowe;j.

Uwagal

a) Mozesz przyjaé, ze gestosé galaretki wynosi 1 g/cm?3.

ZADANIA DOSWIADCZALNE

Przestaé nalezy rozwigzania dwéch (i tylko dwéch) zadan
dowolnie wybranych z trzech podanych zadan doswiadczalnych.

Za kazde zadanie mozna otrzymaé maksimum 40 punktéw.

b) W przypadku

idealnie sprezystych
odksztalcen jednorodnego
walca o dtugosci L

i promieniu 7, ktérego
dolna podstawa jest !
unieruchomiona, a gérna
skrecona jest o kat a pod
wplywem momentu sity I
M (patrz rysunek 4), |
obowiazuje zwiazek:

nGrt
2L
gdzie G — modut
sztywnos$ci materiatu
z jakiego wykonany jest
walec.

M = a,

Rys. 4

D3. Rozwazmy sprezyste odksztalcenie gumki
o dlugosci ¢ i prostokatnym przekroju poprzecznym
o wymiarach a x b. Jesli na gumke dziala¢ bedzie sita
rozciagajaca wzdluz c, to zmianie ulegnie nie tylko jej
wymiar ¢ o dc, ale takze jej wymiary poprzeczne a i b,
odpowiednio o da i 6b.
Zakladamy, ze dla matych odksztalcen gumy zachodza
nastepujace zwigzki:
da  db dc
PR
gdzie o — bezwymiarowa stala.

Masz do dyspozycji:

e dlugie kawalki gumy o przekroju poprzecznym
w ksztalcie prostokata o wymiarach co najmniej
1 x 3 mm,

e statyw,

e kilka ciezarkéw (np. z zestawu odwaznikéw do szkolnej
wagi laboratoryjnej),

e kawalek sznurka lub drutu umozliwiajacego
zawieszenie ciezarkéw na gumie,

e linijke,

e suwmiarke,

wyznacz stala o dla gumy.

(Dla cial izotropowych stala o nazywana jest
wspotezynnikiem Poissona i wraz z modulem Younga

w pelni okresla wlasnosci sprezyste materiatu.)

Uwaga! Do do$wiadczenia mozesz uzy¢ gumy
modelarskiej lub gumek dostepnych w stoiskach
z artykutami gospodarstwa domowego.
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1. Dany jest wielokat o bokach dtugosci wymiernej,

w ktorym wszystkie katy wewnetrzne sa réwne 90°
lub 270°. Z ustalonego wierzchotka wypuszczamy
promien $wietlny do wnetrza wielokata w kierunku
dwusiecznej kata wewnetrznego przy tym wierzchotku.
Promien odbija sie zgodnie z zasada: kat padania jest
rowny katowi odbicia. Udowodnié, ze promien trafi

w jeden z wierzchotkéw wielokata.

2. Rozstrzygnaé, czy istnieje liczba pierwsza p oraz
liczby calkowite nieujemne x, y, z spelniajace réwnanie

(122 +5)(12y + 7) = p~.

3. Niech Q oznacza zbior wszystkich liczb wymiernych.
Wyznaczyé¢ wszystkie funkcje f: Q — Q spelniajace
warunek

f(a? +y) =af(x) + fy)
dla kazdej pary liczb wymiernych z, y.

4. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Rozwazamy
wszystkie takie tréjkaty rownoboczne XY Z, ze punkty
A, B, C sa odpowiednio punktami wewnetrznymi
odcinkow YZ, ZX, XY . Dowiesé, ze srodki ciezkosci
wszystkich rozwazanych tréjkatéw XY Z lezg na jednym
okregu.
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5. Dla liczb catkowitych dodatnich m, n niech N(m,n)

oznacza liczbe m-wyrazowych ciagéw niemalejacych

o wyrazach ze zbioru {1,2,3,... ,n}. Dowies¢, ze
N(m,n+1) = N(n,m+1).

6. Niech ¢ bedzie taka liczba rzeczywista, ze wielomian

P(z) =2° —52° + 42 — ¢

ma pieé réznych pierwiastkéw rzeczywistych

T1, T2, T3, T4, Ts5. Wyznaczyé, w zaleznosci od c,

sume wartosci bezwzglednych wspotczynnikow

wielomianu

Q(z) = (z—27) (x—23) (x —23) (z — 23) (z — 22) .

7. Znalez¢ wszystkie takie rozwigzania rownania
a? +v? =¢?
w liczbach catkowitych dodatnich, ze liczby a i ¢ sa

pierwsze, a liczba b jest iloczynem co najwyzej czterech
liczb pierwszych.

8. Punkt P lezy wewnatrz czworoscianu ABCD.
Dowiesé, ze

XAPB + «BPC +XCPD+ <DPA > 360°.
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9. Dane sa wielomiany
Wl(l‘), Wg(w), W3($), ce ,Wn(ac)

stopnia co najmniej 1, o wspétczynnikach catkowitych.
Wykazaé, ze dla pewnej liczby calkowitej a wszystkie
liczby

Wi(a), Wa(a), Ws(a), ..., Wy(a)

sa zlozone.

10. Dany jest wielokat wypuktly o parzystej liczbie
bokéw. Kazdy bok wielokata ma dtugos$é 2 lub 3, przy
czym liczba bokéw kazdej z tych dlugoéci jest parzysta.
Dowie$é, ze istnieja dwa wierzcholki wielokata, ktore
dziela jego obwod na dwie czesci jednakowej diugosci.

11. Punkt O jest $rodkiem okregu opisanego na trapezie
rownoramiennym ABC D o podstawach AB i CD.
Punkty K, L, M, N leza odpowiednio na bokach

AB, BC, CD, DA, przy czym czworokat K LM N jest
rombem. Udowodnié¢, ze punkt O lezy na prostej K M.

12. Dana jest liczba catkowita n > 5. Wyznaczy¢ liczbe
rozwigzan w liczbach rzeczywistych z1, x2, 23, ..., 2,
uktadu réwnan
3 3 3_ .4 3 2
Tio+ T+ T =T+ T T
dlai=1,2,3,...,n, gdzie
T_1=2Tp-1, Lo = Tn,

1 = Tnt+1, T2 = Tn42-

Rozwigzania powyzszych zadati (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) nalezy wystaé pod adresem komitetu okregowego

Olimpiady wlasciwego terytorialnie dla szkoly, najpézniej dnia

10 pazdziernika 2003 r. — I seria
12 listopada 2003 r. — II seria
10 grudnia 2003 r. — III seria
(decyduge data stempla pocztowego). Rozwigzania przeslane w terminie pézniejszym nie bedq rozpatrywane.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje mozna znalezé w internecie pod adresem:
www.om.edu.pl
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@ ADRESY KOMITETOW OKREGOWYCH
OLIMPIADY MATEMATYCZNEJ

Dla wojew6dztwa pomorskiego:
KOOM - Instytut Matematyki Uniwersytetu Gdanskiego, ul. Wita Stwosza 57, 80-952 Gdansk.

Dla wojewddztwa Slaskiego:
KOOM - Instytut Matematyki Uniwersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-005 Katowice.

Dla wojew6dztwa matopolskiego:
KOOM - Instytut Matematyki Uniwersytetu Jagiellonskiego, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakdw.

Dla wojewddztwa lubelskiego i podkarpackiego:
KOOM - Oddzial Lubelski Polskiego Towarzystwa Matematycznego, pl. Marii Sktodowskiej-Curie 1, pok. 223,
20-031 Lublin.

Dla wojewddztwa todzkiego i $wietokrzyskiego:
KOOM — Wydzial Matematyki Uniwersytetu f.6dzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 Lédz.

Dla wojewddztwa wielkopolskiego:
KOOM — Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Adama Mickiewicza, ul. Umultowska 87, 61-614 Poznan.

Dla wojewédztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego:
KOOM, ul. Wielkopolska 15, 70-251 Szczecin.

Dla wojewddztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:
KOOM - Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Mikolaja Kopernika, ul. Chopina 12/18, 87-100 Torun.

Dla wojewédztwa mazowieckiego i podlaskiego:
KOOM - Instytut Matematyczny PAN, ul. Sniadeckich 8, skr. poczt. 21, 00-956 Warszawa 10.

Dla wojewédztwa dolnoslaskiego i opolskiego:
KOOM - Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroclaw.

ADRESY KOMITETOW OKREGOWYCH
OLIMPIADY FIZYCZNEJ

KOOF w Bialymstoku, ul. Lipowa 41, 15-224 Bialystok (woj. podlaskie, powiaty: ketrzynski, mragowski, piski,
gizycki, olecko-gotdapski, elcki).

KOOF w Czestochowie, Al. Armii Krajowej 13/15, 42-201 Czestochowa (woj. opolskie, woj. $wietokrzyskie, powiaty:
czestochowski, klobucki, lubliniecki, myszkowski).

KOOF w Gdansku, ul. Narutowicza 11/12, 80-952 Gdansk-Wrzeszcz (woj. pomorskie, woj. warmifisko-mazurskie

z wylaczeniem powiatéw: ketrzynskiego, mragowskiego, piskiego, gizyckiego, olecko-goldapskiego, elckiego).

KOOF w Gliwicach, ul. Bolestawa Krzywoustego 2, 44-100 Gliwice (woj. katowickie z wylaczeniem powiatéw:
czestochowskiego, klobuckiego, lublinieckiego, myszkowskiego).

KOOF w Krakowie, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakéw (woj. malopolskie).

KOOF w Lublinie, pl. Marii Sktodowskiej-Curie 1, 20-031 Lublin (woj. lubelskie).

KOOF w Lodzi, ul. Pomorska 149, 90-236 L6dZ (woj. 16dzkie).

KOOFw Poznaniu, ul. Umultowska 85, 60-780 Poznan (woj. wielkopolskie).

KOOF w Rzeszowie, ul. Reytana 16A, 35-310 Rzeszéw (woj. podkarpackie).

KOOF w Szczecinie, ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin (woj. zachodnio-pomorskie, woj. lubuskie).
KOOF w Toruniu, ul. Grudziadzka 5, 87-100 Torun (woj. kujawsko-pomorskie).

KOOF w Warszawie, ul. Koszykowa 75, 00-662 Warszawa (woj. mazowieckie).

KOOF we Wroctawiu, pl. M. Borna 9, 50-205 Wroclaw (woj. wroctawskie).
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