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Fraktalne obrazy z reaktora chemicznego

Marek BEREZOWSKI

I think the next century will be the century of complexity”

— Stephen Hawking, 2000. Nalezaloby dodaé, ze wiek XXI bedzie
takze wiekiem fraktali. Znalez¢ je bowiem mozna nie tylko

w chmurach, gérach, drzewach czy ptatkach $niegu, ale takze

w reaktorach chemicznych.

W 1980 roku matematyk polskiego pochodzenia,
Benoit Mandelbrot, badal strukture rozwiazan
nastepujacego réwnania rekurencyjnego:

(1) Zpy1 = 25 +c.

Zalozytl, ze zmienna z i stala c sa liczbami
zespolonymi, tzn.

(2) z=zp+iz;, c=cr+icy.

W wyniku iteracji Mandelbrot stwierdzit, ze ciag

{20, 21, ...} jest zbiezny tylko dla niektérych wartodci ¢
i niektoérych wartosci poczatkowych zg. Gdy ciag byl
ograniczony, rysowal na plaszczyznie czarny punkt

o wspdélrzednych (cg;cr). Gdy ciag byl rozbiezny,
rysowal punkt o kolorze odpowiadajacym liczbie
iteracji, po ktérej kolejny jego wyraz przekroczyt
pewna zalozona wartosé graniczng. W ten sposéb,
zupelnie niespodziewanie, uzyskal fascynujace obrazy.
Nazwal je fraktalami (tac.: podzielny, ulamkowy).

Ich strukture cechuje wysokie samopodobienstwo.
Kazdy bowiem fragment, odpowiednio powiekszony,
przypomina catos¢. Jednym z tych obrazow jest
stynny zbiér Mandelbrota, ktérego zdjecia znane sa
praktycznie na calym Swiecie.

Patrzac na obrazy fraktalne, odnosi si¢ nieodparte
wrazenie, ze sa one odbiciem otaczajacej nas
rzeczywistosci. Uzyskane z obliczen komputerowych
»choinki” | | ptatki éniegu” czy ,,chmury” jako zywo
przypominaja ksztatty wystepujace w przyrodzie.
Struktury fizyczne maja takze forme fraktalna.
Fragment kamienia przypomina bowiem swym
ksztaltem calg gore. A jak to jest w technice,
dziedzinie wiedzy opartej na mniej lub bardziej
ztozonych modelach matematycznych?

W niniejszym artykule chce pokazaé, ze — stosujac
metode Mandelbrota — obrazy fraktalne uzyskuje

sie takze z modeli opisujacych konkretne urzadzenia
techniczne. W tym przypadku chodzi o chemiczny
reaktor rurowy, ktéry jest aparatem o stosunkowo
prostej konstrukcji. Sklada sie z rury, do ktérej
doprowadzane sa reagujace ze soba strumienie.

Rura moze byé zewnetrznie chlodzona lub grzana

lub tez pracowaé w sposéb adiabatyczny. Z reguly
wypelniona jest cialem stalym, ktorym jest katalizator
podtrzymujacy reakcje (reaktor heterogeniczny).
Jezeli reaktor pozbawiony jest katalizatora (reaktor
homogeniczny), przeplywajacy strumien nie napotyka
zadnych oporéw i, przy znikomym przewodzeniu
ciepta, stan ustalony osiagany jest w aparacie
praktycznie po czasie réwnym czasowi przeplywu od
wlotu do wylotu rury. Z matematycznego punktu
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widzenia model takiego urzadzenia stanowia réwnania
rézniczkowe czastkowe, w ktérych poszukiwanymi
zmiennymi sa stezenie o i temperatura ©. Probujac
rozwiaza¢ problem numerycznie, dochodzimy

do pewnych réwnan rekurencyjnych. Jesli przyjmiemy
zalozenie matematyczne, ze zmienne stanu nie sg
liczbami rzeczywistymi, lecz zespolonymi, uzyskamy
problem analogiczny do problemu Mandelbrota,

7z tym ze, w odréznieniu od (1), jest to problem
dwuwymiarowy. Z fizykalnego punktu widzenia
zespolony model reaktora chemicznego nie ma,
oczywiscie, uzasadnienia. Stezenie « i temperatura ©
sa bowiem, w praktyce, wielko$ciami rzeczywistymi.
Chodpzilo jednak o to, by stwierdzi¢, czy operatory
(funkcje) $cisle zwiazane z kinetyka procesu, czyli
mechanizmem reakcji chemicznej, moga wygenerowaé
zbiory fraktalne na zmiennych zespolonych.

(Ze wzgledu na chaotyczng wrazliwo$é modeli
reaktorow chemicznych, obrazy fraktalne uzyskuje
sie takze dla rzeczywistych wartodci stezenia «

i temperatury ©.)

Do obliczen zastosowano technike numeryczna
podobna do tej, jaka wprowadzit Mandelbrot

do tworzenia swojego zbioru. Zmieniajac kolejno
wartosci poczatkowe zmiennej zespolonej

O(1)o = {ORr(1)0;O1(1)o}, uzyskano, w rozwiazaniach,
ciagi {©(1),0(1)1,0(1)2,...}. Jezeli dany ciag byl
zbiezny, rysowano na plaszczyznie czerwony punkt

o wspélrzednych [©r(1)o; ©1(1)o]. Jezeli ciag byt
rozbiezny, rysowano punkt o kolorze odpowiadajacym
liczbie iteracji, po ktérej modul liczby zespolonej
O(1)k, czyli \/O%(1)r + ©2%(1)y, przekroczyl zalozona
warto$¢ graniczna. Obliczenia te wykazaly, ze

model generuje bardzo ztozone i ciekawe struktury
geometryczne. Uzyskano zbiory fraktalne. Wybrane
obrazy oraz ich powigkszenia prezentuja rysunki

na tylnej stronie okladki. Wida¢ bardzo wyraznie,

ze wyodrebnione fragmenty zawieraja praktycznie
niezliczona ilo$¢ elementéw przypominajacych

zbiér podstawowy. Elementy te z kolei zawieraja
kolejne fragmenty podobne do calosci zbioru lub

jego wycinkow. Mozna w ten sposob, teoretycznie

w nieskonczono$é, zaglebia¢ sie w uzyskanag strukture,
nigdy nie napotykajac jej granicy.

Na zakonczenie trzeba dodaé, ze gdybysmy
rozpatrywali proces heterogeniczny, czyli reaktor
wypelniony katalizatorem i uwzglednili przewodzenie
ciepta w ciele staltym i strumieniu, uzyskaliby$my
podobne obrazy fraktalne. Obliczenia bytyby jednak
o wiele bardziej ztozone i czasochlonne.

W konkluzji nasuwa sie pytanie. Czy wobec faktu
generowania obrazéw fraktalnych przez modele
matematyczne zwyklych urzadzen technicznych, nie
opisuja one lub moga opisywaé czegos$ wiecej, niz tylko
te urzadzenia?

Patrz takze: http://www.pk.edu.pl/ “mberez.



Termodynamika czarnych dziur
FEwa CZUCHRY

Czarne dziury to obiekty powstajace przy analizie pola grawitacyjnego w ogolnej

teorii wzgledno$ci. Sa to obszary czasoprzestrzeni, w ktérych pole grawitacyjne
jest tak silne, ze zadne cialo fizyczne, nawet $wiatlo, nie moze sie wydostaé
poza ten obszar. Jednym z najbardziej ciekawych aspektéw teorii czarnych
dziur jest analogia miedzy prawami fizyki czarnych dziur a zwyklymi prawami
termodynamiki. Prawa fizyki czarnych dziur sa otrzymywane na drodze $cistych
matematycznych rozwazan, prawa termodynamiki za$ sa tylko makroskopowymi
przyblizeniami skomplikowanych praw fizyki mikroskopowej, obowiazujacymi

w uktadach o duzej ilodci czastek. Istnieje jednak pewna matematyczna analogia
miedzy prawami fizyki czarnych dziur a prawami termodynamiki, analogia,

ktéra moze siegaé glebiej niz formalne podobienstwa wzoréw matematycznych
i prowadzi¢ do pewnych fizycznych wnioskow.

Zacznijmy troche od $rodka. W 1971 r., na gruncie
rozwazan opartych na ogolnej teorii wzglednosci,
zostalo sformulowane pewne prawo dotyczace
mechaniki czarnych dziur:

W dowolnym procesie fizycznym calkowite
pole powierzchni A wszystkich czarnych dziur
we Wszechswiecie nie moze maleé: AA > 0.

To prawo bardzo przypomina drugie prawo
termodynamiki, ktére méwi, ze w dowolnym procesie
fizycznym catkowita entropia S calej materii

we Wszechswiecie nie moze maleé: AS > 0.

Ta analogia moze sie wydawaé¢ bardzo sztuczna.
»T'wierdzenie o powierzchni” jest $cisla matematyczna
konsekwencja ogolnej teorii wzglednosci, natomiast

IT zasade termodynamiki uwaza sie nie za Scisla
konsekwencje praw natury, lecz raczej prawo, ktére
zachodzi w pewnym przyblizeniu w uktadach o duzej
liczbie stopni swobody. Mozna jednak pokazaé,

ze ta analogia miedzy mechanikg czarnych dziur

a IT zasada termodynamiki rozciaga si¢ tez na inne
prawa termodynamiki.

Przypomnijmy najpierw znane, np. ze szkoly, prawa
termodynamiki:

0. W ciele znajdujacym sie w stanie réwnowagi
termodynamicznej temperatura T jest stala.

1. Zmiana energii wewnetrznej F: AE =TAS + AW,
gdzie AW jest praca wykonana nad ukladem, np.
przez zmiang objetosci AW = pAV.

2. W dowolnym procesie fizycznym catkowita
entropia S calej materii we Wszechswiecie nie moze
maleé: AS >0

3. Nie mozna osiagnaé temperatury 7' = 0 w procesie
fizycznym. (Alternatywne sformulowanie: przy
temperaturze T' dazacej do 0 entropia uktadu
dazy do 0.)

Poréwnajmy teraz te prawa z prawami mechaniki
czarnych dziur. Przed ich sformulowaniem
wprowadzmy jeszcze pewng wielkos¢, ktéra ma bardzo
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duze znaczenie w opisie czarnych dziur. Jest to tzw.
grawitacja powierzchniowa, czyli granica wartosci

sity, ktora z nieskonczonosci utrzymuje jednostkowa
mase prébna w miejscu. Granica wartosci tej funkeji
na horyzoncie czarnej dziury to wtasnie grawitacja
powierzchniowa k, przy czym horyzont to powierzchnia
graniczna czarnej dziury, po przekroczeniu ktorej
zadne cialo fizyczne nie moze si¢ juz wydostaé

na zewnatrz.

Prawa fizyki czarnych dziur sa nastepujace:

0. Grawitacja powierzchniowa k jest stata
na horyzoncie stacjonarnej czarnej dziury.

7 pewnych technicznych rozwazan dla ogélnych
obracajacych sie czarnych dziur wynika zaleznos¢:

1. AM = éKAA + QAJ, gdzie M oznacza mase
czarnej dziury, A — pole powierzchni horyzontu,
Q to predkosé¢ katowa, a J to moment pedu czarnej
dziury.

Formuta ta jest analogiczna do I prawa
termodynamiki. Czton QAJ odpowiada cztonowi
pAV . co wiecej, dla jakiegokolwiek obracajacego
sie ciala w jego formule termodynamicznej pojawia
sie wlasnie wyrazenie QAJ. W powyzszym prawie
fizyki czarnych dziur AA wystepuje podobnie jak
AS w I prawie termodynamiki, tylko tutaj jest
mnozone przez (1/87)k, a nie przez T — zatem
grawitacje powierzchniowa xk mozna interpretowac
jako temperature czarnej dziury. Juz zerowe prawa
termodynamiki i czarnych dziur wskazuja na te
analogie.

2. W dowolnym procesie fizycznym catkowite
pole powierzchni A wszystkich czarnych dziur
we Wszech$wiecie nie moze maleé: AA > 0.

3. Z analizy ogdlnego przypadku obracajacych
sie czarnych dziur wynika, ze niemozliwe jest
osiagnigcie wartosci k = 0 na drodze fizycznego
procesu. Im bardziej sie zblizamy do tego
konkretnego rozwiazania, tym trudniej zrobi¢
nastepny krok, podobnie jak przy probie



realizacji T' = 0. (Alternatywne sformulowanie

IIT prawa termodynamiki: ,S — 0, gdy 7" — 07,

nie jest spelnione w fizyce czarnych dziur, poniewaz
A moze nie dazy¢ do zera.)

Zatem pewnego rodzaju analogicznymi wielko$ciami
sa energia wewnetrzna i masa: E < M, temperatura
i grawitacja powierzchniowa: 1" < ax oraz entropia
i pole powierzchni horyzontu: S « (1/8mwa)A, gdzie «
jest jakad stala. Zwréémy jednak uwage na podobne
role odgrywane przez energie wewnetrzna F

i mase M. Jest to pewnego rodzaju wskazowka, ze
zwiazek miedzy prawami czarnych dziur i prawami
termodynamiki to wiecej niz analogia wzoréw
matematycznych, co wynika z tego, ze E'i M

nie pelnig tylko analogicznej roli we wzorach,

ale reprezentuja te sama wielkosé fizyczna — energie.

Jest tylko pewien problem. W klasycznej teorii
grawitacji temperatura czarnej dziury jest réwna 0,
poniewaz czarna dziura pochlania wszystko, ale nic nie
emituje. Moze stad wynikaé, ze k nie moze fizycznie
reprezentowaé temperatury. Jednakze w 1974 roku

S. Hawking odkryl, ze kwantowa kreacja par czastek
wirtualnych powoduje emisje z czarnej dziury
czastek o widmie ciala doskonale czarnego. Zgodnie

z fizyka kwantowa i zasada nieoznaczonosci, w prézni
moga spontanicznie pojawiac¢ si¢ na chwile pary
czastek: czastka i antyczastka. Poniewaz energia

nie moze powstawaé z niczego, jedna czastka z tej
pary musi mie¢ energie dodatnia, a druga ujemng.
Przypuéémy, ze taka para, np. elektron—pozyton,
powstata w poblizu horyzontu czarnej dziury, a jedna
z tych czastek, o ujemnej energii, dostala sie¢ pod
horyzont. Stad juz nie moze sie wydostac, a wiec

nie moze nastapi¢ anihilacja jej z antyczastka.

Na zewnatrz czarnej dziury zostaje wiec czastka
pozostala z wygenerowanej spontanicznie pary,

i jest to czastka rzeczywista, o dodatniej energii.
Zatem czarna dziura promieniuje. Widmo tego
promieniowania jest widmem ciala doskonale czarnego
o temperaturze T = %/ﬁ. Zatem k, a dokladnie k/27
fizycznie reprezentuje temperature termodynamiczna
czarnej dziury!

Pozostaje pytanie, czy istnieje fizyczny zwiazek
miedzy S i %A (stata proporcjonalnosci o« = 1/27
wynika z rozwazan na temat temperatury i grawitacji
powierzchniowej). A dokladniej: czy iA fizycznie
reprezentuje entropie czarnej dziury?

Zgodnie z IT prawem termodynamiki catkowita
entropia Wszechswiata nigdy nie maleje. Jednak gdy
mamy do czynienia z czarna dziura, mozemy chcie¢ sie
ograniczy¢ tylko do materii na zewnatrz horyzontu,

o tym, co dzieje si¢ wewnatrz, nic nie wiemy, poza
tym wszystko jest ,zjadane” przez osobliwosé

w $rodku czarnej dziury. Latwo jednak sprawic,

zeby entropia materii na zewnatrz czarnej dziury
malala, np. wrzucajac czesé materii do czarnej dziury.
Z drugiej strony ,twierdzenie o powierzchni” méwi, ze
powierzchnia horyzontu A nigdy nie maleje. Jednak
w zwiazku ze wspomnianym juz promieniowaniem
Hawkinga, gdy czarna dziura emituje powstale

w wyniku spontanicznej kreacji czastki, niosace
pewna energie, i absorbuje czastki o energii ujemnej,
jej calkowita energia maleje, az do catkowitego
Swyparowania”, powodujac zmniejszenie si¢
powierzchni do zera. Zatem w obecno$ci czarnej dziury
i ze wzgledu na efekty kwantowe, zaréwno II prawo
termodynamiki, jak i ,twierdzenie o powierzchni” sa
tamane.

Jednak w procesach, w ktérych AS < 0 w zwiazku
ze spadaniem materii na czarna dziure, powierzchnia
czarnej dziury zwigksza sie: AA > 0. I analogicznie,
w procesach ,parowania”, gdy AA < 0, entropia
materii na zewnatrz czarnej dziury rosnie: AS > 0,
w zwiazku z emisja promieniowania. Mozna wiec
zdefiniowaé wogdlniong entropie:

, 1
= —A.
S S+4

Widzimy, ze zmniejszaniu si¢ S towarzyszy wzrost A,
a zmniejszaniu sie A wzrost S. Sugeruje to, ze

w dowolnym procesie fizycznym musi obowiazywaé
uogdlnione prawo: AS’ > 0. Prawo to ma bardzo
naturalna i prosta interpretacje. Jest to nic innego
niz zwykte IT prawo termodynamiki zastosowane

do uktadu zawierajacego czarna dziure, przyjawszy,
ze entropia czarnej dziury jest réwna iA.

Zatem analogia miedzy prawami termodynamiki

a prawami fizyki czarnych dziur przestaje by¢é

po prostu analogia. Prawa fizyki czarnych dziur
sa niczym wiecej jak prawami termodynamiki
zastosowanymi do uktadu materia i czarna dziura.
Niejasny pozostaje tylko fizyczny mechanizm tego,
7€ iA jest entropia czarnej dziury. Oczekuje sig,
ze zostanie to wyjadnione przez kwantows teorie
grawitacji.

Rozwigzanie zadania M 1031.
Niech S bedzie obrotem o 45° w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazowek zegara.

Ppya J ISR Poris  Porea

(21k) i i(%k)

Py Pojra Pojyy Poy, Pojra Pojeya Py,

Wykazemy, ze

(*) P Paerny = V2 - S(PiPry1)-

Mamy P, = (1, 1), wiec wzér (x) zgadza si¢ dla k = 0.
Rozwazmy przypadek ap1 = 1. Wéwczas azpy1) = 1.
Rysunek obok uzasadnia krok indukcyjny w tym
przypadku. Przypadek a1 = —1 jest symetryczny.

Z réwnosci (k) otrzymujemy

PiorProhrny =16-S0So0...0S(PyPri1) =16 P, Pry; -

8 razy



Pochodna motywacji osiaggniec¢

Interesuja Cie bardziej praktyczne zastosowania
matematyki niz podziwianie pigkna i kunsztu

dowodu Wielkiego Twierdzenia Fermata? Jedli tak,
wyglada na to, ze powinnas$/powinienes wybrac
studia psychologiczne. Jeszcze chyba nigdy rézne
dziedziny nauk nie przenikaly sie tak mocno.
Psychologowie musza znaé tajniki statystyki,
ekonomisci (dziedzina tradycyjnie zdominowana

przez metody matematyczne) zaglebiaja sie w prace
psychologéow Amosa Tversky’ego i Daniela Kahnemana
(tylko ten ostatni zyl na tyle dlugo, by méc

w ubieglym roku odebraé¢ Nagrode Nobla z ekonomii).
Prowadzi sie coraz wiecej badan interdyscyplinarnych.
Ponizej przedstawiam teoretyczny model Atkinsona
(1964), ktory zajmowal sie badaniem potrzeby
osiagnieé, oraz jego empiryczna weryfikacje, ktora
przeprowadzil wraz z Litwinem (1960).

Jak pokazuja daty obu prac, mamy tu do czynienia z przypadkiem,
kiedy obserwacje empiryczne poprzedzaja modelowe uogdlnienia.

Jednakze bardzo plodne moze okazac si¢ rowniez podejscie
odwrotne: model teoretyczny i weryfikacja empiryczna tego modelu.

Model wydaje sie bardzo prosty, ale plynace zen
wnioski, jak sadze, moga zadziwié¢ niejednego
naukowca.

Mimo ze wyniki naszego dzialania silnie zaleza

od nas samych (zaangazowania, wytrwalosci,
pracowitosci, uporu, koncentracji itp.), jednakze
czesto s tez obarczone pewng doza niepewnosci.
Oznaczmy wiec symbolem Pg prawdopodobienstwo
sukeesu w pewnym zadaniu (przy zalozeniu, ze

sami dotozyliSmy wszelkich staran, aby sukces ten
rzeczywiscie nastapil). Tak wiec zadanie, dla ktérego
Ps wynosi np. 0,8, mozemy okresli¢ jako dos¢ tatwe;
jesli Ps = 0,2 — mamy do czynienia z zadaniem dos¢
trudnym, a Pg = 0,5 oznacza zadanie o Srednim
poziomie trudnosci. Jesli odniesiemy sukces, jego miare
wyrazi¢ mozemy wielkoscia 1 — Ps (im mniejsze
jego prawdopodobiefistwo, tym wigkszy sukces), jesli
za$ doznamy porazki, jej miarg jest wielkos¢ —Pg
(im bardziej prawdopodobny sukces, tym bardziej
dotkliwa porazka).

Jest to zalozenie modelu, jednakze trzeba zdaé sobie sprawe, ze
by¢ moze powinni§my mierzyé wielko$é sukcesu funkcjg nieliniowa
wzgledem prawdopodobiefistwa sukcesu.

Jakie zadania i wyzwania wybieramy? Innymi stowy,
jakie wybieramy Pg? Takie pytanie postawil sobie
Atkinson i przyjal, ze nasze zachowanie zalezy

w takich sytuacjach od nastepujacych czynnikéw:

e motyw osiagniecia sukcesu (Mg), tj. jak bardzo
zalezy nam na sukcesie,

e motyw unikania porazki (Mp), tj. jak bardzo boimy
sie niepowodzenia,

o wielko$¢é sukcesu (1 — Pg),
e wielkos$¢ niepowodzenia (—Ps).

Teraz mozemy okresli¢ subiektywnie odczuwana
wielko$¢é sukcesu jako Mg(1 — Ps) oraz subiektywnie
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odczuwang wielkos¢ porazki jako —Mp Ps. Rezultat
naszego dziatania R mozemy wiec postrzegac jako
dyskretna zmienna losowa o nastepujacym rozkladzie
prawdopodobienstwa:

R_ { Mg(1 — Pg) z prawdopodobiefistwem Pg

—MpPg z prawdopodobienstwem 1 — Pg.

Wartosé oczekiwana powyzszej zmiennej losowej, ktora
mozemy interpretowaé jako cheé¢ do dzialania, wynosi
wiec:
ER = PsMg(1 —Ps)+ (1 — Ps)(—MpPs) =

= Pg(1 — Ps)(Mg — Mp).
7 powyzszego wyrazenia mozna bezposrednio
wyciagnaé ciekawe wnioski, jednakze potrzebujemy
jeszcze dodatkowego, cho¢ dosé rozsadnego zalozenia,
ze w naszym zachowaniu staramy sie maksymalizowaé
warto$¢ oczekiwana rezultatu dzialania.
Wiele badan z psychologii ekonomicznej pokazuje, ze
w analogicznych sytuacjach zwigzanych z niepewnoscig ludzie wcale
nie zachowuja si¢ tak racjonalnie. Aby modele lepiej pasowaly
do rzeczywistosci stosowane bywaja operacje takie jak wazenie
prawdopodobienstw. Z tego tez powodu np. funkcja uzytecznosci
von Neumana—Morgensterna, dotyczaca wyboru w warunkach
niepewnosci, jest uznawana za normatywna, a lepiej przyblizaja
rzeczywisto$é modele takie, jak teoria perspektywy Kahnemana

i Tversky’ego czy teoria oczekiwanej uzytecznodci zaleznej od
pozycji (rank-dependent expected utility) Quiggina.

Co ciekawe, cheé do dzialania (dodatnia) bedzie
przejawiana tylko u osob, u ktérych silniejszy jest
motyw osiggania sukcesu niz motyw unikania porazki
(Mg — Mp). Dlatego tez na razie zajmijmy sie¢ tylko
tymi osobami, u ktorych Mg > Mp.

Teraz mozemy przejé¢ do odpowiedzi na zasadnicze
pytanie, ktére postawil sobie Atkinson: jak trudne
zadania wybieramy? Wartos¢ oczekiwana rezultatu
dzialania ER, pomijajac parametry zwigzane
z konkretna osobowoscig czlowieka, jest funkcja
tylko jednej zmiennej — prawdopodobienstwa
sukcesu Ps. A zatem odszukamy maksimum cigglej
i rézniczkowalnej funkcji ER(Pg) z dziedzina
Ps = [0,1], znajdujac punkt zerowy pochodnej
wzgledem Pgs. Nie jest to zadanie trudne; z wlasnosci
pochodnej wiemy, ze

(ER)" = (1 - 2Ps)(Ms — Mp),
a zatem (ER) = 0 gdy Ps = 0,5. Nie trzeba
nikogo przekonywaé, ze parabola ER(Ps) ma
maksimum, a nie minimum czy punkt przegiecia:
(ER)" = —2(Ms — Mp), zatem funkcja ER ma
w punkcie Pg = 0,5 maksimum (lokalne, jak réwniez,
w tym przypadku, globalne). Wniosek Atkinsona,
nieco zaskakujacy, brzmi wiec nastepujaco: osoba,
u ktérej silniejszy jest motyw osiggania sukcesu
niz motyw unikania porazki, bedzie wybierala
zadania o $rednim poziomie trudnosci (Ps = 0,5).

Wréémy teraz do osob, u ktérych silniejszy jest
motyw unikania porazki niz motyw osiggania sukcesu

(MS < Mp).



W tym przypadku funkcja ER(Ps) jest ,usmiechniety”
parabola, a Scislej — jej fragmentem w dziedzinie

Ps =[0,1]. ER(Ps) osiaga wiec maksimum (réwne

0) na krancach dziedziny, czyli dla Pél) = 0 oraz

Pg) = 1. Wniosek: osoba, u ktérej silniejszy jest
motyw unikania porazki niz motyw osiagania
sukcesu bedzie wybierata zadania o skrajnych
poziomach trudnosci: albo bardzo tatwe, albo
bardzo trudne.

Badania empiryczne (np. Atkinsona i Litwina (1964))
potwierdzaja przewidywania modelu. Badani studenci
mieli mozliwos¢ wykonania dziesieciu rzutéw obrecza

z dowolnie wybranej odlegtosci od palika. Wszyscy
studenci obserwowali nawzajem swoje wyniki, co miato
wzbudzaé¢ motyw osiagniecia. Motywacje osiagniec¢

u kazdej osoby mierzono za pomoca specjalnie
skonstruowanych testéw. Wyniki pokazaty, ze osoby

o wysokiej potrzebie osiagnieé i o matej obawie przed
niepowodzeniem zwykle wykonywaly rzuty

z umiarkowanej odleglosci, a osoby o niskiej potrzebie
osiggnieé¢ i o wysokiej obawie przed niepowodzeniem
robily to znacznie rzadziej.

Mnie osobiécie urzeka w tym modelu jego prostota,
polaczona z ciekawa interpretacja i nieoczywistymi
wynikami. Ale czy wszystkie zalozenia modelu
Atkinsona, dyskutowane krotko w przypisach, sa
poprawne? Czy stanowia akceptowalne przyblizenie
rzeczywistosci, czy tez kryje si¢ w nich powazny blad?
Czy model odnosi sie¢ do wszystkich sfer zycia, a nie
tylko rzutéw z dowolnej odlegltosci? Pozostawiam

te kwestie do rozwazenia Czytelnikom.
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Redaguje Ewa CZUCHRY

F 599. Strumien wody w fontannie podnosi sie na wysoko$¢ H nad koncem

rury doprowadzajacej wode. Do tej rury podlaczono dodatkows pionows rurke

o takiej samej $rednicy i o wysokosci h < H (rysunek obok). Jak nalezy zmienié

moc pompy, jesli chcemy, zeby po podlaczeniu dodatkowej rurki poziom,
hI na ktéry podniesie sie woda, byl taki sam?
Rozwiazanie na str. 13

F 600. Kamien o masie m jest utrzymywany w powietrzu za pomoca
n strumieni wody, wychodzacych pionowo z otworu o przekroju S. Predko$é

wody wychodzacej z otworu wynosi v. Dochodzac do kamienia, woda rozlatuje
sie poziomo. Na jakiej wysokosci nad otworem znajduje si¢ kamien?

Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Mikotaj ROTKIEWICZ

M 1030. Ciag (a,) okreslony jest rekurencyjnie:
a1 = a2 = a3 = 1,
Gpt1 = Gp—1 +an—s dlan > 3.
Niech m € N. Wykazad, ze dla nieskonczenie wielu
n € N mamy m | a,.
Rozwiazanie na str. 13

M 1031. Definiujemy ciag (a,) nastepujaco:

agn = ap oOraz dasp+1 = (—1)™.
Z6tw porusza sie po uktadzie wspolrzednych.
Na samym poczatku znajduje si¢ w punkcie
Py = (0,0), skad udaje si¢ do punktu P; = (1,0). Po
dotarciu do punktu P; skreca w lewo o 90°, jesli a; = 1
lub skreca w prawo o 90°, jesli a; = —1. Nastepnie
idzie naprzdd jedna jednostke. Znajduje sie wtedy
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w punkcie P;y;. Wykazad, ze
Piop Prgps1) = 16 - PpPrt1.

Rozwiazanie na str. 3

M 1032. Ciag (ay), n > 0 zdefiniowany jest
nastepujaco:

_ Janp  gdy2|n, _q
an—{_an_l ody 2fn, oraz ag = 1.

Udowodnié, ze zaden segment ciagu (a,) nie powtarza
sie trzy razy z rzedu, tj. nie istnieja k> —1, T > 1,
takie ze
(a,kJrl, ceey akJrT) = (ak+T+1, ey ak+2T) =

= (Qk42T41,- - - Qky3T) -
Rozwiazanie na str. 16



Byé¢ albo nie by¢ altruistg
Jacek MIEKISZ

J.B.S. Haldane, angielski genetyk z pierwszej

potowy XX wieku, rozprawial pewnego dnia w pubie
o problemie istnienia zachowan altruistycznych.
Teoria ewolucji Darwina uczy nas, ze kazdy musi
dbac o swoje interesy, w przeciwnym razie nasza
linia potomna, dziedziczaca nasze zachowanie
nieprzystosowane do otaczajacych nas warunkéw,
zostanie zmieciona przez dobér naturalny.

W jaki sposéb altruistyczne zachowanie moze by¢
egoistyczne w sensie darwinowskim? — rozmy$lat
Haldane. Nagle zerwatl si¢ znad stolu pokrytego
serwetkami pelnymi obliczen i wykrzyknal , Po$wiece
swoje zycie dla dwoch braci albo o$miu kuzynow”.
Aby zrozumieé¢ rozumowanie Haldane’a, musimy
przejé¢ przyspieszony kurs genetyki. Kazda nasza
komérka (oprécz rozrodezych) zawiera 23 pary
chromosoméw, na ktérych sa rozmieszczone geny

— nasz plan na przysztoé¢. W procesie mejozy
powstaja komorki rozrodcze majace tylko po jednym
chromosomie z kazdej pary, czyli tylko potowe
materialu genetycznego. Kazdy z nas w momencie
poczecia, przy zlaczeniu sie komoérek rozrodcezych,
otrzymuje potowe genéw od matki i potowe od

ojca. Twdj brat dzieli wiec $rednio z Toba potowe
twoich gendw, a wiec mozna powiedzieé, ze jest on
potowa Ciebie. Trzech Twoich braci to pod wzgledem
genetycznym poéltora Ciebie, a wiec z punktu widzenia
egoistycznych genéow warto oddac swoje zycie dla
trzech braci (w przypadku dwdch braci nasze zycie

i ich taczne zycia sa jednakowo warte). Opisane
powyzej rozwazania stanowig istote tak zwanego
doboru krewniaczego (z ang. kin selection), teorii
rozwinietej przez biologa angielskiego Hamiltona

w latach szesédziesiatych poprzedniego wieku.
Zastosujmy ja do mréwek. Organizmy, ktorych
komérki zawieraja pary chromosomoéw, nazywamy
diploidalnymi, a te, ktérych komorki zawieraja
pojedyncze chromosomy, haploidalnymi. Mréowki

sa haplodiploidalne. Osobniki zenskie rozwijaja sie

z zaplodnionych jajeczek, sa diploidalne; osobniki
meskie natomiast rozwijaja sie z niezaptodnionych
jajeczek, a wiec sa haploidalne, dostaja chromosomy
tylko od matki. Wnikliwy czytelnik, majacy pod
reka serwetke, dojdzie natychmiast do nastepujacych
wnioskow. Siostra mrowka nie po$wiecitaby swojego
zycia, nawet gdyby mogta uratowaé trzech braci.
Natomiast trzy siostry poszlyby w ogien, niosac pomoc
czterem swoim siostrzyczkom (tak jak w przypadku
dwdch braci jest to przypadek graniczny).

Wyjdzmy jednak z knajpki i udajmy sie na tono
natury — tam, gdzie tocza si¢ rzeczywiste walki
biologiczne, gdzie jedne gatunki czy zachowania
wypierajg inne. Pracownice mréwki, pomagajace
krolowej w opiekowaniu si¢ dzieémi, sa trzy razy
bardziej spokrewnione z siostrami niz z bra¢mi,
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dylemat wieznia

powinny wiec trzy razy lepiej opiekowac sie

swoimi siostrami (to znaczy karmié je) niz braémi.

I rzeczywisScie, biolodzy zaobserwowali, ze stosunek
ciezaru ciala mrowek rodzaju zenskiego do mréwek
rodzaju meskiego jest w gniazdach bardzo bliski 3:1.
Natomiast gdy pracownice nie sg spokrewnione

ze swoimi podopiecznymi, to wtedy stosunek ten jest
réwny 1:1.

Ale dlaczego zachowujemy sie altruistycznie

w stosunku do niespokrewnionych z nami oséb?
Ujmijmy ten problem na gruncie teorii gier.
Przeniedmy sie z krélestwa genetyki do socjobiologii.
Wyobrazmy sobie, ze dwaj podejrzani o ciezkie
przestepstwo sa przestuchiwani przez policje. Kazdemu
z nich powiedziano, ze jesli przyzna sie do winy,
pograzajac w ten sposob swego kompana, ktéry sie nie
przyzna, to moze sie spodziewaé¢ wyroku mniejszego

o 5 lat. Jezeli obydwaj nie beda wobec siebie lojalni,
to odsiedza w wiezieniu o 1 rok mniej; natomiast
jezeli obaj pdjda w zaparte, to z braku bezposrednich
dowodéw obciazajacych moga liczy¢ na 3 lata mniej
odsiadki. Kazdy z nich zadaje sobie pytanie: co robi¢?
Ma do wyboru dwie strategie: nie obcigza¢ kompana,
nazwijmy ja Kooperacja (K) lub wspélpracowaé

z policja, czyli Zdrada (Z). Wyplatami naszych
graczy s lata, ktore beda im darowane. Wyptata
gracza zalezy od jego strategii i od strategii oponenta.
Wyplaty mozemy wigc zapisa¢ w postaci macierzy U,
ktérej element u;; jest wyplata gracza pierwszego
(wierszowego) grajacego strategia i, podczas gdy
gracz drugi (kolumnowy) gra strategia j. W naszym
przypadku wyglada to tak:

U =K
7
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Gra jest symetryczna, co oznacza, ze wyplaty gracza
drugiego dane sa przez macierz transponowana do U.
Macierz wyplat jest znana kazdemu z graczy. Gra jest
rozgrywana w ten sposob, ze gracze jednoczesnie
oglaszaja swoje strategie i dostaja odpowiednie
wyplaty. Zauwazmy, ze niezaleznie od tego, co zrobi
gracz kolumnowy, najlepsza odpowiedzia gracza
wierszowego, czyli dajaca mu najwicksza wyplate,
jest Zdrada. Mowimy, ze strategia Kooperacja jest
zdominowana i w zwiazku z tym nie ma powodu, by
nia grac.

Jest rok 1950. John Nash, doktorant z matematyki

na Uniwersytecie Princeton, opracowuje swoja
koncepcje réwnowagi — para strategii (strategia
gracza pierwszego, strategia gracza drugiego) stanowi
rownowage Nasha, jesli kazda z nich jest najlepsza
odpowiedzia na druga; innymi stowy, zadnemu

7 graczy nie oplaca sie jednostronnie zrezygnowaé

z gry w rownowadze, bo na pewno nic na tym nie
zyska, a by¢ moze straci. Oczywiste jest, ze para (Z,72)



stanowi réwnowage Nasha. W tym samym roku
przeprowadzono eksperyment, w ktérym dwoch
graczy zagralo ze soba w dylemat wieznia 100 razy

z rzedu. Okazalo sie, ze zgodna kooperacja wystapilta
az 60 razy, a obustronna zdrada tylko 14 razy.

Powyzsze wyniki pokazano Nashowi. Nie zgodzit sie
on jednak z sugestia, ze eksperyment ten jest testem
jego koncepcji rownowagi. Nie mozna interpretowac
go, méwil, jako ciagu niezaleznych gier, lecz raczej
jako jedna gre z wieloma ruchami. Rozwazmy wiec
taka wielka gre, zwana gra iterowana, i znajdzmy

jej rownowagi Nasha. Zauwazmy przede wszystkim,
ze w grze iterowanej mamy do dyspozycji bardzo
wiele strategii. Strategia jest przepis méwiacy nam,
co mamy zrobi¢ w kazdym kroku (kooperowaé czy
zdradzi¢) w zaleznosci od tego, co zrobil oponent

w poprzednich krokach. W poszukiwaniu réwnowag
pomocna bedzie technika zwana ,indukcja wsteczna”,
czyli cofanie sie w czasie. W ostatnim, setnym

kroku, gracze moga pomysle¢ nastepujaco. Nasz
wybér w ostatnim kroku nie ma zadnego wplywu

na zachowanie si¢ naszego przeciwnika w przyszlosci
(bo jej po prostu nie ma) i wobec tego zdradzimy,

co jest racjonalnym zachowaniem sie w pojedynczej
grze. Tak samo mysli nasz przeciwnik i obydwaj
wybieramy Z. Wiemy juz, co sie zdarzy w setnej
rundzie, przejdZzmy wiec do rundy 99. Analogiczne
rozumowanie doprowadza nas do zdrady. Indukcja
wsteczna wymusza na nas zdrade w kazdym kroku

az do rundy pierwszej. Wynika z tego jasno, ze
jedyna rownowaga iterowanej gry dylemat wigznia
jest zdrada w kazdym kroku. Wyglada wiec na to, ze
jedyna szansa na kooperacje jest brak ostatniej rundy.
Zalézmy, ze gra bedzie sie toczy¢ w nieskonczonoscé.
Aby uniknaé nieskonczonych wyptat, wprowadzmy
ich dyskontowanie. Jest rzecza oczywista, ze zlotowka
dzisiejsza nie jest réwna zlotdwce jutrzejszej;

na przyktad za 4 zlote jutrzejsze nie kupimy dzisiaj
Delty. Praktycy finansowi méwia, ze 1 ztotéwka
dzisiaj jest réwna 1 + r jutro, gdzie r jest jednodniowa
stopa procentowa, czyli inaczej — ztotowka jutrzejsza
jest warta dzisiaj d, gdzie 6 = 1/(1 4 r) nazywamy
dyskontem. Wynika z tego, ze jesli bedziemy zarabiaé
zlotowke codziennie az do nieskonczonosci, to wartosé
obecna naszego strumienia pieniedzy bedzie wynosi¢

14+0+82+68+...=1/(1-9)

po zsumowaniu nieskoniczonego szeregu
geometrycznego o ilorazie §. Ale dosy¢ tej matematyki
finansowej, wracajmy do teorii gier. Przyjrzyjmy sie
nastepujacej strategii — zaczynamy od kooperacji

i kooperujemy dopéty, dopdki przeciwnik nas nie
zdradzi, a jesli to nastapi, to my zdradza¢ bedziemy
juz zawsze. Udowodnimy, ze strategia ta, nazwijmy ja
Zemsta do Konca (ZdK), jest rownowaga Nasha, jesli
tylko § jest odpowiednio bliska jednosci.

Twierdzenie. (ZdK,ZdK) jest réwnowagqe Nasha,
jesli & > 3/5.

Dowéd. Wystarczy udowodnié, ze ZdK jest najlepsza
odpowiedzia na ZdK. Zalézmy, ze nasz przeciwnik gra
ZdK. Nasza wyplata z gry ZdK jest réwna 3/(1 — 9).
Jezeli jednak w ktérym$ momencie zdradzimy

i zainkasujemy 5, to od nastepnego momentu
przeciwnik nasz bedzie zawsze zdradzal i w zwiazku

7z tym mozemy juz tylko dostaé 1/(1 — ¢). Jezeli
3/(1=96)>25+1/(1—9), czyli § > 3/5, to ZdK jest
najlepsza odpowiedzia na ZdK, a wiec (ZdK, ZdK)
jest rownowaga Nasha.

Oczywiscie (Zawsze Zdradzaj, Zawsze Zdradzaj) jest
réwniez réwnowaga Nasha. Jest jeszcze jedna bardzo
ciekawa strategia — Wet za Wet. Rozpoczynamy od
wspoélpracy, a nastepnie powtarzamy ruch przeciwnika
z poprzedniej rundy, a wiec mécimy sie¢, gdy zdradzit

i nagradzamy go, gdy kooperowal. Poprosimy teraz
ciekawskiego Czytelnika, aby obliczyl, dla jakich §
(Wet za Wet, Wet za Wet) jest réwnowaga Nasha.
Mamy wigc kilka réwnowag Nasha. Pojawia sie
klasyczny problem wyboru réwnowagi Nasha.

W 1980 roku Robert Axelrod, profesor nauk
politycznych na Uniwersytecie w Michigan (posiadacz
licencjatu z matematyki), przeprowadzil nastepujacy
eksperyment. Poprosil teoriogrowcéw, psychologéw,
socjologéw i ekonomistow o przestanie swoich
strategii dla nieskonczenie-iterowanego dylematu
wieznia. Strategie te braly udzial w turnieju,
rozgrywajac kazda z kazda 200 rund dylematu
wieznia (bez dyskontowania). Dla kazdej ze strategii
komputer obliczal uéredniona po wszystkich
spotkaniach sume wyptat. Okazalo sie, ze najlepsza
byla strategia Wet za Wet zaproponowana przez
Anatola Rapoporta, ktéra zdobyla 504 punkty

na 1000 mozliwych. W nastepnym etapie strategie
reprodukowaly sie z liczba potomkéw proporcjonalng
do uzyskanego wyniku. Wzrastal wiec procentowy
udzial strategii z wigkszymi wyplatami — dobér
naturalny Darwina w akcji. Po czym znowu kazda

ze strategii grata z kazda inna i znowu nastepna
generacja byta wynikiem doboru naturalnego. Po wielu
generacjach Wet za Wet okazal sie strategia najczesciej
wystepujaca w populacji. Innymi stowy, Wet za Wet
zachowywal sie prawie jak punkt stabilny opisanego
powyzej uktadu dynamicznego. Nie jest on jednak
punktem asympotycznie stabilnym, ani, jakby to
powiedzieli biolodzy, strategia ewolucyjnie stabilna.
Po pierwsze, jezeli do populacji wet-za-wetowcow
dodamy troche wiecznych kooperantéw, to moga oni
wiecznie z nimi wspolistnie¢. Nie wiemy tez, czy nie
istnieje jakas wymy$lna strategia, ktéra nie bytaby
lepsza od Wetu za Wet. Trwaja nadal poszukiwania
prostego, ale jednoczesnie realistycznego modelu
dynamicznego, w ktérego asymptotycznie stabilnych
réwnowagach obecne beda zachowania altruistyczne.

Analiza matematyczna ukltadéw dynamicznych,
ktorych stabilnymi punktami sa rownowagi Nasha,
zajmuje si¢ teoria gier ewolucyjnych, o ktérej
postaramy si¢ napisa¢ stéw kilka w przysztosci.



Maia delld

Kolorowanie splotow

— Tato, kup mi na urodziny 15-godzinny zegar — o$wiadczyt Pawel.
Widzac nasze zdziwione miny, dodal: — Wtedy lekcja w szkole bedzie
naprawde trwalta godzine.

— To nie byloby najgorzej, gdyby godziny dzienne byly krétsze od
nocnych — podchwycit Tomek, ktéry sypia tylko 5-6 godzin z powodu
nadmiaru prac domowych zadawanych w liceum, ktore zaczatl w tym
roku. Pawelek jednak nie to mial na mysli, bo wyjasnil: 03
— W szkole rozpatrywalismy zegary, zaczeliSmy od 3-godzinnego, 2@ .
potem rysowaliSmy wielka tabelke zegara 11-godzinnego, a nastepnie
rozpatrywalidmy zegar abstrakcyjny o n-godzinach, ktéry nazwalismy Z,,.
— Ja wiem — przerwal Tomek — gdy wskazdéwka wykona obrot

(po m godzinach), to wraca do wyjsciowej pozycji, czyli n =0 w Z,, — to
tak, jakby$my brali reszte z dzielenia przez n — dodal.

— Wilasnie tak — potwierdzil Pawelek. — Czy to nie $émieszne, ze 2+2 =10
w Z4?

Tutaj wtracitem, ze Z, nazywa sie grupa cykliczna o n elementach, zegar
jest tylko ilustracja, a Z nie pochodzi od zegara, ale od niemieckiego
stowa Zahl, ktére znaczy Liczba. . .

Pawelek przerwal mi.

— Wiemy, wiemy, to nudne i tatwe, a niemieckiego nie znamy, lepiej
powiedz, Tata, czy tej grupy zegara mozna uzyé¢ do weztow i splotéw?
Nie datem dlugo na siebie czekaé.

— Czy wiecie, ze 3-kolorowanie diagramu splotu, ktére dyskutowalismy

w zeszlym roku, ma zwiazek z zegarem 3-godzinnym?

— 3 kolory, 3 godziny, co§ w tym musi byé¢ — zamyslil sic Tomek. — Ale jak
dodawac kolory? — dodat.

— Pewnie z6tty i niebieski dadza zielony, ale jak odejmowaé kolory? —
szybko wtracil Pawet.

Nie dajac sie sprowokowaé, powiedziatem do Tomka:

— Czy pamietasz, jak definiowalismy 3-kolorowanie splotéow? Uzyj zamiast
koloréw (czerwony, zielony, niebieski) liczb 0,1,2, jak w zegarze Zs.
Tomek przypominal sobie.

— Rysujemy wezet ptasko, zaznaczajac w punktach przecigcia, ktora linia
idzie géra, a ktora dotem.

— Zgadza si¢ — potwiedzitem. — To nazywamy diagramem wezta czy
splotu.

— Potem — ciggnal Tomek — malujemy diagram trzema kolorami, w ten
sposob, ze zmiana koloru moze nastapié¢ tylko, gdy przerywamy linie
(przed tunelem), ponadto w kazdym skrzyzowaniu musimy mieé kolory
zgodnie z jakas regula, ale nie pamietam jej — dokonczyt.

— Reguta jest taka, ze w kazdym skrzyzowaniu uzywamy trzech réznych
koloréw lub tylko jednego koloru.

8



Mamy wiec nastepujace mozliwosci.

X XXX
NNV EENGZ
AN AN A

— Czy widzicie jaka$ regute? — dokonczytem. Nikt sie nie odezwal.

— Dodajcie trzy liczby ze skrzyzowania — podpowiedziatem.

— Zawsze zero na zegarze — ucieszyl sie Pawel — oto nasza regutal

— Sprawdzmy lepiej niedopuszczone 3-kolorowania — studzil zapal Tomek.

N N N N BN EENZ

AN AN AN AN AN A

— Wychodzi zawsze 1 lub 2, nigdy 0 — Tomek byl przekonany. Mamy

wiec nastepujaca zasade — podsumowalem — dopuszczamy tylko takie
3-kolorowania, ktore w kazdym skrzyzowaniu dodaja si¢ do 0 w Z3.

— To jaka regute znajdziemy dla dowolnego Z,,7 Czy tez suma koloréw
ma sie rownaé zeru? — zaciekawit sie Pawelek.

— To niemozliwe — zauwazyl Tomek. — Kolorowanie petli tym samym
kolorem, powiedzmy 1, datoby 1+ 1+ 1 =0, co zachodzi tylko w Zs.

— Swietna obserwacja — pochwalitem. — Nasza formuta bedzie miala forme

2a=b+cw Z,.
— A co z Z37 — zapytal Pawelek. — Czy zmieniliémy reguly gry?
— Paweltku, w Z3, 2a = —a, czyli réwnosé 2a = b + ¢ daje to samo

co—a=b+cidaleja+b+c=0.

— Sprytnie — powiedzial Pawetek.

— Ale co wlasciwie bedziemy sprawdzaé? — Tomek mial watpliwosci.

— Kolorowania moga chyba by¢ rézne dla réoznych diagramow tego samego
splotu.

— Tak — zgodzilem si¢ — ale nie zmieni si¢ liczba kolorowan n kolorami,
cho¢ same kolorowania moga sie zmieni¢. Oznaczmy liczbe n-kolorowan
diagramu D przez col,,(D); teraz nasza obserwacje mozemy precyzyjnie
sformutowaé (za amerykanskim matematykiem R. Foxem, 1956):

Liczba n-kolorowan diagramu, col, (D), jest niezmiennikiem splotu, czyli
nie zmienia si¢ przy ruchach Reidemeistera.
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Formalny dowdd zostawmy Czytelnikom, nie jest on trudny, wskazéwka
jest rysunek.

a a a b a
a
2a—b
e~ R
a
a a a b a

o
\
Q
o
o /
o

2c—b

a
e~

a
a 2a — /
2a—2c+b 2a—2c+b

— Poprzednim razem moéwite, Tata, ze do pokazania, iz wezel dsemkowy
nie jest trywialny, potrzeba 5-kolorowania — przypomniat sobie Tomek —
zrobmy to teraz jako ¢wiczenie.

— Tomku, to jest latwiejsze niz analiza Wielkich nadziei Dickensa,

ktora robites cata ostatnia noc — wtracil troche ironicznie Pawetek

i kontynuowat:

— Trywialny wezet ma tylko trywialne kolorowania, bo nie ma
skrzyzowan, a dla wezta 6semkowego zaraz znajdziemy nietrywialne
kolorowanie; oto ono — dodal po chwili bardzo ucieszony swoim sukcesem.

— Chyba nie ma w tym nic zlego, ze uzytem tylko czterech kolorow? —
zaniepokoit sie po chwili.

— To jest dozwolone, dzialale$ przeciez w Zs — uspokoilem go. — Osemka
nie jest trywialna!

Z pomocg Tomka i Pawelka przygotowal Jozef PRZYTYCKI
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* * *
1. Jesli p, q jest para liczb blizniaczych (tzn. sa to liczby pierwsze rézniace
sie 0 2) wiekszych od 3, to suma p + ¢ jest podzielna przez 12.

2. Niech n bedzie liczba naturalna i p — liczba pierwsza wicksza od n + 1.
Wéwezas suma 1 + 2™ + 3™ + ... 4 (p — 1)™ jest podzielna przez p.

3. Niech k bedzie liczbg naturalna nieparzysta. Wéwczas suma 1 4+2+...+n
dzieli sume 1¥ + 2F 4+ ... + nk.

4. Jedli pewien wyraz rosnacego ciagu arytmetycznego liczb naturalnych jest
n-ta potega liczby naturalnej, to ciag ten zawiera nieskonczenie wiele n-tych
poteg liczb naturalnych.

5. Niech m > 2 bedzie liczba naturalng. Czesé caltkowita sumy
1 n 1 T 1
AtET ——
jest réwna 2m — 2.

6. Niech m i n beda liczbami naturalnymi wzglednie pierwszymi. Jesli liczby
a™ i a™ sa wymierne (catkowite), to liczba a jest wymierna (catkowita).

7.33...33<Vv11...11 < 33...34, 66...66 < v44...44 < 66...67 .
n cyfr 2n cyfr n cyfr n cyfr 2n cyfr n cyfr

Nadestal Witold BEDNAREK
* * *

Twierdzenie Gaussa orzeka, ze cyrklem i linijka mozna skonstruowaé n-kat
foremny wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnych catkowitych nieujemnych k i {
n=2%pipy-...op,

gdzie p; sa réznymi liczbami pierwszymi Fermata, to znaczy liczbami pierwszymi

postaci 22 + 1. Wiréd liczb tej postaci liczby pierwsze otrzymuje sie dla

m =20, 1, 2,3, 4, czyli sa to 3, 5, 17, 257, 656537. Dla m = 5 otrzymuje si¢ juz

liczbe zlozona, co pierwszy odkryl Euler. Mamy bowiem

4294967297 = 2% +1 =232 41 =232 4 54.9%8 _ (54,928 _ 1) =

=222 5 — (52 2M L )(5- 2"+ 1)(5-2" - 1) =
=641- (2 — (52" +1)(5-27 — 1)).

Wiéréd liczb Fermata z m wickszym od 5 nie udalo sie, jak dotad, znalezé

liczby pierwszej. Najwigksze m, dla ktérego stwierdzono, ze liczba Fermata

jest zlozona, to 23471, cho¢ nie sprawdzono wszystkich ,po drodze”. Sporo

przyjemnoéci moze przyniesé¢ sprawdzenie, ze dla m = 73 otrzymujemy liczbe

zlozona. Mozna to stwierdzi¢ na sposob Eulera: jednym z czynnikow jest

5-27 +1 (mamy tu 75 zamiast 7, jak u Eulera).

* * *

Liczba n jest pierwiastkiem pierwotnym w systemie dziesiatkowym, jesli jej
odwrotnos¢ ma okres dlugosci n — 1. Na przyktad

1
= =0, (142857),

wiec 7 jest pierwiastkiem pierwotnym. Podobnie pierwiastkami pierwotnymi
sa np. 17, 19, 23, 29, 97, 337, a nie sa np. 2, 3, 5, 11, 13. Do tej pory nie
ma dobrego kryterium rozstrzygania, czy dana liczba n jest pierwiastkiem
pierwotnym, czy nie. Gauss, bedac w szkole, znalazl okresy odwrotnosci
wszystkich liczb do 1000, a wiec do tysiaca pierwiastki pierwotne sg juz od
dwustu lat znane.

M. K.
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Zadania o szklanych kulach

Lev KOURLIANDTCHIK

Szklana kula, zrzucona swobodnie z pewnego pietra n-pietrowego wiezowca,
moze sie¢ sttuc. Zalezy to nie od kuli, lecz od wysokosci. Dysponujemy £ takimi
kulami. Nalezy ustali¢ minimalna liczbe préb, ktére trzeba wykonaé, zrzucajac
kule z pieter tego wiezowca, aby wykry¢ numer najwyzszego pigtra, po zrzuceniu
z ktérego kula nie sttucze sie.

Oznaczmy przez f(n, k) zadana liczbe prob.
Jest oczywiste, ze f(n,1) = n. Sprébujmy znalezé
f(n,2). Oczywiscie zachodza réwnodci:
f,2)=1, f(2,2)=2, f(3,2) =2,
f(4,2)=3, f(5,2)=3, f(6,2)=3.
Zanim przystapimy do poszukiwania ogdlnego wzoru
na f(n,2), postarajmy sie obliczy¢ jakas konkretna jej
warto$é, na przyklad f(100,2).

Pierwsze, co przychodzi do glowy, to

préobowad kolejno testowaé pietra o numerach

10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100. Prowadzi to do
19 préb. Ale czy rzeczywiscie trzeba ich az tyle?

Sprobujmy podejsé do rozwigzania tego zadania
bardziej rozwaznie.

Niech k bedzie najmniejsza liczba niezbednych
rzutéw kul. Jest oczywiste, ze pierwsza probe trzeba
przeprowadzi¢ z pietra o numerze k. Druga zas probe
przeprowadzamy z pietra o numerze k+(k — 1)=2k—1,
trzecia z pietra o numerze k+ (k — 1) + (k —2) =
3k — 3 i tak dalej. Préba o numerze k odbedzie sig
7 pietra o numerze

bt (b—1)+... +1=FEED

2
k(k+1
Zatem w

£(100,2) = 14.

> 100. Stad k£ = 14 i otrzymujemy, ze

Rzuty nalezy przeprowadzaé kolejno z nastepujacych
pieter:
14, 27, 39, 50, 60, 69, 77, 84, 90, 95, 99, 100.
Teraz juz wiadomo, jak rozwiazaé¢ zadanie
w przypadku ogélnym dla dwéch kul.
Niech f(n,2) = k. Wtedy
kE(k+1) >n

2
Stad
Vé&n+1-1

k>
- 2

Oznaczmy przez x| najmniejsza liczbe catkowita,
ktora jest nie mniejsza niz . Mamy

o= [,

Teraz zajmiemy sie znalezieniem wzoru na f(n, 3).
FLatwo jest znalezé kilka poczatkowych wartosci:

f(1,3)=1, f(2,3) =2, f(3,3) =2, f(4,3) =3,
f(5,3) =3, f(6,3) =3, f(7.3)=3, f(8,3) =4
Spréobujmy obliczy¢ f(100, 3).
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Oznaczmy te liczbe przez k. Jest oczywiste, ze
pierwsza prébe nalezy przeprowadzié z pietra
0 numerze
(k—1)k
2
Druga probe nalezy przeprowadzi¢ z pietra o numerze
(k— 1k (k—2)(k—-1)
ASE A [ A S A
2 LR 2
Trzecia prébe przeprowadzamy z pigtra o numerze
k—1)k k—2)(k—-1 k—3)(k—2
(k=Dk | =2k-1) | (k=3)k-2)
2 2 2
i tak dalej. Prébe o numerze k przeprowadzamy
7 pietra o numerze

k—1)k k—2)(k—-1 1-2
( 2) ( )2( )+1+...+T+1+1:

+ 1.

+ 1.

+1

+1+

%((kz—1)k:—|—(k—2)(k—1)+...+1-2)—|—k::
1
2

- ((kz—1)2+(I<:—1)+(k—2)2+(k—2)+...
...+12+1)+k:
((kl)k6(2k1) . (k;)k) e
(k —1)k(2k — 1)+ 3(k — )k + 12k
k(2k23k1+21+3k3+12)

1
2

12
k(2k* + 10)

12 6

k(k? +5)

A wiec
k(k? +5)
6
Stad k=91 f(100,3) = 9.

< 100.

Oznacza to, ze rzuty nalezy przeprowadzaé kolejno
z nastepujacych pieter:
37,66, 88,100.

Teraz juz wiemy, jak rozwiaza¢ zadanie w przypadku
og6lnym dla trzech kul. Jesli f(n,3) =k, to

2

kE(k* +5) >n

6
Tak, na przyklad, f(2003,3) = 23.
Mam nadzieje, ze Czytelnik juz zrozumial, w jaki
sposob nalezy podchodzié¢ do rozwiazania zadania
w przypadku ogdlnym.

Na koniec proponuje Czytelnikowi, aby samodzielnie
obliczyl (2003, 4).



Graficzne przedstawianie bryl czterowymiarowych

Adam NARKIEWICZ

-]

Rozwigzanie zadania F 599.
Niech povS bedzie masa wody
wychodzgcej w jednostce czasu
z rury przy pre¢dkosci strumienia v
i przekroju S. Wtedy moc pompy
wynosi:
povSv?

2
Po podlaczeniu rurki o wysokoéci h moc
pompy musi by¢ réwna:

Py =

pouSu?
2

gdzie u — predkosé¢ wody wychodzacej

przez koniec dodatkowej rury. Mamy tez:

v = 29H, u? = 2g(H — h).

2gh]
v2 |

P = + pouSgh,

Stad otrzymujemy:
P u

o uw)? "
Py ) v

-]

Rozwigzanie zadania M 1030.
Niech

b, = ap mod m.
Wéwcezas

bp € Ty = {0,1,...,

s ,m — 1}.
Réznych tréjek
(%Y, 2) € Loy X Ly X Loy,
jest tylko skonczenie wiele, wigc réwnosé
(br—2,bk—1,br) = (bi—2,b1—1,b1)
zachodzi dla pewnych k # [. Przedluzajac
definicje ciagu (a,) dla n <0, mamy

apg=a3 —ay =1—1=0.

Woéwcezas
brtt = by

dla dowolnego t € Z, réwniez dla
t ujemnych, bo

bn—2 =bpt1 — bp—1 modm.

Zatem ciag b,, jest okresowy i b,, = by =0
dla nieskonczenie wielu n.

Zalézmy, ze chcemy przedstawié¢ na rysunku czterowymiarowy hiperszeécian.

Na plaszczyznie mamy jednak tylko dwie osie wspétrzednych, musimy wiec
zdefiniowaé¢ dwie kolejne. Niech pierwsza z nich bedzie 0§ z, a druga os w.

Te dwie nowe abstrakcyjne osie to linie proste przecinajace uktad wspoélrzednych
w jego $rodku. Przyjmijmy, Ze oS z przecina osie x oraz y pod katem o, i ay,
odpowiednio. Niech ponadto dla osi w katy przeciecia osi x i y wynosza [, i By.

Aby moc przystapi¢ do naszkicowania obrazu hipersze$cianu, musimy jeszcze
zdefiniowaé tzw. wspolezynnik skrocenia, ktory dla danej osi abstrakcyjnej

jest stosunkiem dlugosci odcinka jednostkowego na tej osi do diugosci odcinka
jednostkowego na osi rzeczywistej. Ustalmy pewne A, i A,, (sa to wsp6lezynniki
skréocenia odpowiednio osi z 1 w). Mozemy teraz przystapi¢ do obliczen.

Kazdemu punktowi czterowymiarowej przestrzeni, P = (z,y, z, w), przypisujemy
punkt P’ = (a/,y), gdzie

=242z -cosa, A, +w-cos Py Ay,

Yy =y+z-cosayA, +w-cosByA,.

W zaleznoéci od wyboru
wspblezynnikéw oy,

ay, B, By As i Ay
uzyskujemy rézne obrazy
hiperszescianu, z ktérych
jeden przedstawiony jest
na rysunku 1.

Warto teraz przyjrzeé
sie¢ uwaznie i dostrzec
wszystkie szesciany
stanowiace $ciany
hiperszescianu

(ile ich jest?).

Zajmijmy sie
teraz bryla bedaca
czterowymiarowym
odpowiednikiem
> czworo$cianu foremnego.
Nalezy on do ciagu figur,
w ktérym kazda kolejna
figura powstaje przez dodanie jednego wierzcholka do poprzedniej, tak by
wszystkie byly w jednakowej odleglosci. Pierwsza figura tego ciagu jest odcinek,
druga trojkat réwnoboczny, a trzecia czworoscian foremny. Rozwazmy czwarta
figure z tego ciagu. Latwo zauwazy¢, ze bedzie to figura czterowymiarowa,
majaca pie¢ wierzchotkow. Szybko uzyskujemy ich wspélrzedne:

A=1(0,0,0,0), B=(1,0,0,0), C=(1/2,v3/2,0,0),
D =(1/2,v/3/6,v/6/3,0), E = (1/2,v/3/6,V/6/12,/10/4).

Rys. 1

Sprobujmy teraz wykonaé rzut tej figury
w dwoch wymiarach. W tym celu znow
musimy zdefiniowaé dwie dodatkowe
osie, nazwijmy je w i z, podobnie

jak w przypadku hipersze$cianu.

Na szczescie teraz mamy do czynienia
tylko z piecioma wierzchotkami
(hiperszescian ma ich 16), dlatego
mozemy je wszystkie przedstawic.
Ustalmy wspoélczynnik skrécenia i katy
pomiedzy osiami. Jeden z mozliwych
wynikoéw przedstawia rysunek 2.

Rys. 2
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Klub 44

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
449 (WT = 1,58) i 450 (WT = 3,00)
z numeru 11/2002

Janusz Olszewski — Suwalki 47,35
Tomasz Wietecha — Tarnéw 44,54
Jerzy Cisto — Wroctaw 41,81

M. Lupiezowiec — Zebrzydowice 35,35

Znéw parada Weteranéw — i to jaka!
Janusz Olszewski i Tomasz Wietecha
konicza sz6sta runde: ,podwdjna norma
weteranska”.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 3/2003
Przypominamy tres¢ zadan:

457. Na plaszczyznie jest dany zbiér zlozony z 2n punktéw (n > 2), ktérych obie wspdlrzedne

sg liczbami calkowitymi z przedzialu (1;n). Dowies$é, ze pewne cztery punkty tego zbioru sa
wierzchotkami réwnolegloboku.
458. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe a, taka ze nieréwnosé
(1—a)sinz+atge >z
jest spelniona dla wszystkich z € (0;7/2).

457. Wezmy pod uwage wszystkie proste poziome, na ktorych lezg jakiekolwiek
punkty zbioru A (rozwazanego zbioru 2n punktéw). Na kazdej takiej proste;
kolorujemy na pomaranczowo ten punkt zbioru A, ktéry jest polozony
najbardziej na lewo; pozostate punkty zbioru A kolorujemy na niebiesko. Jest
wiec co najmniej n punktow niebieskich.

Kazdemu punktowi niebieskiemu przyporzadkujmy jego odleglos¢ od punktu
pomaranczowego lezacego na tej samej prostej poziomej. Wartosciami owych
odleglosci sa liczby calkowite ze zbioru {1,...,n—1}. Istnieja wiec dwa

punkty niebieskie, N1 i No, ktérym zostala przyporzadkowana ta sama liczba.
Punkty Ny i Ny leza na réznych prostych poziomych. Niech P; bedzie punktem
pomaranczowym lezacym na prostej poziomej przechodzacej przez punkt N;

(i =1,2). Czworokat P; N1 NoPs jest niezdegenerowanym réwnoleglobokiem.

458. Dla dowolnej statej a badamy funkcje
falz) =

Obliczamy jej kolejne pochodne (i ich warto$ci w punkcie 0):

falx)

(1 —a)sinz +atga — .

(1 —a)cosz +a(l+tg?z) —1, 11(0)

f(z) = (a —1)sinz + 2a(tgz + tg3 ), o) =
f(z) = (a — 1) cosx + 2a(1 + 4 tg®x + 3 tg* z), f”’(O)* a—1.

Z uzyskanych réwnosci wynika, ze jezeli a < 1/3, to funkcja f, przyjmuje
w prawostronnym otoczeniu punktu 0 wartosci ujemne; rozwazana nier6wnosé
nie jest wiec spelniona.

Niech teraz a = 1/3. Dla z € (0;7/2) zachodza znane nieréwnosci

. 3 3
smx>x—F, tgm>x+?.
Wobec tego
2 . 1 2 a3 1 3

To pokazuje, ze a = 1/3 jest najmniejsza stala o postulowanej wlasnosci.
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Klub 44

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
350 (WT =1,80) i 351 (WT = 3,37)
z numeru 1/2003

Marek Wojcicki — Szczecin 43,87
Andrzej Idzik — Bolestawiec 39,74
Tomasz Wietecha — Tarnéw 35,93
Marian Lupiezowiec — Gliwice 20,09

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 3/2003
Przypominamy tres¢ zadan:

354. Na koncach niewazkiego preta o diugoéci 21 = 2 m zamocowane sa dwa male ciala, kazde

o masie m. Ile wynosi okres malych wahan tego preta wokoét pozycji pionowej, jesli punkt zawieszenia

pokrywa si¢ ze srodkiem preta? Rozwazy¢ dwa przypadki:

a) pole grawitacyjne jest radialne (skierowane do $rodka Ziemi), a jego nat¢zenie ma jednakowa
warto$¢ g w okolicy gérnego i dolnego ciala,

b) pole grawitacyjne jest takie, jakby cala masa Ziemi byta skupiona w jej srodku.

355. Chemik pozostawil w otwartym naczyniu ciekly azot, ktéry powoli parowal. Po pewnym

czasie analiza wykazala, ze w azocie jest domieszka tlenu. W miar¢ ubywania azotu procent tlenu

rést, az ostatnia partia cieczy skladata si¢ wylacznie z cieklego tlenu. Na tej podstawie chemik

wywnioskowal, ze zrealizowane zostalo marzenie alchemikéw — wykryta zostata transmutacja

pierwiastkéw. Czy to prawda? Wyjasnié, co sie stato.

354. Oznaczmy przez € kat odchylenia preta od pionu. Wedlug twierdzenia
cosinuséw odlegloéci kazdej z mas od srodka Ziemi sa rowne
Ry =vVR2?2+12—2Rlcose,

Ry =+v/R2 +12 + 2Rl cose,

gdzie R — odleglos¢ od $rodka Ziemi do Srodka preta. Zgodnie z zalozeniem
matych drgai przyblizymy cose ~ 1 —€2/2 i takie samo przyblizenie (rozwiniecie
z doktadnoécig do wyrazéw typu £2) zastosujemy do pierwiastka:

RIe?
Ri~R—-I1l4+ —F—
! Tom—y
RIe?
= 4+ —7F.
Ry ~ R+ +2(R—|—l)

W przypadku a) zmiana energii potencjalnej jest dana wyrazeniem
AEpot = mg(AR1 + ARQ),
natomiast w przypadku b) nalezy ja wyliczy¢ ze wzoru
GMm GMm
— AR+ ——=ARy,
R T Rt
gdzie G — stala grawitacji, M — masa Ziemi. Nalezy tu podstawié
RIe? Rie?
AR~ —— i ARy~ ——i——
YWom—n ' T TR+
a ponadto uproéci¢ wzory, korzystajac z warunku R > [.
Otrzymujemy w przypadku a) przyrost energii potencjalnej réwny
l2
oo =~ mg§€2,

AEpOt -

a w przypadku b) — trzykrotnie wigckszy.

Energia kinetyczna opisana jest wzorem
Flin = ml2w?

(w — predkosé katowa), a dalej tatwo juz wyznaczy¢ okres drgan

T, =2m E, Ty, = 2w E
g 3g

Zauwazmy, ze T, jest okresem obiegu Ziemi przez satelite na niskiej orbicie.
Wartosci liczbowe wynosza
T, = 5063 s ~ 1 h 24 min,

Ty = 2923 s &~ 49 min.

Ciekawe, ze oba okresy sa niezalezne od dlugo$ci preta, skad mozna
wywnioskowaé, ze taki sam bylby tez np. okres drgan cienkiego preta o masie
jednorodnie rozlozone;j.

355. Temperatura wrzenia cieklego azotu pod ci$nieniem normalnym wynosi
—196°C, a tlenu —183°C, czyli jest o 13°C wyzsza. Dlatego tlen z powietrza
bedzie sie skraplat nad ciektym azotem i ,rozcienczal” go.
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Rozwigzanie zadania F 600.
Sita wywierana na kamien przez jeden
strumien wynosi:

N
gdzie po jest gestoscia wody, v’ jest
predkoscia wody na wysokosci h, a S’
polem przekroju strumienia na tej

wysokosci. Zatem

12 ot
pov =S,

mg = npov'>S’ = npovSv’,

bo z niescidliwoséci wody wynika
v'S" = vS. Ponadto

v =% — 2gh.
Otrzymujemy zatem

mg

1 [ 2
h=— v — .
2g npovsS

L]

Rozwigzanie zadania M 1032.
Przyjmijmy b; = aog + ... + a;. Poniewaz
ap = —an—1 gdy 2{n oraz a; = £1, wiec
(%) bi =+1 gdy 2|7 oraz
*

b; =0 gdy 2ti.
Niech k> — 1 bedzie najmniejsza liczba,
dla ktérej istnieje takie T' > 1, ze

(Aks1s- s apgT) =

= <‘Lk+2T+17 ceey Urk+3T)<

Niech T tez be¢dzie mozliwie najmniejsze.
Niech
S=ap+1+...+apsT-

Wéwcezas

b +S+ S+ S =brtar,
skad, wobec (), b, =S = 0.
Zatem 2|k + 11 2|T. Ale wéwczas,
dla k" = A%l i T' = T/2, z definicji
ciggu (a,) mamy

(ak/+1,4 . 7ak-’+T’> =
- (ak/+T/+1.,4 . ,ak./+2T/) =
= (s pop/ 415> Al 43775

co przeczy minimalnoéci k1 T'.

Patrz w niebo

Jasne i ciemne réwnoleznikowe pasy na Jowiszu widaé juz przez niewielki
teleskop i obraz ten jest znany nawet nie—astronomom. Powszechnie wiadomo
tez, ze Jowisz emituje wiecej energii, niz dostaje jej w postaci promieniowania
stonecznego. Prawdopodobnie energia ta pochodzi z nieustannego powolnego
osiadania globu planety pod wlasnym ciezarem. Atmosfera Jowisza jest zatem
silnie grzana od spodu, wywotuje to silne ruchy pionowe mas gazu, a szybki
ruch obrotowy planety (dokladniej, wywolane przezen przyspieszenie Coriolisa)
powoduje odchylanie sie wszelkich wiatrow ku kierunkowi wschod—zachod.
Stad pasiasty wyglad tarczy Jowisza.

W ogromnym skrécie tak mogloby by¢, a szczegdly mechanizmu, dzieki

ktéremu wewnetrzne cieplo planety bytoby przerabiane na energie poteznych
wiatrow, sa do dzi$ niejasne. Od niedawna wydaje si¢, ze poznano przynajmniej
jeden z elementéw tego mechanizmu: gigantyczne blyskawice. Mianowicie

grupa amerykanskich astronoméw przesledzila za pomoca sondy Galileo

pewien burzowy uklad jowiszowych chmur w poblizu Wielkiej Czerwonej

Plamy. Astronomowie ci stwierdzili, ze chmury, w ktérych podczas nocy
,btyskato”, po kilku godzinach znajdowaly sie na dziennej stronie planety okoto
50 km wyzej. Badacze wnioskuja stad, ze to wlasnie blyskawice posrednicza

w transporcie energii z dotu do géry, przekazujac ja w tempie 5 - 101° W (w skali
calego globu). Blyskawicom tym towarzyszylyby gwaltowne ruchy pionowe

mas atmosfery, wywolujace z kolei wielkie wiry przekazujace ostatecznie swa
energie rownoleznikowym wiatrom. Wszystko wskazuje na to, ze blyskawice

sg tez odpowiedzialne za nadmiar acetylenu w atmosferze Jowisza. W zasadzie
moze on powstawaé¢ z metanu pod wplywem promieniowania stonecznego, ale nie
w takich ilosciach, jakie sie obserwuje. Narzuca sie wiec mozliwosé, ze acetylen
powstaje w nizszych warstwach atmosfery w wyniku dziatlania blyskawic

(w tempie szacowanym na 50 t/s) i stamtad prady wstepujace wynosza go

na duza wysoko$¢, gdzie juz jest obserwowany.

Tomasz KWAST

Lipiec

W lipcowe wieczory w calej okazalosci widaé splecione gwiazdozbiory Weza

i Wezownika. Maja one przedstawia¢ bynajmniej nie cztowieka walczacego

z wezem, lecz mitycznego lekarza Asklepiosa trzymajacego w rekach poteznego
weza, symbol lekarzy. Waz ten — na niebie — jest tak dlugi, ze Wezownik dzieli
go swoja postacia na dwie roztaczne czeéci. W czesci wschodniej, zwanej
Ogonem Weza, znajduje sie nieregularna i do$¢ rozrzedzona otwarta gromada
gwiazd M16 (NGC 6611) (okolo 6 mag), ktéra otacza mgltawica o tych samych
numerach katalogowych, ale ktéra ma wlasna nazwe Orzel (patrz okladka),
takiego bowiem jej ksztaltu mozna dopatrze¢ si¢ na zdjeciach. Mglawica ta
zostala sfotografowana przez teleskop Hubble’a, dzieki czemu powstal niezwykle
efektowny kosmiczny obraz uderzajacy bogactwem szczegotow i plastyka.

Na tle swiecacego na czerwono wodoru mglawicy widaé trzy ciemne kolumny
pylowe, z ktérych w wielu miejscach wylaniaja sie protogwiazdy. Orzel jest wiec,
podobnie jak Wielka Mglawica w Orionie, obszarem gwiazdotwoérczym, bedacym
czescia jeszeze wigkszego obloku molekularnego, lezacego w odleglosci 2,5 kpc.

Tym razem lipcowe niebo wieczorem jest ubogie w planety. Wenus i Saturn sa
w BliZnietach, a Jowisz na granicy Raka i Lwa, planet tych wiec praktycznie nie
widaé. Jedynie Mars, znajdujacy sie¢ w Wodniku, wieczorem wschodzi i wida¢
go do rana. Pelnia wypada 13 VII, a néw 29 VII. 17 VII Ksiezyc zakryje Marsa,
ale zjawisko to w Polsce nie bedzie widoczne (widaé je bedzie od centralnego
Pacyfiku przez Ameryke do p6éinocnego Atlantyku). Zadnych zakry¢ jasnych
gwiazd w lipcu nie bedzie.

T. K.
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6:}‘ Prébujmy. Kwadrat 1666 x 1666 dzielimy
()7/()3 (67) na prostokaty 49 x 1617, 1617 x 1589, 1582 x 77,

33 x 77,2 x 281 49 x 51.

z o tia g Schemat podzialu (bez zachowania proporcji)
a pokazany jest na rysunku 2.

#n— 00
1617 49
KOLOROWANKI - 49 !
NUMEROWANKI (5) 2
33
Zastanéwmy sie, ile prostokatow 7 x 11 mozna wyciac 77

z kwadratowej kartki w kratke o boku 1666.

Zakladajac, ze uda nam sie tego dokonac bez 1617
niepotrzebnego marnotrawstwa, mozemy mie¢ nadzieje 1582
na wyciecie 36046 prostokatéw i pozostawienie

tylko 14 kratek niewykorzystanych. Czy jednak taki

optymistyczny wariant jest mozliwy? Lo

Rys. 2

Okazuje sie, ze nie!
Pierwsze cztery prostokaty daje sie w oczywisty
sposob podzieli¢ bez strat na prostokaty 7 x 11, gdyz
kazdy z tych prostokatow ma jeden bok o dlugosci

Ponumerujmy kratki kwadratu jak na rysunku 1, gdzie
przedstawiono kwadrat o boku 16.

T2T3TaT5T6 7 189 o123 415 podzielnej przez 7, a drugi przez 11.
2131415/6]7]8)9/10[11]1]2/3/4]5|6 Prostokat 2 x 28, zawierajacy 56 poél, idzie w calosci
3[4[5[6]7[8[9[tofL[1[2[3[4[5]6]7 A ZmArowAnie”
4]5]6[7[8]9olt1[1]2]3[4[5][6]7]8 7

516|7(8[91011|1{2[3|4]|5]|6]7[8]9 Pozostaje dokonaé podzialu prostokata 49 x 51
6]7(8]9[10[1111]2|3]4]5]|6|7|8|9]10 na prostokaty 7 x 11 przy pozostawieniu
7|8|9|10111]1]2[3]4[5]6]7]8]9]I0]11 niewykorzystanych 91 — 56 = 35 pél. W tym celu
819110J11111213141516)7189 1011} 1 dzielimy prostokat na prostokaty 49 x 44 oraz 49 x 7,
9110|111| 12|34 |5[6|7[8[9[10{11{1|2 p . S

o2 BlalEe 73 ool 213 z ktérych plerwszy'dmehm}f na prostokaty 7 x 11
12325161718 ootttz 314 bez strat, a z drugiego wycinamy cztery prostokaty
11213Tal516l7Islooil1 213125 7 x 11, pozostawiajac niewykorzystany prostokat 7 x 5
2|3]4|5]|6[7|8]9ool11{1]2]3]4]5]6 (rysunek 3).

3[4[5]16[7[8]9[10/11)1]2])3]|4|5]|6]|7

415(6]|7|8|9]10]111)11]12]3]4]5]6|7(8

5[6[7]|8]9(10111]1|2])3[4]5]|6]7[8]9

Rys. 1

Wowecezas poza kwadratem o boku 5, znajdujacym sie
w rogu kartki, kazda z liczb od 1 do 11 wystepuje tyle
samo razy.

Jezeli wytniemy z kartki prostokaty 7 x 11, to dzielac
kazdy z nich na prostokaty 1 x 11, otrzymamy sposéb
wyciecia pewnej liczby prostokatéow 1 x 11. Jednak
kazdy prostokat 1 x 11 zawiera pole z liczba 11.
Zatem przy podziale kwadratu na prostokaty 1 x 11
co najmniej 25 kratek musi zosta¢ zmarnowanych. Nie Rys. 3
da si¢ wiec wycia¢ 36046 prostokatéw 7 x 11.

Tym samym podzieliliémy kwadrat o boku 1666

Czy da si¢ wobec tego wycia¢ 36045 prostokatow? na prostokaty 7 x 11, pozostawiajac tylko 91 pol

Wowecezas pozostatoby 91 pél niewykorzystanych. niewykorzystanych.

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (36/) Niech ABC'D bedzie dowolnym rombem. Oznaczmy
przez S obraz punktu C' w obrocie o dowolny

Wyjasnienie oszustwa (36): Rombami spelniajacymi niezerowy kat wokoél prostej BD. Wowcezas wszystkie

warunki zadania sa nie tylko kwadraty. Wszystkie inne $ciany boczne ostrostupa ABCDS sa tréjkatami

romby tez spelniaja warunki zadania! réwnoramiennymi.

Korespondencje¢ do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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