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Czastki na szczytach gor
Grzegorz BRONA

Powszechnie wiadomo, ze w celach naukowych w géry udaja sie geolodzy,
archeolodzy, botanicy oraz zoologowie. Wiadomo réwniez, ze buduja tutaj swoje
potezne teleskopy astronomowie. Ale co moze badaé w gérach fizyk? Okazuje
sie, ze gbéry to wymarzone miejsce pracy dla fizyka. Miejsce, w ktérym prowadzi
on badania i szuka odpowiedzi na zagadki zadawane przez Wszech$wiat.

W 1765 roku Charles Augustin de Coulomb

odkryl dziwne zjawisko, nazwane elektrycznym
pradem ciemnym. Otéz zaobserwowal on zagadkowa
ucieczke tadunku z natadowanych i izolowanych cial.
W drugiej polowie wieku XIX zagadnieniu temu
poswiecono bardzo duzo czasu, ale bez rezultatéw.
Nad problemem tym pracowali tak wielcy fizycy,
jak Joseph John Thomson (uznawany za odkrywce
elektronu) czy Ernest Rutherford (odkrywca jadra
atomowego). Niestety, prad ciemny wciaz pozostawal
tajemnica.

Na poczatku XX wieku ojciec Theodore Wulf, jezuita,
przeprowadzil eksperyment, ktéry przyczynit sie

do wyjaénienia tego zjawiska. Postanowil on zmierzy¢
poziom promieniowania na szczycie Wiezy Eiffa.
Przewidywal, ze promieniowanie bedzie mniej
intensywne. Naukowcy wierzyli bowiem, ze naturalne
promieniowanie, powodujace jonizacje umozliwiajaca
powstawanie pradu ciemnego, pochodzi przede
wszystkim z powierzchni Ziemi. Tymczasem

okazalo sie, ze intensywnos¢ promieniowania

na szczycie wiezy bylta wyzsza niz rejestrowana

u jej podstawy. Wynik byl tak zaskakujacy, ze

inni naukowcy postanowili go jak najszybciej
zweryfikowaé. W latach 1911-1912 Victor Hess,

przy wspoélpracy z Wulfem, wykorzystujac balon
(zdjecie) wyposazony w specjalna aparature,
przeprowadzil serie pomiaréw promieniowania

na réznych wysokosciach.

I rzeczywiscie okazalo sie, ze wraz z wysokoécia
intensywno$¢ promieniowania rosnie!
Ale skad bierze sie ten efekt?

Jedyna mozliwa odpowiedzia byto stwierdzenie, ze
promieniowanie obserwowane na duzych wysokosciach
pochodzi nie z Ziemi, lecz z kosmosu! W taki

wtasdnie sposéb odkryto promieniowanie kosmiczne.

W 1936 roku za odkrycie promieniowania kosmicznego
Victor Hess zostatl uhonorowany Nagroda Nobla.

Jak dzi§ wiemy, promieniowanie kosmiczne dociera
do nas z glebi kosmosu. Sktada si¢ ono z bardzo
szybko poruszajacych sie czastek materii, takich

jak protony, czastki alfa (czyli jadra helu) oraz

z jader ciezszych pierwiastkéw. Czastki te docierajac
do atmosfery Ziemi, oddzialuja wielokrotnie z jej
atomami. W oddziatywaniach tych, podobnie jak

w zderzeniach w akceleratorach, powstaje bardzo duzo
tzw. czastek wtornych. Zdarza sig, ze jedna czastka
promieniowania pierwotnego powoduje powstanie
setek, a nawet tysiecy czastek promieniowania
wtornego. To wlasnie te czastki powoduja jonizacje
powietrza.

Ale dlaczego naukowcy tak bardzo interesuja sie tymi
malenkimi czastkami i co jest w nich tak tajemniczego,
aby poswiecaé tyle czasu na ich badanie?

Przez pierwsza poltowe XX wieku promieniowanie
kosmiczne stanowito praktycznie jedyne zrédto
wysokoenergetycznych czastek i byto wykorzystywane
do badania mikroswiata. To wlasnie w promieniowaniu
kosmicznym Carl Anderson odkryl w 1932 roku
pozyton, pierwszy Slad przewidzianej przez

Paula Diraca antymaterii (zdjecie). PéZniej odkryto
jeszcze mion (masywniejsza wersje elektronu),

pion (noénik sil jadrowych) oraz czastki dziwne
(zawierajace niewystepujacy w zwyklej materii kwark
dziwny).

Obecnie najciekawsze jest to, ze niektére czastki
pierwotnego promieniowania kosmicznego maja wprost



niewiarygodnie wysokie energie, ponad 100 milionéw
razy wyzsze, niz energie osiagane w najwickszych
akceleratorach na Ziemi! Przez bardzo dlugi czas,

a moze nawet i nigdy, nie zostanie skonstruowane

na Ziemi tak wielkie i potezne urzadzenie, ktore bedzie
w stanie przys$pieszy¢ czastki do energii spotykanych
w pierwotnym promieniowaniu kosmicznym.

Gdzie dzi$ prowadzi sie¢ eksperymenty zwiazane
z promieniowaniem kosmicznym? Przede wszystkim
wysoko w gérach.

Jedli znajdziemy sie na wysokosci 6 km nad poziomem
morza, to nad naszymi glowami pozostanie zaledwie
polowa atmosfery Ziemi. Wysokos¢ sprzyja wiec
obserwacjom kosmosu, a w szczegdlnosci obserwacjom
promieniowania kosmicznego. Do rejonéw polozonych
nizej dochodzi bowiem znacznie mniej czastek
promieniowania niz do terenéw gorskich. Czastki

po prostu grzezna w atmosferze.

Im wyzej umieszczone jest laboratorium badajace
promieniowanie kosmiczne, tym mniejsza warstwa
atmosfery znajduje sie nad nim. Z tego punktu
widzenia najlepszym obserwatorium bytoby
obserwatorium na prawie 9 kilometrowym

Mount Everest. Oczywiscie, na wybor lokalizacji
laboratorium maja tez wplyw inne czynniki,

jak latwos¢ dostepu, odpowiednie warunki

pracy, wystarczajacej wielkosci plaski teren,

na ktérym mozna rozstawi¢ urzadzenia pomiarowe.

7 tych powodow lokalizacja stacji badawczej

zbyt wysoko w gérach jest niemozliwa. Gdyby
natomiast na Ziemi istnialy tak potezne wzniesienia
jak na Marsie (siegajacy 25 kilometréw Olympus
Mons), ktére maja dostatecznie plaskie obszary

na bardzo duzych wysokosciach, laboratoria czastek
kosmicznych bylyby wlasnie umiejscawiane na nich.
No wlasnie, a wlasciwie dlaczego tak duze wzniesienia
na Ziemi nie istnieja? Na to pytanie w bardzo ciekawy
spos6b sprobowat odpowiedzie¢ byly dyrektor osrodka
CERN Victor Weisskopf. Jesli gora jest za duza

i za ciezka, zaczyna si¢ zapadac¢ w Ziemie. Jezeli
wyzwalana energia potencjalna jest wystarczajaca

do stopienia czedci skaly, ktéra sie zapadla, to gora
nadal bedzie sie zapadac.

Rozumowanie to wykazuje odwrotnie proporcjonalna
zaleznos¢ miedzy maksymalna wysokoscig gor

a natezeniem pola grawitacyjnego, dajaca w wyniku
najwyzsze géry wysokosci 4,9 km na Ziemi

oraz 9 km na Marsie, co zgadza si¢ mniej wigcej

7 rzeczywistoscia.

Nie mogac liczy¢ na gore wielkosci Olympus Mons,
naukowcy swoje laboratoria umiescili troche nizej.

Jednym z nich jest Laboratorium Chacaltaya na goérze
Chacaltaya niedaleko La Paz (Boliwia). Znajduje sie
na wysokoéci 5220 metréw i jest najwyzej potozonym
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stalym laboratorium fizycznym na Ziemi. Dokonuje si¢
w nim badan promieniowania kosmicznego, uzywajac
zestawu niewielkich licznikéw scyntylacyjnych, komor
emulsyjnych oraz kalorymetrow hadronowych.

Kolejnym miejscem jest géra Roque de los Muchachos
(wyspa La Palma, 100 km na zachéd od Teneryfy),
na ktorej znajduja sie teleskopy astronomiczne oraz
zespoly detektorow promieniowania kosmicznego:
CLUE, HEGRA i MAGIC (zdjecie powyzej).
Rejestruja one pojawienie sie w atmosferze blyskow
Swiatla emitowanego przez przechodzace przez
atmosfere wysokoenergetyczne czastki promieniowania
kosmicznego (efekt Czerenkowa).

Laboratorium HiRes znajduje sie na pustyni w stanie
Utah (USA) na wysokosci 1500 metréw. Przechodzaca
przez atmosfere czastka promieniowania kosmicznego
wzbudza atomy. HiRes wykorzystuje zespol teleskopow
obserwujacych atmosfere i poszukujacych swiatta
emitowanego przez te wzbudzone atomy.

Laboratorium ARGO-YBJ (zdjecie) znajduje sie
natomiast w Tybecie w Chinach na wysokosci

4300 metréw. Wykorzystuje sie tam detektory
wykrywajace przechodzace przez nie czastki
promieniowania kosmicznego. Detektory pokrywaja
obszar okolo 6500 metrow kwadratowych. Jest to
wiec najwiekszy zespdl detektoréw promieniowania
kosmicznego na Ziemi.



Podstawowym pytaniem, na ktére chca odpowiedzieé
fizycy pracujacy w owych gorskich eksperymentach,
jest zagadka mechanizmu akceleracji (czyli
przys$pieszania) czastek do tak ogromnych energii.

Nie potrafimy bowiem dzisiaj okresli¢, gdzie

we Wszechdwiecie znajduja sie obiekty zdolne

az tak przys$pieszaé czastki. Nie potrafimy réwniez
zidentyfikowaé procesu fizycznego, ktory za to
odpowiada. Aby znalez¢ odpowiedZ na powyzsze
pytania, fizycy musza zmierzy¢ charakterystyke
energetyczna promieniowania kosmicznego (czyli
zaleznosé liczby rejestrowanych czastek danego typu
od ich energii). A ze zakres energii czastek jest bardzo
szeroki, potrzebnych jest wiele eksperymentow, ktére,
uzupelniajac sie, sa w stanie dokona¢ pomiaréw calego
widma.

Obecnie istnieje kilka teorii méwiacych o pochodzeniu
tych czastek. Zaktada sie, ze niskoenergetyczna

cze$¢ promieniowania to czastki emitowane przez
zwykle gwiazdy (tzw. wiatr gwiazdowy). Czastki

0 wyzszej energii moga natomiast pochodzié¢

z rejonéw, w ktorych wybuchta supernowa. W czasie
wybuchu supernowej wyzwalana jest olbrzymia ilog¢
energii. Jeli czes¢ tej energii zostaje spozytkowana
na przyspieszenie czastek, tlumaczyloby to wicksza
cze$¢ widma promieniowania kosmicznego. Jednak
nawet tak potezne kataklizmy nie potrafia rozpedzié
czastek do najwyzszych energii obserwowanych

w promieniowaniu kosmicznym. Co we Wszechswiecie
jest wiec na tyle potezne, aby tego dokonaé¢? No coz,
fizycy nie sa tego pewni. . .

Najbardziej prawdopodobnym kandydatem na zrédta
promieniowania kosmicznego skrajnie wysokich energii
wydaja si¢ potezne czarne dziury o masach wielu
milionéw stonc, ktére najprawdopodobniej znajduja sie
w centrach odleglych radiogalaktyk. Silne przyciaganie
grawitacyjne czarnej dziury powoduje, ze materia

ja otaczajaca zaczyna na nig opadaé, tworzac ,wir”

w ksztalcie dysku (dysk akrecyjny). Czes¢é materii
moze by¢ wyrzucona z ogromna predkoscia z tego
dysku wzdluz osi jego obrotu. Strugi wyrzucanej
materii powoduja powstanie gigantycznych fal
uderzeniowych, w ktérych moga by¢ przyspieszane
czastki.

Inna teoria sugeruje, ze czastki promieniowania
kosmicznego o najwyzszych energiach powstaja

w wyniku zderzen dwu galaktyk. Jeszcze bardziej
egzotyczne teorie postuluja, ze Wszechswiat jest
wypelniony reliktami pozostalymi po Wielkim
Wybuchu, zwanymi defektami topologicznymi.

Te hipotetyczne obiekty to ,struny kosmiczne”,
wSciany domen” oraz ,monopole”. W tej chwili fizycy
nie maja zadnych dowodow na to, ze obiekty te
rzeczywidcie istnieja. Jednak gdyby faktycznie istnialy,
to moglyby sie one samoistnie rozpadaé¢. W rozpadach
tych wyzwalana by byla ogromna ilosé energii,
wystarczajaca do wyprodukowania czastek promieni
kosmicznych o najwyzszych obserwowanych energiach.
Samo udowodnienie zwiazku miedzy promieniowaniem
kosmicznym a defektami topologicznymi stanowitoby
wazng wskazowke odnosnie tego, jak wygladat
Wszechswiat zaraz po Wielkim Wybuchu.

Niebo nad gérami zasnuto sie chmurami. Tysiace czastek promieniowania
kosmicznego przechodza wlasnie przez warstwy powietrza we wzbierajacej
ciemnej chmurze. Czastki te powoduja dodatkowa jonizacje powietrza (efekt,
ktory po raz pierwszy zostal zaobserwowany przez Coulomba 250 lat temu).
Zjonizowane atomy staja sie jadrami kondensacji pary wodnej. Za chwile spadnie

deszcz. ..

w

Rozwigzanie zadania M 1023.

Niech a, 8 i v beda katami wewnetrznymi w tréjkacie
ABC, odpowiednio przy wierzchotkach A, B i C, a katy
1 1 v2 katami wewnetrznymi w trojkacie Ro R3C' przy
wierzchotkach Rs i Rz odpowiednio. Wtedy

[<R2CR3| =a+ B oraz |<ACB| =1+ 2.

Niech teraz D bedzie takim punktem na boku AB, ze
|« DCB| = 72, a punkt E takim punktem na boku R R3,
ze |AR2CE| = 3. Wéwcezas

ACRoE = ABCD oraz ACR3E = ACD.

Zatem D i E sa $rodkami bokéw odpowiednio AB i R2R3.
W analogiczny sposéb dzielimy kat ABC'. Niech S bedzie
punktem przeciecia srodkowych tréjkata ABC. Mamy

. 2 2 1 1
Przesunmy teraz tréjkat SBC o wektor BR; i oznaczmy
przez Q obraz punktu S w tym przesunigciu. Punkty
Q, R2 i Ps sa wspolliniowe (dlaczego?), podobnie jak
punkty @, Ry i P;. Oczywiscie AQR1 Ry = ASBC. Zatem
|QR2| = Lz i analogicznie [QR1| = 1x5. Stad tréjkaty
AQP1 Py i AQR1 R2 sa podobne w skali 4:1. Zatem
kwadraty K7, Kg, K9 maja boki cztery razy dluzsze
od odpowiednio K;, K2, K3, co konczy dowdd.

3
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Dzielenie trojkata na trdojkaty podobne do niego

Andrzej ZAK

Przyjete oznaczenia:

Dzielony bedzie tréjkat ABC o katach

a, B, v, przy czym a< B <.

W powstalym w wyniku podziatu

grafie oznaczymy przez E zbior

krawedzi. Liczbe krawedzi wychodzacych

z wierzchotka v nazywamy stopniem

wierzchotka i oznaczamy deg v.

Ponadto:

Vi — zbiér wierzchotkéw na bokach
tréjkata, réznych od A, B, C;

V* — zbiér wierzchotkéw grafu lezgcych
wewnatrz tréjkata i wewnatrz boku
pewnego tréjkata podzialu;

V6 — zbiér wierzchotkéw grafu lezgcych
wewnatrz pewnego odcinka,
niebedacego bokiem zadnego
tréjkata podziatu;

V3 — zbiér pozostalych wierzchotkéw
grafu.

Przyktlad:
Na ponizszym rysunku jest:
v1, v3 € Vp, v2 € VO, vg € VA, 05 € V2.

C

v3

A v1 B

Jak zazwyczaj, | X| oznacza liczbe
elementéw zbioru X.

Wzér Eulera dotyczacy grafu ptaskiego
orzeka, ze liczba obszaréw ograniczonych,
ktére wyznaczaja krawedzie grafu, plus
liczba jego wierzcholkéw jest réwna
liczbie krawedzi plus 1.

Rozwigzanie zadania M 1022.

Niech z1,...,zs bedg odpowiednio
dlugosciami bokéw kwadratéw
Ki,...,Kg oraz niech «, 3,7 beda

katami w tréjkacie ABC'. Korzystajac
z twierdzenia kosinuséw, otrzymamy
réwnosci
2 _ 2 2 -
Ty = x5 +x3 + 2xox3 COS @,
.Lf) = zf + L§ + 2x1x3 cos 3,
2 2 2
Ty = x] + x5 + 2x172 COS 7Y,
Lf = zﬁ —+ zi — 2x9x3 COS @,
2 .2 -2 )
x5 = x] + x5 — 2x173 Cos 3,

2 2 2
T3 = x] + x5 — 2x1T2 COS Y.

Dodajac stronami powyzsze réwnosci,
otrzymamy teze¢

.Lj +z§ +zé B S(Lf + .Lj +z§)

Kazdy zapewne wie, ze

trojkgt mozna podzieli¢ na dwa trojkgty podobne do niego wtedy i tylko wtedy, gdy
jest on prostokqtny,

bo jest to inne sformulowanie twierdzenia Pitagorasa (wraz z twierdzeniem

do niego odwrotnym). Oczywiste jest wiec, ze trojkat prostokatny mozna
podzieli¢ na dowolng liczbe tréjkatow do niego podobnych. Dlatego zajme sie
dzieleniem trojkatéw nieprostokatnych.

Moje zainteresowanie tym problemem wzi¢to si¢ z pytania: czy nieprostokgtny
trojkqgt mozna podzieli¢ na piec trojkgtow podobnych do niego? Przed dalsza
lektura proponuje Czytelnikom znalezienie takiego podziatu. Moje, zrazu
bezowocne, rozwazania doprowadzily do wniosku, ze tylko jeden tréojkat mozna
podzieli¢ w ten sposéb, a taki podzial tez jest tylko jeden. Bylo na ten temat
(jak sie pézniej dowiedzialem) zadanie przygotowawcze XXV Olimpiady
Matematycznej; o jedynosci nie bylo tam mowy. Tutaj dowodze tej jedynosci,
a takze rozwazam sprawe podziatu tréjkata nieprostokatnego na inna liczbe
czesel niz 5.

Najpierw dwa lematy kombinatoryczne dotyczace dowolnego podziatu,
niekoniecznie na tréojkaty podobne.

Lemat 1. Dla podzialu trdjkgta na n trdjkgtéw zachodzi (patrz oznaczenia
na marginesie)

1
Bl =5 (30 +1) + [Vi| + [V*]).

Istotnie, obchodzac trojkat dokola, stwierdzamy, ze na brzegu jest 3 + |V3|
krawedzi. Niech k bedzie liczba odcinkéw, na ktérych lezg wierzcholki z V4,
dzielg one te odcinki na |V*4| + k krawedzi oraz wyznaczaja boki m; + 1
tréjkatéw po jednej i n; + 1 tréjkatow po drugiej stronie kazdego z nich
(1=1,2,..., k). Wobec tego krawedzie te sa bokami Zle(mi +1)(n;+1) =

= |V*| + 2k tréjkatéw. Natomiast kazda z nieuwzglednionych dotad krawedzi jest
bokiem dokladnie dwoch tréjkatéw. Mamy wiec

1
Bl =3+ Vel + [V + &+ 5 (80— B+ W) — (V] + 2k)) =

1
= 530+ 1)+ Vo] + V7).

Lemat 2. Dia podzialu na n tréjketow zachodzi
1
(%) VA + VO] = 5(n = 1= V| = [V*)).
Korzystajac ze wzoru Eulera, mamy bowiem
Bl +1=n+ @3+ Vol + [VZ] + [V*] + V),

co po podstawieniu wartosci |E| z lematu 1 daje teze.

Teraz zadamy juz, by tréjkat dzieli¢ na nieprostokatne tréjkaty podobne, choé
niekoniecznie podobne do niego. Oto nasuwajace si¢ uwagi.

Uwaga 1. Suma dowolnych dwoch kqtow utworzonych przez krawedzie grafu jest
rézna od 180°.

Istotnie — bedzie to przeciez suma dwéch (niekoniecznie réznych) katéw tréjkata
nieprostokatnego.

Uwaga 2. Zadnego tréjkgta nie mozna podzieli¢ na dwa podobne trojkaty
nieprostokgtne.

Przy podziale na dwa, przy jednym z bokow tworza sie katy przylegle, co jest
sprzeczne z uwaga 1.

Z uwagi 1 wynika tez bezposrednio
Uwaga 3 (uzasadniajaca oznaczenia).
Jesliv € V3, todeg v > 3,

jesliv € V4 lubv € Vy, to deg v > 4,
jesliv € VO, to deg v > 6.
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Rys. 1

30°

Rozwigzanie zadania F 593.

Przy rzucie bez rozbiegu maksymalny
zasigg rzutu wynosi | & 'ug/g, gdazie vg
jest predkoscig nadawang kamieniowi
przez site migéni sportowca. Przy rzucie
z rozbiegiem kamien uzyskuje jeszcze
dodatkowa predkosé pozioma v,

a sktadowa pionowa predkoéci w chwili
rzutu vo sin ¢ nie zmienia sig. A zatem
nie zmienia si¢ tez czas lotu, ktéry

. 2vp . °
wynosi t & — sin ag, co dla ag = 45
g
)
daje t = \/5—[J Dodatkowo pokonana
g

odleglo$é wynosi wige Al & tv ~ 4/ 2l/gv

(bo vy = \/E) Dla przyktadowych
danych v &~/ 10 m/s i I &~ 50 m dostajemy
Al ~ 30 m.

Rozwigzanie zadania F 594.
W czasie przemieszczenia t na dlugosé
samochodu ! jego $rodek ciezkodci
nabierze pionowej predkosci

v & gl/Vsamochodu
i predkosci katowej

w A v -2/l & 29/Vsamochodu -

Zatem liczba obrotéw samochodu wynosi

N & tspadaniaw/(27) ~

~ \/29H/ (mVeamochodu) & 1,5

dla poziomej predkosci Viamochodu réwnej
30 m/s.

Czytelnikowi pozostawiam sprawdzenie, ze stuszna jest
Uwaga 4. Jesli w grafie nie ma wierzcholkdw wewnetrznych, to |Vy| = 0 lub
V| = 3.

Jako wskazéwke podam, ze méj dowdd polegal na wykazaniu, ze zaden

z wierzchotkéw ze zbioru V4, nie moze byé polaczony z dwoma wierzchotkami
z tegoz zbioru lezacymi na jednym z pozostalych bokow trojkata —
przypuszczenie takie prowadzi do stwierdzenia, ze zbior Vj, jest nieskonczony.

I w ten sposéb doszlidémy do sprawy liczby podzialow.

Lemat 3. Jedynie trojkgt rownoboczny mozna podzieli¢ na trzy podobne trojkqty
1 jest to podzial jedyny, a trojkqty sq nawet przystajgce.

Dowdd. Jak to zrobié, wie kazdy (rysunek 1). Dowie$é nalezy tylko jedynosci.
Oczywiste jest, ze |V4| = |[V6| = 0. Wzér (*) przybiera wiec postaé
[V3 =1— 1|Vy|. Zatem |V;| = 2 albo |V;| = 0. Pierwszy przypadek prowadzi
do |[V3] = 0, co powoduje sprzeczno$é z uwaga 4. W drugim przypadku mamy
|[V3] = 1 — oznaczmy ten jedyny wierzcholek przez D. Musi on byé potaczony
ze wszystkimi wierzchotkami trojkata. Katy wokot wierzchotka D nie moga
by¢ wszystkie rézne, bo wtedy ich suma (suma katéw tréjkata !) jest réwna
180°, a przeciez ma to by¢ kat pelny. Gdyby tylko dwa z nich byly réwne
—np. 2y 4+ f = 360° — to po odjeciu od tego stronami a 4+ 3 + v = 180°
otrzymaliby$my v — a = 180°, a wiec v > 180° — sprzecznos¢. Stad wszystkie
katy przy wierzchotku D sa rowne 120°.
Rozpatrzymy dwa przypadki:
i) — katy powstale przy wierzchotku C' sa réwne. Wowczas tréjkaty ACD

i BCD sa przystajace, z czego wynika, ze |AD| = |BD|, skad wynika,

ze a = 3 = 30°, a to prowadzi do sytuacji z rysunku 1.
i1) — katy przy wierzchotku C' sa rézne, czyli w sumie daja o + 5 = 60°,

co prowadzi do tego samego wniosku.
Trojkat i podzial przedstawione na rysunku 1 sg zatem jedynymi mozliwymi
podziatami tréjkata na trzy nieprostokatne tréjkaty podobne.

Zapewne kazdy z Czytelnikow w tym miejscu powie, ze juz wie, jaki tréjkat
mozna podzieli¢ na cztery nieprostokatne tréjkaty podobne (rysunek 2 —
dzielony tréjkat jest prostokatny !), a jaki na pieé¢ nieprostokatnych tréjkatéw
podobnych (rysunek 3). W tym ostatnim przypadku otrzymujemy nawet

podzial na trojkaty podobne do dzielonego. Zajmijmy sie wiec teraz tylko takimi
podziatami.

Lemat 4. KaZdy trojkgt mozna podzieli¢ na cztery podobne do niego trojkaty;
w przypadku trojkgta nieprostokgtnego podzial taki jest jeden.

Dowdd. Kazdy wie, jaki podzial jest dobry (rysunek 4); pozostaje wykazaé
jedynosé¢ dla tréjkata nieprostokatnego. Wzér (x) dopuszcza nastepujace cztery
przypadki: B

) VA =0, | =3, V3 =0,

W V=0,V =1, |V =1,

i) |V =1, |V =2, V3 =0,

w) V=1, |V =0 V=1 ¢

Nalezy wyeliminowaé ostatnie trzy mozliwosci.
W przypadku ) i 44) musialby istnie¢ odcinek
taczacy wierzcholek trojkata ABC z jego przeciwleglym bokiem, a wiec
powstalyby dwa tréjkaty. Jedyna mozliwoscig bytoby, aby jeden z nich

byt podzielony na trzy trojkaty. Z lematu 3 wynika, ze cata sytuacja
przedstawiataby sie jak na rysunku 2, a przeciez tam tréojkat dzielony nie jest
podobny do czedci podzialu (i jest prostokatny).

W przypadku iv) wierzchotek ze zbioru V3 musiatby by¢ potaczony

ze wszystkimi wierzchotkami dzielonego tréjkata, co daje podzial na trzy.
Jednak wobec uwagi 2 zaden z nich nie moze by¢ podzielony na dwa podobne
trojkaty. Tym samym sytuacja z przypadku i) jest dla tréjkata nieprostokatnego
jedyna.

Rys. 4
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Rys. 5

Zanim przejdziemy do dowodu kolejnego lematu, potrzebna jest

Uwaga 5. Przy podziale trojkgta nieprostokgtnego na podobne do niego trojkaty,
jesli jeden z bokéw tréjkata ABC' (np. AB) bylby réwniez bokiem takiego
trojkata podzialu, ktorego trzeci wierzcholek D lezalby wewngtrz trojketa ABC,
to w trajkgcie ABD kqt przy wierzcholku D nie bylby mniejszy od Zadnego

z pozostatych, a w tréjkgcie ABC' kqt przy wierzcholku C nie bylby wiekszy od
Zadnego z pozostalych (rys. 5).

Wynika stad, ze w takim podziale |V;| > 1.

Lemat 5. Istnieje tylko jeden trojkqt nieprostokqtny dajgcy sie podzieli¢ na pieé¢
trojkgtow podobnych do niego.

Dowéd. Poniewaz znamy juz taki tréjkat, wiec pozostaje jedynie wykazanie
jedynosci.

Najpierw przypusémy, ze w otrzymanym grafie istnieje odcinek laczacy
wierzcholek z przeciwleglym bokiem. Dzieli on wiec wyjsciowy tréjkat na dwa
tréjkaty. Zatem jeden z nich musi sie dzieli¢ na cztery podobne tréjkaty
nieprostokatne. Podzial opisany w lemacie 4 nie jest dobry, bo przy nim
istnialby wierzcholek na boku dzielonego tréjkata, z ktérego wychodzityby tylko
trzy krawedzie whrew uwadze 3. Zatem musi by¢ to sytuacja z rysunku 2, co
prowadzi do podziatu z rysunku 3.

Pozostaje do rozpatrzenia sytuacja, gdy odcinka taczacego wierzchotek

z przeciwleglym bokiem nie ma.

Zauwazmy, ze musi by¢ |[V6| = 0, natomiast [V*| nie moze przekroczy¢é 1

— w przeciwnym razie tréjkatow podziatu byloby co najmniej 6. Mamy zatem
dwa przypadki:

i) Vi =0,

i) V4] = 1.

Rozpatrze pierwszy z nich. Przypusémy, ze udalo sie taki podzial zrealizowaé.
Ze wzoru (x) wynika (wobec |V3| > 11 [V3| > 1), ze |[V3]| =11 [V] = 2.
Przy braku odcinka taczacego punkt ze zbioru V; z przeciwleglym wierzchotkiem
oba punkty z V; sa polaczone krawedzia. Dzieli to wyjsciowy trojkat na tréjkat
i czworokat. Zatem czworokat musi by¢ podzielony na cztery czesci (bo znéw
gdyby tréjkat byt podzielony na trzy czesci, to odcinek dzielacy czworokat
na dwa laczylby wierzcholek wyjsciowego tréjkata z przeciwleglym bokiem).
Zatem sytuacja musi wygladac¢ tak, jak na rysunku 6.
Na mocy uwagi 5 wiemy, ze przy wierzchotku C' trojkata ABC jest kat a
(przypominam: nie wiekszy od zadnego z pozostalych — patrz oznaczenia
na poczatku artykulu), a < BvsA = v, co wynika z uwagi 5. Przyjmijmy
ze wzgledu na symetrie, ze X CAB = 1 < CBA = ~. Poniewaz oba
sa podzielone na mniejsze, wiec musi by¢ 8 = 2a i v = 26 (gdyby bylo
v = a+ f, tréjkat bylby prostokatny, podobnie niemozliwe jest v = 2«).

180°

Stad znamy wartosci tych katow, mianowicie v =20 =4a =4 . Wobec tego
wokoél wierzchotka vs musza wystepowaé trzy katy v i jeden kat 3, bo tylko

tak mozna z czterech takich katéw uskladac kat pelny. Zatem < Bvsve = 7,

a wiec |uzva| = |Avs|, bo tréjkaty Busve i BusA sa przystajace. Poniewaz

I Avvg # a1 X Covg # «, wiec L vsvive = a. Boki lezace naprzeciwko katow a
(najmniejszych) sa najkrétszymi bokami w swoich tréjkatach — stad w tréjkacie
v1vv3 jest |ugve| < |vivs|, a w trdjkacie Avivs jest |vivs| < |Avs|. Lacznie mamy
wiec |vsva| < |Avs|, choé poprzednio stwierdzili$my, ze sa to odcinki réwne.
Sprzecznosé — taki podzial okazal sie niemozliwy.

Wzér (x) dzieli sytuacje z przypadku i) na dwie: albo jest |V3| =1

i|Vy] =1, albo |[V3| =01i|Vs| = 3. Pierwsza z nich prowadzi do sprzecznosci

z uwaga b, druga do sprzecznosci z uwaga 3, juz bez rachunku bokéw i katow.
Ale sprawdzenie tego pozostawiam Czytelnikowi.

Na szczescie podzial trojkatow na wieksza liczbe podobnych do nich to juz
prosta sprawa.
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c Lemat 6. KaZdy trojkgt mozemy podzieli¢ na dowolng parzystq, wiekszq od 2,
liczbe podobnych do niego trojkqtow.

Oto konstrukeja dla n = 2k. Jeden z bokéw (np. AB) dzielimy na k réwnych
czedci, nastepnie rysujemy odcinki réwnolegte do bokéw dzielonego trdjkata, jak

na rysunku 7 (gdzie k = 3). Z twierdzenia Talesa wynika, ze powstale tréjkaty sa
/\/\/\ podobne i realizuja wobec tego zadany podzial.

Lemat 7. Kazdy trojkgt mozna, dla n > 5, podzieli¢ na n podobnych do niego
Rys. 7 trojkatow.

Istotnie, z poprzedniego lematu wiadomo, ze mozna tréjkat podzieli¢ na dowolna
parzysta, wieksza od dwoch liczbe podobnych do niego trojkatow. Dzielac zatem
tréjkat na 4 czesci, a nastepnie jeden z tych czterech tréjkatow na 2k tréjkaty
podobne do niego, otrzymujemy podzial na 4 + 2k — 1 = 2k + 3 czesci dla
dowolnego k > 1.

Zreasumujmy zatem uzyskane rezultaty opisujace mozliwo$é¢ dzielenia tréjkatow
nieprostokatnych na podobne do nich tréjkaty:

— zadnego nie da sie podzieli¢ na 2 ani na 3,

— kazdy da sie podzielié¢ na 4,

— tylko jeden da sie podzieli¢ na 5,

— kazdy da sie podzieli¢ na dowolng liczbe czesci wieksza od pieciu.

Mozna zapytac jeszcze, czy istnieja specjalne podzialy na wigksza niz pieé
liczbe czeéci, np. podzialy, w ktérych [V4| = 0 (tzw. podzial symplicjalny
lub triangulacja). Przyklad tréjkata, ktéry mozna w ten sposéb podzielié
Rys. 8 na 6 czesci, prezentuje rysunek 8.

Nieustajacy konkurs Wirtualnego Wszech$wiata i Delty!
Rozwiaz w kwietniu majowe zadanie z myszka i wygraj ksiazke z Wydawnictwa Prészynski i S-ka.

Wiecej informacji: http://www.wiw.pl/delta/konkurs

i Zadania

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 593. Oszacowaé, na ile dalej sportowiec moze rzuci¢ kamieniem, jesli rzut
wykona z rozbiegu, a nie z miejsca.
Rozwiazanie na str. 5

F 594. Oszacowac liczbe obrotow wykonanych przez samochéd spadajacy
w kilometrowa przepa$é¢ na swojej pelnej predkosci.
Rozwiazanie na str. 5

Rys. 1

Redaguje Mikotaj ROTKIEWICZ

Py M 1021. Kazdy z okregéw o srodkach O, O, O3, 04 jest styczny zewnetrznie
K do czworokata wypuklego ABCD i przedtuzen dwoéch jego przeciwleglych bokéw
(rysunek 1). Wykazaé, ze punkty O1, Oa, O3, O4 leza na jednym okregu.
Rozwiazanie na str. 16

M 1022. Startujac od dowolnego trdjkata ABC, zbudowano kwadraty
K Ki, K>, ..., Kg jak na rysunku 2. Wykazac, ze suma pol kwadratow Ky, K5, K¢
jest trzy razy wigksza od sumy pél kwadratéw K, Ko, K3.
Rozwiazanie na str. 4

Py K Ks

M 1023. Do konstrukeji z poprzedniego zadania dorysujmy jeszcze kwadraty
Ps Pg K7, Kg, Kg oparte na odcinkach Py P>, P3Py i P;Ps. Wykazaé, ze suma ich pol
jest 16 razy wieksza od sumy pél kwadratow K, Ko, K.
Rys. 2 Rozwiazanie na str. 3
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Maia delld

Wyprowadz wzor

Zapytano mnie, czy w przygotowywanej Wielkiej Encyklopedii maja
by¢ hasta pryzma i pryzmatoid. Odpowiedziatlem, ze nie, bo to nazwy
regionalne — cho¢by po angielsku prism oznacza graniastostup. Potem
jednak doszedlem do wniosku, ze drugie z tych hasetl warto zamiescié,
bo w wielu poradnikach i stownikach matematycznych nie ma tego hasta
i odpowiedniego wzoru na objetosc.

Pryzmatoid to wieloscian, ktérego dwie Sciany (zwane podstawami) sa
rownolegle i zawieraja wszystkie jego wierzchotki. Wynika z tego, ze
pozostale $ciany sg trdjkatami i trapezami. Jesli pola podstaw beda
odpowiednio réwne B; i B, a pole przekroju pryzmatoidu ptaszczyzna
rownoleglta do podstaw i jednakowo od nich odlegta bedzie réwne S, to
objetos¢ pryzmatoidu bedzie réwna

1

gdzie h to odleglo$é¢ podstaw (czyli wysokosé).

a2

b% Jak wida¢, szczegdlnymi przypadkami pryzmatoidu sa graniastostupy,
ostrostupy i ostrostupy Sciete, wreszcie pryzmy. Te ostatnie sa bowiem
h wielo$cianami majacymi dwie podstawy bedace prostokatami, $ciany

boczne zas trapezami rownoramiennymi. Zatem moga sie wérod nich
M trafia¢ pewne $ciete ostrostupy i graniastostupy.

@ Oczywiscie, wzory na objetosci wszystkich wymienionych wielo$cianéw
Jesli przyjmiemy oznaczenia z rysunku,  dadza si¢ uzyskaé jako szczegélne przypadki wzoru (*) — sprawdzenie
to objetosé pryzmy bedzie réwna tego moze sprawié przyjemno$é. Do Czytelnikéw wyrafinowanych kieruje

Gl (a1by + (a1 + a2)(by + b2) + azb2). problem: a jak wyprowadzi¢ wzor na objetos¢ pryzmatoidu? Ciekawe
(= niewymeczone) rozwiazania zamie$cimy.

Procentowa zagadka

Otrzymaliémy informacje, ze boki prostokata nalezy powickszy¢ o 20%
io25%.

Informacja nie zawierata jednak instrukcji, jak to zrobi¢. Mozna ja
bowiem (dla prostokata o bokach dtugosci a i b, gdy a > b) odczytaé
na szes¢ sposobow.

. powiekszamy bok a o 20%, a bok b o 25%;
. powiekszamy bok b o 20%, a bok a o 25%;
. powiekszamy bok a o 20%, a potem jeszcze raz o 25%;
. powiekszamy bok b o 20%, a potem jeszcze raz o 25%;
. powiekszamy bok a o 25%, a potem jeszcze raz o 20%;
. powiekszamy bok b o 25%, a potem jeszcze raz o 20%.

O T W N+~

Chodzi o to, by otrzymaé prostokat o najwiekszym polu. Ktéry sposdb
wybraé (oczywiscie moze to zaleze¢ od a i b)?

Odpowiedz zamieszczamy w numerze.
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Wszystko, co lata, jest odrzutowcem

Dziwne, dlaczego tak malto ludzi o tym wie, podczas gdy wszystkie
niezbedne na ten temat wiadomosci zyskujemy juz w szkole. Mianowicie
dowiadujemy sie tam o zasadzie zachowania pedu. Ped to iloczyn masy
poruszajacego si¢ ciala i jego predkosci. Dla dowolnej liczby wzajemnie
na siebie dziatajacych ciat zasada zachowania pedu méwi, ze suma pedoéw
wszystkich cial jest niezmienna.

A ma ona ogromne konsekwencje. Przede wszystkim wynika z niej, ze
zeby jakie$ ciato ruszyto, czyli zeby nabrato pedu ,w przéd”, inne ciato
musi nabraé¢ takiego samego pedu ,,w tyl”. Na tej zasadzie porusza si¢
np. statek, rozpedza bowiem w tyl porcje wody, dzigki czemu sam plynie
w przéd. Doktadnie tak samo jest z samolotem, tyle ze w tym przypadku
rzecz dzieje sie w powietrzu. Nie jest przy tym istotne, czy powietrze jest
rozpedzane w tyt przez Smiglo czy przez turbine. Inaczej moéwiac, samolot
zwany odrzutowym zdecydowang wyzszosé sity ciagu zawdziecza wcale
nie wyrzucaniu gazow spalinowych, tylko powietrza. Oto dowdd.

Dane techniczne silnika Boeinga 747 moéwia, ze pojedynczy silnik zuzywa
paliwo w tempie w przyblizeniu 1 kg/s. Do spalenia kilograma paliwa
wystarczy 16 kg powietrza, tymczasem silnik Boeinga przepuszcza przez
siebie powietrze w ilosci co najmniej o rzad wielkosci wigkszej, i to przy
spokojnym locie poziomym. Ciag (réwny iloczynowi masy wyrzucanej
na sekunde i jej predkosci) powstaje wiec w wyniku wyrzucania w tyl
powietrza w tempie rzedu 200 kg/s z predkoscia 300-500 m/s. W gazach
opuszczajacych silnik spalin jest nie wiecej niz 10%, bo paliwo stuzy
praktycznie tylko do napedzania turbiny, ktéra w gruncie rzeczy jest
$miglem, tyle ze obudowanym. Kazdy samolot zwany $miglowym (nawet
helikopter) jest wlasciwie odrzutowcem, bo lata dzieki odrzutowi mas
powietrza, a rodzaj silnika (tlokowy czy turbinowy) nie ma znaczenia.
Silnik moze by¢ nawet migsniowy — dzieki odrzutowi powietrza lataja
przeciez owady i ptaki.

Inaczej jest z silnikiem rakietowym. Rakieta zabiera ze soba oprécz
paliwa réwniez utleniacz, dzieki czemu moze lataé poza atmosfera. Zatem
sita ciggu silnika rakietowego pochodzi rzeczywiscie z gazéw spalinowych.
Wymagania stawiane takiemu silnikowi sg duzo wigksze, bowiem aby
rakieta w ogdle wystartowala, ciag jej silnikéw musi byé¢ wigkszy od

jej ciezaru startowego. Przyktadowo, silniki wahadtowca kosmicznego
zuzywajac podczas startu paliwo (proch i wodér z tlenem) w tempie
niemal 10 t/s, wyrzucaja gazy z predkoscia okoto 3500 m/s. Daje to ciag
rowny bez mata 35 MN, zdolny unie$¢ i rozpedzi¢ wahadlowiec o masie
startowej 2000 t.

A jak to jest z szybowcem?

Bladzenie we mgle

Kazdy z nas styszal historie o wedrowcach zagubionych we mgle,

na pustyni czy w zamieci, ktorzy btadzili, chodzac w kotko, natrafiajac
parokrotnie na wlasne $lady i wyobrazajac sobie, ze ... ida prosto

w jednym kierunku. Zjawisko takiego btadzenia zbadano m.in. w znanym
do$wiadczeniu wykonanym na placu Sw. Marka w Wenecji. Plac ten ma
ksztalt prostokata o wymiarach 175 m na 82 m. Eksperyment polegal

na tym, ze wypuszczano ludzi ze Srodka krétszego boku z zawigzanymi
oczami. Mieli oni za zadanie dotrze¢ do przeciwleglego boku, wszyscy
jednak trafiali na punkty potozone na dtuzszych bokach prostokata.
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Przyczyne tego zjawiska tatwo zrozumieé, gdy wyobrazimy sobie
samochod—zabawke, w ktérej lewe kota sa wigksze od prawych.
Samochodzik taki bedzie poruszal si¢ po okregu. Poniewaz my mamy
zwykle jedna noge silniejsza od drugiej, kroki stawiane przez nas lewa
i prawa noga sa réznej wielkosci. Jezeli réznica ta wynosi 1 mm, to po
tysiacu krokéw jedna noga przejdzie droge o 1 m dluzsza niz druga.
Mozliwe to jest tylko wtedy, gdy nasze nogi poruszaja si¢ po okregach
o wspdélnym srodku. Jezeli mamy jakis punkt odniesienia, mozemy
korygowaé na biezaco kierunek ruchu, w przeciwnym razie zbaczamy
z prostej drogi.

Przyjmijmy, ze odlegtos¢ miedzy lewa i prawa noga wynosi 10 cm

i lewa noga stawiamy dluzsze kroki. Jezeli prawa noga bedzie poruszaé
sie¢ po okregu o promieniu R metréw, to lewa po okregu o promieniu
R + 0,1 metréw. Zatem réznica przebytych drég wynosi (w metrach)

2r(R+0,1) —27R =27-0,1,
czyli w przyblizeniu 63 cm. Przyjmijmy, ze dtugosé¢ kroku wynosi 0,7 m,
a lewa noga robimy kroki o x metréw dtuzsze niz prawa. Na pokonanie

okregu o promieniu R metréw potrzebujemy zatem krokéw.

T
0,7
2R , . .

Lewa noga wykonamy 307 krokéw. Mnozac zatem te liczbe przez x,

uzyskujemy réznice drog pl’“zebytych lewa i prawa noga. Mamy réwnanie:
2R
2.0,7

ktére daje nam zaleznosé miedzy roéznicg krokéw i promieniem

kota, po ktérym bedziemy ,bladzili”: Rx = 0,14. Gdy, na przyktad,

x = 0,001 m = 1 mm, poruszamy si¢ po kole o promieniu 140 m,

w zamieci nie uda nam si¢ przejsé nawet przez pas pola szerokoéci 150 m!

Gdy x = 0,1 mm = 0,0001 m, réznica trudna do zauwazenia, promien kota

wynosi 1400 m, bez duzej dozy szczedcia nie wydostaniemy si¢ z pasa lasu

szerokodci 3 km. Zazwycza]j zagubieni wedrowcy poruszaja sie po kole

o promieniu 80-100 m, co odpowiada réznicy krokéw okoto 1,5 mm.

x=2m-0,1,

Wréémy do doswiadezenia na placu Sw. Marka.

Wyruszamy z punktu A na rysunku. B/
Aby dojsé do przeciwlegtego boku, ‘
musimy ,trafi¢” co najmniej w punkt B. ! R
Poniewaz |AC| =41m, |BC| = 175m,
to promien kota, po ktérym trzeba > __
sie porusza¢, mozna tatwo wyliczy¢.
Wynosi on okoto 375m, co odpowiada réznicy krokéw 0,4 mm. Dojsé
do przeciwleglego boku mégl zatem tylko kto$ o réznicy krokéw miedzy
prawa i lewg noga mniejszej niz 0,4 mm.

Czasami opisane wyzej zjawisko ttumaczy sie nierowng dlugoscig nog.
Ale ,nieréwnymi” nogami mozna stawiaé¢ réwne kroki i poruszaé si¢ po
proste;j.

Podobne zjawisko zachodzi przy plynieciu t6dka we mgle. Silniej
wiostujemy prawa lub lewa reka i poruszamy sie po kole. Gdy na odcinku

dtugosci a zbaczamy o odcinek dtugosci b, poruszamy sie po kole
2, 32

0 promieniu . Latwe rachunki dotyczace tej sytuacji zostawiam

2b
Czytelnikom.

Malqg Delte przygotowali: Marek KORDOS, Tomasz KWAST, Leszek SIDZ.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Regularno$é zgrubien sopli

Niestety, materiatu do wlasnych obserwacji chyba

juz w tym sezonie nie bedzie. No, chyba ze ktos
wybiera sie jeszcze w wysokie géry. Chodzi o sople.
Czesto udekorowane sg one regularnymi, opasujacymi
je zgrubieniami. W odréznieniu od platkéw $niegu,

z ktérych (podobno) zadne dwa nie sa takie same,
wzorki na soplach sa bardzo podobne. Okazuje sie,

ze dlugosé fali gruboéci sopla wynosi zawsze okolo

8 mm, niezaleznie od temperatury powietrza, sSrednicy
sopla czy szybkosci sciekania wody. Do niedawna
obserwacja ta nie miala wyjasnienia. Nie jest to
wecale takie dziwne. Zjawisko tworzenia sie sopli

jest tylko na pierwszy rzut oka proste i zrozumiale.
W rzeczywistosci mamy tu do czynienia z bardzo
skomplikowanym fenomenem. Sopel rosnie wtedy, gdy
$cieka po nim cienka warstewka wody. Aby opisa¢ to
zjawisko, nalezy rozpatrzy¢ krystalizacje, zwiazane

z nia cieplo topnienia i krzepniecia (cieplo utajone),
laminarny przeplyw miedzy dwiema powierzchniami:
ciecz—16d i ciecz—powietrze, parowanie cieczy oraz
transport ciepta.

Przy omawianiu rosniecia krysztaléw podobna
modulacja powierzchni jest zazwyczaj wyjasniana
za pomocy teorii Mullinsa—Sekerka’i, ktéra
opiera si¢ na niestabilnosci Laplace’a i efekcie
Gibbsa—Thomsona, ktore kolejno omowimy.

7 dobrym przyblizeniem 16d sopla ma stala
temperature. Rozklad temperatury powietrza
spelia wtedy réwnanie Laplace’a, inaczej

mowiac, temperatura zalezy tylko od odlegtosci

od osi sopla. Jezeli przyjmiemy dodatkowo, ze
zewnetrzna temperatura jest nizsza od temperatury
sopla (co odpowiada tworzeniu sie sopla, a nie

jego topnieniu), to wtedy réznica temperatury

na granicy sopel-powietrze bedzie wicksza tam, gdzie
powierzchnia sopla jest wypukta, a mniejsza tam,
gdzie jest wklesta. Powoduje to, ze 16d bedzie si¢
szybciej odkladatl w miejscach wypuklych, gdyz tam
odbiér ciepta utajonego bedzie szybszy. To oznacza,
ze krotkofalowe nieregularnoéci srednicy sopla beda
rosty szybciej niz dlugofalowe. To wlasnie nazywane
jest niestabilnoscia Laplace’a.

Powierzchnia stalego obiektu ma pewna gesto$é
energii wlasnej. Jezeli czasteczka przylacza sie

do powierzchni w miejscu jej wypuktosci, to pole
powierzchni rosnie, a wiec i catkowita energia
powierzchniowa rosnie. I odwrotnie, przylaczenie
czasteczki w miejscu wklestym powoduje zmniejszenie
sie pola, a z nim calkowite]j energii powierzchniowe;.
W takim razie temperatura topnienia bedzie mniejsza
w punktach wypuklych niz wklestych. To jest wlasnie
efekt Gibbsa—Thomsona, ktory sprawia, ze fluktuacje
grubosci maja tendencje do znikania. Dziala on

w przeciwna strone niz niestabilnosé Laplace’a.
Niestety, proste zastosowanie laczacej oba efekty teorii
Mullinsa—Sekerka’i nie jest mozliwe. Po pierwsze,
warstwa wody splywajaca po soplu jest za cienka, aby
powodowacé niestabilno$é Laplace’a, a po drugie,
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obserwowana krzywizna fluktuacji jest za mala, aby
dziatal efekt Gibbsa—Thomsona.

Autorzy pracy [1] odnalezli jednak dwa mechanizmy
spelniajace podobnie konkurencyjna role jak w teorii
Mullinsa—Sekerka’i. Chodzi o dyfuzje ciepta na granicy
l6d—woda oraz woda—powietrze. Z rozwinietej

przez nich teorii wynika, ze efekty zwiazane z dyfuzja
ciepta na granicy woda—powietrze powoduja skracanie
sie dtugoéci fali powstajacych zgrubien, a zwiazane

z granicag woda—16d odwrotnie — wydluzanie sie

tej dlugosci fali. Ustala sie réwnowaga pomiedzy

tymi konkurencyjnymi mechanizmami, powodujaca
powstawanie zgrubien o dlugosci fali rzedu 8 mm
niezaleznie od temperatury otoczenia, srednicy sopla

i szybkoéci sptywania wody. Od czynnikow tych zalezy
jednak amplituda powstajacych zgrubien i szybkos¢
ich narastania. Od tej ostatniej zalezy rowniez
przewidywana szybko$¢ przemieszczania si¢ zgrubien
po soplu. Mialo to byé¢ zweryfikowane doswiadczalnie,
aby ostatecznie potwierdzi¢ prawdziwosé teorii.

A, Ze praca ukazala si¢ przed zima, to moze na wiosne
ostateczne wyniki ujrza Swiatlo dzienne?

Maksymalna liczba kaczek

Na pewno z wiosng puszcza lody, co umozliwi
puszczanie kaczek. Ta uwielbiana przez dzieci zabawa
doczekala si¢ niedawno naukowego opracowania [2].
W koricu nie tylko dzieci cieszy obserwowanie
odbijajacych sie¢ od powierzchni wody kamieni. Jest to
dyscyplina, w ktorej rozgrywane sa nawet mistrzostwa
$wiata. Chodzi o wykonanie rzutu o tytulowe;j
,maksymalnej liczbie kaczek”. Rekord swiata wynosi
obecnie 38 odbié [3].

Kazdy intuicyjnie wie, jak wykona¢ dobry rzut, bo
chyba kazdy kiedys to probowat robié. Najlepsze
kamienie sa raczej plaskie i okragle. Nalezy rzucic¢
mocno, ptasko, nadajac kamieniowi jak najwigksza
rotacje.

Czy intuicja ta znajduje potwierdzenie przy naukowym
podejsciu do problemu? Uproszczony model zjawiska
rozwazany w publikacji [2] raczej to potwierdza.
Maksymalna liczba odbi¢ zalezy od spowalniania
ruchu postepowego i od destabilizacji ruchu

wirowego na skutek kolejnych odbi¢. Okazuje sig,

ze chociaz efekt spowalniania ruchu postepowego
mozna zniwelowaé przez zwigkszenie predkosci
poczatkowej, to narastajaca destabilizacja ruchu
wirowego i tak ograniczy maksymalna liczbe kaczek.
7 przedstawionej teorii wynika, ze aby pobi¢ rekord
Swiata, nalezy rzuci¢ kamien z poczatkowa predkoscia
co najmniej 12 m/s i z rotacja ponad 14 obrotéw

na sekunde. Przy czym zwiekszanie tylko jednego

z parametrow nie pomoze. Powodzenia!

Piotr ZALEWSKI

[1] Surface instability of icicles, N. Ogawa, Y. Furkukawa,
Phys. Rev. E 66(2002)041202,

[2] http:/www.stoneskipping.com

[3] The physiscs of stone skipping, L. Bocquet,
Am. J. Phys. 71(2003)150



Rys. 1. Nartnik (nartnikowate Gerridae,

poslizgowate Hydrometridae).
Foto: Internet.

Rys. 2a. Zdjecie ukladu do$wiadczalnego.

Rys. 2b. Schemat ukladu
do$wiadczalnego.

_ cieh menisku —

obraz karty na ekranie

Rys. 2c. Widok karty na ekranie.

O unoszeniu sie cial na wodzie

Andrzej HRYCZUK, Robert ZAK

Juz w starozytnoéci stwierdzono, ze ciala gestsze od wody, umieszczone na
jej powierzchni, tona. Ktéz z nas nie widzial jednak plywajacej igly, monety
lub nartnika?

W ponizszym tekscie chcielibysSmy zajaé sie statyka plywajacych cial,

a konkretnie lekkiej, niezwilzalnej karty, o gestosci wiekszej od gestosci

wody. Zaczniemy od przedstawienia doswiadczenia, ktore pozwoli nam
uzmystowié sobie kilka wigzacych sie, a przede wszystkim interesujacych

w tym zagadnieniu zjawisk. Naczynie z wodg umieszczamy na rzutniku pisma,
nastepnie delikatnie kladziemy na powierzchni wody karte (w naszym przypadku
o wymiarach w milimetrach 86,5 x 53,5 x 0,8 i masie 4,95 g, a wiec o gestosci p
okoto 1,34 g/cm?). Mimo ze gestosé karty jest wigksza od gestoéci wody, to nie
tonie ona, ze wzgledu na istnienie dobrze znanych sil napiecia powierzchniowego.
Na ekranie zobaczymy cien karty otoczony ciemna obwédka (zdjecie 2¢),
spowodowang meniskiem tworzacym sie dookota karty (rysunek 3). Bedziemy
teraz stopniowo dociazaé karte, mierzac szeroko$é¢ obwddki.

Zastan6éwmy sie, jakich wynikéw nalezaloby sie spodziewaé. Szeroko$é¢ obwddki
zalezy od krzywizny menisku. Mierzenie tej szerokosci pozwala na kontrolowanie
zmiany ksztaltu menisku. Wydawaloby sie, ze krzywizna menisku, a wiec

i szeroko$¢ obwodki, powinny rosnaé wraz z masa karty, az do momentu,

w ktorym karta osiagnie mase graniczna, przy ktorej utonie. Okazuje sie, ze jest
inaczej!

Wyniki naszych pomiaréw przedstawione sa na wykresie (rysunek 4). Widzimy,
ze istotnie punkty do$wiadczalne ukladaja sie w pewna rosnaca zaleznosc,
jednakze po osiggnieciu maksimum (dla masy 11,9 g) obserwowana szeroko$é
menisku zaczyna maleé. Dlaczego tak sie dzieje? Czyzby, od pewnego momentu,
krzywizna menisku rzeczywiscie sie zmniejszata? Wydaje si¢ to niemozliwe. . .

i tak jest w istocie!

Pozorne zmniejszanie sie krzywizny menisku jest spowodowane specyfika uktadu
pomiarowego. Uzyskany wynik implikuje istnienie sytuacji przedstawionej na
rysunku 5. Od pewnego momentu obserwujemy nie caly menisk, ale jedynie
jego czesé nie zastaniana przez karte. Powstawanie takiej sytuacji jest faktem
zaskakujacym, a przez to interesujacym.

Zastanéwmy sie, jakie mozna stad wyciagna¢ wnioski ilosciowe. Rozpatrzmy
karte znajdujaca sie w potozeniu przedstawionym na rysunku 3. Powszechnie
wiadomo, ze ci$nienie pod powierzchnia wody zalezy od glebokosci i opisane jest
wzorem

p1(y) = po + pgy,
gdzie pg jest ci$nieniem atmosferycznym, p gestoscia wody, a y glebokoécia.
Natomiast do ci$nienia zewnetrznego musimy dodaé¢ dodatkowe cisnienie
wynikajace z napiecia powierzchniowego.

Ap(y) = o K(y),

gdzie o jest wspdlczynnikiem napiecia powierzchniowego, a K (y) krzywizna
(parametrem opisujacym ,wygiecie” powierzchni w danym punkcie). Tak wiec
caltkowite ci$nienie zewnetrzne wyniesie

p2(y) = po + o K(y).
Uktad jest w réwnowadze, wiec ci$nienie zewnetrzne musi by¢ réwne cisnieniu
wewnetrznemu, co prowadzi do warunku

pgy = oK (y).
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Rys. 3. Utrzymujaca si¢ na wodzie karta.
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Rys. 4. Zaleznos¢ szerokosci cienia od
catkowitej masy karty.

Rys. 5. Utrzymujaca si¢ na wodzie,
maksymalnie obcigzona karta.
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W ten sposéb znalezlismy zwiazek miedzy glebokoscia a krzywizna menisku na
tej glebokosci. Zastapienie krzywizny funkcja pokazanego na rysunku 3 kata ¢
nie jest trudne, ale wymaga rozwiazania réwnania rézniczkowego. Nie wglebiajac
sie w przeksztalcenia matematyczne, podajemy od razu wynik:

_ o @
Y =4/ —sin_.
pg 2

Jak wida¢, maksymalne zanurzenie otrzymujemy dla ¢ = m. Przy wiekszym
obciazeniu karta musi zatonac.

Korzystajac z prawa Archimedesa, definicji sity napiecia powierzchniowego
i warunku réwnowagi sil, mozemy w prosty sposob otrzymac zaleznosc¢
zanurzenia karty y od jej caltkowitej masy m (w sytuacji odpowiadajacej

rysunkowi 5):
F, n £, - F

ab(y+c)p + 2(a+bosinp(y) = mg.
Fy, F, i Fy sa, odpowiednio, sitami wyporu, napi¢cia powierzchniowego
i grawitacji, natomiast a, b, ¢ to wymiary karty.

Poréwnajmy teraz oczekiwane i zmierzone wartosci catkowitej masy karty.
Maksymalnej szerokosci cienia menisku oczekujemy dla ¢ = /2, a zatoniecia
karty dla o = . W doswiadczeniu uzyskaliSmy, odpowiednio, 11,9 g oraz 14,2 g,
natomiast po wstawieniu danych liczbowych do powyzszego wzoru (napiecie
powierzchniowe wody wynosi o = 0,072 N/m?) otrzymujemy wartosci 14,4 g oraz
16,3 g. Uzyskalidmy zgodnosé (lub jak kto woli — niezgodnosé) na poziomie 15%.

Sprobujmy odnalezé podstawowe zrodla tej niezgodnosci. Po pierwsze, oczywiste
jest, ze jasnosé cienia wywolanego krzywizna zmienia sie w sposob ciagly, a my
obieraliémy pewien punkt, do ktérego mierzyliSmy szerokos¢ cienia. Po drugie,
pominelidmy dokladne rozpatrzenie ksztaltu menisku w rogach karty. Ponadto
dotychczas milczaco zakladaliSmy, ze karta obcigzana jest rownomiernie, co nie
do konca zgadza sie z rzeczywistodcia. Karta ulega niewielkiemu przechyleniu,
co sprawia, ze moze ona zatonac, zanim spelniony bedzie warunek ¢ = 7.
Wreszcie dociazanie karty w przypadku bliskim masie granicznej nastrecza

duze trudnosci, gdyz niewielkie nawet zachwianie stabilnosci karty powoduje jej
zatoniecie. Ze wzgledu na dwa ostatnie aspekty oczekiwaliby$my, ze karta bedzie
tonaé¢ przed osiggnieciem obciazenia maksymalnego z punktu widzenia teorii.
Jezeli chodzi natomiast o punkt odpowiadajacy ¢ = 7/2, to gtéwny blad moze
wiazaé sie z przechodzeniem punktu styku karty z woda z dolnej (rysunek 3)

na gérna (rysunek 5) powierzchnie karty. Zwazywszy na powyzsze czynniki,
zgodno$é teorii z do$wiadczeniem mozemy uznaé za satysfakcjonujaca.

Na zakonczenie chcielibyémy podkresli¢é pewien, naszym zdaniem,

zaskakujacy fakt. Na poczatku stwierdziliSmy, ze niektore mate obiekty

(jak nasza karta) polozone na wodzie nie tona, ze wzgledu na istnienie sil
napiecia powierzchniowego. Jest to oczywiscie prawda. Jednakze nie wystarczy
uwzglednié¢ wypadkowsa sil napiecia powierzchniowego. Po odrobine

blizszym przyjrzeniu sie naszej teorii widzimy, iz tak naprawde sita ta przy
maksymalnym zanurzeniu dazy do zera! Na czym wiec zasadza sie rola napiecia
powierzchniowego? Sprawia ono, ze powierzchnia wody nie zostaje przerwana,
cho¢ karta znajduje si¢ dobre kilka milimetréw ponizej poziomu otaczajacej ja
wody. . .

Autorzy artykulu, wraz z Janem Guttem (kapitanem), Jackiem Wolkowiczem i Anng Zlatkes,
tworzyli zespét XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie,
ktéry pod opieka mgr. Stanistawa Lipinskiego wygral ubiegloroczny

Final Miedzynarodowego Turnieju Mlodych Fizykéw, Odessa 2002.

Zachecamy do opracowania innych probleméw TMF w postaci artykuléw o podobnej formie.
Przygotowywane juz sg zadania 6,11,12 i 17 2000/2001 oraz 4,6,11,13 i 16 2001/2002.
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 2003

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 356, 357

356. Z cienkiego drutu
wykonano dwa jednakowe
kétka o promieniu rg.
Koéltka zetknigto i zwilzono
woda z mydlem (tylko sam
brzeg, wnetrze kétek nie Rys. 1

bylto pokryte blonka), a nastepnie powoli rozsuwano
w kierunku prostopadlym do ich plaszczyzny
(rysunek 1). Na jaka maksymalng odleglosé mozna
je odsunad, zeby laczaca je btonka nie przerwatla sie?

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 12/2002

348. Cigzarek o masie m wisi na nici A, ktéra owija sie wokét dwéch
blokéw ruchomych (rysunek 2). Osie tych blokéw sa polaczone

inng nicig B przelozong przez blok nieruchomy; ponadto na o$
gornego bloku dziala sprezyna o stalej sprezystosci k. Obliczy¢ okres
pionowych drgan ciezarka. Poming¢ mase blokéw.

348. Zaltézmy, ze o$ gérnego bloku wuy
ruchomego przesunie si¢ w gore o z.
Wtedy 0§ dolnego bloku przesunie sig¢

w dét o ten sam odcinek z, czyli lewy
odcinek nici A wydltuzy sie o z, a srodkowy )
0 2z. Aby taczna dlugosé nici A pozostata
niezmieniona, prawy odcinek musi ulec
skréceniu o 3z, co oznacza podniesienie
ciezarka w gére o x = 4z. B

Analizujac z kolei wystepujace w zadaniu
sity, stwierdzamy, ze wszystkie trzy odcinki
nici A napiete sa jednakowsa sita F', oba
odcinki nici B napiete sa jednakowa |:| m
sitg réwna 2F, a sila wywierana przez
sprezyne wynosi 4F. Gdy wiec wskutek
przesuniecia osi gérnego bloku o z sita wywierana przez
sprezyne zmniejszy si¢ o kz, sita dzialajaca ze strony nici A
na ciezarek zmaleje o (1/4)kz = (1/16)kx — tak, jakby
wisial na sprezynie o stalej sprezystosci k' = (1/16)k.
Zatem szukany okres drgan 1" jest dany wzorem

/m /m
T =27 F78ﬂ' E

349. Przy zalozeniu, ze klimatyzator jest doskonalg
maszyna cieplna, ciepto pobrane z wnetrza d@Q., i ciepto
oddane do otoczenia dQ, spelniajg zwiazek

4Q, _ dQ,

T T’
gdzie T jest aktualng temperatura w pokoju.

Rys. 2
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Redagugje Jerzy B. BROJAN

Obok rozwiazania analitycznego lub numerycznego
dopuszczalna jest tez odpowiedZ oparta
na przeprowadzonym doswiadczeniu.

357. Sily jadrowe wiaza jadra atomowe tak mocno,

ze podwyzszenie temperatury materii nawet

do kilkunastu milionéw stopni nie jest w stanie
wplynaé¢ na budowe wewnetrzna jader. Dlaczego wiec
rozpad izotopu berylu "Be zachodzi we wnetrzu Stofica
znacznie wolniej niz w laboratorium ziemskim?

Przypominamy tres¢ zadan:

349. Objetos¢ powietrza zawartego w pokoju wynosi V = 40 m?,

jego temperatura (réwna temperaturze zewnetrznej) Ty = 35°C,

a ci$nienie jest réwne p = 10° Pa. Jaka jest minimalna ilo$¢ energii
elektrycznej, ktérg musi pobrac z sieci klimatyzator, zeby obnizy¢
temperature w pokoju do wartoéci To = 25°C? Przyjaé, ze przeplyw
ciepla przez Sciany i okna mozna pomingé¢, a powietrze jest gazem
dwuatomowym.
Praca dW pradu zasilajacego klimatyzator jest réwna

AW = dQo — dQu = dQu (T1/T — 1).
W czasie oziebiania powietrza w pokoju ci$nienie pozostaje
stale (oczywidcie pokdj nie jest hermetyczny!), wiec
z zewnatrz wchodzi do srodka szparami cieple powietrze.
Liczba moli powietrza w pokoju jest réwna

n =pV/RT,
a jej zmiana wynikajaca ze zmiany temperatury dana jest

wzorem
pV
dn = — T2 dT.
Ciepto pobrane z wnetrza pokoju dQ., nalezy wigc
przyréwnaé do sumy dwéch wyrazen — ciepta odebranego
przy ozigbieniu n moli powietrza o d1" oraz ciepta
odebranego podczas oziebienia dn moli powietrza od

temperatury 77 do temperatury 71
dQw = —nCpdT + Cp(Th — T)dn

(pamietajmy, ze dT' < 0), gdzie C} jest cieptem molowym
powietrza przy ogrzewaniu (lub oziebianiu) pod statym
ci$nieniem, dla gazu dwuatomowego réwnym (7/2)R.

Po przeksztalceniach dochodzimy do réwnania

_7PVCPE(£7 )
dW = 7T T\7T 1)dT.

Catkowanie od 771 do temperatury koncowej T> prowadzi
do wyniku

_ pVCp (T1 - Tg)

V=% o

= 7883 J.




Klub 44

Zadania z matematyki nr 459, 460

® Redaguje Marcin E. KUCZMA
459. W czworokacie ABCD boki BC 1 DA maja jednakowa dlugosé.
— Symetralne bokow AB i C'D przecinaja sie w punkcie P. Wykazaé, ze punkt P

460. Dowiesé, ze dla n € N oraz dla x1,x2, .. .,

nieréwnosé

Termin nadsylania rozwigzan:

lezy na symetralnej odcinka laczacego érodki bokéow BC' i DA.

2y € (0;7/4) zachodzi

30 VI 2003

7\’/(tg x1)(tgaa) ... (tga,) < \/

sin? T+ sin® To+ ...+ sin® Tn

cos?xy +cos?xg + ...+ cos2x,

Zadanie 460 zaproponowal pan Lestaw Skrzypek z Krakowa.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 12/2002

451. Ze zbioru {1,2,...,n} losujemy podzbiér szescioelementowy.
Wyznaczy¢ te liczby naturalne n, dla ktérych bardziej
prawdopodobne jest wylosowanie zbioru zawierajgcego co najmniej
jedna pare liczb kolejnych niz wylosowanie zbioru bez takiej pary.

451. Zadanie ma sens dla n > 6. Wezmy dowolny
szescioelementowy zbiér A C {1,...,n} (n>6);

jego elementy tworza szesciowyrazowy cigg rosnacy

a1 < az < ag < as < as < ag. Zbiér A nie zawiera pary
liczb kolejnych wtedy i tylko wtedy, gdy aiy1 —ai; > 1
dlai=1,...,5, czyli doktadnie wtedy, gdy ciag
(b1,...,bs) okreslony wzorem b; = a; — i + 1 jest rosnacy.
Wyrazy takiego ciggu tworza szescioelementowy zbior

B cC {1,...,n—5}. Na odwrét, szeSciowyrazowy rosnacy
ciag b1 < ... < bs (<n—5) generuje ciag (a1,...,as) dany
wzorem a; = b; +1i — 1, o réznicach a;+1 — a; > 1.

Mamy wiec bijekcje miedzy rodzing szescioelementowych
podzbioréw zbioru {1,...,n} bez pary liczb kolejnych oraz
rodzing wszystkich szescioelementowych podzbioréw zbioru
{1,...,n—>5}. Nalezy wobec tego wyznaczy¢ te liczby n > 6,
dla ktérych zachodzi nieréwnosé ("g5) < %(g) Przepiszmy
ja w postaci

n—5 n—-6 n—-7 n—-8 n—-9 n-10 1

n n—1n-2n-3n-4 n-5 "2

Pn:=

Ciag o wyrazach k, = ";5 jest rosnacy; ciag o wyrazach
Pn = knkn—1kn—2kn_3kn_akn_5 jest takze rosnacy.

A poniewaz pag < % < pao, zatem warunek, o ktory chodzi
w zadaniu, jest spelniony tylko przez liczby naturalne
n==6,7,8,...,48.

452. Niech w = [cos «, cos 3, cos 7] bedzie dowolnym
wektorem dlugosci jednostkowej w R?; tworzy on

z osiami uktadu wspétrzednych katy a, 3, 7. Jezeli
koto o $rednicy d lezy w plaszczyZnie prostopadtej
do wektora w, to rzut tego kota na kazda z osi jest
odcinkiem, a dtugosci tych odcinkéw wynoszg,

d |sin 3],

Koto takie da si¢ umieséci¢ w prostopadloscianie a X b X ¢
wtedy i tylko wtedy, gdy

d |sin a, d |sin~y|.

|sina|<g7 |sinﬁ|<g7 |sinfy|<§.
Rownosé ) ) )
cos“a+cos” B+cosy=1

(wyrazajaca jednostkowa dlugosé wektora w) jest
réwnowazna réwnosci

sin® o 4 sin”® 8 + sin® v = 2.
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Przypominamy tresé¢ zadan:

452. Dla danych liczb dodatnich a, b, ¢ wyznaczy¢ najwigksza
$rednice, jaka moze miec¢ kolo zawarte w prostopadloscianie
o krawedziach dlugosci a, b, c.

Przyjmujac

.2 .2
sin” g =y, sin” y = z,

.2
sin” o = x,
sprowadzamy zadanie do nastepujacego:
wyznaczyé najwiekszq liczbe d > 0, dla ktorej istniejq liczby
x,y,z € (0;1) spelniajgce warunki
2

() r+y+z=2; x<

a b2 ?

42’ Y < ﬁ y R < ﬁ .
Rozwazymy dwa przypadki.
1°. a? <P+, PP +ad? 2A<a®+ b2
Jesli istnieja liczby z, y, z o podanych wtasnosciach, to
a2 +b2 + 2

d? ’

d< [a? + b2 + ¢?
AN 2 N

Mozna tu uzyskaé rownosé: liczby
_ 2a° _ 2b° B 2¢?
Terr+re VTt te

2=x+4+y+2<
czyli

a2+ b+ c?
naleza do przedziatu (0;1) i spelniaja warunki (x) dla
d=+/(a?+b%+ c?)/2.

2°. Niech na przyktad ¢? > a® + b°.

Jezeli liczby z, y, z istnieja, to ze zwiazkéw

2, 32
b
r+y=2—-—22>1 oraz :erygadJ;
wnosimy, ze
d<\/a? + b2.

Tu tez mozna mie¢ rownosé: liczby

2 b2

r=—2 Yy=— "> z=1
a?+b2’ a? + b2’

naleza do przedziatu (0;1) i spelniaja warunki (x) dla
d= V& I B

Sytuacja jest analogiczna, gdy a® > b? 4+ ¢* lub

b’ > +a’.

Zestawiajac wyniki uzyskane w obu rozwazonych

przypadkach, mamy odpowiedz: dla zadanych liczb
a, b, c > 0 najwieksza mozliwa érednica d ma dtugosé

[ 2 2 2
Amax= min{ %7\/(124_527\/172_&_027\/024_%}.




s
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Rozwigzanie zadania M 1021.

Mamy

[€040102| =
_ 180° — 180° -8\ _ a+8
=180° — (1805=o 4 180°=8) — =48,

Podobnie |[1020304| = ‘N‘er(s'
Zatem

[€040102| + |2020304| =

5

— w — 180°
2

i na czworokacie O1 020304 mozna

opisa¢ okrag.

Patrz w niebo

Wiekszosé astronomow jest zgodna co do tego, ze w centrum wielu galaktyk
znajduje sie czarna dziura o masie milionéw lub nawet miliardéw mas Stonca.
Nie ma jednak zgodnej odpowiedzi na pytanie, jak te czarne dziury tam

sie znalazty. Najlepiej bodaj opracowana teoria glosi, ze centralna czarna

dziura rosnie stopniowo wskutek wchtaniania materii traconej przez masywne
gwiazdy. Mechanizm ten dobrze ttumaczy wlasnosci np. galaktyki M&7, wielkiej
eliptycznej galaktyki w gromadzie galaktyk w Pannie. Czarna dziura bylaby wiec
tu obiektem ,rodzimym”.

Istnieje jednak poglad konkurencyjny, gloszony przez zespot astronomow

z Tokio. Wedlug niego wielkie galaktyki, takie jak M87, powstaly wskutek
zlaczenia sie w przeszlosci co najmniej dwéch mniejszych galaktyk zawierajacych
juz kazda swoja czarna dziure. Tu wiec czarne dziury bylyby ,imigrantami”.
Do takich wnioskéw doszli astronomowie tokijscy na podstawie nowych analiz
rozkladu jasnoéci powierzchniowej galaktyk. Generalnie jasnosé powierzchniowa
galaktyk jest oczywiscie wigksza w poblizu centrum, ale w galaktykach matych
pik jasnosci centralnej jest bardzo wyrazny. Taka niewielka galaktyka z bardzo
jaskrawym jadrem jest np. M32, najjasniejsza galaktyka satelitarna Wielkiej
Mglawicy w Andromedzie. W galaktykach wielkich jasno$¢ tez rosnie ku
centrum, ale dosé¢ tagodnie. Wedlug Japonczykow jest to mozliwe wlasdnie, gdy
taka galaktyka powstala z dwéch innych i do dzi$§ w jej centrum znajduja sie
dwie czarne dziury. To one, zachowujac stale swoja tozsamo$¢ i niewatpliwie
obiegajac si¢ wzajemnie, nie pozwalaja gwiazdom skupi¢ sie w jedno jaskrawe
jadro. Japonczycy podkreslaja, ze przewaga ich modelu nad innymi polega

na dwdéch faktach. Po pierwsze, zgodnie z tym modelem kazda czarna dziura

z osobna powstaje wedlug standardowego scenariusza, a po drugie, taczenie si¢
malych galaktyk w wielkie (galaktyczny kanibalizm) jest zjawiskiem — jak sie
wydaje — dos$¢ czestym i uznanym przez wiekszos¢ badaczy.

Tomasz KWAST

Kwiecien

Wysoko na niebie widzimy w wiosenne wieczory okazaly gwiazdozbiér Lwa,

w ktérym najjasniejsza gwiazda jest Regulus. Ku zachodowi wida¢ jasnego
Procjona w Matym Psie, a ku wschodowi Spike w Pannie. Na poludnie od
linii tych gwiazd widaé¢ mato co, gdyz na wielkim obszarze brak jest tam
jasnych gwiazd. Tymczasem wlasnie w calej okazalosci — o ile pozwala na to
przejrzystosé powietrza i nie przeszkadzaja miejskie Swiatla — mozna by tam
zobaczy¢ najdtuzszy gwiazdozbior calego nieba, Hydre, ciagnacy sie wzdluz
calego potudniowego horyzontu. Jego najjasniejsza gwiazda ma jasnosé 2,16 mag
i nazywa si¢ Alphard. Z arabskiego oznacza to ,j0osamotniona”, co sugeruje,

ze jest jedyna jasna gwiazda w gwiazdozbiorze, i zreszta w okolicy. Jej druga
nazwe, Cor Hydrae, czyli Serce Hydry, wprowadzil Tycho Brahe. Gwiazda jest
pomaranczowym olbrzymem typu K3, odleglym o 60 pc. W Hydrze znajduja
sie m.in. dwie bogate gromady galaktyk, ale niedostepne dla amatorskich
teleskopdéw. Za pomoca amatorskiego teleskopu mozna préobowaé dostrzec
dwie zlaczone galaktyki NGC 4038 i 4039 w sasiadujacym z Hydra Kruku,
tzw. Anteny. Maja one jednak jasno$é 11 mag, totez obserwator powinien
dysponowac teleskopem o Srednicy co najmniej 10 cm.

Wenus jest na granicy Wodnika i Ryb, $wieci wiec jako Gwiazda Poranna.

Mars znajduje si¢ na granicy Strzelca i Koziorozca i wschodzi okoto péinocy.
Jowisz jest w Raku, a wiec widaé go wieczorem, a zachodzi po péinocy. Wreszcie
Saturn jest w Byku, przez co okolo péinocy zachodzi. W polowie miesiaca
mozna wieczorami prébowaé szuka¢ Merkurego, gdyz 16 IV znajdzie sie najdalej
katowo od Stonca. Néw Ksiezyca wypada 1 IV, a pelnia 16 IV. Zadnych zaé¢mien
ani zakry¢ jasnych gwiazd w kwietniu nie bedzie.

T. K.
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Drodzy Czytelnicy! Wsréd Was jest 10 typow ludzi:
ci, ktorzy lubig postugiwac sie uktadem dwojkowym
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1000000 okazji, aby zajrze¢ do I'-limatiasu.

KOLOROWANKI —
NUMEROWANKI (2)

Zadanie: (XLVI Olimpiada Matematyczna, II stopien,
zadanie 6): Kwadrat o boku dtugosci n dzielimy na n?
kwadratéw jednostkowych. Wyznaczyé¢ wszystkie
liczby naturalne n, dla ktérych taki kwadrat mozna
pocia¢ wzdtuz linii tego podzialu na kwadraty,

z ktorych kazdy ma bok dlugosci 2 lub 3.

Rozwigzanie: Bez trudu stwierdzamy, ze podzial
kwadratu jest mozliwy, gdy n jest parzyste lub
podzielne przez 3, gdyz wéwcezas mozemy podzielié
kwadrat tylko na kwadraty o boku odpowiednio 2
lub 3.

Gloéwna trudnosé polega na udowodnieniu, ze

w przypadku, gdy n jest liczba nieparzysta
niepodzielna przez 3, zadany podzial nie jest mozliwy.
Udowodnimy to kilkoma sposobami.

W dalszym ciagu zal6zmy, ze n jest liczba nieparzysta
niepodzielna przez 3. Kwadraty jednostkowe, na ktére
podzielono duzy kwadrat, bedziemy nazywaé polami.
Wszelkie kwadraty o bokach 2 lub 3, do ktérych
bedziemy sie odwolywaé, utworzone sa odpowiednio

z 4 lub 9 pol.

Sposéb I: W pola 11|11

kwadratu wpiszmy Ljtjijujujujajijujugte

liczby 1i —1 —1|a1|a] ][]
Y

wypelniajac co drugi
rzad (poczawszy

od pierwszego) 1|11 a|a|a|a|a|a
jedynkami, tfafr]afa]fa]|1f1]1]1
a pozostale rzedy e e e
minus jedynkami LjUrjljejujujijujujage
(rys. 1). Rys. 1

Wowcezas suma wszystkich liczb wpisanych w pola
kwadratu jest rowna n, nie jest wiec podzielna przez 3.

Tymczasem kazdy kwadrat o boku 2 zawiera liczby

o sumie 0, a kazdy kwadrat o boku 3 zawiera liczby

o sumie +3. Zatem jakakolwiek figura dajaca sie
pokry¢ kwadratami o bokach 2 lub 3 zawiera w swoich
polach liczby o sumie podzielnej przez 3. Jak wczesniej
ustalilismy, kwadrat o boku n taka figura nie jest.

Sposob 1I: Pokolorujmy pola kwadratu rzedami tak,
aby niepokolorowane zostaly pola co trzeciego rzedu,
poczynajac od rzedu drugiego (rys. 2 i 3).

Rys. 2 Rys. 3

Woweczas liczba pokolorowanych pél kwadratu

jest nieparzysta. Kazdy kwadrat o boku 2 zawiera

2 lub 4 pokolorowane pola, natomiast kazdy kwadrat
o boku 3 zawiera 6 pdl pokolorowanych. Tak wiec
kazdy kwadrat o boku 2 lub 3 zawiera parzysta liczbe
pél pokolorowanych.

Sposob I11: Pomalujmy kwadrat w szachownice, ktérej
pola sa prostokatami o bokach 11 1,5 (rys. 41 5).

Rys. 4 Rys. 5

Wéwezas pole powierzchni pomalowanej jest o 1
wieksze od pola powierzchni niepomalowane;j.
Tymczasem kazdy kwadrat o boku 2 lub 3 jest
zamalowany dokladnie w potowie.

Sposob IV: Wypelnijmy pola kwadratu liczbami jak
narys. 617.

tlol2]1lol2]1]ol2]1]0 1fol2]1]o2]1]o]2]1]o[2]1
2folifofolileloli[a[o] s BT oot
1]042)1]012411012]1}0 2lof12lolz[2]o12]0[1]2
210)1(2]0]1)2]0f1]2])0} FHlo[2[tfolz[1[o[2[1]0[2]1
110]2[1[{0f2]1]0]2]1]0 2lof1]2]of1]2]of1]2]0]1]2
2fof1]2fol1]2]ol1]2]0 tlol2]1]o2]1]o2]1]o]2]1
tjof2]|1fo]2f1]of2[1]0 2|10f1]2]0[1]2]0]1])2|0]1]2
sloltl2]o]tl2fot]2fo| HojOl2]1]042}1j0]2]1]0]2]1
tlofl2]1lol21lol2]1]0 2104112101112101112101112

tjof2]1]o]2]1]o]2]1[o[2]1
210[1[2[0f1[2]0f1]2]0 2lo|1|z|o[t[2]o]1]2]01]2
tlof2]zlol22lol2]2]0 folz[t]ol2[1o[2]1]0o]2]1
Rys. 6 Rys. 7

Woéwecezas kazdy kwadrat o boku 2 lub 3 zawiera liczby
o sumie podzielnej przez 3, podczas gdy suma liczb
wpisanych w pola duzego kwadratu przy dzieleniu
przez 3 daje reszte 1.

Za miesiac piaty sposob rozwiazania.

Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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