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Pytanie za milion dolaréw: jak plynie woda?

Witold SADOWSKI

W roku 2000 Clay Mathematics Institute

z Massachusetts ogtosil liste siedmiu

probleméw matematycznych, za ktérych
rozwiagzanie oferowana jest nagroda po

milionie dolaréw za kazdy problem,

o czym pisaliémy juz w Delcie 7/2000.

Trzem z tych probleméw poswigcone byly
weekendowe wyklady VI Festiwalu Nauki

na Wydziale Matematyki, Informatyki

i Mechaniki UW we wrzes$niu 2002 r.

Niniejszy artykul jest szkicem odczytu
o réwnaniu Naviera—Stokesa. O dwéch
pozostalych problemach, tj. o hipotezie

Poincaré i hipotezie Riemanna bedzie

mozna natomiast przeczytaé¢ w Delcie

jeszcze w tym roku.
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Ch. Doering i J.D. Gibbon: ,Wcale nie jest jasne, czy jeden z podstawowych
modeli mechaniki klasycznej o wielkim zastosowaniu w inzZynierii nie jest
sprzeczny. Ten podejrzany model to rownanie Naviera—Stokesa opisujgce
dynamike niescisliwego plynu”.

(Applied Analysis of the Navier—Stokes Equations)

R.P. Feynman: ,Prébowano juz zatamowad wode za pomocq praw i réwnan (...);
woda przerwala tame i wymknela sie naszym probom zrozumienia jej przeplywu”
(Feynmana wyklady z fizyki)

Zanim zajmiemy si¢ problemem zasadniczym, tj. istnieniem rozwiagzan réwnania
opisujacego przeplyw wody, rozwazmy pewna nieskomplikowana sytuacje.
Wyobrazmy sobie mianowicie, ze w kazdym punkcie plaszczyzny zaczepiliSmy
wektor jednostkowy o kierunku wyznaczonym przez wspélrzedne [1, f (¢, z)],
gdzie f to pewna funkcja, t pierwsza wspdlrzedna, ktéra zwaé bedziemy czasem,
a x — to druga wspolrzedna. Spdjrzmy, jak mogloby to wygladaé dla czterech
réznych funkcji f.
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Rys. 4. f(t,z) = /x|

Rys. 3. f(t,z) = z°

Zaznaczone kolorem krzywe najlepiej, jak to mozliwe, przylegaja
do narysowanych wektoréw (wektory sa do nich styczne). Méwimy, ze krzywe
te sa rozwigzaniami rownania rézniczkowego zwyczajnego:

(*) ]

Rozwiazania te sa jednoznaczne, jesli przez kazdy punkt plaszczyzny przechodzi
nie wiecej niz jedna krzywa.

Jak widzimy, na pierwszym rysunku nie da si¢ poprowadzi¢ zadnej krzywej
przez o$ x-6w: jedyna kandydatka ma réwnanie x = |t| + ¢, gdzie ¢ to pewna
stata, ale krzywa ta ma kant na osi x i zaden wektor nie przylega do niej

w tym punkcie odpowiednio $cisle. Krzywe z rysunku 2 mozemy przedluzaé
nieograniczenie w strone dowolnie duzych czaséw ¢ (kazda krzywa ma réwnanie
x(t) = c- et gdzie ¢ to pewna stala). Widaé tez, ze przez kazdy punkt przechodzi
dokladnie jedna krzywa. Na rysunku 3 narysowana krzywa to hiperbola. Ma ona
asymptote pionowa, co oznacza, ze w skonczonym czasie wartos¢ rozwiazania
x(t) osiaga warto$é nieskoniczong i nie da sie owego rozwiazania przedluzaé
nieograniczenie w strone coraz wiekszych czaséw t. Wreszcie na rysunku 4

na brak rozwiazan nie mozna narzekac¢, daja sie one przedluza¢ nieograniczenie
w czasie, ale przez kazdy punkt na osi t przechodzi wiele krzywych stanowiacych
rozwigzanie. Nie jest ono zatem jednoznaczne.

Od czego zalezy, czy dane rownanie rozniczkowe ma jednoznaczne rozwiazania
okreslone dla dowolnych czaséw? Spéjrzmy na wykresy funkcji f (margines).

Na rysunku 5 widzimy, ze funkcja f = sgn t jest nieciagta w punkcie ¢ = 0.

Jest to doktadnie ten punkt, wokét ktérego nie dalo sie stworzyé rozwigzania.

Na rysunku 6 funkcja f(x) = x jest ciagla i tempo jej wzrostu jest zawsze

takie samo. Funkcja f(z) = 22 (rys. 7) jest ciagla, ale tempo jej wzrostu jest
coraz wieksze i nie da sie go globalnie (tzn. dla wszystkich x) ograniczy¢.
Wreszcie funkcja f(z) = \/m jest ciagla, ale tempo jej zmian jest nieograniczone
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Rys. 8

Jezeli w sytuacji przedstawionej

na ponizszym rysunku ciagniemy ptaska
plytke o powierzchni A z predkoscia v,

to silta, jakiej musimy uzy¢, jest
proporcjonalna do wyrazenia 4X.
‘Wspdbtczynnik proporcjonalnosci
nazywamy lepkoscia cieczy i oznaczamy v.

|4

plyn

ciato state

Liczba Reynoldsa to liczba
Re = —V D p,
v
gdzie V to $rednia predkosé¢ przeptywu,
p — gestosé cieczy, a D — typowy rozmiar
(np. $rednica oplywanego walca).

Dla odwaznych
Réwnanie Naviera—Stokesa (a Scislej:
uktad réwnan N-S dla ptynu
niescisliwego) ma postaé

dui

1 dp
I EA"M + (u- V)u; + T fi,
przy warunku
B’LL1 auz au;} _
611 612 6_13 -

gdzie i = 1,2,3, u = (u1,us,us) to
predko$é, p — to cisnienie, f = (f1, f2, f3)
— sily zewngtrzne, Re — liczba Reynoldsa
oraz

62u¢
Oz?

2
O“u;
2
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Aui =
P
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19} 17}
(u-V)=u1— +us— +u
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Nie jest natomiast rozstrzygnigte, czy

w ptlaskim przypadku stacjonarnym, tzn.
takim, w ktérym predko$é w kazdym
punkcie nie zmienia si¢ w czasie,
rozwigzania sa jednoznaczne dla
dowolnych sil zewnetrznych i dowolnych
lepkosci; wiadomo tylko, ze jest tak

dla sil zewnetrznych niezbyt duzych

w poréwnaniu z lepkoscig.

przy zblizaniu si¢ do zera. Jest to wladnie to miejsce, w ktérym rozwiazania
rownania rézniczkowego stawaly sie niejednoznaczne. Okazuje sie, ze nasze

luzne obserwacje maja uzasadnienie w podstawowym twierdzeniu teorii

rownan rézniczkowych zwyczajnych. Mowi ono, ze rozwigzanie réwnania
rézniczkowego () istnieje, gdy funkcja f jest ciagla. Jednoznaczno$é rozwiazania
gwarantuje warunek nalozony na tempo wzrostu funkcji f. Ma by¢ ono

nie wigksze niz tempo wzrostu pewnej funkcji liniowej. Dokladniej, ma zachodzié¢
tzw. warunek Lipschitza:

(%) [f(t,z) = f(t,y)] < Lz —yl,

gdzie L to pewna stala zwana stala Lipschitza. Jesli warunek taki jest spelniony
dla wszystkich ¢, x 1 y z pewnego otoczenia pewnego punktu (to, zo), to
rozwiazanie przechodzace przez punkt (o, zg) jest jednoznaczne przynajmniej
przez pewien — by¢ moze niedtugi — czas. Jesli warunek (xx) jest spelniony

7z ta sama stalg L dla dowolnych x, y, t, to rozwiazania sa globalne (mozna je
przedtuzaé¢ dowolnie daleko) i jednoznaczne. Teoria réwnania (x) jest wiec prosta
i ogélna.

Okazuje sie jednak, ze w przypadku réwnan, w ktérych poszukiwana funkcja g
zalezy od kilku zmiennych i w ktérych wystepuja funkcje okreslajace tempo
zmiany funkcji ¢ w réznych kierunkach (tzw. pochodne czastkowe), a takze
tempo zmiany tempa zmiany tych funkcji itd. (czyli tzw. pochodne czastkowe
wyzszych rzedéw), sytuacja dramatycznie sie¢ komplikuje. Tak, ze teoria tych
réwnan (zwanych réwnaniami czastkowymi) w zadnym razie nie jest tak ogélna
i elegancka jak teoria réwnan zwyczajnych i rozbija sie na dziesiatki teorii
poszczegdlnych niemal réwnan. Jednym z najwazniejszych — ze wzgledu na wage
zastosowan — jest wlasnie rownanie Naviera—Stokesa opisujace przeptyw wody.
Jest ono po prostu zapisem II prawa dynamiki Newtona z wyszczegdlnieniem
sil zewnetrznych (takich jak np. grawitacja), ci$nienia oraz sil zwiazanych

z lepkoscig cieczy. W réwnaniu Naviera—Stokesa pojawia sie jeden parametr,
ktéry silnie rzutuje — jak podpowiada doswiadczenie — na rozwiazania réwnania.
Parametrem tym jest tzw. liczba Reynoldsa. Dla malych wartosci tej stalej
przeptyw plynu jest laminarny. Woda natrafiajaca przyktadowo na przeszkode
w postaci walca bedzie go oplywaé¢ w bardzo regularny sposéb. Zwickszajac
liczbe Reynoldsa (tzn. zwigkszajac np. predkosé przeptywu), spowodujemy, ze
przeplyw stanie si¢ mniej regularny: za walcem utworza si¢ dwa pola wirdw.
Przy jeszcze wiekszej liczbie Reynoldsa wiry zaczna sie odrywaé, az w koncu za
walcem pojawi sie cala turbulentna smuga.

Juz z tego pobieznego opisu widaé, ze réwnanie Naviera—Stokesa kry¢

w sobie moze wiele niespodzianek i dopuszczaé bardzo skomplikowane
rozwigzania. | rzeczywiscie sytuacja nie jest prosta, gdyz nie znamy odpowiedzi
na nastepujace, podstawowe pytanie:

Czy jesli w pewnej chwili predko$é cieczy okreslona jest w kazdym punkcie
jakiego$ trojwymiarowego obszaru £ pewng gladkq (mozna to rozumied potocznie:
ciggla, bez kantéw, ostrzy, itd.) funkcjg u(xy,xa,x3), to czy w dowolnej chwili

w przyszlosci bedzie ona okreslona réwnie reqularng i jednoznacznie wyznaczong
funkcjq, o ile ewolucja predkosci bedzie dana réwnaniem Naviera—Stokesa

z gladkimi silami zewnetrznymi?

Innymi stowy, czy réwnanie Naviera—Stokesa daje si¢ rownie dobrze rozwiazaé
jak réwnanie rézniczkowe zwyczajne, w ktorym prawa strona spelnia warunek
Lipschitza? Albo jeszcze inaczej: czy réwnanie Naviera—Stokesa nie ,,produkuje’
w skonczonym czasie anomalii?

)

W tej chwili nikt nie zna odpowiedzi na to pytanie. Wiadomo co prawda,

ze gdy obszar 2 jest dwuwymiarowy, to wszystko jest w porzadku: istnieja
jednoznaczne regularne rozwiazania. W przypadku tréojwymiarowym wiadomo,
ze istnieja regularne rozwiazania okreslone na pewnym poczatkowym przedziale
czasu, ale nie wiadomo, czy da sie je przedluzyé nieograniczenie w czasie (tzn.,
czy nie natrafimy na ten sam klopot, co na rysunku 3). Wiadomo tez, ze istnieja
rozwigzania mniej regularne, ale za to okreslone dla dowolnych czaséw.
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‘W najprostszym przypadku

— gdy rozpatrujemy przeplyw
jednowymiarowy (!) — skladnik nieliniowy
ma postaé u - %. Gdyby rozwigzanie
byto postaci np. v = sin nz, to sktadnik
nieliniowy dalby:

n
SINNx - N COSNT = E sin 2nx.

Wprowadzitby zatem do réwnania drgania
na mniejszej skali, a wraz z nimi znaczny
wzrost pochodnej przestrzennej (czyli
tempa wzrostu predkosci na matych
kawalkach), co dla n = 2 i n = 3 obrazuja
rysunki.

—_

NS
= e = AVAY,

sin 2z (sin2z)' = 2cos 2z

Y
IV VvV V _1{\/\/\/

sin3z (sin3z)’ = 3cos 3z

—_

I
—

Klopot z nimi jest taki, ze nie wiemy, czy sa one jednoznaczne (tzn., czy nie
natrafimy na sytuacje z rysunku 4). Skad biora sie te problemy? Otéz z grubsza
biorac analogiczna role do statej Lipschitza pelni w réwnaniu Naviera—Stokesa
maksymalna wartos¢ tempa, w jakim rosnie predko$¢ na malych odcinkach

w obszarze ). Gdyby$my potrafili to maksymalne tempo wzrostu predkosci
oszacowaé dla wszystkich mozliwych czasow przez te sama stala, juz mogliby$my
planowaé, na co wydamy milion dolaréw z Clay Mathematics Institute. Ale nie
potrafimy. Moze brakuje nam metod, moze inteligencji, by te metody wymyslic.
A moze po prostu zrobi¢ sie tego nie da. Moze rownanie Naviera—Stokesa
produkuje rozmaite anomalie, moze tempo wzrostu predkosci na malenkich
odcinkach bywa nieograniczone? Sa pewne intuicje, ktére wlasnie takie
rozwigzanie podpowiadaja. Fizycy wskazuja w tym miejscu na mechanizm,

jaki pojawia si¢ w sytuacji tréjwymiarowej, a nie ma miejsca w przeplywie
plaskim. Ot6z jesli wyobrazimy sobie maly ,walec wodny”, ktéry rozciaga

sie wraz z przeplywem (tzn. z ,grubego robi sie chudy”) i ktérego punkty
(,czasteczki”) obracaja sie tak, ze o ich obrotu jest réwnolegta do kierunku
przeplywu, to dostrzezemy, ze aby moment pedu zostal zachowany, czastki
musza zwiekszy¢ predkosé wirowania. W ten sposéb lokalnie predko$é wirow
moze silnie wzrastaé¢. Patrzac od strony czysto matematycznej dostrzegamy,

ze cale zlo bierze sie z pewnego sktadnika nieliniowego w rownaniu, ktory
spompuje energie” do malych skal dlugosci (patrz margines).

Tak czy inaczej, sytuacja jest nerwowa. Jesli réwnanie Naviera—Stokesa nie

ma jednoznacznych i regularnych rozwiazan dla dowolnych czaséw, to przeczy
zasadzie determinizmu, a ponadto — jesli przenosi fluktuacje do dowolnie malych
skal — jest w pewnym sensie sprzeczne, gdyz wyprowadzone zostalo w oparciu

o separacje skal dhugosci.

Na szczescie woda nic sobie z tych problemow nie robi i ptynie dalej.

Nieustajacy konkurs Wirtualnego Wszech$wiata i Delty!

Rozwiaz w marcu kwietniowe zadanie z myszka i wygraj ksiazke z Wydawnictwa Prészynski i S-ka.

Wiecej informacji: http://www.wiw.pl/delta/konkurs

Rys. 1

Rys. 2

Redaguje Mikotaj ROTKIEWICZ
M 1018. Rozstrzygnaé, czy istnieje funkcja f: (—1,00) — R taka, ze

L+ (@) = f(ac;xl)

dla dowolnego = > —1, z € R.
Rozwiazanie na str. 12

M 1019. Dla pewnego a > 0, a € R i dowolnego = € R funkcja f : R — R spelnia
réwnanie f(z —a) — f(z + a) = [v/f(x) — f(z + a)], gdzie [z] oznacza cze$é catkowita
liczby x. Wykazaé, ze f jest funkcjg okresowa.

Rozwigzanie na str. 6

M 1020. Niech f: R — R bedzie funkcja taka, ze dla dowolnego = € R mamy |f(z)| <1

1 1 1
oraz f(x)+ f(x + 4—3) = f(x + g) + f(x + ?) Wykazaé, ze f jest funkcjg okresowa.
Rozwigzanie na str. 7

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 591. Na powierzchni cieczy znajdujacej sie w wysokim naczyniu (rys. 1) plywa
ptaskowypukta soczewka o ogniskowej F'. Znalez¢ wysokosé poziomu cieczy

w naczyniu h, jesli obraz punktowego zrédla swiatta S, potozonego w odlegtosci L

od soczewki, znajduje si¢ na dnie naczynia. Wspotczynnik zalamania cieczy wynosi n.
Przyjaé, ze odleglosé L jest bardzo duza.

Rozwiazanie na str. 16

F 592. Dwie soczewki skupiajace o takich samych ogniskowych réwnych F' znajduja
sie w odlegtodci F' od siebie (rys. 2). Osie optyczne obu soczewek sg réwnolegte

i odlegte o h. Znalez¢ odleglos¢ miedzy Zréodlem swiatta S polozonym w odlegtosci 2F
od pierwszej soczewki na jej osi optycznej oraz jego obrazem S’.

Rozwiazanie na str. 13
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Gdzie strumyk plynie z wolna

Grzegorz DERFEL

Symbol & oznacza predkosé,
a & — przyspieszenie.

Lepieznik wylysialy (Petasites kablikianus) to pokaZnych rozmiaréw bylina
porastajaca brzegi gérskich potokéw. Jej bardzo duze liécie pochylone nad woda
bywaja czesciowo zanurzone. W wyniku szczegolnego splotu warunkow

zdarza sie, ze taki dotykajacy nurtu lis¢ wpada w zamaszyste drgania.

W zastyglym powietrzu wieczoru ten niespokojny ruch w zacisznym zakolu
strumienia wydaje sie czyms tajemniczym. Osobliwo$é tego zjawiska polega

na tym, ze oscylacje te wywolane sa jednostajnym bodzcem, jakim jest
przeptyw wody.

Rezygnujac z proby uwzglednienia calej ztozonosci drgan liscia, zbudujemy
uproszczony jednowymiarowy model tego zjawiska. Jego istotna cecha

bedzie nieliniowo$é. W naszym modelu lis¢ jest reprezentowany przez mase m,
ktéra moze przesuwac sie wzdluz poziomej osi x. Masa jest czesciowo zanurzona
w wodzie plynacej z predkoscia V' w dodatnim kierunku osi z. Dziala

wiec na nia sila oporu zalezna od predkosci masy wzgledem wody, b(V — &),
ktéra powoduje wychylenie masy z polozenia rownowagi x = 0. Wychyleniu temu
przeciwdziata sita sprezysta réwna —kxz. Réwnanie ruchu masy ma postaé

mi = —kx +b(V — ).
Dla dalszych rozwazan podzielimy obie strony przez m, otrzymujac
() & = —wiz + B(V — 1),

gdzie wy = \/k/m oraz B = b/m. Istotne znaczenie ma fakt, ze wspélczynnik B
nie jest staly, poniewaz zalezy od glebokosci, na jaka li$¢ sie zanurza.

Gleboko$é ta zmienia sie, poniewaz wychylenia w poziomie wplywaja

na potlozenie liScia w pionie, tak ze w rzeczywistosci zatacza on zamknieta
krzywa o owalnym ksztalcie. Widaé wiec, ze wspolezynnik oporu nalezatoby
uzaleznia¢ od pionowej wspotrzednej liscia, co wymagatoby rozpatrywania ruchu
przynajmniej w dwéch wymiarach. Mozna jednak zauwazy¢, ze zmiany
gltebokosci zanurzenia maja podobny przebieg w czasie, jak zmiany

poziomej predkosci liscia. Wykorzystamy to podobiefistwo w naszym
jednowymiarowym modelu i wyrazimy wspélczynnik oporu jako funkcje .

Ksztalt funkeji B(#) pokazany na rysunku 1 uwzglednia fakt, ze zmiany
wspblezynnika B maja ograniczony zakres, nawet gdy predkosé osiaga duze
wartodci. W naszym modelu dla analitycznego przedstawienia funkeji B(d)
wykorzystamy — dos¢ dowolnie — funkcje arcus tangens:

B(i) = B — yarctg(ai),
gdzie a, (17 sa stalymi. Z powodu zaleznosci wspdtczynnika B od @
réwnanie (%) jest nieliniowe i niemozliwe do analitycznego rozwiazania.
Jednak to dzigki zmiennoséci B dochodzi do rozkolysania liécia. Gdy bowiem
zrezygnujemy z niej, przyjmujac v = 0 lub o = 0, czyli B = 3, dostajemy liniowe
rownanie rézniczkowe
(%) i+ Bi + wix = BV,
ktére przewiduje, ze po nieskonczenie dlugim czasie ruch zamiera.
Odpowiednie rozwigzanie ma postaé zalezng od relacji miedzy wq
a wielkoscia A = 3/2. Gdy wg — A\? > 0, opisuje ono drgania o czestosci

w=/wi — A2

zanikajace w polozeniu réwnowagi xs = SV/w3 :
x(t) = x5 + A exp(—At) cos(wt + ¢),
gdzie A 1 ¢ sa stalymi zaleznymi od warunkéw poczatkowych.
W przeciwnym przypadku rozwiazanie przewiduje aperiodyczny ruch takze

zmierzajacy do xs. (Oczywiscie proporcjonalnosé x5 do V' jest ograniczona
do predkosci pradu, przy ktorych li$é nie tamie sie i nie niszczy.)

Aby zbadaé charakter rozwiazan nieliniowego réwnania (x) uwzgledniajacego
v # 01 a # 0, rozwazmy male wychylenia £ z potozenia x,:

a(t) = zs +£(1).
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Wykorzystujac fakt, ze predkosci ©(t) = 3 (t) réwniez sa male, mozna uzyé
przyblizenia

B(#) =  + yai = 3+ ~of.

Pomijamy tez pojawiajacy sie w réwnaniu (x) skladnik z £2. W efekcie
otrzymujemy znéw rozwigzywalne réwnanie liniowe

(s55) £+ (B —~aV)E+ wieE =0.

Jego rozwiazanie ma cechy podobne do rozwiazania réwnania ().
W szczegoblnosci gdy
wi — (B—~aV)? >0,
zawiera ono czynnik wykladniczy, tym razem z wykladnikiem A = (8 — vaV)/2,
ktérego znak zalezy od predkosci pradu:

&(t) = Aexp(—At) cos(wt + ).

W wodzie stojacej lub plynacej leniwie wspdlczynnik A jest dodatni i koltysanie
liScia ustaje. Jednak gdy predko$é¢ nurtu przekracza wartosé krytyczna

Vi = B/(ya), czynnik wykladniczy rosnie z czasem, co odpowiada wahaniom
narastajacym.

(Stosownie do upraszczajacych zalozen poczynionych przy wyprowadzeniu
réwnania (x*) wynik ten jest poprawny tylko dla malych drgan, wiec nie nalezy
przywiazywaé wagi do sugerowanego funkcja eksponencjalng wzmagania sie
drgan w nieskorficzono$é.)

Pora teraz na — numeryczne z koniecznosci — rozwiazanie pelnego nieliniowego
réwnania ruchu (x). Trzeba tylko ustalié¢ w miare realistyczne wartosci
parametréw ukladu. Rozsadne wydaje sie przyjecie m = 0,02 kg i £ = 0,5 N/m.
Swobodny 1is¢ kolysze sie wtedy z okresem okoto 1,25 s. Parametry «, 3

i v mozna dobraé tak, aby ruch wygladal jak najbardziej prawdopodobnie,

np. a=5s/m, 3=5s"11iv=2s"1 co daje predkosé¢ krytyczna okoto 0,5 m/s.
Przyklady rozwiazan xz(t) przedstawione sa na rysunku 2.

Lis¢ zanurzony w powoli ptynacym potoku nie kolysze sie trwale — poczatkowo
wychylony szybko uspokaja sie (krzywa 1). W bystrzejszym nurcie réwnie szybko
ustalaja sie znaczne wahania (krzywa 2). Rysunek 3 przedstawia zalezno$é ich
amplitudy od predkosci wody.

Progowy charakter wzbudzenia drgan jest wyraznie widoczny. Energia
rozkolysanego liscia pochodzi z niewyczerpalnego praktycznie zrédla, jakim jest
przeptyw wody.

7 powyzszej analizy wynika, ze jesli predkos¢ pradu jest mala, to

04}
03}
02}
0,1}

@ [m/s]

—0,1}
—02f
—03}
—0,4

2,3: V=0,7m/s

istnieje polozenie réwnowagi, w ktérym 1is¢ spoczywa i do ktorego
asymptotycznie zmierza po dowolnym wychyleniu. Takie dazenie
mozna przedstawi¢ w plaszczyZnie (x, ) — tak zwanej przestrzeni
fazowej (rys. 4).

Punkt réwnowagi osiagany po dlugim czasie jest przykladem atraktora
zwanego ogniskiem. ,, Przyciaga” on stany uktadu zadane dowolnymi
warunkami poczatkowymi (krzywa 1). Jedli natomiast predko$é wody
przewyzsza krytyczna, to wspomniane polozenie réwnowagi przestaje
istnie¢. W jego miejsce pojawia si¢ atraktor w postaci zamknietej

0 0,05

Rys. 4

0,1

z [m]

krzywej zwany cyklem granicznym. Tory na plaszczyznie fazowej zblizaja
sie do niego od wewnatrz (jak krzywa 2) lub z zewnatrz (jak krzywa 3),
zaleznie od warunkéw poczatkowych.

0,2

Zachowanie ukladu polegajace na zastapieniu punktu statego cyklem granicznym
odpowiadajacym ruchowi okresowemu wskutek zmiany parametréw uktadu nosi
nazwe bifurkacji Hopfa. Bifurkacja Hopfa jest czesto spotykana w zachowaniu
nieliniowych ukladéw fizycznych, chemicznych i biologicznych. Praktyczne
znaczenie ma np. bifurkacja prowadzaca do wzbudzania wibracji skrzydta
samolotu lub walu turbiny, co moze mie¢ katastrofalne nastepstwa. Kolysanie
liScia lepieznika jest niegroznym przypadkiem, do ktorego obserwacji zachecam
milosnikéw gérskiej przyrody.
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Powyzej rozpatrujemy zstepujacy
nieskonczony ciagg poétplaszczyzn, nizej
za$ rozpatrujemy zstepujacy nieskoniczony
cigg kol otwartych.

Rozwigzanie zadania M 1019.
Niech g(z) = f(z) — f(x + a). Wowczas

nasze rownanie mozna zapisaé w postaci

g(z —a) +g(z) = [/g(x)]

Zatem g(x) >0 oraz [4/g(xz)] — g(z)>0.
Ale dla t € R mamy

Wt —t20 < t=0lubt=1 <=
— [Vt]-t=0.
Zatem g(xz — a) = 0, wigc g = 0, skad

wynika, ze f jest funkcja okresowa
o okresie a.

Twierdzenie bez zalozen?
Krzysztof OLES

Sam tytul wydaje sie odrobine prowokujacy — brak zalozen jest juz przeciez
pewnym warunkiem na twierdzenie nalozonym. .. Lubimy jednak sytuacje,

w ktérych nie musimy zapamietywacé zbyt wielu faktow generujacych kolejne.
Zajmiemy si¢ wiec spostrzezeniem, w ktérym o rozwazanym zbiorze zatozymy
jedynie to, iz jest on m-elementowym podzbiorem plaszczyzny. Zaczniemy
jednak od przypomnienia pewnego twierdzenia, ktore w Delcie juz sie
pojawilo [3].

Twierdzenie 1 (Helly, 1913)

Jesli F jest skonczong, co nagmniej trajelementowq, rodzing podzbiorow
wypuklych plaszczyzny o tej wlasnosci, Ze kazda jej trojelementowa podrodzina
ma przekrdj niepusty, to (| F # (.

Przypomnijmy, ze zbiér A C R? zwiemy wypuklym, jesli zachodzi nastepujacy
warunek

vaybeA VtE[O,l] ta + (1 - t)b S A,
ktory catkowicie pokrywa sie z nasza intuicja dotyczaca wypuklodei (czyzbysmy
sie nazbyt rozmarzyli?) — wystarczy spojrzeé¢ na powyzszy parametryczny zapis
odcinka domkniegtego.

Niestety, przekrdj nieskonczonych rodzin ztozonych z podzbioréw wypuklych
plaszczyzny (ktére maja wlasno$é ,podrodzinna”) moze by¢ zbiorem pustym,
co pokazuja przyktady obok.

Mamy tutaj do czynienia z pewnymi putapkami. Za kazdym razem wszystko
psuje ucieczka w nieskonczonosé (w niej dopiero widzimy — albo i nie —

pusto$é interesujacego nas przekroju). Przy czym: w rozwazaniu dotyczacym
polplaszczyzn dodatkowym defektem jest ich nieograniczono$é, w drugim
przypadku problemem staje sie otwarto$é kot (co to dokladnie oznacza — tego
na razie nie wiemy, ale zaraz uruchomimy definicje). Czy mozliwa jest malutka
poprawka? Mozliwa! Postuzymy sie pojeciem zwarto$ci, ktore w przypadku
plaszczyzny oznacza ni mniej, ni wiecej jak tylko (7): a ograniczonosé,

b domknietos¢. Cudownie! Literka a nie dziwi: po prostu zbiér jest ograniczony,
jesli mozna go wpisa¢ w pewne kolo. A co z literka b? Co6z: zbiér jest domkniety,
jesli jego dopelnienie jest otwarte (pani Ewa Szumanska powiedzialaby w tej
chwili: ,juz po wszystkiem”)...

Przypatrzmy sie wiec blizej otwartosci (co na to UE?).

Zbiér nazywamy otwartym, jesli dla kazdego jego punktu istnieje koto, ktérego
jest on $rodkiem, zawarte w interesujacym nas podzbiorze plaszczyzny. Dla
rozwiania jakichkolwiek watpliwosci: kolem o §rodku w punkcie = = (z0, yo)

i promieniu 7 > 0 nazywamy zbior

B(z,r) := {(w,z) eR?:\/(w—120)2+ (2 — 40)? < T} .
W tym miejscu warto zauwazy¢, ze zbior, ktéry nie jest otwarty, nie musi

by¢ domkniety — moze wymyslimy przykltadzik? W ostatecznosci spojrzmy
na strone 16.

Czas na poprawione twierdzenie Helly’ego.

Twierdzenie 2
Jesli F jest co najmniej trojelementowq rodzing zwartych i wypuklych podzbiorow
plaszcezyzny o tej wlasnosci, ze kazda jej tréjelementowa podrodzina ma przekrdj

niepusty, to (| F # (.

Mozna by¢ zaskoczonym — powyzsze twierdzenie wynika bezposrednio
7z twierdzenia 1 [2], okazuje sie bowiem, ze zwarto$é ma wiele wspdlnego
ze skonczonoscig [1]. PrzejdZzmy do obiecanego twierdzenia.
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Rozwigzanie zadania M 1020.
Niech g(x) = f(z + £) — f(a).

Z réwnosci podanej w zadaniu mamy
g(z + %) = g(z), skad g(z + 1) = g(x).
Mamy

5
f(w+1)—f(w):Zg(z+é).

i=0
Prawa strone tej réwnosci oznaczmy
przez h(x). Oczywiscie h(xz + 1) = h(x),
skad f(z +n) — f(z) =n - h(z) dla
dowolnego n € N. Ale f jest funkcja
ograniczong, wiec h = 01 f jest funkcja
okresowg o okresie 1.

M

Idea doboru pélptaszczyzny domknietej F'

w dowodzie twierdzenia.

Twierdzenie 3 (o punkcie podzialtu)

Jesli A C R? jest dowolnym zbiorem m-elementowym, to istnieje punkt p € R?
o tej wlasnosci, zZe kazda domknieta polplaszczyzna wyznaczona przez prostg
przechodzqcq przez p zawiera co najmniej 5 punktow zbioru A.

Uff. .. Brak zalozen okupiliSmy dosy¢ nuzaca teza, ale rysowanie pozwoli nam

przyswoié ja sobie, a poza tym wykaze jej dziwacznosé — jak bowiem znalezé taki
punkt, gdy zbiér A ma, dajmy na to, 136 - 107 punktéw?

Dowédd: Niech B bedzie takim kotem, ze A C B, ponadto oznaczmy
Vocr?  |Cla = liczba elementéw zbioru C'N A.
Rozwazajac rodzine F, zlozona z domknietych polplaszczyzn F' o wlasnosci
|F|a > %m, wykazemy, ze kazde trzy elementy rodziny G :={FNB: F € F}
maja punkt wspélny (nalezacy do zbioru A).
Ustalmy zatem Fy N B, Fy N B, Fs N B € G. Wystarczy wykazaé, ze
ElaEA a € FyNF,NF;, |F1ﬂF2ﬂF3|A7éO.

Poniewaz dla dowolnego F' € F mamy |F|4 > %m, to

czyli

1
VFeJ—' |R2 \F|A < gm
Przypu$émy, ze |Fy N Fy N F3]4 = 0.
Otrzymujemy wtedy |R? \ (Fy N Fy N F3) |4 = m oraz
m= R\ (FINFNE;)[a=|(R2\F)U(R\ F)U(R2\ F)|a <

<|R2\ Fifa+ [R2\ Fola + [R2\ F3la < dm+ 3m+ gm =m.
Otrzymana sprzecznosé daje
|F1 ﬂFgﬂF3|A #0

Elementy rodziny G sa zbiorami wypuklymi (zaréwno pélplaszezyzna
domknieta, jak i koto sa zbiorami wypuklymi, a przekrdj zbioréw wypuklych
jest — oczywiscie — zbiorem wypuklym) i zwartymi (jako zbiory ograniczone
i domknigte) na plaszczyznie, zatem z twierdzenia 2 otrzymujemy

Jer> pE()G-

Ustalmy teraz dowolna pélplaszczyzne domkni@t@Nﬁ wyznaczong przez prosta [
przechodzaca przez punkt p. Mamy wykazaé, ze |F|a > 7.

7 pewna nie$mialoécia — przypusémy, ze |F|4 < 7.
Otrzymujemy wtedy: [R* \ F|4 > 2m, niech zatem

{wy,...,w;} = (lR2 \ﬁ‘) NA,

gdzie k €N, k > %m. Niech ponadto w € {ws,...,wi} bedzie jednym z punktéw
o wilasnosci

d(w,l) = min{d (w1,1),...,d (wg,1)},

przy czym d(x,l) oznacza odleglto$é punktu z od prostej I. Z otwartosci
zbioru R? \ F' otrzymujemy istnienie takiego r > 0, ze B (w,r) C R?* \ F. Jedna
ze stycznych do B (w,r) réwnoleglych do | wyznacza taka pélplaszezyzne

domkniety F', ze: FNB € Gorazp & F'NB.
Dzigki upragnionej sprzecznosci dostajemy |ﬁ| A = %, co koniczy dowdd.

Najwieksza trudnos¢ w zastosowaniu twierdzenia Helly’ego polega
na wymysleniu rodziny, do ktérej nalezy je zastosowaé — tak bylo w przypadku
transwersali [3], tak jest i tutaj.
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Maia delld

Stozkowe samg linijka

Stozkowe to elipsy, parabole i hiperbole. Nazwa
bierze si¢ stad, ze mozna kazda z nich uzyskad,
przecinajac stozek obrotowy plaszczyzna.

Gdy plaszcezyzna ta tworzy z osig stozka kat
wiekszy niz jego tworzace — powstaje elipsa
(przy kacie prostym — okrag; to tez jest elipsa,
cho¢ specjalna). Gdy te katy sa réwne —
parabola. A gdy kat plaszczyzny z osig jest
mniejszy — hiperbola (jak latwo zauwazy¢,
plaszczyzna przecina wtedy stozek po obu
stronach wierzchotka).

Pomyst, aby narysowaé stozkowa samag linijka,
wydaje si¢ absurdalny. A jednak...

Zacznijmy od sprawy ,prostszej”, cho¢ nie mniej
absurdalnej: narysowa¢ okrag sama linijka. Jest to
szczegblny przypadek poprzedniego zadania.

W poprzednim numerze Delty Zdzistaw Pogoda pisal o twierdzeniu
Menelaosa i jego niezliczonych konsekwencjach. Wéréd nich byto
dowiedzione twierdzenie Pascala, ktore brzmi:

Proste zawierajgce przeciwlegle boki szesciokgta wpisanego w okrag,
jesli sie przecinajq, to na jednej prostej (nazywa sie ja prosta Pascala).
Oto kilka rysunkéw ilustrujacych to twierdzenie (prosta Pascala jest
narysowana kolorem).

Twierdzenie to (réwniez gdy nie pamieta sie jego dowodu) pozwala

na wykonanie czegos bardzo zblizonego do narysowania linijka okregu.
Gdy bowiem mamy pie¢ punktéow lezacych na okregu, to sama linijka
mozna skonstruowaé (jesli istnieje) drugi punkt przeciecia tego okregu
z dowolnie narysowang prosta przechodzaca przez jeden z nich. W ten
sposob, zmieniajac te prosta mozemy (sama linijka!) skonstruowaé tyle
punktow tego okregu, ile nam sie spodoba. Ale jak to zrobié¢?

Zanim przeczyta si¢ sasiednig strone — warto samemu sprobowad
rozwiazaé¢ to zadanie.
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Oto przepis. Punkty taczymy w dowolnej kolejnosci tamang ztozona

z czterech odcinkéw (tu wybraliémy taka kolejnosé, aby rysunek

byl maly). Oznaczamy przez P punkt przeciecia prostych zawierajacych
jej pierwszy i czwarty bok. Teraz bierzemy jakakolwiek prosta

przez pierwszy z punktéw (na rysunku jest przerywana) — to na niej
znajdziemy drugi punkt nienarysowanego okregu. Oznaczamy przez )
punkt jej przeciecia z prosta zawierajaca trzeci bok tamanej. Prosta PQ
(na rysunku ciagla kolorowa) przecina prosta zawierajaca drugi

bok tamanej w punkcie R. Prosta taczaca ostatni wierzchotek tamanej

z punktem R (przerywana kolorowa) przecina czarna linie przerywana
w punkcie lezacym na nienarysowanym okregu. (Gdyby ktéres

z przecinanych prostych okazaly sie rownolegte, nalezy zmieni¢ kolejnosé
punktéw i powtdrzyé konstrukcje.)

Dlaczego? Poréwnujac otrzymany rysunek z pierwszym z rysunkéw
ilustrujacych na poprzedniej stronie twierdzenie Pascala, kazdy

z Czytelnikow z pewnoécia znajdzie odpowiedz. Podpowiemy moze,
ze na rysunku jest szesciokat i jego (narysowana ciagla linia kolorowa,
jak na poprzedniej stronie) prosta Pascala.

A co bedzie, gdy punkty obierzemy nie na okregu, lecz byle jak, aby tylko
zadne trzy nie lezaly na jednej prostej? Przeciez konstrukcja da sie
przeprowadzi¢ i wtedy. Polecam sprawdzi¢ to na kilku wybranych
piatkach punktéw, w kazdym przypadku rysujac po kilka przerywanych
czarnych prostych. Obok nasze dwa przyktady.

Na kolejnym rysunku dorysowana dodatkowo zostata elipsa, a na
nastepnym — hiperbola. To zart czy tez dla nich twierdzenie Pascala,

na ktorym opierata sie konstrukcja, réwniez jest prawdziwe? Tu akurat
odpowiedz jest pozytywna i tatwa do uzyskania. Jesli wyobrazimy sobie,
Ze narysowany na sasiedniej stronie stozek to promienie z punktowego
zrodla $wiatta, to rysunek ten powinien przekonaé nas, ze kazda

ze stozkowych jest cieniem, jaki rzuca na ptaszczyzne oswietlony
punktowym zrédtem Swiatta okrag. Dla tych, ktorzy nie zobaczyli, mamy
pomocnicze schematyczne rysunki.

Jedli wiec mamy narysowang sytuacje z twierdzenia Pascala dla

okregu, to rzucajac odpowiednio cien, otrzymamy taka sama sytuacje
dla elipsy, paraboli czy hiperboli. I w ten sposéb przekonujemy

sie, ze twierdzenie Pascala jest prawdziwe dla kazdej stozkowe;j.

Podana konstrukcja pozwala zatem, gdy dane jest pie¢ punktow dowolnej
ze stozkowych, znajdowac jej dalsze punkty na réznych prostych
przechodzacych przez jeden z nich.

Ale czy dowolne pieé¢ punktéw, z ktérych zadne trzy nie leza na jednej
prostej, zawsze lezy na jednej ze stozkowych? Okazuje sie, ze tak,

a fakt ten nazywa si¢ twierdzeniem Braikenridge’a—Maclaurina. Tak wiec
przytoczona konstrukcja zawsze produkowaé bedzie dowolng liczbe
punktow jakiejs stozkowe;j.

Malqg Delte przygotowal Marek KORDOS



Co udowodnil Preda Mihailescu?

1. Liczbe naturalng nazywamy potega, jezeli ma
postaé¢ n?, gdzie liczby n i d sa naturalne i d > 2.

W szczegdlnosci kazdy kwadrat liczby naturalnej jest
potega. Na przyklad wszystkie potegi mniejsze od 100
to:1,4=228=239=3216=2%=42 25=52 27=33
32=25 36=062 49="72 64=26=43=82 81=3*=92
Widaé od razu, ze wigkszos¢ poteg tu wypisanych

to kwadraty i ze wérdd tych poteg tylko 8 1 9 sa
kolejnymi liczbami naturalnymi.

2. Od dawna bezskutecznie poszukiwano innych
kolejnych liczb naturalnych, ktére sa potegami

i w 1844 roku E. Catalan sformulowal przypuszczenie,
ze liczb takich nie ma. Chodzi wiec o dowdd, ze
rownanie

(1) " -yt =1

nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych m,n, z,y,
gdziem > 2, n > 2, réznychod xr =n=3,y=m = 2.
Oczywiscie wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku,
gdy m i n sa liczbami pierwszymi, podobnie jak

przy badaniu réwnania Fermata x™ 4 y™ = 2™ mozna
przyjaé, ze liczba n jest pierwsza.

3. Rozpatrywano rézne przypadki szczegdlne
réwnania (1) i uzyskano pewne wyniki czesciowe.
Na przyktad udowodniono, ze zadne z nastepujacych
réwnai nie ma rozwiazan (poza 3% — 23 = 1), gdzie
r,y > 1,m,n > 2:

3m—2" =41  (Lewi ben Gerson (1288-1344)),

22—y =41 (L. Euler, 1738),

-y =1 (V.A. Lebesgue, 1850),

22—yt =1 (Chao Ko, 1965).

Korzystajac z wynikéw Lebesgue’a i Chao Ko, mozna
wiec przyjaé, ze wykladniki m i n w réwnaniu (1) sa
liczbami pierwszymi nieparzystymi.

4. Udowodniono tez kilka waznych wtasnosci
hipotetycznego rozwiazania réwnania (1), ktére
znacznie ograniczyly mozliwosé istnienia takiego
rozwigzania. Mianowicie

Twierdzenie 1 (J.W.S. Cassels, 1953, 1960). Jezeli
liczby naturalne x,y i liczby pierwsze nieparzyste p, q
spetniajg rownanie

(2) P — yq = 1)

to p dzieli y @ q dzieli x.

Twierdzenie 2 (R. Tijdeman, 1976). Istnieje taka
stala C, Ze kazde rozwigzanie rownania (1) spelnia
m,n,x,y < C.

5. 7Z twierdzenia Tijdemana wynika oczywiscie, ze
liczba rozwiazan rownania (1) jest skonczona. Niestety
oszacowania stalej C' wystepujacej w tym twierdzeniu
bytly zbyt duze, co nie pozwalalo na przeszukanie
wszystkich mozliwych liczb m,n, x,y przy uzyciu
komputeréw. Na przyktad udowodniono, ze kazde
rozwiazanie réwnania (2) spelnia

x,y < exp (exp (exp (exp (730)))) (M. Langevin, 1976),
gdzie exp(t) = e, i e = 2,71828... jest podstawa
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logarytméw naturalnych, oraz
p, ¢ < 1,6-10% (M. Mignotte, 1992).

Oszacowania te potem byly ulepszane, lecz ciagle byly
zbyt duze.

6. Udowodniono tez, postugujac sie komputerami, ze
w poszukiwanym rozwiazaniu réwnania (2) wykladniki
nie moga by¢ zbyt male:

(3) p>10° i ¢>10°

(K. Inkeri (1964, 1990) oraz M. Mignotte i Y. Roy
(1995, 1997)). W 1999 roku P. Mihailescu udowodnit,
ze zachodza podzielnoéci p? | ¢P~! — 11 ¢? | p?~! -1,
co pozwolilo znacznie rozszerzy¢ obliczenia przy
uzyciu komputerow. Wykorzystujac to M. Mignotte
wzmocnil warunek (3) do nastepujacej postaci: p > 107
i ¢ > 107. Otrzymano tez wiele innych warunkéw,
ktore musi spelnia¢ hipotetyczne rozwigzanie

P, q, z,y réwnania (2). Mialy one postaé nieréwnosci
lub podzielnosci. Na przyktad: x > 4pgP oraz

pi~1|z — 1. Warunki te ciagle jeszcze nie wystarczaty
do sprawdzenia, ze réwnanie (2) nie ma rozwiazan
poza 32 — 23 = 1.

7. Dopiero w 2002 roku P. Mihailescu zastosowal

7 powodzeniem inng metode badania rozwigzan
réwnania (2), ktéra w polaczeniu z dotychczasowymi
wynikami oméwionymi wyzej i pewnymi ich
ulepszeniami pozwolitla udowodnié¢, ze poszukiwanych
rozwiazan nie ma.

8. Oméwienie metod uzytych przez Mihailescu
wykracza poza zakres wiadomosci, ktérymi
rozporzadza przecietny czytelnik Delty.
Zainteresowanych odsytam wiec do prac oryginalnych,
a tu tylko wspomne, ze z réwnaniem (2) Mihailescu
wigze tak zwany pierécien grupowy F,[G] grupy
cyklicznej G majacej (p — 1)/2 elementéw

o wspoétczynnikach w g-elementowym ciele 7.

Gdyby istnialo poszukiwane rozwiazanie réwnania (2),
to idealy tego pierscienia grupowego mialyby pewna
wlasnosé. Z drugiej strony, bezposrednio dowodzi

sie, ze tej wlasnosci nie maja. Otrzymujemy wiec
sprzeczno$é, a zatem poszukiwane rozwigzanie nie
istnieje.

Tak wiec po 158 latach hipoteza Catalana zostala
udowodniona i to w stosunkowo prosty sposob.

9. Czytelnikéw pragnacych dokladniej zapoznaé
sie z historia badania hipotezy Catalana odsylam
do ksiazki Paulo Ribenboima Catalan’s Conjecture,
Academic Press 1994 (liczy ona ponad 350 stron!),
w ktorej omowione zostaly szczegdtowo wyniki

na ten temat uzyskane przed 1994 rokiem.

Nowsze wyniki siegajace roku 1999 zostaty
przedstawione w przegladowej pracy M. Mignotte’a
Catalan’s conjecture just before 2000 zamieszczonej
w po$wieconym pamieci K. Inkeriego tomie Number
Theory, de Gruyter, Berlin 2001, ktéry zredagowali
M. Jutila i T. Metsankylé.



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Potwierdzenie odkrycia pierwszej
pozaslonecznej planety ,tranzytowej”

Na poczatku zesztego roku polskie i nie tylko polskie
rubryki popularnonaukowe obiegla wiadomos$é o masowym
odkryciu kandydatek na pozastoneczne planety przez
zespol astronoméw Obserwatorium Uniwersytetu
Warszawskiego OGLE (Optical Gravitational Lensing
Experiment) [1].

To wlasnie osiagniecie (jedno z wielu) umozliwito
przyznanie Andrzejowi Udalskiemu, kierownikowi
i spiritus movens OGLE, Nagrody Fundacji na rzecz
Nauki Polskiej z dziedziny nauk $cistych za rok 2002.

Jak takie kandydatki ,wygladaja”’, mozna obejrzeé

na tylnej oktadce tego numeru (reklamujacej naszego
wspotwydawce — Wydziat Fizyki UW, ktorego czescia jest
Obserwatorium UW). Metoda uzyta przez zespét OGLE
polega na poszukiwaniu przejscia (tranzytu) pozastonecznej
planety przed jej gwiazda. Oczekiwane jest okresowe
zmniejszenie jasnosci z ,ptaskim dnem” — przez caly

czas przejscia planeta zastania okreslong czesé gwiazdy.
Tak wtasnie wygladaja zmierzone przez OGLE przebiegi
jasnosci prawie szeéédziesieciu gwiazd (doktadne dane

i oryginalne wykresy mozna znalez¢é na internetowym
serwerze zespolu OGLE [2]). Wydaje sie to bardzo
proste, ale wcale takie nie jest. Najlepszym dowodem

jest to, ze pomimo olbrzymiej popularnosci poszukiwan
planet pozastonecznych tylko polskiemu zespotowi to

sig¢ udalo. I to w zasadzie ,przy okazji”. Poszukiwanie
planetopodobnych obiektéw bylto swojego rodzaju testem
trzeciej fazy eksperymentu OGLE.

Zanim przejdziemy do sedna sprawy, warto przypomnieé¢
historie tego przedsigwziecia. Sama nazwa wskazuje

na gtéwny cel naukowy OGLE — poszukiwanie przypadkow
mikrosoczewkowania grawitacyjnego. Ponad dziesieé lat
temu metode te, polegajaca na odnajdywaniu pojasnien
gwiazd na skutek przej$¢ ciemnych obiektéw przez

linie widzenia, zaproponowal Bohdan Paczynski. Sam

nie bardzo jednak wierzyt w mozliwo$é praktycznego
sprawdzenia swojego pomyshu, gdyz sukces mogtby
zapewni¢ tylko systematyczny przeglad milionéw gwiazd.
Jedynie wtedy mozna bylo mie¢ nadzieje, ze przed ktoras
z nich ,przedefiluje” obiekt zbyt ciemny, zeby mozna go
bylo widzie¢, ale wystarczajaco masywny, zeby (zgodnie

z Ogblna Teoria Wzglednosci) skupié $wiatlo gwiazdy

i tym sposobem zdradzi¢ swoja obecno$é. Metoda ta
pozwalalaby na oszacowanie liczebnosci takich obiektéw,

a tym samym stwierdzenie, jaka cze$é galaktycznej ciemnej
materii jest w nich zawarta (obiekty te znane sa pod
akronimem MACHO — MAsive Compact Halo Object).
Szybko okazalto sie jednak, ze kamery CCD, wspierane
odpowiednim oprogramowaniem, sa w stanie wykonac
benedyktynska prace przegladu milionéw gwiazd. Jednym
z pierwszych zespoléw, ktére podjety tego typu badania,
byt wtasnie zespét OGLE. W pierwszej fazie, w latach
1992-1995, korzystal on z jednometrowego teleskopu
zlokalizowanego w Obserwatorium Las Campanas w Chile,
a bedacego wlasnoscig Carnegie Institution z Waszyngtonu.
Pomimo spektakularnych osiagnie¢ (m.in. odkrycie
pierwszego przypadku mikrosoczewkowania w naszej
Galaktyce) od poczatku zespét OGLE staral si¢ o wlasny
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teleskop. Stanat on w tym samym obserwatorium

w 1996 roku. Poczatkowo zostal wyposazony w pojedynczy
sensor CCD o 2048 x 2048 pikselach. W tej fazie, oprocz
odkrycia wielu przypadkéw mikrosoczewkowania czy
uruchomienia systemu monitorowania tych zjawisk

w czasie ich trwania, zespét OGLE doprowadzit do malej
rewolucji w astronomii, precyzyjnie wyznaczajac odlegtosé
do Obtokéw Magellana, stuzaca jako podstawowy szczebel
skali odleglosci we Wszech$wiecie [3]. Bylo to mozliwe
dzieki doktadnym, choé¢ prowadzonym znowu tylko

»brzy okazji”, pomiarom tysiecy gwiazd zmiennych
czterech réznych rodzajow, uzywanych jako tzw. $wiece
standardowe.

Wreszcie w 2001 roku warszawski teleskop doczekat
instalacji osmiu sensoréw CCD o 2048 %4096 pikselach.
Jakos¢ tej matrycy, zaprojektowanej i czesciowo osobiscie
wykonanej przez Udalskiego, jest unikalna w skali
Swiatowej. Jednym z pierwszych testéw tej jakosci

bylo wtasnie, prowadzone przez trzydziesci kilka dni
yzdjeciowych”, poszukiwanie tranzytéw planetopodobnych
obiektéw. Niestety, samo stwierdzenie takiego tranzytu
nie jest jednoznaczne z odkryciem planety (fakt ten zostat
zbagatelizowany przez media). Do potwiedzenia potrzebne
jest zmierzenie za pomoca efektu Dopplera odpowiednio
malej wartosci zmian predkosci gwiazdy, zgodnych w fazie
z efemerydami kandydatki na planete, wyznaczonymi
dzieki obserwacji tranzytéw. Do tego typu badania
potrzebne sa najwieksze teleskopy. Takiego teleskopu

nie mozna uzy¢ do przegladania milionéw gwiazd! Trzeba
wczedniej wiedzieé, na ktérg gwiazde skierowaé olbrzyma.

Na poczatku stycznia ukazala sie praca zespolu [4],

ktory podjat sie sprawdzenia kandydatek OGLE,

m.in. za pomoca dziesieciometrowego teleskopu Keck I
na Hawajach. Wiekszo$¢ kandydatek okazalo sie
uktadami podwdjnymi, cze$¢ ma za mata jasno$é

nawet dla najwiekszych teleskopéw. Z pozostatych

dwie nadal sg podejrzane, a jedna OGLE-TR-56
uzyskata potwierdzenie. Jest to najdalsza znana planeta
pozastoneczna. Ma mniej wiecej wielkos¢ Jowisza i obiega
swoja gwiazde po bardzo bliskiej (0,023 j.a.) orbicie. Jest
tak goraca, ze najprawdopodobniej padaja na niej zelazne
deszcze.

Czy jednak 1/60 sukcesu to nie troche za malo? Wecale nie.
Po pierwsze, jest to jak na razie jedyny przypadek odkrycia
planety poprzez jej tranzyt. Po drugie, uktady podwdjne
gwiazdy 1 brazowego karla sa co najmniej tak samo
poszukiwane jak planety. Po trzecie, tego typu badanie
pozwala oszacowaé w spos6b systematyczny liczebnosé
podobnych obiektéw w galaktykach. W koncu, to dopiero
przygrywka III fazy OGLE.

Piotr ZALEWSKI

[1] The OGLE. Search for Planetary and Low-Luminosity Object
Transits in the Galactic Disk. Results of 2001 Campaign,
A. Udalski i inni, Acta Astronomica 52(2002)1-37, Dodatek:
Acta Astronomica 52(2002)115-128

[2] http://www.astrouw.edu.pl/ ogle

[3] The OGLE. Stellar Distance Indicators in the Magellanic
Clouds and Constraints on the Magellanic Cloud Distance
Scale, A. Udalski, astro-ph/0010151 7/10,/2000

[4] A new extrasolar giant planet, M. Konacki, G. Torres, S. Jha,
D.D. Sasselov, astro-ph/0301052 4/01/2003



Skrét pracy nagrodzonej zlotym medalem
na XXIV Konkursie Uczniowskich Prac
z Matematyki.

Polskie Towarzystwo Fizyczne, wraz
z Polskim Towarzystwem Chemicznym,
oglaszaja konkurs pod nazwg

Komputerowo Wspomagany
Eksperyment Szkolny

w przedmiotach
przyrodniczych.

W konkursie moga uczestniczy¢ uczniowie
szkoty Sredniej oraz w osobnej kategorii
nauczyciele, studenci i pracownicy

szkoly wyzszej. Przedmiotem konkursu

sg do$wiadczenia, w ktérych komputer
bedzie zastosowany jako przyrzad
pomiarowy oraz maszyna matematyczna
do przetwarzania wynikéw tego
doswiadczenia.

Zgloszenia przyjmowane sa do
1 maja 2003, a termin przesytania
omoéwien uptywa 31 maja 2003.

Informacje szczegétowe dostepne sa
pod adresem ifnt.fizyka.amu.edu.pl/
dydaktyka/konkurs2.htm

Rozwigzanie zadania M 1018.
Zauwazmy, ze

_a:+
—x ,
z+1 +1

=z

oraz _11 > —1ldlaz > —1.

T
Wynika skad, ze

1+ f (m) = f(z),

co przeczy réwnosci podanej w zadaniu.

Osobliwosci i fraktalna niezupelnos$é
czasoprzestrzeni klasycznych

Wiestaw ZAJICZEK

Na gruncie kosmologii powstalo wiele matematycznych modeli, ktére pretenduja
do opisywania struktury i ewolucji Wszechéwiata. Znaczna cze$¢ tych modeli
wywodzi sie z ogdlnej teorii wzglednosci Einsteina. Chociaz wciaz nie znamy
jednoznacznej odpowiedzi na pytanie o iloSciowy opis przesztej i przysziej
ewolucji tegoz Wszech$wiata, to jednak prawdziwie trudnym problemem jest
zrozumienie natury tzw. osobliwosci, w ktorych zalamuja sie dotychczas znane
prawa fizyki. By¢ moze rozwiazanie przyniosa préby zespolenia dwoch teorii

o catkowicie odmiennej strukturze matematycznej, a mianowicie wspomnianej
wyzej ogolnej teorii wzglednosci z mechanika kwantowa. Towarzyszy¢ temu
moze wypracowanie catkiem odmiennej geometrii, od tej, z ktéra spotykamy sie
na co dzien.

Chcac wyjasnié¢ zagadnienie osobliwosci, zacznijmy od pojecia czasoprzestrzeni.
Moéwiac prosto, stanowi ona obiekt geometryczny powstaly na drodze polaczenia
przestrzeni tréjwymiarowe]j (ktorej szezegdlnym przypadkiem moze by¢ plaska
przestrzen euklidesowa) oraz jednowymiarowego czasu. Czesto okresla sie

ja rowniez jako continuum czasoprzestrzenne. Obiekt ten wyposazony jest

w tzw. strukture metryczna odpowiedzialng m.in. za mozliwo$¢ dokonywania
pomiaréw odleglosci. Przy czym do wyrazenia na odleglo$é miedzy dwoma
ustalonymi punktami wchodzi réwniez przyrost czasu pomiedzy nimi,

ktéry mierzony jest np. w metrach, analogicznie jak w pomiarach dlugosci
znanych z zycia codziennego. Dokonana w ten sposéb geometryzacja pozwala
na przedstawianie ewolucji danego uktadu fizycznego w postaci krzywej
skierowanej w przysztosé. Kazdemu punktowi takiej krzywej mozna przypisac
czas wlasny oraz wartosci trzech wspélrzednych przestrzennych. Ze wzgledu

na skonczonos¢ maksymalnej wartosci predkosci rozchodzenia sie sygnaléow
fizycznych w czasie, kazdemu punktowi czasoprzestrzeni odpowiada stozek
Swietlny i czasowy, wewnatrz ktérego mozliwa jest dalsza ewolucja, zas

jego opuszczenie mozliwe byloby tylko przy predkosciach nadswietlnych.

W ogblnosci pole grawitacyjne powoduje, iz czasoprzestrzen, ktora dostajemy
po rozwiazaniu stynnych réwnan Einsteina dla danego pola grawitacyjnego,

jest zakrzywiona — wtedy tez stozki Swietlne w rozmaity sposéb pochylaja sie
wzgledem siebie. W szczegdlnosci rozwiazanie tych réwnan prowadzi do pewnych
patologicznych sytuacji, ktére nazywamy witadnie osobliwoéciami. Moze to

by¢ np. urywanie si¢ pewnych krzywych oznaczajace, iz po pewnym czasie
informacje o uktadach reprezentowanych przez te krzywe sa bezpowrotnie
tracone. Ponadto np. w osobliwosciach typu czarnych dziur krzywizna jest tak
silna, ze dane stozki §wietlne pochylaja sie na tyle, by zaden sygnal fizyczny nie
mogl sie wydosta¢ do wnetrza czasoprzestrzeni.

Interesujace sa pewne wlasnosci dotyczace struktur przyczynowych
czasoprzestrzeni, ktére maja zwiazek z wystepowaniem osobliwoéci. Okreslenie
tychze struktur moze opieraé sie przyktadowo na porzadkowaniu danego
zbioru stozkow swietlnych, zaleznie od tego, ktory z nich jest wczesniejszy.
Zajmujac si¢ tym zagadnieniem, zauwazylem, iz ciekawe rezultaty daje
rozwazenie konfiguracji stozkéw wykazujacych wiele cech samopodobienstwa.
W tym celu wpierw na plaszczyznie euklidesowej skonstruowalem na drodze
rekurencyjnych odwzorowan odcinkéw — samopodobne figury zwane fraktalami.
Odwzorowania, ktére wykorzystalem, byly zlozeniami obrotéow i skalowania
tychze odcinkéw. Nastepny krok polegal na utozsamieniu niektérych koncow
odcinkéw z punktami poczatkowymi krzywych w czasoprzestrzeni. Inne zas
konce utozsamitem z punktami nie nalezacymi do samej czasoprzestrzeni, lecz
do jej brzegu. W klasycznej teorii osobliwosci kosmologicznej, jedna z préb
badania wlasnosci tychze patologicznych ,jobiektow” bylo dolaczenie ich

do czasoprzestrzeni na brzegu w postaci tzw. punktéw idealnych (np. punktéw
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w nieskonczonosci). W mojej strukturze réwniez przyjatem, iz te konce
krzywych, ktore naleza do brzegu czasoprzestrzeni — stanowia osobliwosci.
Podejscie takie umozliwilo mi znalezienie analogii pomiedzy niespelnieniem
tzw. hipotezy kosmicznego cenzora a patologiami w strukturze przyczynowej
(stozkéw $wietlnych). W najprostszej wersji hipoteza ta glosi, ze nie jest
mozliwe zaobserwowanie punktéw osobliwych z wnetrza czasoprzestrzeni.

W przypadku np. czarnych dziur osobliwosci okryte sa horyzontem zdarzen,
tak iz nie jest mozliwe $ledzenie dalszej ewolucji uktadu fizycznego, jesli
odpowiadajaca mu krzywa przedostala sie przez tenze horyzont. Wracajac

do mojego pomyshu, prowadzi on do wniosku, ze ewentualne niespetnienie tejze
hipotezy ujawnia sie w braku mozliwosci pewnych rekurencyjnych uporzadkowan
stozkow swietlnych. To z kolei jest analogiczne do ogdlnie przyjetego
stwierdzenia, ze czasoprzestrzen nie zawiera osobliwosci (spelniajacych

i niespelniajacych hipoteze kosmicznego cenzora), jezeli kazda krzywa mozna
dowolnie przedluza¢ zaréwno w przesztosé, jak i w przyszloéé. Inna analogia,
ktéra zauwazytem, rozwazajac te struktury fraktalne, byt zwiazek pomiedzy
przejéciem od pojecia przestrzeni (tzw. rozmaitosci) plaskiej do zakrzywionej

— a przejéciem od czasoprzestrzeni modelowanej przez tzw. geometrie
przemienna do nieprzemiennej. Na co dzien z wlasnoécia przemiennosci
spotykamy sie np. przy dodawaniu czy mnozeniu liczb rzeczywistych, natomiast
nieprzemienne jest np. mnozenie macierzy. W przypadku czasoprzestrzeni
niezerowa krzywizna prowadzi do tego, ze operacja rézniczkowania wykazuje
swego rodzaju nieprzemiennosé. Natomiast, jak sie okazuje, wykonywanie
niektorych iteracji stozkéw $wietlnych w nieskonczonosé prowadzitoby np.

do wystepowania krzywych, ktore bylyby skierowane w przeszto$c, lub tez

na przemian w przeszto$é¢ i w przysztosé, co z fizycznego punktu widzenia
wydaje sie by¢ nierealistyczne. Takie patologie mogly by sie ujawni¢ dopiero

w bardzo malych skalach (np. rzedu rozmiaréw planckowskich) po odpowiednim
doborze przeskalowania zmniejszajacego odcinki w mojej strukturze. Sugeruje
to, hipoteze, iz w matych skalach przestaje obowiazywac¢ znana geometria
przestrzeni jako zbioru punktéow w zwyklym znaczeniu. Od dawna bowiem
przypuszcza sie, ze w poblizu osobliwo$ci zaczynaja obowiazywaé efekty
kwantowej grawitacji, ktorej pelna teoria jeszcze nie istnieje. W stadium
rozwojowym sa jednak pewne modele oparte na geometrii nieprzemiennej,

w ktérych prébuje sie polaczy¢ ogdlng teorie wzglednosci z mechanika kwantowa.
W modelach tych jednak nieprzemiennos¢ prowadzi do nieistnienia tychze
punktéw, a zatem takze i czasu w ujeciu klasycznym. Dynamika uktadéw
modelowana jest przy uzyciu zmieniajacych sie stanéw. Techniki fraktalne

w pewien sposob wskazuja na koniecznosé wyboru innej geometrii do opisu
osobliwosci — cho¢ sformulowane zostaly na gruncie pojeé teorii klasyczne;j.

-]

Rozwigzanie zadania F 592.

Rozpatrzmy dwa promienie wychodzace ze zrédla $§wiatta. Niech pierwszy biegnie wzdluz osi
optycznej pierwszej soczewki. Zatem na niej nie bedzie zalamany. Druga soczewka zalamie go tak,
ze przetnie jej o$ optyczna w jej ognisku. Niech drugi promien przechodzi przez punkt przeciecia

plaszczyzny pierwszej soczewki z osia optyczna drugiej soczewki. Poniewaz odlegto$é¢ od zrodtla
$wiatla do pierwszej soczewki wynosi 2F, promien ten po zalamaniu bedzie biegl symetrycznie
do kierunku padania, a po drugim zatamaniu bedzie réwnolegly do osi optycznej drugiej soczewki
(poniewaz wychodzi on z jej ogniska) — patrz rysunek ponizej.

A
S A
S/
h
/l/’% SR
A 4 F F :
" 1 !

Obraz zrédla Swiatta znajduje sie wigc w odlegtosci f/2 od powierzchni drugiej soczewki
i w odlegtosci h/2 od osi optycznych obu soczewek. Otrzymujemy zatem: SS’ = %\/49172 + h2.
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Skrét regulaminu

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

Termin nadsylania rozwigzan:
31V 2003

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéow, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie

http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 354, 355

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

Redaguje Jerzy B. BROJAN

354. Na koncach niewazkiego preta o dlugosci 21 = 2 m zamocowane sa dwa
mate ciata, kazde o masie m. Ile wynosi okres matych wahan tego preta wokot

342 (WT = 3,00) i 343 (WT = 2,00) DPOzycji pionowej, jesli punkt zawieszenia pokrywa si¢ ze srodkiem preta?

z numeru 9/2002

Rozwazyé¢ dwa przypadki:

Andrzej Nowogrodzki — Chocianéw 43,22 a) pole grawitacyjne jest radialne (skierowane do $rodka Ziemi), a jego natezenie

Aleksander Surma
Andrzej Idzik
Tomasz Wietecha
Leszek Grzanka

— Myszkéw 42,81
— Bolestawiec 28,89

— Chechto 12,38 w jej Srodku.

ma jednakowa wartos¢ g w okolicy gérnego i dolnego ciala,
~ Tarnéw 2225 b) pole grawitacyjne jest takie, jakby cala masa Ziemi byta skupiona

355. Chemik pozostawil w otwartym naczyniu ciekly azot, ktéry powoli
parowal. Po pewnym czasie analiza wykazala, ze w azocie jest domieszka

tlenu. W miare ubywania azotu procent tlenu rosl, az ostatnia partia cieczy
sktadata sie wylacznie z ciektego tlenu. Na tej podstawie chemik wywnioskowal,
ze zrealizowane zostalo marzenie alchemikéw — wykryta zostala transmutacja
pierwiastkow. Czy to prawda? Wyjasnié, co sie stalo.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 11,/2002

346. Pozioma membrana drga harmonicznie wzdluz osi pionowej
z czestotliwo$cig f = 100 Hz. Ile wynosi amplituda tych drgan,
jesli lezace na membranie ziarnka piasku podskakuja na wysoko$é
h = 2 cm wzgledem $rodkowego potozenia membrany?

347. Jacek i Placek dostali w schronisku po kubku bardzo goracej
herbaty.

— Parzy! — zawotal Jacek.

— Nic na to nie moge poradzi¢ — powiedziala bufetowa — chyba

ze dam wam po dodatkowym kubku, zeby$cie sobie rozlali i zeby
szybciej wystyglo.

346. Oderwanie sie ziarenka piasku od membrany
nastapi w momencie, gdy jego przyspieszenie bedzie
skierowane w dol i zréwna sie z przyspieszeniem
ziemskim:
a = Aw?sin(wt) = g,

gdzie A jest szukang amplituda drgan, a w = 2x f.
Predkosé ziarenka w tym momencie wynosi
v = A wcos(wt). Dana wysoko$é h jest suma wysokosei
w chwili oderwania sie oraz wysokosci rzutu pionowego
v?/2g, czyli

h = Asin(wt) + (Aw cos(wt))?/2g.

Przeksztalcajac to rownanie znajdujemy

4 = V92he? — g)

5 ~ 1 mm.
w

347. Kubki maja pewna pojemnoé¢ cieplna, wiec
w wyniku przelania herbaty do drugiego kubka
jej temperatura sie obnizy. Im wiecej herbaty
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Przypominamy tres¢ zadan:

— Swietnie! — ucieszyl si¢ Jacek, rozlal zawartos¢ swojego kubka po
polowie, zaczekal kilka minut i zlal z powrotem. — Wciaz jeszcze za
goracal — skrzywil sie.

Tymeczasem Placek réwniez zlal swojg herbate do jednego kubka

i oéwiadczyt:

— Moja wcale nie jest za goraca.

Czy rzeczywidcie mogl lepiej ostudzi¢ swoja herbate, jesli jedyna
przyczyna byl inny jej podzial na dwie czesci? Obaj zlali herbate
do kubkéw, w ktérych herbata byta na poczatku.

przelejemy, tym wyzsza bedzie jej temperatura
poczatkowa i tym wyzsze bedzie tempo odplywu
ciepla z drugiego kubka. Co do pierwszego kubka,

to jego poczatkowa temperatura nie zalezy od

ilosci przelanej herbaty. Przyjmijmy, ze tempo
odptywu ciepta z kubka do otoczenia zalezy tylko

od jego temperatury, ale nie od ilosci zawartego

w nim plynu. Przy tym zalozeniu poczatkowe tempo
odplywu ciepta z obu kubkéw do otoczenia bedzie

tym wyzsze, im wiecej herbaty przelejemy; tym

wiecej energii pozostawimy tez w drugim kubku po
przelaniu herbaty z powrotem. Pelna analiza problemu
z uwzglednieniem zmian temperatury nastepujacych

w miare uptywu czasu jest trudna (trzeba przyjaé
jakie$ zalozenia co do zaleznoéci tempa odplywu ciepta
od temperatur kubka i otoczenia). Analiza numeryczna
wskazuje, ze na ogél nie oplaca sie przelaé calej
herbaty, ale w kazdym wypadku lepiej jest przela¢
wiecej, niz polowe.



Termin nadsylania rozwigzan:
31V 2003

Zadania z matematyki nr 457, 458
Redaguje Marcin E. KUCZMA
457. Na plaszczyZnie jest dany zbidér zlozony z 2n punktéw (n > 2), ktérych
obie wspdélrzedne sa liczbami catkowitymi z przedziatu (1;n). Dowiesé, ze pewne
cztery punkty tego zbioru sa wierzchotkami réwnolegltoboku.
458. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe a, taka ze nieréwnosé
(1—a)sinx+atge >z
jest spelniona dla wszystkich = € (0;7/2).
Zadanie 458 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 11/2002

Przypominamy tres¢ zadan:
449. Liczby rzeczywiste x, y, z spelniaja uklad réwnan
;t/::l:2—27 z:;t/2—2, z =z —2.
Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartoséci sumy « + y + z.
450. Niech n,m > 1 bedg ustalonymi liczbami catkowitymi i niech Z (k) oznacza zdanie:

Réwnanie ' + 3 + ... + z; = y" ma rozwigzanie
w liczbach catkowitych dodatnich z1 < zo < ... < xp < y.

Wykazaé, ze jezeli zdania Z(m), Z(m+1), ..., Z(2m—2) sa prawdziwe, to dla kazdej liczby
catkowitej k > m zdanie Z (k) jest prawdziwe.

449. Tréjka (z,y, z) tworzy orbite iteracyjna funkcji f(t) = t? — 2; zatem kazda
z liczb x,y, z jest pierwiastkiem réwnania f(f(f(t))) —t = 0, ktére po rozlozeniu
lewej strony na czynniki przybiera postac

t+1)E—2)# =3t +1)(t> +¢* -2t —1) = 0.
Liczby —1 i 2 sa punktami stalymi funkcji f; natomiast kazdy z wielomiandw
Pt)=t>—-3t+1 oraz Q@) =t>+t>—-2t—1

ma trzy pierwiastki rzeczywiste — co widaé na przyklad z nieréwnosci
P(0) > 0> P(1) oraz Q(—1) > 0 > Q(0). Z tatwych do sprawdzenia tozsamosci

P(f(t) = P®)(P1) - 2), Q(f(t) =Q1)(Qt) —2t* +2)

wynika za$, ze jeli jedna z liczb x, ¥y, z jest pierwiastkiem ktéregos z tych
wielomianéw, to pozostale dwie sa pozostalymi pierwiastkami tego samego
wielomianu.

Whiosek: rozwazany uklad ma nastepujace rozwiazania (z,y, z): (—1,—1,—1),
(2,2,2) oraz (t1,t2,t3) (tréjka pierwiastkéw wielomianu P) i (t4,t5,%s) (tréjka
pierwiastkéw wielomianu Q) — kazda z nich w pewnym porzadku cyklicznym.
Odpowiednie wartosci sumy s = « + y + z wynosza s = —3, s = 6 oraz (zgodnie
ze wzorem Viete'a) s =01 s = —1.

450. Indukcja: wykazemy, ze dla k > m zdanie Z(k) implikuje zdanie
Z(m+k—1). Wobec zalozonej prawdziwosci zdan Z (k) dla k =m,...,2m—2
wyniknie stad prawdziwosé Z(k) dla wszystkich k > m.

Ustalmy wiec k > m. Zakladamy stusznosé zdan Z(m) oraz Z(k):
Jar<...<ap<b: al+...+a,, =b",
Jda<...<e<d: &+...+c=4d".

Zatem b"cl + ...+ b"c} =b"d", czyli

(a4 ... +ay)cd +b"cy 4+ ... +b"cp =b"d",
(1) 4+ ...+ (amer)™ + (bea)™ 4+ ... + (beg)™ = (bd)™.

Liczby w nawiasach po lewej stronie ostatniej réwnosci tworza ciag dtugosci
m+k—1, §cisle rosnacy. To konezy krok indukeyjny Z(k) = Z(m+k—1)
i dowodzi tezy zadania.
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Rozwigzanie zadania F 591.

Z réwnania soczewki w powietrzu mamy:
1 1 1 . FL
z+?:F, stad j:LfF‘

Z prawa zalamania promienia

wychodzacego z soczewki i wpadajacego

do cieczy:

sina sin 3 = n,

gdzie a — kat w powietrzu a 8 — kat
w cieczy, mamy, ze dla malych katéw
a & [n. Jesli obraz w powietrzu
znajduje si¢ w odleglosci f od granicy
powietrze-soczewka, a odlegtosé¢ od
granicy ciecz-soczewka to h, mamy:
FL

~ hp3, .
fa 1) —

h=fn=n

i stad

Rysunek do pytania ze strony 6.

Wigkszos¢ zbioréw, o ktérych pomysélimy,
to szukane przyktadziki. . .

Patrz w niebo

Gromady kuliste gwiazd to — jak sama nazwa wskazuje — gromady gwiazd
obdarzone niemal dokladnie kulista symetria. Znamy ich ponad sto

(w naszej Galaktyce), obserwuje sie je réwniez w innych galaktykach.
Gwiazdami tworzacymi gromady kuliste sa bardzo stare gwiazdy o niskiej
zawartosci pierwiastkéw ciezszych od helu nazywane gwiazdami II populacji.

Ich liczba w gromadzie moze sigga¢ miliona w obszarze o rozmiarach
kilkudziesieciu parsekow, dlatego gestosé gwiazd, zwlaszcza w centralnych
czedciach gromad, bywa milion razy wigksza niz gesto$¢ gwiazd w okolicy
Stonca. Gromady kuliste obiegaja centrum Galaktyki po rozmaicie sptaszczonych
i rozmaicie usytuowanych orbitach, tworzac stale sferycznie symetryczna otoczke
Galaktyki.

Gromady kuliste do dzi$ sa obiektami dos¢ tajemniczymi: nie wiadomo,

skad sie wziely, albo inaczej — w jaki sposéb powstaty. Wydaje sie, ze

same galaktyki powstaly z ogromnych obltokéw gazowych o rozmiarach

setek kiloparsekow i masach rzedu biliona mas Stonica. Przy zapadaniu

sie takiego obloku najwczesniej powinny powstawaé¢ gwiazdy w jego

centrum. Najmasywniejsze z nich, stosunkowo szybko osiagnawszy stadium
supernowej, eksplodowalyby, rozpraszajac z wielka energia swoja materie

w ciagle jeszcze zapadajacym sie obloku protogalaktycznym. To zderzenie

mas gazu prowadziloby do ich rozbicia na fragmenty o masach rzedu milionéw
mas Stonica, z ktérych z czasem powstalyby wlasnie gromady kuliste.

Taki mechanizm, zdaniem jego zwolennikéw, ttumaczy symetryczne
rozmieszczenie gromad, ich raczej duze odleglosci od centrum Galaktyki i niska
zawartos¢ ciezkich pierwiastkow w gwiazdach. Konkurencja jednak przypuszcza,
ze wielki obtok protogalaktyczny mégl zostaé zasypany wiecksza iloscia innych
oblokéw mniejszych i gromady powstaly w wyniku ich wladnie zderzen, jezeli
tylko przy zderzeniu materia osiagala dostatecznie duza gesto$é. Rzadkos¢ takich
zderzen ttumaczytaby, dlaczego gromady kuliste zawieraja jedynie kilka procent
gwiazd catego halo galaktycznego. Problem istnieje wigc nadal.

Tomasz KWAST

Marzec

Droga Mleczna w marcowe wieczory rozciaga sie z péinocy na poludnie

w zachodniej stronie nieba. Ginie pod poludniowym horyzontem na obszarze
gwiazdozbioréw Rufy i Kompasu, ktore w naszych szerokosciach geograficznych
trudno zobaczy¢, gdyz nie zawieraja jasnych gwiazd. Druga dwdjka
gwiazdozbioréw, Kil i Zagle, jest w Polsce niewidoczna, a z pierwsza

razem stanowita kiedy$ rozlegly gwiazdozbiér Okretu Argo. Najjasniejsza
gwiazda Rufy oznaczona jest (, czyli az szésta litera greckiego alfabetu

(w Kompasie jest normalnie, najjasniejsza jest o). W pélnocnej czesci Rufy
mozna przez lornetke dostrzec w Drodze Mlecznej tréjke gromad otwartych:
M46 (6 mag, a wiec na granicy zasiegu nieuzbrojonego oka), M47 (4,5 mag,

w zasadzie powinna wiec byé widoczna nawet bez pomocy lornetki) i NGC 2423
(najstabsza z tej tréjki, 6,9 mag). W przestrzeni gromady te dziela odleglosci
setek parsekéw (od nas odlegle sa odpowiednio o 1800, 1150 i 670 pc).

Wenus jest w Koziorozcu, a Mars w Strzelcu, obie te planety wschodza wiec
przed wschodem Stonica. Jowisz jest w Raku, przez co w marcowy wieczor
wida¢ go wysoko w kierunku poludniowym. Saturn jest w Byku i widaé¢ go
wieczorem na potudniowym zachodzie nieba. Now Ksiezyca wypada 3 111,

a pelnia 18 III. Zadnych zakry¢ planet ani jasnych gwiazd w marcu nie bedzie,
ale 21 IIT o godz. 2 (obowiazujacego jeszcze czasu srodkowoeuropejskiego)
nastapi wiosenna réwnonoc, czyli po prostu zacznie sie astronomiczna wiosna.

T. K.
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KOLOROWANKI —
NUMEROWANKI (1)

Zadanie 1: Na szachownicy 8 x 8 ulozono 21 klockéw
o wymiarach 3 x 1 tak, aby kazdy klocek pokrywal
calkowicie 3 pola. Ktore z pél mogto pozostaé¢ wolne?

Rozwigzanie I: Pokolorujmy (dla przejrzystosci
zamiast kolorowaé¢ numerujemy) pola szachownicy jak
na rysunku 1. Kazdy klocek pokrywa pola z numerami
1, 2, 3.

Poniewaz na szachownicy sa 22 pola z liczbg 2,
pozostac niepokryte musi jedno z pél z takim wlasnie
numerem (rys. 2). Ale ktére?

112)13)1(2(3|1]2
213(1(2]|3|1]2(3
311231231
112)13)1(2(3|1]2
213(1(2]|3|1]2(3
311231231
112)13)1(2(3|1]2
213(1(2|3]|1(2(3
Rys. 1 Rys. 2

Ponumerujmy teraz pola szachownicy w nieco

inny sposéb (rys. 3). I tym razem sa 22 pola

z numerem 2, wiec tylko takie pole moze zostaé
niepokryte. To pozostawia nam cztery pola (a tak
uczciwie méwiac, to istotnie tylko jedno, ze wzgledu
na symetrie).

Nietrudno wypelnié¢ szachownice klockami tak, aby
niepokryte pozostalo to wlasnie pole (rys. 4).

2(3(1]2]3|1|2]3

1(2(3]1(|2]|3(|1]|2

3111213 (112]|3]|1

2(3(1]2|3|1|2]3

112|131 (2(3|1]2

3111213 (112]|3]|1

2(3(1]2]3|1|2]3

112|13|1(2(3|1]2

Rys. 3 Rys. 4

Rozwigzanie I1: Wpiszmy

w pola szachownicy liczby 1[1]|0]1)1j0j1j1
jak na rys. 5. Wowczas 1]/1]0f1]1]0]1]1
kazdy klocek pokrywa pola 0/0(2]/0|0|2|0]0
o sumie liczb réwnej 2. Suma |1 |1 [0|1]1]0 1|1
wszystkich liczb wpisanych 1{1f{of1]1]|0|1|1
w pola szachownicy jest 0/0]2]0(0(2]|0]0
réwna 44, a ponadto 21 1{1f{of1]1]|0|1|1
klockéw pokrywa pola 1l1lol1l1lol1]1

o sumie liczb 42. Niepokryte
zostaje wigc pole z liczba 2. Rys. 5

Zadanie 2: Na szachownicy 8 x 8 ulozono 12

klockéw o wymiarach 5 x 1 tak, aby kazdy klocek
pokrywal caltkowicie 5 pél. Ktore cztery pola pozostaly
niepokryte?

Rozwigzanie: WP.ISZH'ly sT2T2Tolol21212
w pola szachownicy liczby
. , 212(2(0(0[2]2]2
jak na rys. 6. Wowczas
. 212(2(0(0[2]2]2
kazdy klocek pokrywa
.. , . 0{0{0[3]3]0]|0|0
pola o sumie liczb rownej
6, zatem 12 klockéw 0101031310100
pokrywa pola o sumie 21212]0]0]2/2]2
liczb 72. Suma wszystkich 212]2/0]0]2/2]2
liczb wpisanych w pola 212]2]0]0j2]2]2

szachownicy jest réwna 84.
Niepokryte zostaja wiec
pola z suma liczb rowng 12, zatem musza to byé
cztery pola z liczba 3 polozone w $rodku szachownicy.
Podanie przyktadu utozenia klockéw pozostawiamy
Czytelnikowi.

Rys. 6

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (35)

Wyjasnienie oszustwa (35): Bledny jest dowdd tego,
ze z prawdziwosci twierdzenia dla n = 3 wynika
prawdziwosé dla n + 1 = 4.

Btad polega na tym, ze wéwczas dowolne n — 1 = 2
punkty sposrod danych czterech sa wspétliniowe,
ale nie mozna méwié o prostej wyznaczonej przez
punkt(y) Ay, As, ..., An—o = A1, gdyz pojedynczy
punkt prostej nie wyznacza.

Poza tym jednym blednym wynikaniem (oraz tym, ze

dla n =2 in = 3 prawdziwos¢ twierdzenia uzyskujemy
bez indukcji), dowdd jest poprawny. Jesli jakos
dobrniemy do n = 4, czyli jesli jako$ udowodnimy

lub zatozymy, ze dowolne cztery punkty przestrzeni,

w ktorej zyjemy, leza w jednej plaszczyznie, to

teza twierdzenia jest prawdziwa dla kazdego n,

a przedstawiony poprzednio dowod jak najbardziej
poprawny! Poprawnie udowodnione jest bowiem
wynikanie tezy twierdzenia dla n + 1 z tezy dla n,

dla kazdego n > 4. No c6z, indukcja jest jak tancuch:
jesli na 1000000 ogniw wytrzyma 999999, to nie jest to
powdd do specjalnej radosci.

Korespondencje¢ do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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