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O grozbie zderzenia planetoidy 2002 NT7 z Ziemig

Grzegorz SITARSKI

Od kilku lat dowiadujemy sie co jakis czas
0 mozliwosci rychlego konca $wiata spowodowanego

zderzeniem planetoidy z Ziemia. Planetoida 1997 XF'11

miala uderzy¢ w Ziemie w 2028 r., planetoida

1999 AN10 jesli nie w 2027, to z pewnosciag w 2039 r.
Ostatnio w lipcu 2002 r. media doniosty, ze nowo
odkryta planetoida 2002 N'T7 moze uderzy¢ w Ziemie
w lutym 2019 r., jakkolwiek szanse katastrofy oceniano
jak jeden do miliona (tylko co to wlasciwie znaczy?).
Po kilku dniach jednak, podobnie jak w poprzednich
przypadkach, alarm odwotano. Planetoid mogacych
zagrozi¢ Ziemi znamy juz ponad pieéset, a ciagle
odkrywa sie nowe. Wydaje sie, ze po odkryciu takiej
niebezpiecznej planetoidy astronomowie najpierw
strasza zderzeniem, aby potem grozbe odwotaé.
Postaramy sie wiec odkry¢ kulisy badan ruchu
planetoid, ktére prowadza do przepowiedni konica
$wiata. Opowiemy, jak prowadzi sie takie badania

w Polsce za pomoca programéw komputerowych
opracowanych w Centrum Badan Kosmicznych PAN
w Warszawie na podstawie oryginalnych pomystéw
polskich astronomoéw.

Ziemia i planetoida kraza po orbitach eliptycznych,

w ktérych w jednym z ognisk elipsy znajduje sie
Stonce. Punkty, w ktorych orbita planetoidy przecina
plaszczyzne orbity Ziemi, nazywamy weztami. Aby
moglo nastapi¢ zderzenie, orbity Ziemi i planetoidy
musza sie przecinaé, tzn. co najmniej jeden z wezléw
orbity planetoidy musi leze¢ na orbicie Ziemi. Jest

to podstawowy warunek, aby w ogéle dalej zajmowaé
sie potencjalna mozliwoscia zderzenia z nowo odkryta
planetoida. Ale istnieje jeszcze drugi warunek: Ziemia
i planetoida musza znalezé si¢ w tym niebezpiecznym
wezle jednoczesnie. Sprawa jest nieco bardziej
skomplikowana, bowiem orbity obu ciat zmieniaja sie
ciagle z powodu perturbacji planetarnych. Chociaz
zmiany orbit sg na ogoél niewielkie, to moga jednak
grozbe zderzenia zaréwno zmniejszaé, jak i zwigkszac.

Orbite eliptyczna na dana date (epoke) okresla

sze$é tzw. elementéw orbity E(k =1,2,...,6):

a, e, w, 2, 1, M, gdzie a jest polowa wielkiej osi
elipsy, e jej mimosrodem, trzy katy — dlugo$é
orbitalna peryhelium w, dtugo$¢ ekliptyczna wezta
wstepujacego €2 i nachylenie plaszczyzny orbity

do ptaszczyzny ekliptyki ¢ — opisuja potozenie orbity
w przestrzeni, natomiast anomalia Srednia M okresla
polozenie planetoidy na orbicie wzgledem peryhelium.
Plaszczyzna ekliptyki to plaszczyzna drogi Ziemi
wokél Slonca, zatem katy w, € oraz parametry

a i e okreslaja potozenie punktoéw przeciecia orbity
planetoidy z plaszczyzna orbity Ziemi.

Orbite nowo odkrytej planetoidy wyznacza si¢ z trzech
obserwacji dostatecznie odleglych w czasie. Kazda
obserwacja pozycyjna zawiera moment obserwacji
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i dwie wspolrzedne planetoidy na niebie, rektascensje
i deklinacje, mierzone niezaleznie. Trzy obserwacje
daja dziewie¢ dosé skomplikowanych réwnan,

z ktérych mozna wyznaczyé szesé elementow orbity
(i dodatkowo trzy odleglosci planetoidy od Ziemi).
Na podstawie tych wyznaczonych elementéw mozna
teraz obliczy¢ pozycje planetoidy na niebie, a réznice
miedzy wartosciami wspotrzednych obserwowanych

i obliczonych, tzw. O — ', nazywamy residuami.
Oczywiscie dla tych trzech obserwacji, z ktérych
wyznaczaliSmy orbite, residua powinny by¢ bliskie
zeru, ale dla innych obserwacji, zwlaszcza coraz
bardziej odleglych w czasie, residua moga si¢ nawet
znacznie rézni¢ od zera. Dzieje sie tak dlatego, ze
obserwacje obarczone sg przypadkowymi bltedami
pomiarowymi, ktérych nie da sie uniknaé, zatem

ta prowizoryczna orbita jest bardzo niedoktadna.
Trzeba wiec poprawi¢ wartosci elementéw orbity

tak, aby ,pasowaly” do wszystkich obserwacji.

Robi sie to w ten sposéb, ze wyjéciowe réwnania,

z ktoérych wyznaczono elementy, rozwija si¢ w szeregi
wzgledem tych elementéw, zachowujac tylko wyrazy
7 pierwszymi potegami ich przyrostow. Tak powstaja
liniowe tzw. réwnania obserwacyjne, z ktérych oblicza
sie te przyrosty, czyli szesé¢ poprawek AE) do wartosci
poczatkowych elementéw:

alﬁlAEl =+ agylAEQ + ...+ 0,611AE6 = (O — C)l
al,gAEl + a272AE2 + ...+ aﬁ,gAEG = (O - 0)2

alﬁnAEl =+ agynAEQ + ...+ 0,61”AE6 = (O — C)n

a;i ), oznaczaja tu stale wspétezynniki przy
niewiadomych AFEq, ..., AFs.

Ukladu tych réwnan w zasadzie nie mozna rozwiazacé,
bowiem jest ich wiecej niz niewiadomych. Jesli
wszystkie wyrazy rownan przenies¢ na jedna

strone i podstawié¢ jakies wartosci niewiadomych
AFE1,...,AFEg, to po prawej stronie otrzyma

sie wowczas tzw. odchylki. Ich wartosci zaleza

od niewiadomych, chcieliby$my wiec znalezé takie
wartosci niewiadomych, ktére najlepiej spelniatyby
réwnania obserwacyjne w tym sensie, ze dawalyby
najmniejsze odchytki. Problem ten rozwiazuje tzw.
metoda najmniejszych kwadratéow: poszukujemy
takich wartosci niewiadomych, aby po podstawieniu
do réwnan obserwacyjnych otrzymac¢ minimalng
warto$é¢ sumy kwadratow odchylek. Algorytm
rozwiagzywania takiego uktadu rownan podat juz
Gauss, ale w astronomii najwieksza kariere zrobit
algorytm oparty na rachunku krakowianowym.
Wynalazt go w latach 20. XX wieku krakowski
astronom Tadeusz Banachiewicz, usilujac usprawnié
prowadzenie obliczen za pomoca powszechnie wtedy
stosowanych recznych arytmometréow. Krakowiany,
podobnie jak macierze, to tablice liczbowe, tylko
reguta mnozenia jest inna, mianowicie mnozymy



wkolumny przez kolumny”. Ta pozornie drobna zmiana
nie tylko ulatwiata praktyczne mnozenie krakowianow,
ale wprowadzala inne zasady algebry krakowianowej

i stwarzala nowe mozliwosci zastosowan. Pelny
algorytm krakowianowy metody najmniejszych
kwadratéw nie ma sobie rownych w prostocie

i przejrzystosci, pozwala znalezé minimalna warto$é
sumy kwadratéw odchylek (bez koniecznosei
korzystania z rownan obserwacyjnych), a stad sredni
btad obserwacji p, oraz poprawki do elementéw orbity
iich btedy $rednie.

Odkryta 9 lipca 2002 r., na kilka miesiecy przed
przej$ciem przez peryhelium (28 listopada), planetoida
2002 NT7 byla obserwowana przez wielu obserwatoréw
i przez dwa tygodnie wykonano 113 obserwacji.

Wtedy ukazala si¢ pierwsza wiadomosé, ze jej orbita
przecina sie w wezle (wstepujacym) z orbita Ziemi.
Obiegajac Stonce, planetoida przechodzi przez

ten wezet co 837 dni i 1 lutego 2019 r. moze dojsé¢

do niebezpiecznego zblizenia do Ziemi, przy czym
zderzenie nie jest wykluczone. Szczegbélowe dane
dostepne byly przez Internet (patrz adres na koncu
artykulu), wigc w Warszawie mozna bylo niezwlocznie
przystapi¢ do badan ruchu tej groznej planetoidy.

Przypadkowe bledy pomiarowe nie sa jedynym
zrodlem bledéw obserwacji. Latwo przewidzied, ze
wsréd obserwacji moga sie znalezé pozycje bledne

z powodu pomylki zapisu, przestawienia cyfr itp.,

co w rezultacie da pojedyncze residua O — C' wyraznie
odbiegajace od pozostalych. Takie obserwacje trzeba
odrzucié, tylko jak je rozpoznaé¢? Otéz w latach

60. XX w. warszawski astronom Maciej Bielicki
opracowal matematycznie obiektywne kryteria

selekcji obserwacji, przyjmujac zatozenie, ze rozklad
bledéw przypadkowych jest normalny (gaussowski).
Po ,oczyszezeniu” obserwacji metoda Bielickiego

ze 113 obserwacji planetoidy 2002 NT7 pozostaly

do rozwiazania 223 rownania obserwacyjne. Stosujac
metode najmniejszych kwadratéw, dostalidmy

$redni blad obserwacji p, = 0,5” oraz poprawione
elementy orbity na epoke 25 lipca 2002 r. wraz

z ich btedami srednimi; nazwijmy te orbite orbita
nominalna. Skoro jej elementy sa dokladne tylko

w granicach ich bledéw $rednich, to moze przeciez
istnie¢ wiele orbit, o nieco innych (w tych granicach)
elementach, réwnie dobrze ,pasujacych” do obserwacji.
Gdzies wsérod nich znajduje sie takze ta ,prawdziwa”
orbita, ktorej poszukujemy, a jesli jest tam takze
orbita zagrazajaca Ziemi, to bardzo chcielibysmy

ja poznaé. Powstaje problem, jak znalez¢é ten zbiér
innych orbit dobrze pasujacych do obserwacji.
Wykorzystaliémy tu nastepujacy pomys! (a za pomoca
rachunku krakowianowego mozna wykazaé, ze jest on
matematycznie poprawny). Jedli zastosowaé generator
liczb losowych z rozkladem gaussowskim o dyspersji

0 & [1,, to mozna wielokrotnie wylosowaé przypadkowe
wartosci residuéw, obliczy¢ nowe poprawki do
elementéw orbity nominalnej i otrzymaé w ten sposéb
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dowolnie liczny zbiér orbit (tj. széstek elementoéw)
jednakowo dobrze pasujacych do obserwacji.

Takie losowanie zostalo dokonane i otrzymalismy

850 réznych orbit, ktérych odpowiednie elementy
wynikaja ze 113 obserwacji z bledem Srednim

rownym 0,5” — takim, jak orbita nominalna.
Korzystajac teraz z tego zbioru elementéw jako danych
poczatkowych, 850 razy catkowano numerycznie
réwnania ruchu planetoidy do 2019 roku, aby
sprawdzi¢, na jaka minimalna odleglosé mogtaby sie
wtedy zblizy¢ do Ziemi. W rezultacie otrzymano zbior
850 minimalnych odlegloéci od Ziemi (dokladniej:

od $rodka Ziemi) w bardzo szerokim zakresie:

od 0,42454 j.a. dla orbity nr 149 do 0,000175 j.a.

dla orbity nr 570. Widaé z tego, ze stosunkowo
niewielkie réznice w danych poczatkowych moga

daé¢ zupelnie rézne wyniki po kilkunastu latach

ruchu planetoidy. Gdyby jednak planetoida

biegla po orbicie nr 570, to w 2019 r. mogtaby

sie rzeczywiscie niebezpiecznie zblizy¢ do Ziemi.

Do zderzenia, co prawda, by nie doszlo (promien
Ziemi wynosi 0,0000426 j.a.), bo planetoida przeszlaby
okolo 20 tys. km nad powierzchnia Ziemi. Tak wiec
wsrod 850 orbit nie wykryto orbity zderzeniowej.
Moze po prostu nie zostala wylosowana? A gdyby

tak wylosowaé ich wiecej? Losowanie dziesieciu tysiecy
orbit znacznie poszerzylo granice mozliwych wartosci
elementéw, tylko ze badanie ruchu planetoidy na tylu
orbitach nie miatoby juz sensu, bo pochtonetoby

zbyt wiele czasu komputerowego, a i tak nie bytoby
pewnosci, ze wérdd nich znalazlaby sie orbita
zderzeniowa.

Jedli jednak mamy juz orbite, na ktérej planetoida
moze znacznie zblizy¢ si¢ do Ziemi, to istnieje sposob
znalezienia orbity zderzeniowej. Trzeba zastosowaé
metod¢ najmniejszych kwadratéw z warunkami
$cistymi. Znanym przykladem z geodezji sa np.
posrednie pomiary trzech katow trdjkata: wartosci
katéw mozna wyznaczy¢ metoda najmniejszych
kwadratéw, ale ich suma musi wynosi¢ dokladnie 180°.
Jest to warunek naturalny wynikajacy z geometrii
euklidesowej, natomiast w przypadku planetoidy
warunek $cisty narzucamy: chcemy z obserwacji
wyznaczy¢ metoda najmniejszych kwadratow

taka orbite, aby w 2019 r. minimalna odleglo$¢
planetoidy od $rodka Ziemi byla mniejsza niz
0,0000426 j.a. Startujac z orbity nr 570, stopniowo
zmniejszamy odleglos¢ od Ziemi od znanej juz wartodci
0,000175 j.a. Wymaga to wielokrotnego rozwiazywania
réwnan dla szesciu poprawek elementéow orbity

i dodatkowych trzech parametréow wynikajacych

z narzucenia warunku Scistego. Procedura ta prowadzi
do znalezienia orbity zderzeniowej, ale niezbedny

jest pewien komentarz. Ot6z jesli orbita zderzeniowa
naprawde istnieje wsrdéd wielu orbit dobrze pasujacych
do obserwacji, to sredni blad obserwacji z niej
otrzymany bedzie taki sam, jak btad p, z orbity
nominalnej. Jesli jednak w rzeczywistosci orbita taka



nie istnieje, to metoda wprawdzie tak samo
bedzie minimalizowaé sume kwadratéw odchytek,
ale sredni blad wynikajacy z orbity zderzeniowej
uzyskanej ,na sile” bedzie wickszy niz p,. Jest to
jednoczesnie dla nas dobry wskaznik pozwalajacy
wykluczyé zderzenie.

Orbita zderzeniowa pozwala obliczy¢ czas i miejsce
zderzenia na powierzchni Ziemi. Opisang wyzej
metoda znalezliSmy cala seri¢ orbit zderzeniowych,
ktére dla 113 obserwacji wszystkie daja sredni

blad p, = 0,5”. Widaé stad, ze alarm dotyczacy
katastrofy kosmicznej nie byl bezpodstawny:
opierajac sie na dotychczasowych danych
obserwacyjnych, nie mozna bylo wykluczyé grozby
zderzenia. W tabeli podajemy parametry zderzenia
dla dziesieciu wybranych orbit zderzeniowych. Wida¢,
ze zderzenie mogloby nastapi¢ 1 lutego 2019 r.

tuz przed poludniem czasu uniwersalnego w okolicach
potudniowego bieguna Ziemi.

W zbiorze 113 obserwacji ostatnich sze$é¢ zostalo
wykonane 24 lipca. Potem nastapity cztery dni
przerwy i pojawily sie dalsze obserwacje z 28 i 29
lipca. Wtedy wtasnie alarm odwotano. Dotaczenie
tych nowych obserwacji powiekszylo ich zbiér do 130,
a wyznaczona stad nowa orbita nominalna dawala
nadal éredni btad g, = 0,5”. Ale poprzednio uzyskane
orbity zderzeniowe juz do tych 130 obserwacji

nie pasowaly: éredni blad p, wynosil 0,8”. Réznica
zdawaloby sie niewielka, ale wystarczajaca, aby
zderzenie wykluczy¢. Jesli dodaé, ze wykorzystanie
dalszych obserwacji az do 7 sierpnia stworzyto

zbiér 185 obserwacji nadal ze $rednim bledem

1o = 0,5”, a orbity zderzeniowe dawaly juz p, = 1,2”,

to mozemy spac spokojnie: zderzenia w 2019 r. nie
bedzie i dalsze obserwacje z pewnoscia to potwierdza.

A co by bylo, gdyby dalsze obserwacje potwierdzity
pierwsza grozbe zderzenia? Oczywiscie, im wiecej
obserwacji zgromadzimy, zwlaszcza z nastepnych
powrotéw planetoidy do Stonca, tym dokladniej
mozna zlokalizowa¢ miejsce i czas zderzenia.

Gdyby to nawet wypadlo w okolicach bieguna
poludniowego, to uderzenie planetoidy o Srednicy

2 km z predkoscia 28 km/s nie tylko mogloby
calkowicie zniszczyé Antarktyde, ale wywoltaé
niewyobrazalna katastrofe globalna. Powstaje pytanie,
czy znajac termin katastrofy na wiele lat wczesniej,
nie mozna by jej jakos zapobiec. O zniszczeniu tak
wielkiego obiektu nie moze by¢ mowy, ale moze
datoby sie zmienié¢ nieco tor jego ruchu? Otéz

w peryhelium planetoida ma predkos$é ponad 40 km/s
i okazuje sie, ze wystarczy ja zwickszy¢ zaledwie

o 1 cm/s (!), aby zderzenia uniknaé¢. Zanim dosztoby
do fatalnego spotkania w 2019 r., planetoida wroci
do peryhelium jeszcze szesS¢ razy. Gdyby mie¢ np. pie¢
lat na przygotowania, to dokonawszy tej niewielkiej
zmiany predkoéci w roku 2007, juz unikneliby$my
zderzenia, bo w 2019 r. planetoida minetaby Ziemie
w odleglosci 20 tys. km od jej powierzchni. A gdyby
przygotowania sie op6znity, to mieliby$my jeszcze
szanse zrobi¢ to w 2009 albo w 2012, a nawet

w 2014 r. i wtedy w 2019 r. planetoida przesztaby
odpowiednio 15, 10 lub 5 tys. km nad powierzchnig
Ziemi. Sadze, ze jesli jeszcze nie dzi$, to za 10 lat
technika umozliwi zmiane predkosci planetoidy

o 1 em/s, dzieki czemu unikniemy, by¢ moze,

w przyszlosci innej katastrofy kosmicznej.

Adres internetowy: http://newton.dm.unipi.it/cgi-bin/neodys/neoibo?objects:2002NT7;main

Parametry potencjalnego zderzenia Nr| Cz. uniw. A © P 1%
planetoidy 2002 NT7 z Ziemig h:m:s km/s
1 lutego 2019 1. dla kilku orbit 1] 11:50:55 | 94.17889 | —18.96894 | 74.60 | 28.542
zderzeniowych; 2| 11:50:19 | 86.95687 | —34.39174 | 60.70 | 28.543
A — dlugos¢ geograficzna 3] 11:50:05 | 95.02452 | —42.65105 | 52.04 | 28.544
WSChid?}a’ f. 4] 11:49:57 | 94.83938 | —55.08785 | 40.13 | 28.546
i:iiirfniozczgegiiofj;a’r ok 5| 11:50:06 | 96.12973 | —70.03873 | 25.54 | 28.548
planetgi dyyakiemnkiefn@ 6| 11:50:13 | 101.05693 | —74.58072 | 20.67 | 28.548
pionu w punkeie zderzenia 7| 11:50:24 | 114.51567 | —79.16404 | 14.94 | 28.549
(Katy w stopniach), 8| 11:50:30 | 118.31914 | —81.91102 | 11.99 | 28.549
V  predkosé planetoidy wzgledem 9| 11:50:35 | 122.30374 | —83.99492 | 9.73 | 28.549
Ziemi w chwili zderzenia. 10| 11:50:42 | 137.21501 | —86.49710 | 6.45 | 28.549

Rozwigzanie zadania F 589.

Energia potencjalna klocka jest w obu przypadkach jednakowa, a energia potencjalna wody — nie.
Migdzy danymi polozeniami nie ma punktéw réwnowagi, zatem polozenie rownowagi klocka bedzie
trwate, gdy $rodek cigzkosci wypartej wody bedzie wyzej. Gdy bok kwadratu bedacego przekrojem
klocka bedzie réwny 1, wtedy

1
hip = ——, hir < hi,
3v2

gdzie h to odleglo$¢ w pionie $rodka cigzkosci wypartej wody od srodka cig¢zkosci klocka.

hr = 1/4,

Zatem polozenie II jest polozeniem réwnowagi trwatej.
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Elektryczne uklady samopodobne

W Delcie 7/2002 pojawilo sie zadanie z fizyki, ktére
spotkalto sie z odzewem Czytelnikow. Przypomnijmy
jego tresc:

Znalezé opor miedzy punktami A i B figury
przedstawionej na ponizszym rysunku.
Liczba kwadratow w Srodku jest bardzo duza.

A

B

Rozwiazanie opieralo si¢ na obserwacji, zwanej zasada
podobienstwa, ze opor zastepczy R = R4p jest liniowa
funkcja oporu boku r, czyli R = ar, przy czym «

jest jaka$ bezwymiarowa wielkoscia zalezna tylko

od geometrii obwodu. Schemat ten mozna uprosci¢
nastepujaco.

A Ag
Co
Cy
A1 Bs
C3
Cy
B B

Rozdzielajac punkty C i Cs oraz Cs i Cy, w ktorych
potencjaly sa jednakowe i taczac na chwile punkty
Ay 1 As oraz By i By, otrzymamy schemat jak

na rysunku ponizej.

Widzimy, ze miedzy punktami A* i B* jest taki sam
kwadrat jak wyjsciowy, tylko dwa razy mniejszych
rozmiaréw. A opor tego kwadratu jest tez dwa razy
muiejszy (bo proporcjonalny do diugosci boku) —
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korzystamy ze wspomnianej zasady podobienstwa.
Rozwiazanie problemu jest juz proste:

1
R=1<+—
2m+

TR 1 :
r/(2v2) | R/2+7/(2V2)
Roéwnanie to upraszcza sie do
1
@+ (V2-1a—-—=0,

V2
gdzie « = R/r. Stad

Rap=R=5(1-v2+V3).

Rozwiazmy podobny problem, tym razem
obliczajac opor miedzy wierzchotkami trojkata
rownobocznego, w ktéry jest wbudowany ciag
tréjkatéw réwnobocznych wbudowanych jeden
w drugi. Liczba tréjkatéw jest bardzo duza.

A B

Punkty lezace na osi symetrii trojkata OO’ mozemy
rozdzieli¢, otrzymujac uktad pokazany ponize;j.

O/

A B

A 0! B

Opoér podukladu A’ B’ wynosi z zasady podobienstwa
Rap = ar/2.
Przyjmujac Rap = ar, otrzymujemy réwnanie
11 1

ar

ar r
Rozwigzanie tego rownania jest wiec nastepujace
a=(T7-1)/3,
zatem
VT—1
3

RABZ T.

FE. Cz.



Elektryczne sieci nieskonczone

Rozwiazmy nastepujacy problem:

Mamy nieskonczong kwadratowq sieé, pokrytq
czeSciowo przewodnikami, a czesciowo opornikams.

Obliczyé opor miedzy punktami A i B oraz A i C tej
siect.

Przystepujac do rozwiazania problemu, zauwazmy, ze
powyzszy uklad mozna przerysowac¢ nastepujaco.

Podlaczmy do punktéw A i B ukladu dwa jednakowe
zrodla pradu o sitach elektromotorycznych & = & =&
(ich opory wewnetrzne zaniedbujemy), poprzez dwa
jednakowe oporniki o opornosciach R > r, dobierajac
ich parametry tak, zeby £/R =1 A.

R A~ B R

1

L T \RAB/ L T

51 52

Rozpatrzymy najpierw podlaczenie tylko jednego
zrodla w punkcie A, otrzymujac nastepujace
rozgalezienie wplywajacego do wezla A pradu

Il :5/(R+TAB) ~1A.

PR O
I 2 ~
11/3

I

Zatem, gdy mamy tylko zrodto z silta
elektromotoryczng &, prad wyplywajacy z wezla B
jest rtéwny In = E/(R+rap) = 1 A.

Ir/3 ‘12/3 R

1
| S|
I

12/3‘

1
Prad ten sktada sie z pradow z trzech spotykajacych
sie w B wezléw sieci 1 wyplywa na zewnatrz przez
zrodto E;. Podlaczmy teraz do punktéw A i B oba
zrodla. Z zasady superpozycji oraz warunku R > r
otrzymujemy, ze przez odcinek AB bedzie ptynatl
prad I = (I; + I5)/3, a spadek napiecia bedzie réwny:
Uap = 2/3 V. Z drugiej strony, do uktadu jest
podlaczone zewnetrzne napigcie 2€ i plynie w nim
prad I ~2E/(2R) = 1 A. Zatem

Uap 2
Rap = 7 =3 Q

W przypadku gdy napiecie zewnetrzne jest przytozone
do punktéow A i C, przez analogiczne rozumowanie
otrzymujemy:

2

Pozostaje wiec znalezé opor miedzy punktami B i C.
Podlaczenie tylko jednego zrédia prowadzi do tego, ze
przez odcinek AB poplynie prad I/3, a przez odcinek
AC — prad I/6. Podlaczmy wiec do wezla jeszcze
jedno zrédto. Z symetrii uktadu i zasady superpozycji
otrzymujemy:

Q L A 1 A Q L A ! A

oraz

Rpc = 7 1Q.
Problem ten przypomina zadanie, ktére pojawito sie
na XLIIT Olimpiadzie Fizycznej, stopien II:
Z nieskonczenie wielu
identycznych opornikéw,
kazdy o oporze r,
zbudowano sieé¢ pokazang r
na rysunku obok. Wiedzqc,
ze opor zastepczy tej
sieci miedzy punktami A C
A i B wynosi 2r(1 —2/7),
oblicz opor zastepczy sieci
miedzy punktami A i C.

Idea rozwiazania jest podobna do przedstawionej
powyzej. Dociekliwych Czytelnikéw odsylamy
do zbiorku [1], ambitniejszym proponujemy
samodzielne rozwiazanie. Wynik jest nastepujacy:
RAC = 2T/7T.

E. Cz

[1] W. Ungier, M. Hamera Wybrane zadania z 43 Olimpiad
Fizycznych, Wydawnictwo MAGIPPA Warszawa 1994



O pewnej idei Fermata

Rozwazmy nastepujace trzy zadania.

Zadanie 1. Udowodnié¢, ze réwnanie
2?2+ + 22+ u? = 2zyzu
nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych.

Zadanie 2. Cigzar kazdego z 2n + 1 klockow wyraza
sig catkowita liczba gramdéw. Dowolne 2n klockéw
mozna tak rozdzieli¢, ktadac po n na kazda szalke, ze
nastapi réwnowaga. Udowodnié, ze wszystkie klocki
maja jednakowa wage.

Zadanie 3. Dany jest arkusz papieru w kratke.
Udowodnié¢, ze dla n # 4 nie istnieje n-kat foremny

o wierzchotkach znajdujacych sie¢ w wezltach

kraty. Na pierwszy rzut oka zadania te nie maja

nic wspélnego. Jak sami jednak zobaczycie,
rozwiazania wszystkich tych zadan opieraja si¢ na tej
samej idei, ktéra wymyslil Pierre Fermat. Mozna
przypuszczaé, ze wlasnie za pomocy tej idei staral sie
on udowodni¢ swoje stynne Wielkie Twierdzenie.

Ale po kolei.
Najpierw rozwiazemy trzy podane wyzej zadania.

Rozwigzanie zadania 1. Niech liczby x,y, 2z, u
spelniaja wypisane wyzej réwnanie. Poniewaz liczba
22 + 3% + 22 4+ u? jest parzysta, to wérdd liczb
x,y, 2, u jest parzysta liczba liczb nieparzystych, czyli
cztery lub dwie, lub zero. Jezeli wszystkie liczby sa
nieparzyste, to liczba x2 + 3% 4+ 22 + u? jest podzielna
przez 4, a liczba 2xyzu nie jest podzielna przez 4.
Jezeli sa wérdd nich tylko dwie liczby nieparzyste, to
liczba 22 + y% 4+ 22 + u? nie jest podzielna przez 4,
a liczba 2xyzu jest podzielna przez 4. Zatem wszystkie
liczby sa parzyste, czyli
r=2r, Yy=2y, z=22z, u=2u;.
Podstawiajac te rownosci do réwnania wyjsciowego,
otrzymujemy
23+ 4 27 +ul = 8y ziug.
Znéw widzimy, ze nie moga by¢ nieparzyste wszystkie
cztery liczby, bo wtedy liczba 22 + y? + 2% 4+ u? nie
bylaby podzielna przez 8. Analogicznie nie moga by¢
nieparzystymi doktadnie dwie liczby, poniewaz wtedy
liczba 2% + y? + 27 + u? nie bylaby podzielna przez 4.
Otrzymujemy wiec, ze wszystkie liczby sa parzyste,
czyli
Ty =22, Y1 =2y, 21 =222, uj = 2us.
Dlatego

x% + y% + ZS + u% = 32x2Yy222Us.

Rozumujac w podobny sposéb, dowodzimy, ze liczby
To, Y2, 22, Uz sa parzyste i tak dalej. Latwo jest
zrozumieé, ze dla kazdej liczby naturalnej s zachodzi
rownosé

2 2 2 2 _ o2s+1
:rs + ys + Zs + us - 2 zsysZsUSa
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przy czym
Tk = 2Tp41, Yk = 2Yk+1, 2k = 22541, Uk = 2Upy1, k2> 1.
Czyli dla kazdej liczby naturalnej s liczby

x y z u

257 257 257 25
sg catkowite. Ale to jest niemozliwe.

Rozwiazanie zadania 2. Po pierwsze, oczywiste
jest, ze wszystkie klocki maja parzysta lub
nieparzysta wage: waga kazdych 2n klockéw jest
parzysta. Odejmiemy teraz od wag wszystkich
klockéw wage najlzejszego klocka (lub najlzejszych
klockéw, jezeli jest ich kilka). Nowy uktad klockéw
oczywiscie tez spelnia warunki zadania, przy czym
wsrdd klockow beda ,klocki o wadze zerowej”. Dlatego
wagi wszystkich klockow nowego ukladu sa parzyste.
Drzielac te wagi na pél, otrzymamy nowy uktad
klockéw, spetniajacy warunki zadania, przy czym
wsrod klockéw sa, ,klocki o wadze zerowej”. A zatem
znowu waga wszystkich klockow wyraza sie liczba
parzysta i tak dalej.

Wynika stad, ze w konicu wszystkie klocki maja
zerowa wage, a to oznacza, ze wszystkie klocki
z zadania wyjSciowego maja jednakows wage.

Rozwiazanie zadania 3. Udowodnijmy najpierw,
ze nie istnieje tréjkat réwnoboczny o wierzchotkach
znajdujacych sie¢ w wezlach. Przyjmujemy bok kratki
jako jednostke. Rzeczywiscie, niech a bedzie bokiem
tego trojkata. Wtedy pole tego trojkata réwna sie
% i jest ono liczba niewymierna, gdyz a2 jest
liczba calkowita, zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa.
7 drugiej za$ strony jest oczywiste, ze pole kazdego
wielokata o wierzchotkach w weztach kraty jest liczba
wymierna.

Poniewaz w szesciokat foremny mozna wpisa¢ trojkat
réwnoboczny o wierzchotkach znajdujacych sie

w wierzcholkach sze$ciokata, to dla n = 6 stwierdzenie
tez jest udowodnione.

Niech n # 3,4, 6.

Przypusémy, ze PP ... P,

jest n-katem

o wierzchotkach

znajdujacych sie

w wezlach. Odtézmy Py Py
w punktach

P, P, ..., P, wektory,

réwne odpowiednio

WektoromP2P3,P3P4,...,P1P2. P5

Py P3

Nowe punkty znowu trafia do wezléw kraty i utworza
n-kat foremny wewnatrz n-kata wyjsciowego. Z nowym
n-katem mozemy postapi¢ w ten sam sposdb,

i tak dalej bez konca. Jednakze kwadrat boku n-kata
jest liczba naturalng, w naszym zas przypadku ciagle
sig ona zmniejszal



Wszystkie trzy rozwiazania w istocie rzeczy byly
przeprowadzone wedlug jednego schematu: zaktadajac,
ze problem ma rozwiazanie, konstruowaliSmy pewien
nieskonczony proces, podczas gdy ze sformutowania
problemu wynikato, ze proces ten musi gdzies

mie¢ koniec. Taka metoda dowodzenia nazywa sie
metodq nieskonczonej regresji.

Czesto metode regresji stosuje sie w prostszej

wersji. Zakladajac mianowicie, ze juz dotarlismy

do naturalnego konca procesu, widzimy, iz ,zatrzymac
sie” nie mozemy.

Zadanie 4. Jezeli kazda prosta laczaca jakiekolwiek
dwa punkty pewnego skoniczonego zbioru X zawiera
przynajmniej jeszcze jeden punkt tego zbioru,

to wszystkie punkty zbioru leza na tej samej prostej.

Rozwiazanie. Zal6zmy, ze nie wszystkie punkty
zbioru leza na jednej prostej. Dla kazdego punktu A

i dla kazdej prostej [ przechodzacej przez dwa punkty
zbioru X, na ktérej A nie lezy, rozwazmy liczbe p(A4,1)
rowna odleglosci punktu A od prostej I. Poniewaz
punktow i prostych jest skonczenie wiele, to wérdéd
tych odleglosci jest odleglosé najmniejsza.

Niech wiec liczba p(A,1) bedzie najmniejsza wiréd
tych liczb. Wowczas dla By, Ba, B3 nalezacych do [N X
otrzymujemy
Pap, B, = p(A,l)- | B1Bs|=
= p(Ba, ABy)- [AB: | +p(B2, AB3)- | ABs |>
> min (p(Ba, AB), p(Bs, ABy)) - (| ABy | + | ABs|) >
> min (p(B2, AB1), p(B2, AB3)) - | B1 B3| .

A

By By, Bs

Stad
p(A,1) > min (p(Bz, ABy), p(B2, AB3)) ,

co przeczy wyborowi punktu A i prostej [.

A teraz rozwazmy bardziej skomplikowany przyklad
geometryczny.

Zadanie 5. Czy mozna rozciaé szescian na kilka
réznych sze$ciandéw?

Rozwiazanie. Zrobmy najpierw pewne oczywiste
spostrzezenie. Niech kwadrat P bedzie podzielony

na skonczong liczbe réznych kwadratéw. Wtedy
najmniejszy kwadracik nie bedzie przylegal do granicy
kwadratu P.

Niech szescian @ bedzie rozcigty na rézne

szeSciany ();, natomiast P bedzie jedng ze Scian
szeScianu (). Szesciany @);, przylegajace do ciany P,
tworza rozbicie P na parami rézne kwadraty. Niech P}
bedzie najmniejszym wsréd tych kwadratéw, a Q1
niech bedzie odpowiadajacym mu szescianem.
Kwadrat P; nie przylega do granicy P, a wiec jest
otoczony duzymi kwadratami. Odpowiednie sze$ciany
tworza ,studnie”, w ktorej lezy szeScian Q).

Niech P/ bedzie ,gérna” Sciana szedcianu Q1.
Szesciany przylegajace do $ciany P; tworza rozbicie
P{ na rézne kwadraty. Znowu najmniejszy kwadrat
wsrod nich, P, znajduje sie¢ wewnatrz Pj, a wiec
szesciany otaczajace odpowiedni szescian Q2 beda
wieksze od Q2 i znowu tworza ,studni¢”. Mozemy
przedtuzac te konstrukcje, otrzymujac ,,wieze”, ktora
sklada sie z szescianéw ciggle malejacych, a wiec nie
mozemy w zadnej chwili tego procesu zatrzymac!

* * *

Na koniec proponujemy Czytelnikowi kilka zadan
do samodzielnego rozwiazania.

Zadanie 6. Udowodnié, ze réwnanie
od pyt =1
nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych.

Zadanie 7. Niech
ai1,a2,...,0n

bedzie zbiorem liczb catkowitych, z ktérych nie
wszystkie sa jednakowe (n > 2). Utworzymy nowy
zbidr postaci

a1 +as az+ag ap—1+ an an +ay

2 o2 Y 2 o2

a z niego wedlug tej samej reguty nastepny zbior
i tak dalej. Udowodni¢, ze po kilku krokach powstanie
zbiér, w ktérym nie wszystkie liczby beda catkowite.

Zadanie 8. Niech

1,02, . ..,0n
bedzie dowolnym 2"-elementowym zbiorem liczb
naturalnych. Udowodnié¢, ze jesli utworzymy z niego
nowy zbior

li, 0o, .. lon
wedlug reguty

Ik =lag+1 —ag|, k=1,2,...,2", agny1 = ay,

a z niego wedlug tej samej reguty nastepny zbior
i tak dalej, to po pewnej liczbie krokéow dojdziemy
do zbioru, ktory sktada sie wylacznie z zer.

Zadanie 9. Dowolne dwie proste, nalezace

do pewnego skonczonego zbioru prostych, przecinaja
sie. Przez kazdy z punktéw przeciecia przechodzi
jeszcze przynajmniej jedna nalezaca do tego zbioru
prosta. Wykazaé, ze wtedy wszystkie rozwazane proste
przechodza przez jeden wspélny punkt.



Maia deld

Ktoéredy blizej, ktoredy taniej?

Najkrétsza linia miedzy dwoma punktami jest linia prosta

— tak przynajmniej twierdza podreczniki szkolnej geometrii.

Chwila zastanowienia wystarcza, by zauwazy¢, ze nie zawsze jest to

prawda. Na przyklad na powierzchni globusa (Ziemi) najkrétsza linia

jest linia najwyrazniej krzywa, mianowicie tuk wielkiego okregu, bo

nie sposob dostaé sie z jednego miasta do innego po cieciwie tuku, czyli
:Zj przez wnetrze Ziemi. Oznacza to, ze odlegtos¢ zalezy od sposobu jej

mierzenia. ,Na przetaj” to nie to samo co ,linia kolejowa’, a bedzie

jeszeze inaczej, gdy uméwimy sie mierzy¢ odlegtosé czasem podrézy

lub iloscig zuzytego na nia paliwa.

W astronautyce sprawa ta jest chyba jeszcze bardziej zagmatwana.

Na proste pytanie w rodzaju ,,jak daleko jest z Ziemi na Marsa?”,
odpowiedz jest bardzo nieprosta. Pierwsze przyblizenie daje
uswiadomienie sobie rozmiaréw orbit tych planet. Jezeli odlegtoéé Ziemi
od Stonca (w przyblizeniu promien ziemskiej orbity) uznaé za jednostke
(tzw. jednostke astronomiczna, j.a.), to odleglto$¢ Marsa od Stonca
wynosi 1,5 j.a. Odlegto$¢ tych planet zmienia si¢ wigc w granicach od 0,5
do 2,5 j.a. w okresie ponad dwdch lat.

Mylitby sie¢ jednak ten, kto myslatby, ze podréz na Marsa najkorzystniej

jest odby¢ wtedy, gdy planety te dzieli najmniejsza odleglo$é.

Taka podréz moze odby¢ tylko swiatto (lub sygnal radiowy). Rakieta, aby

dolecie¢ do stosunkowo bliskiego Marsa po linii prostej (choéby tylko

w przyblizeniu prostej), musialaby wykonaé ogromna prace przeciw

sile ciazenia stonecznego. Prace te nietrudno jest obliczyé. Cialo (rakieta)

o masie m znajdujace si¢ w polu grawitacyjnym Stonca o masie My ma

w odleglosci r od niego energie potencjalna réwna —GMgm/r, gdzie
~__— G = 6,67-107" m3/(s? kg) oznacza stala grawitacji. Aby z orbity Ziemi

o promieniu rz = 1,5- 10" m wspiaé si¢ na wysokosé orbity Marsa

o promieniu ry; = 2,3 - 10! m, rakieta musialaby wlasnymi silnikami

wykonaé prace réwna niezbednemu przyrostowi energii potencjalnej, czyli

! GM@'I’I’L (i — i) N

rz s

co wynosi okoto 3-10% J na kilogram masy rakiety (oczywiscie tacznie
z paliwem w zbiornikach).

Trzeba tu doda¢ dwa komentarze. Po pierwsze, obliczony tu przyrost

energii potencjalnej nie zalezy od drogi, po ktérej bedzie poruszac si¢
rakieta, lecz jedynie od poczatkowej i koncowej odlegtosci od Stonca —
taka bowiem jest cecha pdl sitowych, dla ktérych w ogdle mozliwe jest
okreslenie energii potencjalnej. Takie pola sitowe nazywa si¢ polami
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potencjalnymi. Po drugie, pomineliSmy tu wydatek energii potrzebny
rakiecie do opuszczenia pola grawitacyjnego Ziemi, czyli do uzyskania
drugiej predkosci kosmicznej. Ten wydatek energii jest oczywiscie

nie do unikniecia, jest ustalony raz na zawsze i na mocy pierwszego
komentarza nie zalezy od kierunku, w ktérym startuje rakieta.

Nie istnieja — i zapewne dlugo jeszcze nie beda istnie¢ — ani silniki,

ani paliwa mogace umozliwi¢ podréz na Marsa po linii najkrétszej.
Dlatego lot na Marsa planuje sie po drodze znacznie dluzszej

(i w kilometrach, i w dniach), za to mozliwej do realizacji obecnie.
Droga ta jest elipsa, ktérej peryhelium lezy na orbicie Ziemi, a aphelium
na orbicie Marsa. Silniki rakiety pracuja tylko przy starcie z Ziemi

i przy Marsie, a poza tym caly lot jest lotem bezwladnym — jest

to wiec podréz najtansza (manewry niezbedne do odbycia takiej
podrézy sa tematem ligowego zadania z fizyki w Delcie 6/2002).

Czas takiej podrézy tatwo obliczyé na podstawie trzeciego prawa
Keplera. Wielka pétos tej elipsy wynosi (1,5 +1)/2 = 1,25 j.a., czas jej
bezwladnego obiegu (w latach) to 1,25,/1,25, a czas podrézy to jeszcze
tego potowa, czyli niecalte trzy kwartaty.

Zaraz, zaraz. ..! Przeciez dopiero co powiedzielidémy, ze niezbedny przyrost
energii potencjalnej rakiety, czyli zuzycie paliwa, nie zalezy od toru lotu
rakiety! Fakt, ale na ten przyrost moga zlozy¢ sie: energia zuzytego
paliwa oraz energia ruchu (kinetyczna), ktéra rakieta ma juz na starcie,
poniewaz wraz z Ziemia porusza sie wokot Stonca. Dzieki temu rakieta
startujaca w kierunku ruchu orbitalnego Ziemi ma juz predkos$¢ wzgledem
Stonca v = 30 km/s, a wiec energie kinetyczna mv?/2 za darmo.

Dlatego wtadnie podrdz okrezna po elipsie jest tansza od podrézy

na wprost!

Bezzalogowe sondy moga sobie tak lata¢, ludziom jednak chcialoby

sie czas podrézy choé troche skréci¢ — w konicu trzy kwartaly w stanie
niewazkosci i w zamknieciu to nie zarty. Mozna to oczywiscie zrobié,

bo taka rakiete z ludZmi mozna skierowa¢ na inng elipse, a przebycie

jej tuku zajmie mniej czasu. Trzeba by wtedy rakiete bardziej rozpedzié
przy Ziemi i ostrzej trzeba by manewrowaé przy Marsie. Ale wymaga to
wigkszych ilosci paliwa, zatem wiekszej rakiety i tym samym wieckszych
pieniedzy. Miedzy innymi dlatego optymalizacja zatogowego lotu

na Marsa to powazny problem.

A jednak takie podréze ,na skroty” juz dosé dawno sie odbyly, i to
wladciwie za darmo. Mianowicie w latach 70. i 80. XX wieku cztery
sondy planet zewnetrznych, Voyager 1 i 2 oraz Pioneer 10 i 11, zostaly
skierowane na tak dobrane orbity, ze docieraly do nastepnej planety
dzigki pracy sit pola grawitacyjnego planety poprzedniej, a wlasne

ich paliwo shuzyto tylko do niewielkich poprawek lotu. Lot tych

sond np. od Jowisza do Saturna wcale nie odbywat si¢ po elipsie

z peryhelium w odlegtosci Jowisza i aphelium w odleglosci Saturna,
tylko po tuku elipsy znacznie obszerniejszej, a wiec tez trwal odpowiednio
krécej (choé i tak byly to miesiace). Trzeba jednak pamietaé, ze

w przedsiewzieciu tym wykorzystano szczegdlne potozenie planet, ktére
nie zdarza si¢ na zawotanie. Dzigki temu Voyagery wykonaty zblizenia
do wszystkich czterech planet olbrzymich, ale do Plutona juz nie.

A szkodal!

Malqg Delte przygotowal Tomasz KWAST



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Neutronowa holografia

Holografia zostata wymyslona przez Denisa Gabora

pod koniec lat czterdziestych XX wieku, ale zastosowano
ja dopiero 20 lat pézniej dzigki wykorzystaniu laserow.
Przez dlugi czas metoda ta byta ograniczona do dlugosci
fal odpowiadajacych $wiattu. Dopiero w ostatniej
dekadzie rozwinigto metody holografii elektronowej

i rentgenowskiej pozwalajace na obrazowanie w skali
atomowej ($wiatlo widzialne jest na to trzy rzedy wielkosci
wza dlugie”). Metody te maja jednak ograniczone
zastosowanie. Uzycie elektronéw, ze wzgledu na ich

silne oddzialywanie z elektronami ciata statego, pozwala
jedynie na obrazowanie powierzchni. Natomiast czuto$é
holografii rentgenowskiej zalezy bardzo silnie od rodzaju
pierwiastkéw wystepujacych w badanym materiale.
Wiazki neutronowe z kolei, cho¢ pozbawione tych wad,
nie byly do niedawna wykorzystywane, gtéwnie z powodu
ich ograniczonej intensywnosci. Dopiero ostatnio [1]
zaproponowano sposoby przeniesienia metod holografii
rentgenowskiej na wigzki neutronéw termicznych.

Wedltug pierwszej koncepcji tzw. wewnetrznego

zrédla (ang. inside-source) jadra atoméw wodoru
(protony) stuza jako zrédia fal sferycznych. Metoda

ta zostala z powodzeniem zastosowana [2]. Natomiast
druga koncepcja, tzw. wewnetrznego detektora

(ang. inside-detector), whasnie doczekalta si¢ realizacji [3].

W holografii zawsze mamy do czynienia z interferencja
tzw. wiazki odniesienia, czyli niezakléconej fali, z tzw.
wigzka przedmiotowa, niosacg informacje o badanym
obiekcie. W przypadku metody wewnetrznego detektora
wigzka odniesienia jest fala plaska, rejestrowana przez

jadra atoméw o duzym przekroju czynnym na absorpcje
neutronéw, a wigzke przedmiotowa tworza neutrony,
ktore przed absorpcja oddziataly z jadrem nalezacym
do obrazowanego obiektu. Jak widaé, badany materiat
musi zawiera¢ domieszke atomdw, ktérych jadra

beda stuzy¢ jako wewnetrzne detektory. Detekcja jest
sygnalizowana poprzez deekscytacje rentgenowska jader
detektoréw. W doswiadczeniu [3] badanym materiatem
byt monokrysztal otowiu (99,74%), domieszkowany
kadmem 113 (0,26%). ,,Surowy” hologram pokazany jest
na tylnej okladce. Sktada si¢ on z pikseli odpowiadajacych
mierzonej intensywnosci detekcji przy odchylaniu
probki o kat x od kierunku padania wiazki neutronowej
i obracania jej dookota tego kierunku o kat ¢ (w obu
przypadkach ze skokiem 3°). Na drugim rysunku
przedstawiona jest tréjwymiarowa interpretacja
hologramu. Widaé 12 czerwonych plam odpowiadajacych
pozycjom jader atoméw najblizszych jadru stuzacemu
jako wewnetrzny detektor neutronéw. Zlokalizowane

sg one na sferze o promieniu 3,49 A, réwnym,

zgodnie z przewidywaniem, stalej siatki podzielonej
przez pierwiastek z dwbch. Nalezy zwrdcié uwage, ze

w holografii neutronowej obrazowana jest pozycja jader
atomowych, a nie ksztalt orbitali elektronowych.

Piotr ZALEWSKI

[1] Atomic resolution neutron holography, L. Cser, G. Krexner,
Gy. Torok, Europhys. Lett. 54(2001)747

[2] Atomic structure holography using thermal neutrons, B. Sur,
R.B. Rogge, R.P. Hammond, V.N.P. Anghel, J. Katsaras,
Nature 414(2001)525

[3] Holographic imaging of atoms using thermal neutrons, L. Cser,
Gy. Torok, G. Krexner, I. Sharkov, B. Faragd, Phys. Rev.
Lett. 89(2002)175504

Nieustajacy konkurs Wirtualnego Wszechswiata i Delty!

Rozwiaz w lutym marcowe zadanie z myszka i wygraj ksiazke z Wydawnictwa Proszynski i S-ka.

Wiecej informacji: http://www.wiw.pl/delta/konkurs

Redaguje Mikotaj ROTKIEWICZ
- Zadanla M 1015. Ciag a, okresdlony jest rekurencyjnie wzorami:

ao =19, ani1 = a’(3a,+4).

Wykazaé, ze a19 w zapisie dziesietnym ma co najmniej 1000 dziewiatek.

Rozwiazanie na str. 13

M 1016. Niech 1 < a < b < 125,a,b € N. Udowodnic,
ze utamek § w zapisie dziesigtnym nie ma bloku

cyfr 143.

Rozwiazanie na str. 13

M 1017. Udowodnié¢, ze w rozwinieciu dziesietnym
liczby 37190 wystepuje blok cyfr 123456789.
Rozwigzanie na str. 16

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 589. Na powierzchni wody unosi si¢ drewniany
klocek o przekroju kwadratowym i gestosci
p=0,5-10% kg/m?. Ktére z dwéch potozen
réwnowagi pokazanych na rysunku, bedzie potozeniem
réwnowagi trwalej i dlaczego?

I

Rozwiazanie na str. 3
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F 590. W pionowej rurce o promieniu p—
R, wypelnionej ciecza o gestosci pq,
znajduje si¢ okragly pret o promieniu r
i dlugosci I, przy czym [ > R (rysunek).
Pret jest umieszczony doktadnie na osi
symetrii rurki, a jego gestosé¢ py jest l g
mniejsza od p;. Zaniedbujac efekty

brzegowe i tarcie, znalez¢ predkosé

i przyspieszenie preta w zaleznosci od
glebokosci h. Pret pozostaje caly czas
Zanurzony.

Rozwiazanie na str. 16




Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

®
| -

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi

. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
30 IV 2003

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéow, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 455, 456

455. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym |AB| > |AC.
Dwusieczna kata zewnetrznego przy wierzchotku A
przecina okrag opisany na tym tréjkacie

ponownie w punkcie E. Punkt F' jest rzutem
prostokatnym punktu £ na bok AB. Dowies$é, ze
|AB| — |AC| = 2|AF)|.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 10/2002

447. Odcinek CD jest dwusieczng kata C tréjkata ABC. Prosta ¢
jest styczna do okregéw opisanych na tréjkatach ACD i BC'D

w punktach P i Q. Dowies¢, ze jest ona takze styczna do okregu
przechodzacego przez srodki odcinkéw AD, BD i PQ.

447. Sa dwie takie styczne. Rysunek odpowiada sytuacji,
gdy odcinek PQ) oraz punkt C lezg po tej samej stronie
prostej AB, ale przedstawione rozumowanie dziata i dla
drugiej z tych stycznych.

Oznaczmy srodki okregéw opisanych na trojkatach AC'D

i BCD odpowiednio przez U i V, a érodki odcinkéw PQ,
AD, BD,UD, VD, UV — odpowiednio przez K, M, N, R,
S, W oraz przyjmijmy

¢ =|<ACD|=|«<BCD|=|<DUM| =
=|<DVN|=|<UMR].

Odcinek RW, taczacy érodki bokéw trojkata DUV, jest
rownolegly do boku DV; zatem

| XURM|+| <URW| =| <URM|+ | <UDV | =
= (180° — 2¢) + 2¢ = 180°,
skad wynika, ze punkty M, R, W sa wspoétliniowe.

P
K
Q
C
U
A/ . W 5 v
M D N
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Redaguje Marcin E. KUCZMA

456. Czy istnieja takie liczby niewymierne

a>1, f>1, ze dla kazdej pary dodatnich liczb
calkowitych m, n zachodzi nier6wnosé || # |57
(Symbol |z | oznacza najwieksza liczbe catkowita,
ktora nie przekracza liczby x).

Przypominamy tresé¢ zadan:

448. Udowodnié, ze dla kazdej czwérki liczb dodatnich a, b, ¢, d

zachodzi nieréwnosé
b—a
d+a

d—c a—d
b+c c+d

c—b
a+b

>0.

Punkty K i W sg érodkami nieréwnolegltych bokéw trapezu

PUVQ, wiec

VeI +|UP|
2

_ |V D] N [UD| _
2 2
= |WR|+ |RM| = |WM]|.
Analogicznie stwierdzamy, ze |W K| = |W N|. To znaczy,
ze W jest érodkiem okregu opisanego na tréojkacie K M N;
skoro za§ WK L /, okrag ten jest styczny do prostej £.

WK| =

448. Wprowadzmy oznaczenia

d+a=A, a+b=B, b+c=C, c+d=D,
b+d=P, a+c=Q.
Rozwazane w zadaniu wyrazenie ma wartosé
_P-A Q-B P-C Q-D
W = 1 + B + C + D
1 1 1 1
A poniewaz
l+l>i
A C7T A+C

(nier6wno$¢ miedzy $rednia arytmetyczng i $rednia
harmoniczna liczb A, C) i podobnie

1 1 4

-—+=2

B + D7 B+D’

zatem
4P 4Q
> — 4 =
W/A+C+B+D 4
P 4Q
P+Q PrO



Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 443 (WT = 1,70) i 444 (WT = 1,95)
z numeru 6/2002

Barttomiej Dyda —~ 2-45,69
Piotr Kumor —~ 6-45,39
Tomasz Rawlik — 4-43,02
Marcin Peczarski — 2-42,30
Janusz Olszewski — 5-34,77
Wojciech Maciak - 34,30
Marian Lupiezowiec — — 34,24
Nikodem Szpak - 33,42
Marcin Kasperski — 2-33,10
Krzysztof Jasek - 32,63
Tomasz Wietecha —~ 5-31,65
Swiatostaw Gal - 30,94
Zbigniew Sewartowski — 30,76
Jerzy Cisto — 1-30,24
Michal Jézwikowski  — 27,33
Lech Duraj - 25,00
Monika Nagérko - 24,70
Andrzej Nagérko - 23,40
Pawel Walter - 23,40
Lukasz Kaminski - 22,98
Marek Prauza —~ 3-20,73

Legenda (przykladowo): stan konta
5-34,77 oznacza, ze uczestnik juz
pigciokrotnie zdobyt 44 punkty,

a w kolejnej (sz6stej) rundzie ma
34,77 punktoéw.

Liste otwieraja: Bartlomiej Dyda, ktéry
przekracza prég 44 po raz trzeci (i zostaje
dwudziestym trzecim Weteranem

Klubu 44 M) oraz Weteran Piotr
Kumor, koriczacy juz siédmg runde!

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikow ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej
20 punktéw;

— przystali rozwigzanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2000, 2001

lub 2002.

Nie drukujemy wigc nazwisk tych
uczestnikéw, ktorzy rozstali sie z ligg trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiScie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wrécié

do naszych matematycznych tamigtéwek,
jego nazwisko automatycznie wréci

na liste. Serdecznie zapraszamy!

Klub 44 M liczy 97 cztonkéw. Okragta liczba 100 staje sie coraz bardziej

realna. Kiedy? Kto? Czy w oméwieniu za rok bedzie mozna napisaé, ze liczba
cztonkéw jest juz trzycyfrowa? Czy nazwisko setnej osoby jest jednym z nazwisk
widocznych na publikowanej, jak co roku, liscie uczestnikéw ze stanem konta

ponad 207 Nie jest to oczywiste, bo cho¢ prawie co miesiac ktos przekracza
czterdziestoczteropunktows, bariere, to w wigkszosci sa to dawno zarejestrowani
uczestnicy, wytrwale pokonujacy okrazenie za okrazeniem. Rosnie grono Weteranoéw,
takze tych ,wielokrotnych”. Czy ktos okaze tyle wytrwatosci, by wypeinié trzykrotna
norme weteranska?

Jak w ubieglych latach, spotkaliSmy si¢ we wrzesniu w Warszawie w gronie

kilku cztonkéw Klubu 44 M, ktérym czas na to pozwolit. Byta, jak zwykle, sesja
,szybkiego rozwiazywania zadan”, otwarta dla publicznosci i wkomponowana w ciag
imprez VI Festiwalu Nauki; no i dobrych kilka godzin spedziliSmy na swobodnej,
mitej rozmowie o Delcie i Lidze, o konkursach zadaniowych, o szkotach i uczelniach,
o ksiazkach i czasopismach, o matematyce i o zyciu.

A teraz doroczne oméwienie wybranych zadan: patrzymy, co ciekawego
zaprezentowali w swych rozwiazaniach uczestnicy ligi i ktére zadania okazaly sie
najtrudniejsze (niewielkie liczby poprawnych rozwiazan).

Zadanie 425. [X € int(ABCD):|<ADX|=|<BCX| < 90°, | <DAX|=|<CBX]| < 90°;
symetralne bokéw AB i CD przecinajg sic w punkcie Y = | SAY B| = 2| XADX]|]
(wspétczynnik trudnosci WT'=3,01; liczba poprawnych rozwiazan LPR=5). Jeden

z uczestnikow wyrazil uznanie: ,to bardzo ciekawe zadanie”. Zadanie, cho¢ ciekawe,
nie bylo dobre. Dlaczego? Rozwiazanie firmowe byto rachunkowe (liczby zespolone).
Te sama metode zastosowal L. Grzanka; a M. Peczarski oraz M. Spychata

uzyli trygonometrii. Pozostale dwa rozwiazania (W. Bednorz i T. Wietecha)

byly ,czysto geometryczne”, wigc takie, jakie chcialoby sie ogladaé. Ale w tym

akurat zadaniu ta ,czysta” metoda byta dluzsza, a ponadto wymagata rozpatrzenia
réznych mozliwosci usytuowania rozwazanych punktéw i odcinkéw. Jak zwykle

w takich razach, mozna napisa¢ ,w innych przypadkach modyfikacje sa oczywiste”
(czy aby na pewno?) — lub konsekwentnie rozwazaé¢ odcinki i katy zorientowane. Przy
tym ostatnim podejsciu, tak jak w rozwiazaniach analitycznych i trygonometrycznych,
problemy uzaleznienia od przypadku gtadko znikaja; wszelako — zacytujmy stowa

I. F. Szarygina z przedmowy do jednej z jego ksiazek — gladko znika wowczas takze

1 sama geomelria.

Zadanie 428. [a1,...,a, €R;dla J C {1,...,n}: s;:= Z].EJGJ' =

= s5<(n+1)2" 7 Z]. a3] (WT=1,02; LPR=14). Jak wida¢, duzo dobrych
rozwigzan — wérod nich kilka prostszych od firmowego. Chyba najzgrabniej przedstawit
to M. Adamaszek: rozwijamy kwadraty sum s; i dodajemy, otrzymujac sktadniki
typu a?, z ktorych kazdy pojawia si¢ 2"~ razy, oraz sktadniki 2a;a; (i < j), kazdy
wystepujacy 272 razy; teza jest wiec réwnowazna nieréwnosci

2"y af 42" 2aia, < (n+ 1)2"0D dd,
J i<j J
czyli, po przeksztatceniu, Z(ai —a;)*>0.
i<j
Zadanie 429. [Czworokat ABC'D wpisany w okrag
o $rodku O; ACNBD = {Q}; K, L, M, N — érodki okregéw
(QAB), (QBC), (QCD), (QDA); KM N LN = {P} =
= O, P, Q wspolliniowe] (WT=258; LPR=6). Ciekawy
wariant rozwigzania firmowego przedstawil J. Olszewski:
czworokat K LM N jest réwnolegtobokiem zawierajacym

D punkt O; odcinki OA, OB, OC, OD przecinaja jego brzeg
w punktach A’, B', C’, D’ tak, ze |OA'| + |QA| =
=|OA’| + |AA’| = promien (ABCD) = |OB'| + |QB’| =
= |0C'| +1QC'| = |OD'| + |QD’|, a zatem punkty A’,

B’, C', D’ leza na elipsie o ogniskach O, @ (rysunek);
przy tym | SNA'O| = | «AA'K| = | «QA’K|, wiec elipsa
jest styczna do boku N K — jest tez styczna do pozostalych
bokéw réwnolegtoboku K LM N — skad nietrudny wniosek,
ze réwnolegtobok K LM N jest swoim wlasnym obrazem

w symetrii wzgledem $rodka P’ owej elipsy; zatem

P = P’ = $rodek OQ.
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Weterani Klubu 44 M
(w kolejnosci uzyskiwania
statusu Weterana)

Janowicz (8), P. Kaminiski (5), M. Galecki (5),
Uryga (4), A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,
Rawlik (4), M. Mazur, A. Bonk, K. Serbin,
Ciach (5), M. Prauza, P. Kumor (7),
Gadzinski (7), K. Jedziniak, J. Olszewski (5),
Skrzypek (4), H. Kornacki, T. Wietecha (5),
Jézefezyk, J. Witkowski, W. Bednorz,
Dyda

RN

(jesli uczestnik przekroczyl bariere
44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to cyfra w nawiasie).

Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie)
wdwukrotni”
M. Adamaszek, Z. Bartold, W. Bednarek,
Czornik, P. Jedrzejewicz, M. Kasperski,
Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,
Kurpiel, J. Lazuka, J. Malopolski, J. Mikuta,
Orzechowski, R. Pagacz, P. Kubit,
Patkowski, M. Peczarski, K. Piéro, S. Solecki,

QrREUEI»

Zakrzewski;

»jednokrotni”
Bieganski, W. Boratynski, J. Cislo,

3

M. Czerniakowska, A. Daniluk, P. Figurny,
M. Fiszer, Z. Galias, L. Gasiiski, A. Gluza,
. Grzesiak, K. Hryniewiecki, K. Jachacy,

“H

Klisowski, J. Kraszewski, A. Krzysztofowicz,

. Kulpa, A. Langer, R. Latala, P. Lipinski,
Lizak, J. Mafdziuk, B. Marczak, M. Marczak,
1. Matlega, R. Mazurek, H. Mikotajczak,

M. Mikucki, J. Milezarek, R. Mitraszewski,

M. Mostowski, W. Olszewski, R. Pikula,

B. Piotrowska, W. Pompe, M. Roman,

M. Rotkiewicz, A. Ruszel, J. Siwy, Z. Skalik,

A. Smolczyk, Z. Surduka, T. Szymeczyk,

W. Szymezyk, K. Trautman, P. Wach, K. Witek,
A. Woryna, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,

K. Zawistawski, P. Zmijewski.
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Rozwigzanie zadania M 1015.
Wykazemy, ze

(%) 10" dzieli a,, + 1 —>

— 10%" dzieli ap41 + 1.
Rzeczywiscie, jesli a,, = k - 10° — 1, to
ani1 = (k-10" = )33k -10° — 1) +4) =
= (3k-10" — 1)(3k-10° + 1) = 1(mod 10?").

Poniewaz 10|ap + 1, wigc z (*) wynika, ze
10%|ay + 1 i przez indukcje 102" lan, + 1.
Zatem a1 konczy sie co najmniej 1024
dziewigtkami.

-]

Rozwigzanie zadania M 1016.
7.0,143 = 1,001 ! Gdyby

a
Z=0,...143...,
b

to
10"a—n=0b-0,143... € Z

dla pewnych liczb catkowitych m,n.
A zatem réwniez

7.5-0,143... — b€ Z.
Ale
0<0,001-b<7-5-0,143... —b <

< 0,008 -b< 1.

Autorzy pozostalych dobrych rozwiazan (nie prostszych od firmowego): J. Cisto,
M. Peczarski, T. Rawlik, M. Adamaszek, M. Kieza.

Zadanie 433. [ f = P/Q — funkcja wymierna; f(z)? — f(x?) = const = f =7]
(WT=2,53; LPR=5). Wszystkie poprawne rozwigzania (J. Cislo, B. Dyda,

P. Kumor, M. Peczarski, W. Bednarek) podobne do firmowego, na ogét
przedstawione nieco zgrabniej, ale i tak do$¢ dtugo. Prowadzacy Lige przyznaje sie
szczerze, iz zadanie to zamiedcil w nadziei, ze moze ktos z uczestnikéw znajdzie
rozwigzanie wyraznie krotsze i bardziej eleganckie. . .

Zadanie 435. [Stowa binarne: trdjniak — stowo postaci AAA, gdzie A — dowolne
stowo; czy mozna, startujgc od stowa 01 i wstawiajac badz wykreslajac trojniaki,
uzyskaé stowo 107] (WT=1,66; LPR=11). Sporo dobrych rozwiazan, w wigkszosci
izomorficznych z firmowym. Jedynie J. Klisowski i P. Kumor stosuja nieco inna
metode: nieporzadkiem w stowie W = z122 . ..z, nazwijmy kazda pare (i, ) taka,

ze 1<i< j<n, z; =1, x; = 0; liczba nieporzadkéow w stowie, brana modulo 3,
okazuje si¢ by¢ niezmiennikiem operacji dopuszczalnych w zadaniu — stad negatywna
odpowiedZ na postawione pytanie.

Stosujac te metode, J. Klisowski znajduje uogélnienie: rozwaza k-niaki, czyli stowa

postaci AA... A (k-krotne powtérzenie) i wykazuje, ze liczba nieporzadkéw w stowie
binarnym, brana modulo & (dla k nieparzystych) oraz modulo k/2 (dla k parzystych),
jest niezmiennikiem operacji wstawiania badz wykreslania k-niakéw.

Zadanie 436. [ f:R — R rézniczkowalna, f(2z) = f(x) +xf'(22) = f =7] (WT=2,63;
LPR=6). Wszystkie dobre rozwigzania takie, jak firmowe. Ich autorzy: J. Cislo,
A. Daniluk, P. Kumor, J. Olszewski, M. Peczarski, T. Wietecha.

Zadanie 441. [W(z) = 2* + az® + b2®> + cx +d (a,b,c,d € R); T(z) = 2° + pr + ¢;
p=2—a+b g=W(-1); T ma pierwiastek nieujemny = W ma pierwiastek
rzeczywisty] (WT=2,84; LPR=6). To zadanie, w naiwnym zamierzeniu redaktora Ligi
Satwe” | rozwigzali jedynie: P. Kumor, J. Olszewski, M. Peczarski, T. Wietecha,
J. Cislo, B. Dyda; rozwiazania identyczne z firmowym lub nieco bardziej okrezne.

Zadanie 442. [Czy istnieje funkcja f: (1;00) — (1;00) ciagla, rosnaca i taka, ze
funkcja g(z) = f(z)/x przyjmuje wszystkie wartosci dodatnie?] (WT=2,12; LPR=9).
W rozwiazaniu firmowym byt przyktad funkcji o tych wtasnosciach, przedziatami
liniowej — i podobne przykltady podawali w wickszosci uczestnicy ligi. Niektorzy jednak,
wiedzeni poczuciem estetyki, znajdowali funkcje wyrazalne pojedynczym wzorem
analitycznym:

f(,CE) _ ml«‘f% sinlnlnx

f(x) — $1+% In z-sin In(141n x)
f(z) =1+ 2°(1 +sinln V)

dla z>1, f(1)=1 (A. Daniluk);
(B. Dyda);

(J. Olszewski);

i jeszcze taki smakowity przyktadzik (ponownie A. Daniluk):

Fla) =Y 8" h@-2"" +1),
n=0

h(z) = zfrl dla z > 0,
0 dla =z <0.

Czytelnikom proponujemy niezbyt trudne sprawdzenie, ze wszystkie te funkcje istotnie
maja wymagane wlasnosci.

Zadanie 443. [Stowa z alfabetu {0, 1,2}; A, — zbiér n-stéw bez bloku 11 ani 22;

B,, — zbi6r n-stéw bez bloku 012 ani zadnej jego permutacji = 3|A,| = |Bn+1]]
(WT=1,70; LPR=10). M. Adamaszek, J. Cisto, J. Olszewski, M. Peczarski,

T. Wietecha udzielili nam lekcji, jak nalezy przeprowadzi¢ dowdd: niech C,, bedzie
zbiorem tych stéw ze zbioru By, ktére zaczynaja si¢ znakiem 0; poniewaz |By,| = 3|Ch|,
wystarczy dowiesé, ze |A,| = |Chy1]; to za$ wynika ze spostrzezenia, ze funkcja
(zox1...xn) — (Yy1...yn), gdzie y; = x; — z;—1 (mod 3), odwzorowuje zbiér Cp41
bijektywnie na A,.

Pozostate rozwiazania, w tym i firmowe, polegaly na wyprowadzeniu wzoréw
rekurencyjnych dla rozwazanych licznosci — tez dobrze, ale mniej pigknie, niz wskazanie
bijekcji.
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Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan:

30 IV 2003 7 masg preta.

353. W do$wiadczeniu opisanym w jednym

z zesztorocznych numeréw Wiedzy i Zycia badano
zimne neutrony (tzn. neutrony o bardzo malej energii
kinetycznej) odbijajace sie od poziomej powierzchni

i wykryto ich kwantowe poziomy energetyczne w polu

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 10/2002

344. Na powierzchni
poziomej moze poruszac sig
bez tarcia pryzmat, ktérego
przekrdj poprzeczny jest

b trojkatem réwnoramiennym

o podstawie a i kacie
tamigcym 2a = 160°
(rys. 2). Wspoélezynnik

zalamania szkla pryzmatu
a jest réwny n = 1,5.
Rys. 2 Na pryzmat skierowano

pionowo od géry wiazke $wiatta o szerokosci b = (3/4)a i mocy
P = 8000 W, réwno rozlozonej na tej szerokosci. Naszkicowad

344. Kat padania
$wiatla na powierzchnie
pryzmatu (rys. 4) jest
réwny 90° — «, wiec
zgodnie z prawem
Snella kat zatamania 3
jest dany wzorem

sin = % COos (.

Kat padania

na pozioma $cianke v
wynosi 90° — a — 3,
a kat zalamania ~
znajdziemy po powtérnym zastosowaniu prawa Snella

Rys. 4

siny = n cos(a + arcsin (% cos a)) = 0,0877.

Jesli energia fotonu jest rowna FE, to sktadowa pozioma
jego pedu po zalamaniu w pryzmacie wynosi (E'sin~y)/c.
Ze wzoru I = dI_D)/dt wnioskujemy, ze gdy moc wiazki
padajacej na jedng ze Scianek pryzmatu wynosi P, to
wynikajaca stad sila pozioma dzialajaca na pryzmat ma
warto$é (P1sinvy)/c.

Pozostaje nam teraz tylko kwestia rozktadu mocy wiazki
na obie $cianki pryzmatu. Zauwazmy, ze gdy przesuniecie x
pryzmatu jest mniejsze od %a, to wraz ze wzrostem x
liniowo rosnie jedna cze$é tej mocy (oznaczmy ja Pi),
a maleje druga (P2); poniewaz zwroty odpowiednich sit
sa przeciwne, wiec wypadkowa sita roénie ,,podwdjnie”.
W przedziale %a <z < %a sita wypadkowa takze rosnie
ze wzrostem z, ale wynika to juz tylko ze spadku P,
poniewaz Scianka 1 jest juz oSwietlona na catej szerokosci

3

i wartos¢ Py = %P pozostaje stala. Dla x = ga warto$¢ P>

spada do zera, a sita osiagga warto$¢ maksymalng réwng,

F = (2Psinv)/3c = 1,56 uN.
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352. Jednorodny pret moze si¢ obracaé bez tarcia wokot
poziomej osi osadzonej w klocku spoczywajacym na poziome;j
powierzchni (rys. 1). Jaka jest minimalna warto$é¢ wspdlczynnika
tarcia miedzy klockiem a powierzchnia niezbedna do tego, aby
po odchyleniu preta do poziomu i puszczeniu klocek nie ruszyt

z miejsca? Masa klocka jest pomijalnie mata w poroéwnaniu

Rys. 1

grawitacyjnym Ziemi. Wedlug podanej informacji
wysoko$¢ stopnia miedzy sasiednimi poziomami
wynosita 15 wm. Zastosowaé analize wymiarowa w celu
potwierdzenia tej wartosci (co do rzedu wielkosci).

Przypominamy tres¢ zadan:

wykres sily F' dzialajacej na pryzmat w kierunku poziomym,

w zaleznosci od przesunigcia x srodka pryzmatu wzgledem srodka
wiazki. Obliczy¢ maksymalng warto$¢ tej sity. Pominaé¢ odbicie
Swiatta od ktoérejkolwiek z rozpatrywanych powierzchni.

345. Naczynie o porowatych Sciankach
wlozono otworem do wody (rys. 3).
Gdy wlaczono spirale grzejna,

z naczynia zaczely wydobywacé sie
pecherzyki powietrza, przy czym proces
ten miatl charakter stacjonarny (nie
mijal po ustaleniu si¢ temperatury).
Wyjasnié przyczyne zjawiska.

Rys. 3

F
Przy dalszym

wzroscie x sita
zmniejsza sie, gdyz
coraz mniejsza
czesé wiazki pada
na pryzmat.
Spadek sity do zera
nastepuje dla

T = %a. Wykres —
zob. rys. 5.

1/8  3/8 5/8  7/8

Rys. 5

345. Zatézmy wstepnie, ze naczynie jest zamkniete,

i miedzy powietrzem wewnatrz naczynia a powietrzem
zewnetrznym wystepuje rownowaga, tzn. liczba czasteczek
przenikajaca przez pory na zewnatrz i do wewnatrz jest
jednakowa. Prawdopodobienistwo trafienia czasteczki

do matego otworka w $ciance naczynia jest proporcjonalne
do drogi przebytej przez czasteczke, a zatem liczba
czasteczek trafiajaca w ciagu sekundy do otworka jest
proporcjonalna do iloczynu liczby czasteczek na jednostke
objetosci n i sredniej predkosci czasteczek vg,.. Stad
N1Vg = N2vag.. Predkosé srednia jest proporcjonalna

do pierwiastka z temperatury absolutnej T'; czyli

ni T1 = N2 Tg.

7 drugiej strony, cisnienie jest proporcjonalne

do iloczynu nT" (por. réwnanie Clapeyrona). Wynika

stad, ze w naczyniu, gdzie temperatura jest wyzsza od
zewnetrznej, ci$nienie powietrza osiaga takze wyzsza
warto$é. Ostatecznie wnioskujemy, ze w naczyniu

z otworem zalozony na poczatku stan réwnowagi nie
utrzyma sie i powietrze bedzie z niego wyptywaé w postaci
pecherzykow.



Rozszerzona czoléwka
ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
340 (WT = 1,25) i 341 (WT = 2,00)
z numeru 6/2002

Aleksander Surma Myszkéw 3-42,81
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 1-42,62
Marek Wéjcicki Szczecin 2-37,65
Tomasz Rudny Warszawa 29,50
Andrzej Idzik Bolestawiec 4 - 28,89
Grzegorz Milog Mielec 24,40
Tomasz Wietecha Tarnéw 4-17,25
Marian Lupiezowiec  Gliwice 16,71
Jacek Konieczny Poznan 12,31
Leszek Grzanka Chechto 10,98
Michal Jézwikowski  Blonie 9,32
Przemystaw Gadzinski Sroda Slaska 1- 8,61
Marcin Misiak Poznan 8,16
Kazimierz Gryszko Gliwice 7,93
Piotr Kumor Olsztyn 7,64
Jacek Piotrowski Rzeszéw 1- 7,59

Lista obejmuje uczestnikéw, ktérzy
przystali co najmniej jedno rozwigzanie
zadania z rocznikéw 2000-2002 oraz

maja w biezacej rundzie na swoim koncie
co najmniej 7 punktéw. Cyfra przed
kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyt
juz 44 punkty.

Weterani Klubu 44 F
(w kolejnosci uzyskiwania
statusu Weterana):
P. Bala, D. Lipniacki, A. Sikorski, A. Surma,

P. Gworys, A. Idzik (4), T. Wietecha (4),
J. Lazuka

(jesli uczestnik zdobyt 44 punkty wiecej
niz 3 razy, podana zostala odpowiednia
liczba).

Rys. 1

Pozostali cztonkowie Klubu 44 F
(alfabetycznie)
wdwukrotni”:

[

. Lipkowski, P. Perkowski, M. Wéjcicki;
sjednokrotni”:

Borowski, P. Gadzinski, A. Gawryszczak,
Gluza, W. Kacprzak, B. Mikielewicz,
Motyka, R. Musial, A. Nowogrodzki,
Piotrowski, T. Rawlik, R. Repucha,
Stelmach, L. Szalast, P. Wach.

e

Uczestnicy ubieglorocznego — piatego juz — Turnieju Zadan z Fizyki (organizowanego
w ramach warszawskiego Festiwalu Nauki) reprezentowali wyjatkowo szeroki przekrdj
wieku i wyksztatcenia, gdyz obok gimnazjalistéw na sali znalezli si¢ absolwenci
wyzszych uczelni. Pierwsze dwie nagrody — kalkulatory programowalne — wygrali
Piotr Sobolewski i Pawel Huryn. Dalsze miejsca byly premiowane nagrodami
ksiazkowymi ufundowanymi przez Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, a wszyscy
uczestnicy dostali ponadto kilka numeréw Delty. Niektore zadania turniejowe
zamiescimy w Delcie 9/2003 poswieconej VI Festiwalowi Nauki (z 2002 r.).

A oto najciekawsze rozwigzania zadan z ostatniego rocznika, przystane przez
naszych Czytelnikéw:

Zadanie 325. [Tor plamki na ekranie, gdy obracamy oscyloskop w polu magnetycznym
Ziemi] (wspotczynnik trudnosci WT' = 2,62, liczba poprawnych rozwiazan LPR = 3).
W rozwiazaniu ,firmowym” stwierdzono, ze przy danych wartosciach liczbowych
zmiana kierunku sity dzialajacej na wiazke elektronow jest niewielka i mozna
zastosowaé wzor na przesuniecie w ruchu jednostajnie zmiennym. Dwoéch Klubowiczow
(T. Wietecha i M. Wéjcicki) ujeto sie ambicja i sprébowalo przeanalizowaé

ruch elektronéw $cigle. Obliczenia okazaly sie tak skomplikowane, ze trudno je byto
doprowadzi¢ do konica, a wykrycie zrédta btedu w jednym z wynikéw przekroczyto
sity redaktora tej rubryki. Wyciagnijmy z tego moral: o ile tylko jest to dopuszczalne,
trzeba stosowac uproszczenia, a ewentualnie w nastepnej kolejnosci dopiero badaé
potrzebe i mozliwo$é odejscia od nich. Trzecie poprawne rozwiazanie (ale takze

z drobnym btedem) — J. Piotrowski.

Zadanie 331. [Jaka budowa rdzenia autotransformatora zapewni najlepsze wytlumienie
pradéw wirowych?] (WT = 2,80, LPR = 2). Zamiast wzia¢ pod uwage dwie sktadowe
pradu — silniejszg wokdt przekroju rdzenia i stabsza wzdtuz rdzenia (jak w rozwiazaniu
Sfirmowym”) T. Wietecha zbadal problem ciekawy, lecz nieco inny — jak zalezy
warto$¢ mocy cieplnej wydzielonej w prostokatnym przekroju rdzenia od jego
wymiaréw. Wedlug otrzymanego wyniku dla [ > h (na rysunku 1 przypominamy

sens tych parametréw) korzystniej jest zwinaé rdzen z dlugiej tasmy o szerokosci h,
natomiast dla [ < h lepiej jest zestawi¢ rdzen z plaskich kétek z dziurka utozonych

w stos. Z kolei M. Wéjcicki przyjrzal si¢ spiralnemu przekrojowi rdzenia zwinigtego
z dtugiej tasmy i doszedl do wniosku, ze niezerowa warto$¢ kata miedzy liniami pola
magnetycznego (ktore sg okregami) a spirala powoduje efektywne pogrubienie tasmy

i utatwia w ten sposéb powstawanie pradéw wirowych. Rzeczywiste znaczenie tego
efektu wydaje si¢ jednak watpliwe.

Zadanie 333. [Dlaczego klepsydra z piaskiem, ptywajaca w cylindrze z ciecza (rys. 2),
po obréceniu cylindra zatrzymuje si¢ na pewien czas przy jego dnie?] (WT = 3,20,
LPR = 0). Obok podanego wyjasnienia (klepsydra ,chcialaby” sie obrécié, dlatego
przytrzymuje ja tarcie) mozliwe do zaakceptowania bylyby i inne argumenty, o ile
zostalyby przedstawione przekonujaco i logicznie. Trudno jednak przyjaé teze jednego
z Czytelnikéw, ze przyczyna jest sprezystosé szkla i jego odksztalcenie spowodowane
spadajacym piaskiem! Bledne jest tez — jak sadze — zawarte w dwoch innych listach
twierdzenie, ze przyczyng jest coraz nizsza wysokosé spadku piasku i malejaca

w zwigzku z tym sita nacisku. Spéjrzmy bowiem na ruch érodka masy: przesuwa si¢ on
w dol, a rosngca wysoko$é dolnej gorki oznacza, ze tempo jego opadania maleje, czyli
przyspieszenie srodka masy jest skierowane w gore; w rezultacie klepsydra powinna
raczej by¢ dodatkowo dociskana do dna.

Zadanie 335. [Czestos¢ drgan powietrza w butelce] (WT = 1,83, LPR = 3).
Jak stwierdzit A. Idzik, analize tego problemu mozna znalez¢é w podreczniku
Crawforda Fale. Pozostale dobre rozwiazania — T. Wietecha i M. Jézwikowski.

Zadania 336. [Rownowaga szescianu spoczywajacego na dwéch pretach] (W7T = 1,15,
LPR =2) i 337. [Predko$é spadania przewodzacego pierscienia w zmiennym polu
magnetycznym] (WT = 1,00, LPR = 2). Zadania w te] serii nie byly szczegélnie tatwe,
ale poniewaz dobre rozwiazania przystali akurat tylko dwaj ,najtezsi” zawodnicy

(A. Idzik i T. Wietecha), wiec wspdlczynniki WT okazaly si¢ niskie, a zysk
punktowy — niewielki. C6z robié, taki jest regulamin!
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Rozwigzanie zadania F 590.

Jesli pret porusza si¢ z predkoscig v,

to takze ciecz, poniewaz niescisliwa,
przecieka miedzy pretem a Sciankami
naczynia, w przeciwng stron¢ niz pret,

z predkoscia u. Przy czym Siv = Sau,

a wiec mr2v = 7w(R? — r?)u, stad
u=vr?/(R? — r?). Predko$é u cieczy jest
jednakowa wszedzie, oprécz niewielkiego
obszaru koto koncéw preta. Ale jesli
spelniony jest warunek [ > r, to wktad
tych czastek do catkowitej energii mozna
zaniedbac.

Z zasady zachowania energii przy
pionowym ruchu preta zachodzi

;)271'7'21’112/2 + p17r(R2 - 7‘2)lu2/2 =
= (p1 — p2)wriigh.
Stad

Rozwigzanie zadania M 1017.

Niech 0, ajas ... bedzie zapisem
dziesietnym 37100,
‘Wowczas
m—1 o—100 _ ——
10 -3 = ., AmOm41 - -y

wigc 0 < 7 = 10" 'mod 3'00 < 3100
spetnia r - 37100 — 0,amam41 ---
oraz [109 o 37100] =UmGm+t1l - Gmi8,
gdzie [x] oznacza czgs$é caltkowity liczby .
Wystarczy zatem uzasadnié, ze istnieje
liczba r postaci 10¥mod 3100 spelniajaca
10°
123456789 < r—— < 123456789 + 1.
3100
Wykazemy, ze
() {10"mod 3'°° : k e N} =
={1<1<3'": 1=
10° 1
3100 < 9’
nam istnienie takiej liczby r . Oczywiscie

10 mod 3'°° = 1(mod 9).

1(mod 9)}.

Poniewaz wige (x) zapewni

Inkluzja w drugg strone wynika
z nastepujacej obserwacji:

an—1
(%) 3"T110%" 7 — 1, ale

3n+2 1103”7 g,
ktérg mozna latwo udowodnié przez
indukcje.

Dla takich liczb a,n, ze NWD(a,n) =1,
oznaczmy przez

ord, (a) = min{i € N : a’ = 1(mod n)}.
Z obserwacji () wynika, ze

398
10®" = 1(mod 3'°9),

skad ordsi00 10|398, ale z tej samej
obserwacji ords10010 # 3° dla s < 98.
Zatem ordg100 10 = 398 { zbiory po obu
stronach réwnosci (%) maja po tyle samo
(398) elementéw, co konczy dowdd.

Patrz w niebo

Blysk meteoru na niebie to oznaka, ze do ziemskiej atmosfery wpadla
niewielka bryltka skalna lub metaliczna, ktéra wskutek wielkiej predkosci
ulegla stopieniu, spaleniu i rozproszeniu na niezuwazalny pyt. Taki zazwyczaj
jest los brylek (cial meteorowych, meteoroidéw) wpadajacych do atmosfery,
bowiem ich predkosé jest rzeczywiscie ogromna i wyraza sie w dziesigtkach
kilometréw na sekunde. W sprzyjajacych okoliczno$ciach predkos¢ meteoroidu
(wzgledem Ziemi) moze by¢ nie tak wielka, choéby wtedy, gdy jego ruch jest
zbiezny z ruchem Ziemi. Okruch taki moze przetrwaé lot przez atmosfere

i moze zosta¢ potem znaleziony jako meteoryt. Na ladzie nie jest tatwo odréznic
meteoryt od zwyklych kamieni — pozaziemskie pochodzenie bryltki stwierdza
sie w wyniku laboratoryjnych badan mineralogicznych. Za to kosmiczne
pochodzenie kamienia jest praktycznie stuprocentowo pewne, gdy znajdzie sie
go w sterylnych lodach Antarktydy lub Grenlandii, gdyz ziemskich kamieni
nie ma prawa tam by¢. W kazdym razie dla kazdego meteoroidu droga przez
atmosfere jest zawsze niebezpieczna i spotkanie z Ziemia najczedciej owocuje
zniszczeniem go w wysokiej temperaturze wywolanej tarciem o atmosfere.

Tymczasem 22 marca 1998 na malg miescine Monahans w Teksasie spadly
dwa meteoryty wielkosci piesci — zdarza sie — z ktorych jeden niedaleko grupy
dzieci grajacych w koszykéwke — tez nic w tym osobliwego. Meteoryty wkrotce
powedrowaly do laboratorium NASA, gdzie stwierdzono rzecz mocno osobliwa,
mianowicie obecno$é w nich bardzo drobnych (uwaga!) kropelek cieklej wody.
Kropelki te tkwily w krysztatkach niemal czystej soli, ktére znajdowano juz

w innych meteorytach. Czy z badan soli i samej wody wyniknie co$ waznego,
to juz inna sprawa, w kazdym razie jest absolutnie niezwykte, ze skoro
meteoroidy na ogot spalaja sie doszczetnie podcezas przelotu przez atmosfere,
w tym egzemplarzu nawet woda ocalalal

Tomasz KWAST

Luty

W lutowe wieczory wzrok przyciaga oczywiscie Orion i otaczajace go

bardzo jasne gwiazdy: Aldebaran w Byku, Procjon w Malym Psie i Syriusz

w Wielkim Psie. Przez ten obszar nieba przechodzi takze Droga Mleczna, co

w sumie stwarza widok wyjatkowo pickny. Na potudnie od Oriona lezy Zajac,

a jeszcze dalej Golab — gwiazdozbiér bardzo niepozorny, w dodatku ktérego
jedynie polnocna czesé wylania sie zimg spod horyzontu w naszej szerokosci
geograficznej — jest wiec w Polsce wlasciwie nieznany. Warto jednak wiedziec,
ze w tym gwiazdozbiorze znajduje si¢ oblok ciemnej materii miedzygwiazdowej,
ktéry dawni badacze obarczali odpowiedzialnoscia za wystapienie epoki lodowej.
Pomyst ten wzial sie zapewne stad, ze Slonice wraz z uktadem planetarnym
porusza sie (wzgledem gwiazd okolicznych) w kierunku Herkulesa, a Golab

lezy do$¢ dokladnie w przeciwnej stronie nieba. Mozna bylo wiec przypuszczaé,
ze kiedys$ Uktad Stoneczny mogt przechodzié przez obtok w Golebiu, a wtedy
wskutek przestoniecia Stonca przez materie obloku mogto nastapi¢ globalne
ochlodzenie Ziemi. Obecnie uwaza si¢, ze przyczyna zlodowacen nie jest az tak
kosmiczna, ze mianowicie powoduje je ruch pltyt kontynentalnych i wynikajace
stad zmiany cyrkulacji wéd oceanicznych.

Wenus jest w Strzelcu, a Mars w Wezowniku i obie te planety wschodza

nad ranem. Saturn jest w Byku i wida¢ go w pierwszej polowie nocy, a Jowisz
w Raku, przez co widaé¢ go przez cala noc — 2 II jest jego opozycja, czyli
znajduje sie wtedy po przeciwnej stronie Ziemi co Stonce. 4 II najwieksza
katowa odleglosé od Stonca osiggnie Merkury, dzieki czemu mozna probowaé
szuka¢ go nad ranem we wschodniej czesci nieba. 1 II wypada néw Ksiezyca,
a 17 II pelnia. Zadnych zaémien ani zakryé jasnych obiektéw w lutym nie
bedzie.
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O ROWNYCH SUMACH
WSZYSTKICH POTEG

Dzi$ ostatni artukul o réwnych sumach poteg. Poniewaz
nie chce, aby ktéremukolwiek wyktadnikowi byto smutno,
ze o nim nigdy nie wspomniatem, napisze¢ od razu
o wszystkich.
Zachodzi takie oto
Twierdzenie: Dla dowolnej liczby naturalnej n > 2 istnieje
nietrywialne rozwiazanie réwnania (n,n+1,n+1), tzn.
takie liczby catkowite dodatnie a1 > a2 > ... > any1 oraz
b1>b2> >bn+1, ze

al +ay +...+any; =b7 +by + ...+ bny,

a przy tym uklady (a1, a2,...
nie sa identyczne.

s any1) oraz (b, bz, ..., bny1)

Dowdd: Niech N bedzie duza liczbg catkowita, ktéra
sprecyzujemy w dalszej czesci dowodu. Rozwazmy
zbiér wszystkich ukladéw liczb catkowitych dodatnich
(al,agwu,an.ﬂ),gdzie N>a12a2> Zan+14 -
gdyz wszystkich ukladéw (niekoniecznie nierosnacych)
jest N1 a jeden uktad nierosnacy odpowiada

co najwyzej (n + 1)! permutacjom swoich elementéw
— moze by¢ ich mniej, gdy sa wéréd nich powtdérzenia.
Tak naprawde, doktadna liczba nierosnacych uktadéw
jest ré6wna (Zif), ale wygodniej jest nam postuzy¢ sie
podanym wyzej oszacowaniem.

Liczba takich ukladéw jest nie mniejsza niz L =

Kazdemu uktadowi przypiszmy sume n-tych poteg jego
elementéw. Taka suma jest liczba catkowita dodatnia nie
przekraczajaca S = (n+ 1) - N™. Jesli teraz L > S, czyli
jesli rozwazanych uktadéw jest wiecej niz mozliwych sum,
ktére mozna im przypisaé, to na mocy zasady szufladkowej
Dirichleta istnieja dwa uktady, ktérym przypisano te sama
sume. Mamy wéwczas

ai +ay +...+any; =b7 +by + ...+ bny,

przy czym uktady liczb po obu stronach réwnania sg rézne,
ale moga mieé¢ wspolne elementy.

Do zakonczenia dowodu pozostaje wskaza¢ takie N,
n+1

(n+1)!
przy N > (n+1) - (n+ 1)\

Co daje powyzsze twierdzenie?

aby L > S, czyli > (n+1)-N", co zachodzi

Dla n = 2 jego teza na pewno nie zwala z nég. Oto bowiem
dowiadujemy sig, ze istnieja rowne sumy trzech kwadratéw
liczb catkowitych dodatnich.

Kazdy, kto umie rachowaé¢ w pamieci do trzydziestu,

od razu zauwazy, ze 27 = 5% + 12 + 1% = 3% + 3% 4 32.
Umiejetnosé liczenia do pieédziesieciu moze zaowocowaé
takim oto przykladem

12345678901234567890% + 7% + 1% =

= 12345678901234567890% + 5% + 52.

Jednak dla n = 24 dostajemy juz cos interesujacego.
Otéz zgodnie z twierdzeniem istnieje nietrywialne
rozwiazanie réwnania

a?4+a§4+...+a§§ =b?4+b§4+ul+b§§
w liczbach nie przekraczajacych
25 - 25! + 1 = 387780251083274649600000001.

Do dzi$ nie jest jednak znany przyklad takiego
rozwiazania. Twierdzenie méwi, ze rozwigzanie istnieje,
ale nie daje zadnej wskazéwki, jak takie rozwigzanie
skonstruowac.

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (35)

Zanim Kolumb odkryt Ameryke, sadzono, ze Ziemia jest
ptaska. Poglad taki nie byl pozbawiony racji, jako ze
ptaska jest nie tylko Ziemia, ale nawet cata przestrzen.
Zachodzi bowiem nastepujace

Twierdzenie: Dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n,
dowolnych n réznych punktéw przestrzeni lezy w jednej
plaszczyznie.

Dowdd: Przeprowadzimy dowdd indukcyjny ze wzgledu
na n.

Tradycyjnie, sprawdzenie prawdziwosci twierdzenia
dla n = 1 pozostawiamy Czytelnikowi.

Przeprowadzimy krok indukcyjny. Zalézmy, ze n jest
taka liczba, dla ktérej teza twierdzenia jest prawdziwa.
Wykazemy prawdziwo$é twierdzenia dla n + 1.

Niech dane beda dowolne punkty przestrzeni

Aq, Az, As, ..., Ay, At Zgodnie z zalozeniem
indukcyjnym, dowolnych n punktéw przestrzeni

lezy w jednej plaszczyznie, w szczegdlnosci w jednej
plaszczyZnie leza punkty Ai, A, As, ..., An_1, Ayp.
Innymi stowy, punkt A,, lezy w plaszczyznie wyznaczonej
przez punkty A, As, As, ..., An—1. Podobnie punkty
A1, Az, Ag, ...  Ap—1, Any1 lezg w jednej plaszezyznie,
czyli punkt A1 takze lezy w plaszczyznie wyznaczonej
przez punkty A, Az, As, ..., An—1. Zatem wszystkie
punkty A1, Az, As, ..., An, Ant1 leza w jednej
plaszczyznie, a mianowicie w plaszczyznie wyznaczonej
przez punkty Ai, As, Az, ..., An_1.

Pewnie widzisz juz, Drogi Czytelniku, gdzie dowod sie
sypie”. Punkty Ai, As, As, ..., A,_1 wcale nie musza
wyznaczaé plaszczyzny, bo moga byé wspoétliniowe.

Ale to tylko pozorna trudnosé. Mozna przeciez tak
ponumerowaé¢ dane punkty, aby punkty o numerach od 1
do n—1 nie lezaly na jednej prostej. Takie ponumerowanie
nie jest mozliwe tylko wtedy, gdy dowolne n — 1 sposréd
danych n+1 punktéw sg wspétliniowe. Ale woéwczas (przy
dowolnej numeracji) punkty Aq, A2, As, ..., An_2, Ap_1
bylyby wspétliniowe, czyli punkt A,,_; lezalby na prostej
wyznaczone] przez punkty A, Az, As, ..., An_2. Podobnie,
na mocy wspoélliniowosci punktéw A1, As, Az, ..., Ap_2, Ap
na tejze prostej lezalby punkt A,, a dzieki wspétiniowosci
punktéw Ai, As, As, ..., An_2, Ant1 takze punkt A, 41
musialby leze¢ na tej samej prostej. Tak wiec w takim
przypadku wszystkie dane punkty bytyby nie tylko
wspdblplaszczyznowe, ale nawet wspétliniowe.

Tym samym dowdd indukcyjny jest zakonczony, a ptaskosé
Ziemi, wraz z calg przestrzenia, dowiedziona.

Korespondencje¢ do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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