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O stalej gry w sapera

W matematyce ,prawie kazdy” oznacza
zwyczajowo ,kazdy z wyjatkiem, by¢é
moze, skoniczonej liczby”.

Jerzy TYSZKIEWICZ

Prawie kazdy z Czytelnikow gral w sapera — prosta gre komputerowa doltaczana
do systemu Windows (istnieje takze wersja dzialajaca pod Linuksem).

W wersji ,,dla poczatkujacych” na tablicy 8 x 8 umieszczonych jest losowo

10 min, w miejscach nieznanych graczowi. Gracz ma je zlokalizowaé, przy czym,
po kliknieciu na pole z mina ,,wylatuje w powietrze”, czyli przegrywa,

a po kliknieciu na pole wolne od miny otrzymuje od komputera informacje

o lacznej liczbie min znajdujacych sie na polach sasiednich i gra dalej.

Nawet najlepszy i najbardziej doswiadczony gracz, rozpoczynajac gre, nie ma
pewnosci, ze zakonczy ja odkryciem wszystkich min. Pierwsze klikniecie
wykonuje na $lepo, bez zadnej informacji, po czym z prawdopodobienstwem
10/64 wylatuje w powietrze. Sa tez inne sytuacje, w ktérych myslenie

nie pomaga, jak np. ta ponizej.

W ten sposéb chociaz lepszy gracz ma wigksze prawdopodobienstwo wygranej,
to jednak dla zadnego gracza prawdopodobiefistwo to nie przekracza 54 /64,

a tak naprawde, na skutek istnienia nierozwiazywalnych konfiguracji, takich jak
wskazana powyzej, jest ono nawet ostro mniejsze od tej liczby.

Dla unikniecia matematycznego rozpatrywania pojecia intuicji czy, jak kto woli, széstego
zmystu graczy, formalnie nalezaloby méwié o prawdopodobienistwie sukcesu strategiz,
ktéra podaje sposéb zagrania w kazdej mozliwej zastanej konfiguracji na planszy, przy
czym dopuszczamy mozliwosé ruchu losowego, ze z gory przez strategie ustalonymi
prawdopodobienstwami poszczegdlnych posuniec.

Oczywiscie, istnieje kres gérny wszystkich prawdopodobienstw sukcesu. Jest to
pewna liczba z przedzialu (0,54/64]. Mozna te liczbe nazwaé stalg gry w sapera.

Wyznaczenie tej stalej w sposéb analityczny wydaje si¢ catkowicie niemozliwe:

?3 , a mozliwych strategii nieskonczenie wiele.
Podejéciem praktycznie wykonalnym jest badanie empiryczne: z jaka czestoscia
udaje si¢ nam wygraé przy grze z maksymalnie wytezong uwaga. Oczekujemy
na pomysly i wyniki Czytelnikéw. Bardzo interesujace wydaje nam si¢ pytanie,
czy stata gry w sapera dla poczatkujacych jest wigksza od stalej gry w sapera
dla $rednio zaawansowanych (pole 16 x 16 i 40 min, czyli taka sama gestosé,
jak dla poczatkujacych).

wszystkich ukladéow min jest

Rozwigzanie zadania F 588.
Koraliki bedg sie wznosi¢ pod warunkiem, ze odpowiednie sktadowe
sit odpychania kulombowskiego beda wigksze od sit ciezkodci:

2
q

4mweg L2
Jedli koraliki zatrzymaja sie, nie osiggngwszy koncéw pretow,
to z zasady zachowania energii
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Wynik ten jest poprawny dla h < sin «, tzn. przy
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W przypadku przeciwnym koraliki wyleca z pretow. Z zasady
zachowania energii mamy predkosé¢ koralika na koncu preta
muv? q2 1 1 .
2 = — — ——— | — 2mglsina.
2 4meq

L L 4 2hctg «
Tylko sktadowa pionowa tej predkosci odpowiada za wysokosé,
na jakg wzniesie si¢ koralik
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Zatem poprawnym wynikiem przy
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Rozwigzanie zadania M 1012.
Nie wprost. Zalézmy, ze spelnionych jest
(Z) nieréwnosci postaci
| @i, + Tip + Tigl® >
> @iy + Tig + Tig + Tig |

Zapiszmy te nieréwnoéci, uzywajac
iloczynu skalarnego (o) i zsumujmy

stronami:
7
. —1
(O @remn +6(G)(3) S @iomm)>
k=1 l<m

> 4 ()Y (@romr)+

k=1
+12(3) (3) 7 X (@iom).
<m

Po drobnych uproszczeniach otrzymamy
7
ST(@ro@k)+2 Y (@0Tm) < 0.
k=1 l<m
Ale lewa strona nieréwnosci to
@1 + @2+ ...+ @ !

Twierdzenie—wytrych
Zdzistaw POGODA

Istnieja twierdzenia, ktére mozna wykorzystywaé¢ do dowodu wielu innych
twierdzen, ktore niemal jak wytrychy radza sobie w przeréznych, wydawatoby
sie nietypowych, sytuacjach. Jednym z takich ,narzedzi” jest twierdzenie
Menelaosa. Podaje ono warunek na wspolliniowosé punktow lezacych

na prostych zawierajacych boki tréjkata. Przypomnijmy jego sformutowanie.

Twierdzenie (Menelaos). Trzy punkty X, Y i Z, lezace na prostych
zawierajacych boki tréjkata odpowiednio AB, BC' i C'A, sa wspolliniowe wtedy
i tylko wtedy, gdy spelniony jest nastepujacy warunek

(%) AX BY CzZ _ 4

XB YO ZA

a) b)
Rys. 1

Stosunek wektorow oznacza symbolicznie ich wspdlezynnik proporcjonalnosci,
gdyz te z jednego ,utamka” sg réwnolegle. Liczba —1 po prawej stronie
rownosci wskazuje, ze jeden z wyrdznionych punktéw albo wszystkie trzy leza
na przedtuzeniach bokéw, a nie na bokach.

Twierdzenie to nalezy do klasycznej geometrii, ale dawno juz znikto
z programow szkolnych. Dowdd jego jest bardzo prosty. Ograniczymy sie
do wersji ,,odcinkowej” twierdzenia.

Gdy punkty X, Y i Z sa wspolliniowe, to wystarczy zrzutowaé prostopadle
wierzcholki tréjkata na prosta wyznaczona przez te punkty. Nastepnie
kazda z proporcji na podstawie twierdzenia Talesa zamieniamy na stosunek
dtugosci odcinkéw taczacych wierzchotki trojkata z ich rzutami prostokatnymi
i dostajemy zadana réwnosé. Zachodzi bowiem

AX o« BY b cZ ¢

XB b YC ¢ ZA a
Rozumowanie w druga strong jest typowe w takich przypadkach: niech bedzie
spelniony warunek (x) dla dlugosci (a wiec z jedynka po prawej stronie).
Prosta przechodzaca przez punkty X i Y wyznacza na prostej CA punkt 7.
Zgodnie z tym, co przed chwila pokazaliémy, punkty X, Y i Z’ spelniaja
warunek

AX BY CZ'
XB YC Z'A
cz Cz

Z obu tych réwnoéci wynika, ze i w konsekwencji Z = Z’, co wobec

ZA~ 7'A
wspotliniowosci X, Y, Z' dowodzi wspdtliniowosci punktéw X, Y i Z.
7 twierdzenia Menelaosa prosto wynika twierdzenie Cevy. Przypomnijmy je.

Twierdzenie (Ceva). Trzy proste przechodzace przez wierzchotki A, B
i C' dowolnego trdjkata i przecinajace boki AB, BC' i C'A odpowiednio

2



w punktach X, Y i Z przecinaja sie w jednym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy
spelniony jest warunek

AX' BY . CZ _.
XB YO ZA

Tym razem wszystkie trzy wyrdznione punkty leza na bokach trojkata
(jak na rysunku 2) albo dokladnie dwa punkty leza na przedluzeniach.

Zalézmy, ze proste przecinaja sie w punkcie S. Zastosujemy twierdzenie
Menelaosa dwukrotnie: najpierw do trojkata AXC' i prostej przechodzacej przez
punkty Z, S'i B, czyli

AB XS CZ _ 4
BX SC ZA
a nastepnie do trojkata X BC i prostej, na ktorej leza punkty A, SiY, skad
XA BY CS _ 4
AB  YC SX
Jedli teraz pomnozymy ostatnie réwnosci stronami i skrécimy zbedne wyrazenia,
to dostaniemy teze.

)

Rys. 2

Czytelnik zechce sam sprawdzi¢, ze dowdéd w druga strone mozna poprowadzi¢
analogicznie jak w twierdzeniu Menelaosa.

Kolejnym twierdzeniem, ktére mozna udowodnié¢, postugujac sie ,wytrychem”,
jest bardzo wazne w geometrii rzutowej

Twierdzenie (Pappus). Na prostej [ wybieramy trzy rézne punkty A, B i C,
a na prostej I’ punkty A’, B’ 1 C'. Punkty X, Y i Z, o ile istnieja, powstale
odpowiednio w wyniku przeciecia prostych AB’ i A’B, AC" i A’C oraz BC'

i B’C sa wspolliniowe (rys. 3a, 3b).

Rys. 3a

Rozwigzanie zadania M 1013.
Niech P bedzie srodkiem sfery
ia; = PM;. Wéwczas

STIMM? =3 (@ — @ 0 Wp—wy) =

k<l k<l Rys. 3b

— zn: (@ oW@—( zn: @ro i Wk) - Proste A’Y, C'B i B'A wyznaczaja tréjkat, ktérego wierzcholki oznaczmy
k=1 K, LiM. Do tego tréjkata oraz odpowiednio dobranych pieciu prostych
zastosujemy twierdzenie Menelaosa. Wyrdznione proste przechodza przez

k=1 k=1

2
<n-n—0=n".
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Rozwigzanie zadania F 587.
Czastka powinna dotrzeé¢ do takiego
punktu, w ktérym sily dzialajace na
tadunek ¢z od tadunkéw ¢i i g2 beda
réwne. Zatem w wigkszej odleglosci
dziatanie tadunku ¢1 bedzie silniejsze:

as|q1|

asla2|
1+r)2 r?

11

i el
r l lq1]
vty [leel
r+l 1 Vel )

Z prawa zachowania energii mamy

e muv? _lasgz|  lasqa|
2 T r

lgs|
== lar] + laz| — 2+/la1llaz] |,

stad

2|qs| 2
v = 4 A/ lazl — v/ g
\/47r50ml |2 laa]

dla |g2| > |q1], v = 0 dla |g2| < |q1]-

nastepujace tréjki punktéw {Y,C’, A}, {A', B, X}, {C, Z,B'}, {C, B, A},
i {A,C’, B'}. Mamy wiec odpowiednie zaleznosci:

LY MC KA _ 4 LA MB KX _ 4
—
YM CK AL A'M  BK XL
ILC’ MZ KB
cCM ZK BL
LC  MB KA _ 4 LA MC~ KB
CM BK AL AM CK BL

) 3

=-1

3

=—1

Jesli teraz pomnozymy pierwsze trzy stronami i podzielimy przez iloczyn
ostatnich dwdch, to dostaniemy réwnos$é
LYy ' MZ KX _ 4
YM ZK XL
co oznacza, ze punkty X, Y i Z sa wspotliniowe.

Innym waznym twierdzeniem w geometrii rzutowej jest twierdzenie Desarguesa.
Ono réwniez moze by¢ udowodnione za pomoca twierdzenia Menelaosa.
Twierdzenie Desarguesa mozna wypowiedzie¢ na przyktad tak:

Twierdzenie (Desargues). Jesli proste przechodzace przez pary wierzchotkéw
Ai A", BiB oraz CiC" tréjkatéw ABC i A’B’'C’ przecinaja si¢ w jednym
punkcie, to punkty przeciecia prostych zawierajacych boki AB i A’B’, AC

i A/C" oraz BC' i B'C’ — o ile istniejg — sg wspolliniowe.

Rys. 4

Oznaczmy przez O punkt przeciecia prostych przechodzacych przez wierzchotki
i, odpowiednio,
K — punkt przeciecia prostych zawierajacych boki AB i A’B’,
L — punkt przeciecia prostych zawierajacych boki AC i A'C”,
M — punkt przecigcia prostych zawierajacych boki BC' i B'C".
Nastepnie zastosujmy twierdzenie Menelaosa do tréjkata ACO i trojki
punktéw {L, C’, A’'}, do tréjkata BAO i tréjki {K, A’, B’} oraz wreszcie
do tréjkata C'BO i tréjki punktéw {M, B’, C'}. Dostaniemy zaleznosci
AL"  CC'  OA -] BK AA" OB -]
LC Co AA KA A0 BB
CM BB oC’
MB BO C'C

3

=—1

Mnozac je stronami i wykonujac niezbedne skrécenia, dojdziemy do réwnosci
CM BK AL _ _4
MB KA LC




Stosujac teraz twierdzenie Menelaosa do tréjkata CBA i trojki punktéw
{M, K, L}, stwierdzamy, ze punkty K, L i M leza na jednej prostej.

Te prosta nazywa sie osia perspektywy trojkatow, punkt O srodkiem
perspektywy. Dlatego tez twierdzenie Desarguesa mozna wypowiedzieé
elegancko: jedli dwa tréjkaty maja srodek perspektywy, to maja rowniez o$
perspektywy. Prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne i moze Czytelnik
zechce sam sprobowaé je udowodnié.

Na koniec zastosujemy twierdzenie Menelaosa do jeszcze jednego waznego
twierdzenia z geometrii rzutowej — twierdzenia Pascala. Wypowiemy je w wersji
specjalnej dla okregu, pochodzacej prawdopodobnie od Pascala.

Twierdzenie (Pascal). Proste zawierajace przeciwlegle boki sze$ciokata
wpisanego w okrag przecinaja sie w punktach lezacych na jednej prostej (o ile
wspomniane proste maja punkty wspolne).

Rys. 5

Rozumowanie jest analogiczne jak w przypadku twierdzenia Pappusa, tylko
twierdzenie Menelaosa wykorzystujemy trzykrotnie, a nie pigciokrotnie.

Jesli przyjmiemy oznaczenia jak na rysunku, to stosujemy ,wytrych”

do tréjkata LMK i kolejno trzech tréjek punktéw {Y, Aa, A1}, {A4, Az, X}
i{As, Z, Ag}. Mamy odpowiednio

LYy MA, KA _ LA,  MA; KX _
YM AK AL A M A K XL
LA; MZ KAq
AM 7K AL

=1

Jak we wszystkich poprzednich przykladach, mnozymy réwnosci stronami
i skracamy co sie da, ale tym razem wykorzystujemy jeszcze zaleznosci

KA, KAy = KAs - KAs,
LA, -TA; =LA, - LA,
MA; - MA, = MA, - MA; .

Dla Czytelnika znajacego wlasnosci potegi wzgledem okregu sa to rownosci
oczywiste. Czytelnik nieznajacy tego pojecia bez wiekszych probleméw powinien
sam je wykaza¢, wykorzystujac wlasnosci okregu i np. tréjkatéw podobnych.

Po skréceniu z zalezno$ci

LY MZ KX _ 4
YM ZK XL

i, oczywiscie, z twierdzenia Menelaosa mamy teze.

Pokazalidémy kilka zastosowan jednego z troche juz zapomnianych twierdzen
klasycznej geometrii do dowodu najwazniejszych twierdzen geometrii
rzutowej. By¢ moze Czytelnik zechce wskazaé jeszcze inne zastosowania tego
twierdzenia—wytrychu.
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Maia delld

Urodzeni pod dobra data

Urodgzitem si¢ 24 maja pewnego odlegtego roku i bardzo si¢ ciesze, gdy
spotykam ludzi urodzonych tego samego dnia (mniejsza o rok). Jaka mam
szanse na takich natrafi¢ w grupie, powiedzmy, 30 przypadkowo
dobranych 0séb? Jakie jest prawdopodobienstwo znalezienia sie w niej
jeszcze co najmniej jednej osoby urodzonej 24 maja?

Dla uproszczenia obliczen przyjmiemy, ze rok ma zawsze 365 dni, a kazdy
z tych dni jest tak samo prawdopodobnym dniem urodzenia dowolnej
osoby (przeciez nie znamy prawdziwych dat!). Inaczej méwiac, dla

kazdej osoby prawdopodobienstwo tego, ze urodzita si¢ ona 24 maja,

jak i dowolnego innego ustalonego dnia, jest réwne zi=, natomiast

365
prawdopodobienstwo, ze urodzita si¢ w dniu innym niz 24 maja, jest
. 364
réwne gez.

Umawiamy sig, ze gdy wszystkie pojedyncze zdarzenia (zwane elementarnymi) sg réwnie
prawdopodobne, prawdopodobienstwem zajscia zdarzenia zlozonego ze zdarzen elementarnych
jest stosunek liczby takich zdarzen, ktére spelniaja nasze oczekiwania, do liczby wszystkich
mozliwych zdarzen elementarnych. Na przyktad, prawdopodobienstwo wyrzucenia liczby

parzystej na szesciennej kostce jest réwne %, gdyz mamy trzy mozliwe wyniki parzyste

(2, 41 6), a wszystkich mozliwych wynikéw jest szesé.
Zacznijmy zatem od sprawdzenia szans na to, ze nikt w 30-osobowej
grupie nie urodzit sie 24 maja — oprécz mnie. Kazdy z pozostalych

z . . / 364
29 czlonkéw grgpy speln}a ten wgrunek zZ praw'dopodob/le.nstx'zvem 5657
a prawdopodobienstwo, ze spelnia go wszyscy jednoczesnie, jest réwne

iloczynowi tych prawdopodobienstw, czyli (%)29, co jest w przyblizeniu
réwne 0,92. W takim razie prawdopodobienstwo, ze chociaz jedna osoba

urodzila sie tego samego dnia co ja, jest réwne 0,08. Mata szansa!

A jaka jest szansa, ze jakiekolwiek dwie (co najmniej) osoby
z 30-osobowej, przypadkowo dobranej grupy urodzily sie tego samego
dnia, juz niekoniecznie 24 maja? Podobnie jak poprzednio, obliczmy
prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego, a wiec tego, ze kazda
z tych 0s6b urodzila sie innego dnia. Jak to sie moze zdarzy¢? Pierwsza
osoba (nie ma znaczenia, ktéra uznamy za pierwsza, ktora za druga
itd.) mogla sie urodzi¢ dowolnego z 365 dni (365 mozliwosci), druga
powinna byta sie urodzi¢ w jeden z pozostalych 364 dni (364 mozliwosci),
trzecia miataby do wyboru juz tylko 363 mozliwosci, wreszcie trzydziestej
zostaloby juz do dyspozycji tylko 336 dni. Taki uktad mozna otrzymac
na 365 -364 - ...-337- 336 sposobéw, natomiast wszystkich mozliwych
uktadéw dni urodzin jest 365%°. W takim razie prawdopodobienstwo tego,
ze wszyscy cztonkowie grupy beda mieli rézne dni urodzin, jest réwne

365-364-...-337-336

36530 ’

a to w przyblizeniu 0,2936. Tak wiec prawdopodobienstwo znalezienia si¢
dwbch 0s6b z tym samym dniem urodzin, wynosi nieco ponad 0,7! Duza
szansa! Nietrudno obliczyé, podobnie jak to zrobiliémy tu dla 30 oséb, ze
juz w grupie 23-osobowej prawdopodobienstwo pojawienia si¢ dwdch oséb
urodzonych tego samego dnia jest wigksze od 3.
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Pole w kropkach

Obliczanie pdl wielokatéow nie zawsze bywa czynnoscia lekka i przyjemna.
Sa jednak sytuacje, kiedy do ustalenia pola dowolnego wielokata,
wypuktego lub wklestego, wystarczy umiejetnosé¢ dodawania, dzielenia
przez dwa i... dobry wzrok.

Wyobrazmy sobie, ze na plaszczyznie z prostokatnym uktadem
wspolrzednych kazdy punkt, ktérego obie wspolrzedne sa catkowite,
zaznaczamy kropka. Otrzymujemy w ten sposéb krate pokrywajaca cala
plaszczyzne (dlatego te punkty nazwiemy punktami kratowymi), w ktorej
kazde dwa sasiednie punkty lezace na jednej prostej réwnolegtej do osi
(jednej lub drugiej) sa oddalone o jedna jednostke.

Narysujmy prostokat o bokach réwnolegtych
do osi i o wierzchotkach w punktach kratowych.

jednostek

Rys. 1

Oczywiscie jego pole jest rowne mn, co oznacza,
ze prostokat sktada si¢ z mn pojedynczych
kwadracikéw o boku 1. Znajdzmy liczbe tych
kwadracikéw nieco inaczej, przyporzadkowujac
kwadracikowi np. jego gérny prawy rog.
Kazdy punkt kratowy znajdujacy sie¢ wewnatrz
prostokata jest prawym gdérnym rogiem pewnego
kwadracika, wiec mamy kwadracikéw co najmniej

(m—1)(n—-1).
7 kolei sposréd punktéw kraty lezacych
na obwodzie prostokata prawymi géornymi rogami
kwadracikéw sa tylko te, ktore znajduja sie
na prawym i gérnym boku prostokata — oprécz
prawego dolnego i lewego goérnego wierzchotka —
a tych jest

m+n-—1.

Razem jest ich zatem

(m-1)(n—-1)+m+n-1=mn.
Wszystko sie zgadza, co nie powinno dziwic.
Nieco dziwniejsze moze sie wydacé to, ze
w podobny sposéb mozna obliczyé¢ pole dowolnego
wielokata o wierzchotkach w punktach kraty.
Doktadniej, jesli w oznacza liczbe wewnetrznych
punktow kratowych wielokata, b liczbe punktéw
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kratowych lezacych na jego obwodzie, a
w + b 1
2

nazwiemy liczbg kropkowg tego wielokata, to
mamy twierdzenie (Picka):

Pole wielokgta jest rowne jego liczbie kropkowe;.
Aby si¢ o tym przekonaé, zauwazmy dwa fakty.

e Po pierwsze, jesli jakis wielokat mozna rozbic¢
na kilka mniejszych (tez o wierzchotkach
w punktach kratowych), to jego liczba
kropkowa jest suma liczb kropkowych jego
sktadowych. (Co sie dzieje z punktami
kratowymi, nalezacymi do dwoch sasiednich
wielokatéw sktadowych?) W szczegdlnosci
mozemy stad wywnioskowaé, ze twierdzenie
jest prawdziwe dla dowolnego trojkata
prostokatnego o przyprostokatnych
réwnoleglych do osi (gdyz kazdy taki tréjkat
jest polowa odpowiedniego prostokata).

e Po drugie, kazdy wielokat mozemy
swymodelowaé” | sktadajac lub odejmujac
trojkaty prostokatne, jak na rysunku.

113
2
44576

Rys. 2. Pole wielokata = P; + P> + P3 + Piys54+6 — Pa — Ps.

A do czego jest potrzebny dobry wzrok?
Zeby nie przegapié¢ zadnej kropkil!

Malqg Delte przygotowal Wiktor BARTOL



Protokoél posiedzenia Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

Skrét pracy nagrodzonej ztotym medalem  Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki w sktadzie: Antoni Leon Dawidowicz

zamie$cimy w Delcie 3/2003.

— przewodniczacy, Marek Kordos, Witold Sadowski, Pawel Strzelecki, Agnieszka
Wojciechowska, Jarostaw Wréblewski na posiedzeniu w dniu 5 wrzesnia 2002 roku
w t.odzi postanowito:

1) Przyznaé ztoty medal i nagrode w wysokosci 700 ztotych Wiestawowi Zajiczkowi
z Zespotu Szkét Mechaniczno-Elektrycznych w Zyweu za prace Matematyczne
modele osobliwosci czasoprzestrzeni klasycznych.

2) Nie przyznawaé¢ medalu srebrnego.

3) Przyznaé¢ medal brazowy i nagrode w wysokosci 400 ztotych Lukaszowi Lachowi
z Zespotu Szkét Mechaniczno-Elektrycznych w Zyweu za prace Rozwigzywanie
wybranych problemdéw planimetrii i algebry przy zastosowaniu liczb zespolonych.

4) Przyznaé¢ medal brazowy i nagrode w wysokosci 400 ztotych Krzysztofowi
Rutczynskiemu z I LO im. Stefana Zeromskiego w Kielcach za prace Anatomia
zbioru Mandelbrota i jej zwiqzek z ciggiem Fibonacciego.

5) Przyznaé wyrdznienie i nagrode w wysokosci 300 ztotych Jakubowi
Staromtynskiemu z Zespotu Szkét im. Oddzialu Partyzanckiego AK ,,Jedrusie”

w Potancu za prace Rekurencja i funkcje tworzgce.

6) Przyznaé nagrody pienigzne nauczycielom — opiekunom finalistéw: mgr Wiestawie
Filipowicz z Potanica — 200 z}, mgr Zbigniewowi Géreckiemu z Zywca — 300 zt,
mgr Marii Stanczykowskiej z Kielc — 200 zt.

(=) podpisy czlonkéw Jury

Tradycyjnie redakcja Delty oglasza Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki. Zach¢camy
uczniéw zainteresowanych matematyka do opracowywania swoich matematycznych rozwazan
i nadsylania rezultatéw do redakcji Delty. Ponizej przypominamy szczegdlowy regulamin
konkursu.

Regulamin Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Gléwny Polskiego Towarzystwa
Matematycznego i redakcje miesiecznika Delta, przy poparciu Ministerstwa Edukacji
Narodowej i Sportu.

2. W konkursie moga bra¢ udziat uczniowie wszystkich typéw szkoét.

3. Konkurs sklada sie z eliminacji i finatu.

4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, ktéry w terminie do 1 maja przesle pod
adresem redakcji Delty jeden egzemplarz swojej pracy matematycznej. Do pracy nalezy
dotaczy¢ nastepujace informacje: adres prywatny autora, klasa, nazwa i adres szkoty;
imig, nazwisko i adres opiekuna pracy.

5. Praca powinna zawiera¢ samodzielny wktad ucznia i pelna informacje o zrédtach,
z ktérych korzystal jej autor. Prace czysto kompilacyjne nie bedg dopuszczone

do finatu konkursu.

6. Prace nadestane na eliminacje zostang ocenione przez Jury Konkursu

i kompetentnych recenzentéw. Te sposréd prac, ktore spetniaja warunki konkursu,
zostang zakwalifikowane przez Jury do finatu. Final odbedzie si¢ w trakcie dorocznej
Sesji Naukowej Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finatu zostang przestane autorom prac i ich
opiekunom przed koncem roku szkolnego.

8. Finalisci i opiekunowie ich prac otrzymaja od Zarzadu Gtéwnego PTM zaproszenia
do udziatu w Sesji na koszt Towarzystwa.

9. Final polega na wygltoszeniu (nie odczytaniu) przez ucznia, podczas specjalnego
otwartego posiedzenia Sesji, referatu (trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzigciu
udzialu w dyskusji na temat, ktéremu poswiecona byta praca.

10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie brato pod uwage, oprécz
merytorycznej wartosci pracy, réwniez samodzielno$¢ i oryginalnosé ujecia tematu
oraz przebieg referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny i brazowy,
wyrdznienia oraz nagrody pieniezne ufundowane przez Ministerstwo Edukacji
Narodowej i Sportu.

11. Ogtloszenie wynikéw finatu nastepuje w trakcie Walnego Zgromadzenia Polskiego
Towarzystwa Matematycznego. Medale wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy
uczestnicy finatu otrzymuja dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skrét zwycieskiej pracy beda opublikowane w miesieczniku
Delta.

13. Jury Konkursu jest powoltywane przez Zarzad Gtéwny PTM na wniosek Komitetu
Redakcyjnego Delty.
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Ogodlnopolskie
Sejmiki
Matematykow

‘W 2002 roku Jury zaproponowalo

8 tematéw, bibliografia liczyta tacznie
19 pozycji, nadestano blisko 200 prac,
na Sejmik zaproszono 16 uczestnikéw.

Proponowanymi tematami byty:

Zastosowania twierdzenia Cevy
Funkcja IT
Konstruowalnos$¢ figur na ptaszczyznie
przy uzyciu cyrkla i linijki
Funkcje tworzace i rekurencja
Ciagi rekurencyjne
Zastosowania ulamkéw tancuchowych
Wspéblezynniki dwumianowe
Rozkladalno$é¢ wielomianéw
o wspoéiczynnikach catkowitych.

Propozycja Jury na rok 2002/2003 to
nastgpujace tematy:

Podpisy cyfrowe
Rozwigzywanie rownan wielomianowych
Twierdzenie Ptolemeusza i jego
zastosowania

(chodzi o to o czworokacie)
Fraktale
Zliczanie obiektéw kombinatorycznych
Symetria, harmonia, chaos
Charakteryzacje tréjkatow

(np. funkcje okreslajace, czy trojkat

jest ostro-, prosto- czy rozwartokatny).

Numer XIX bierze si¢ stad, ze
poczatkowo Sejmiki nie byly coroczne.

W plebiscycie finali$ci wybrali Szymona
Acedanskiego, a nauczyciele — Michala
Mosdorfa.

Od 2003 roku Delta bedzie informowala réwniez o liczacym sobie blisko ¢wieré
wieku przedsiewzieciu pod taka wlasnie nazwa.

Ogdlnopolski Sejmik Matematykow to impreza organizowana przez Palac
Mtodziezy im. profesora Aleksandra Kaminskiego w Katowicach oraz przez
Instytut Matematyki Uniwersytetu Sl@skiego. Jest to konkurs matematyczny dla
mlodziezy szkolnej. Przez lata uksztaltowal sie¢ on w nastepujacy sposéb.

We wrzesniu Jury powolane przez Instytut Matematyki Uniwersytetu Slaskiego
i Pracownie Matematyki katowickiego Patacu Mtodziezy oglasza tematy

na rozpoczynajacy sie rok szkolny. Kazdy temat ma kilkuzdaniowe omoéwienie

i bibliografie ztozona z co najmniej dwéch dosé dostepnych ksiazek. Tematy te
zostaja rozestane do wszystkich ponadpodstawowych szkét w kraju. Uczniowie,
ktérzy chea ubiegaé sie o udzial w danej edycji Sejmiku, musza zglosi¢ swéj
udzial (potwierdzony przez nauczyciela) do konca listopada. I oczywiscie
przystapi¢ do dzialania. Praca powinna by¢ opracowaniem wybranego

tematu na podstawie podanej literatury, choé¢ oczywiscie mozna préobowaé
eksperymentu z innymi tematami. Prace musza by¢ przestane do Katowic przed
koncem semestru, a wiec najdalej w poczatku lutego. Jury wybiera spoéréd
prac najciekawsze i zaprasza ich autoréw wraz z nauczycielami na Sejmik.

W Sejmiku biora tez udzial czlonkowie Jury, pracownicy Pracowni Matematyki,
wolontariusze pomagajacy w organizacji (zazwyczaj uczestnicy Sejmikéw
sprzed lat), sa tez zaproszeni goscie. Razem okolo 60 oséb.

Wiasciwy Sejmik to trzydniowe swieto matematyki, pelne radosci, sportu

i ognisk, ale oczywiscie najwazniejsza jego czescia sa dziesieciominutowe referaty
uczestnikéw. Na ich podstawie Jury wytania zwyciezcow. Zwyciezcy otrzymuja
niebagatelna nagrode — indeks studiéw matematycznych na Uniwersytecie
Sl@skim. Ponadto sa nagrody rzeczowe fundowane przez sponsoréw. Tymi
sponsorami sa: Kuratorium Slaskie i Urzad Marszatkowski w Katowicach. Ale sg
tez i inni sponsorzy: w 2002 roku byl nim Real z Czeladzi.

Poza laureatami wyltonionymi przez Jury sa takze laureaci plebiscytu,
w ktérym glosuja sami finalidci, a takze laureaci plebiscytu, w ktorym glosuja
nauczyciele-opiekunowie.

Jest to, jak widaé¢, konkurs bardzo odmienny od naszego Konkursu Prac
Uczniowskich z Matematyki — nie odrzuca sie prac kompilacyjnych, a nawet sie
je inspiruje. W efekcie jest to konkurs bardziej masowy. Najwazniejsze, ze stoi
za nim silne srodowisko regionalne, ktére demonstruje, iz moze dla popierania
aktywnej intelektualnie mlodziezy zrobi¢ wiele. Bardzo wazny jest tu udziat
Instytutu Matematyki Uniwersytetu Slaskiego, bo nagrody w postaci indeksu
nie mozna przecenic.

Protokot
posiedzenia Jury XIX Ogélnopolskiego Sejmiku Matematykow

Jury, po wystuchaniu prezentacji finalistéw XIX OSM, postanowilo przyznac:
e I miejsce Szymonowi Acedanskiemu (VIII LO w Katowicach),
e IT miejsce Arkadiuszowi Kramzie (VIII LO w Katowicach) oraz

Michatowi Mosdorfowi (III LO w Bialymstoku).

Ponadto Jury postanowilo wyrdznié¢:
e Grzegorza Palucha (Gimnazjum nr 15 w Lublinie),
e Terese Wojtala (LO w Bieruniu).

Zgodnie z Uchwala Senatu Uniwersytetu Slaskiego Szymon Acedanski,
Arkadiusz Kramza oraz Michal Mosdorf sa uprawnieni do przyjecia bez
egzaminéw na studia matematyczne w Uniwersytecie Slaskim w przeciagu dwéch
lat po zdaniu przez nich egzaminu dojrzatosci.

Przewodniczacy Jury XIX OSM

Jeziorowice, dn. 24.05.2002 r. dr hab. Andrzej Stadek, prof. Us
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Po co gitarze pudlo rezonansowe?

Rafal DEMKOWICZ-DOBRZANSKI
Mikolaj KORZYNSKI

O tym, ze szarpanie strun pozwala wydobywa¢ dzwieki, czlowiek przekonal sie
juz doé¢ dawno. Okoto 7000 lat przed nasza era nasi uzdolnieni przodkowie
skonstruowali cos, co wygladato jak tuk z paroma cieciwami. Instrument

ten moégt stuzy¢ do wygrywania réznych melodii, ale raczej nie dla wigkszej
publicznosci, gdyz nie byl zbyt donosny. Z czasem konstruktorzy pogrubili

i wyzlobili jeden koniec luku. Po co? Zeby wydobywane dzwieki uczynié
glosniejszymi. I tak wlasnie narodzito sie pudlo rezonansowe. Dalszy rozwdj
poszed! réznymi $ciezkami i pierwotny tuk z cieciwami przeewoluowal do harfy,
gitary, skrzypiec, fortepianu itp. Podczas calego tego rozwoju nikt jednak nie
$mial pozby¢ sie genialnego wynalazku, jakim bylo pudlo rezonansowe. Dzigki
niemu dzwigki instrumentéw byly nie tylko gloéne, ale zaleznie od ksztaltéw
pudla mialy réwniez rézne barwy.

Jak dziala pudlo rezonansowe? Kazdy (kto choé troche styszal o fizyce) odpowie
na to pytanie bez trudu. Drgajaca struna swoim ruchem powoduje powstanie
zageszczen i rozrzedzen powietrza — fal dzwigkowych. W pudle rezonansowym
mamy powietrze, ktore pobudzone przez docierajace do niego fale tez zaczyna
drgaé. Pamietajmy, ze struna ciagle drga, wiec nowe bodzce (fale dzwiekowe)
wciaz dolatuja do pudta. W tych okolicznosciach mozliwe jest zajscie zjawiska
zwanego rezonansem — drgania w pudle staja sie coraz wigksze dzigki kolejnym
pobudzeniom, az w koncu sg naprawde gltosne. Powietrze w pudle wspomaga
wiec drgajaca strune i powoduje, ze dzwiek jest wielokrotnie gloéniejszy niz
wtedy, gdyby struna byla zamocowana tylko na kawalku patyka. Oczywiscie
wazne jest, by pudlo rezonansowe nie wzmacniato fali dzwigkowej tylko

o jednej konkretnej czestotliwosci, ale aby bylo jak najwszechstronniejsze —

by wzmacnialo dobrze dzwiegki z calej skali instrumentu.

Na takim wyjaénieniu mozna by poprzestaé¢. Wszystko wydaje sie jasne.

Jest pudlo! Jest glosno! Hurra! No dobrze, ale kto$ sceptyczny moze sie zaczaé
zastanawia¢: Jesli mam sama strune bez pudla rezonansowego i trace ja palcem
— dostarczajac jej tym samym pewnej energii, to ona nastepnie wyemituje

te energie w postaci fal dzwigkowych. Jedli teraz mam strune z pudlem
rezonansowym i trace ja palcem, w ten sam sposéb, dostarczajac jej tej samej
energii, to okazuje sie, ze tym razem slysze dZzwiek znacznie glosniejszy niz
poprzednio. Czy wobec tego jest cos$ nie w porzadku z zasada zachowania
energii? Glo$niejszy dZzwiek oznacza przeciez, ze wigcej energii rozchodzi sie

w przestrzen, a struny dostaly w obu przypadkach taka sama porcje energii.
Czy to oznacza, ze pudlo rezonansowe — kawalek wyprofilowanego drewna —
wyprodukowalo energie??? Byloby to do$¢ oryginalne perpetuum mobile.

Jesli ktos wierzy w fizyke, wie, ze wyjasnienie musi by¢ inne. Ale gdzie szukaé
ratunku? Tym, ktorzy chea sie sami zmierzy¢ z tym problemem, radzimy
przerwaé czytanie w tym miejscu.

*x kK%

Jednym z rozwigzan, jakie mozna zaproponowac, jest takie, ze pudlo
rezonansowe powoduje ,ukierunkowanie” energii. To znaczy ze glosniej jest

z przodu gitary, ale za to z tylu jest ciszej. Taka hipoteze mozna tatwo odrzuci¢
eksperymentalnie. Siedzac za kims$, kto gra na gitarze, slyszymy réwniez bardzo
dobrze.

Prawidlowe rozwiazanie musi by¢ wigc inne. Gdy struna drga w obecnosci pudla
rezonansowego, istotnie jest glos$niej, ale za to struna szybciej wytraca swoje
drgania. Oznacza to wiec, ze calkowita ilos¢ energii wyemitowanej w Swiat jest
taka sama jak w przypadku bez pudia rezonansowego, emitowana jest ona
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jednak znacznie szybciej. Tak wiec obecno$¢ pudla rezonansowego powoduje,
ze strunie szybciej odbierana jest energia. W efekcie dzwiek jest glosniejszy,
ale trwa krécej. Pudlo rezonansowe powoduje, ze struna czuje wiekszy ,,opor”
i przez to szybciej gasnie. Skad bierze sie ten opér? Oczywiscie opor ten

to nic innego jak tylko ciSnienie powietrza, a dokladniej fal dzwigkowych,
ktére wzmacniaja sie w pudle rezonansowym. Wiemy, ze gdy cialo porusza
sie z predkoscig v 1 dziala na otoczenie sila F', to przekazuje otoczeniu moc
P = F - v. Bez pudla rezonansowego sity, jakie napotyka struna, sa znacznie
mniejsze — male sa amplitudy fal dzwiekowych — niz w przypadku obecnosci
pudia.

Zeby nasze wywody nie byly golostowne, dodamy, iz przeprowadzilidémy
nastepujacy eksperyment z uzyciem kamertonéw. Jeden kamerton umieszczony
byt na pudle rezonansowym, drugi nie.

kamerton
oo
oo
mikrofon
N——" :==-‘§
a)
oscyloskop pudlo rezonansowe
mikrofon
oo
\-
b)
oscyloskop kamerton

Przy uzyciu mikrofonu i oscyloskopu (pokazujacego wychylenia membrany
mikrofonu) zaobserwowalidmy, ze rzeczywiscie dzwigk z kamertonu z pudiem
rezonansowym byt gloéniejszy, ale tez szybciej malala jego gtosnosc.

natezenie
dzwieku

z pudlem
rezonansowym

progi
styszalnosci
2

bez pudia
reZonansowego

czas

Ktos moze zaprotestowaé. Nieprawda! Sprawdzitem. Kamerton z pudlem
rezonansowym jest glo$niejszy i stychac go dluzej niz kamerton bez pudia!
Zgoda, moze sie tak zdarzy¢, ale to dlatego, ze czlowiek ma pewien prog
styszalnosci (patrz wykres), i w pewnych warunkach jego prog styszalnosci moze
by¢ powyzej punktu przeciecia (prég styszalnosei nr 1). Wtedy rzeczywiscie
kamerton z pudlem jest glo$niejszy i styszalny dzwigk trwa dluzej, ale wystarczy
zblizy¢ sie dostatecznie do obu kamertonow, tak by prog styszalnosci znalazt

sie ponizej punktu A (prég styszalnodci nr 2) i poczekaé dostatecznie dlugo —

w koncu w konkursie glosnosci zwyciezy kamerton bez pudta.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Wizjonerzy eksperymentu

Zgodnie z przewidywaniami ostatnia Nagrode Nobla
z Fizyki ,dostala” astrofizyka. Docenione jednak
zostaly nie najnowsze, naprawde spektakularne
osiagniecia, tylko wyniki osiagniete przed wielu

laty, a ich wspdlnym mianownikiem jest bardziej
wizjonerstwo i geniusz eksperymentatorow niz
astrofizyka.

Raymond Davis Junior otrzymatl nagrode za
pierwszy eksperyment, ktory umozliwit detekcje
docierajacych z Kosmosu neutrin. Zrealizowatl
szalony pomyst Pontecorvo wykrywania neutrin
poprzez reakcje v + 37Cl— 37 Ar+e~. Reakcja ta byla
proponowana jako sposob rejestracji intensywnego
strumienia neutrin pochodzacych z reaktora. Juz po
pierwszych probach w 1955 roku Davis zaproponowal
uzycie tej reakcji do wykrycia neutrin stonecznych.
Realizacja tego pomyshi wymagata wyizolowania
pojedynczych atoméw radioaktywnego argonu
spoéréd miliona bilionéw bilionéw atoméw chloru!
Eksperyment, dzialajacy prawie nieprzerwanie przez
¢wieré¢ wieku, polegal na umieszczeniu gleboko

pod ziemia zbiornika z tonami C,Cly, ktore co dwa
miesigce byly przedmuchiwane helem. Hel zabieratl
powstale atomy argonu i zostawial je w filtrze
wypelnionym weglem drzewnym i cieklym azotem.
Wyznaczona doswiadczalnie efektywno$¢ tej metody
ekstrakeji wynosita 95% 1 pozwolita na wykrycie

885 rozpadéw atoméw argonu 37 Ar w ciggu calego
czasu dziatania eksperymentu. A w ciagu sekundy
przez kazdy ziemski, zwréocony do Stofica centymetr
kwadratowy przenika bilion neutrin stonecznych. ..

Metoda opracowana przez Davisa jest tak
niesamowita, ze samo jej zastosowanie warte

jest najwyzszego uznania. Na tym jednak nie
koniec. Wyniki Davisa od poczatku wskazywaly,

ze strumien neutrin docierajacych na Ziemie

ze Stonca jest o czynnik 2-3 za maly w poréwnaniu
z przewidywaniami standardowego modelu naszej
gwiazdy.

Drugim nagrodzonym jest Masatoshi Koshiba, ktéry
kierowal zespotami eksperymentéw Kamiokande,
Kamiokande IT i SuperKamiokande, o ktoérych
wielokrotnie pisaliSmy. Oficjalnie jednak zostal
nagrodzony jedynie za udowodnienie, ze neutrina
rzeczywiscie docieraja ze Stonca. Bylo to mozliwe,
gdyz detektor Kamiokande, wykrywajacy
promieniowanie Czerenkowa wybitych przez neutrina
stoneczne elektronéw, umozliwia pomiar kierunku,

z ktérego nadlatuje neutrino. Za pomoca Kamiokande
zrobiono stynne ,zdjecie Stonca z kopalni”. Drugim
astrofizycznym osiggnieciem Kamiokande bytlo
zarejestrowanie kilkunastu neutrin pochodzacych

z wybuchu supernowej SN1987A w Obloku Magellana.

Osiagniecia te jednak przyémione zostaly przez
odkrycie oscylacji neutrin, a tym samym masywno$ci
tych czastek. Zwiazek tego odkrycia z astrofizyka jest
najwyzej posredni. Mato tego, pokazuje, ze

12

nierozwigzany przez 30 lat problem neutrin
stonecznych, byl zwiazany z samymi neutrinami,

a nie Sloncem. Wielkim przegranym ostatniego
rozdania Nagrod Nobla jest eksperyment SNO, ktéry
wlasnie zaczyna ostatecznie udowadnia¢ wystepowanie
oscylacji neutrin stonecznych (SuperKamiokande
udokumentowalo ten fakt jedynie w odniesieniu

do tzw. neutrin atmosferycznych). Warto jeszcze
przypomnie¢, ze gtéwna motywacja budowy
detektoréw w Kamiokande bylo (nadal prowadzone)
poszukiwanie rozpadu protonu, a neutrina mialy by¢
(przynajmniej poczatkowo) tylko rodzajem tla. ..

Ostatni z nagrodzonych, Riccardo Giacconi, zajmowal
sie juz czysta astrofizyka. Miedzy innymi jemu
zawdzigczamy otwarcie nowego okna na Wszech$wiat
— obserwacje w zakresie promieniowania X. Oprocz
niego dwaj inni naukowcy przyczynili sie w decydujacy
sposob do rozwoju tej dziedziny: Bruno Rossi

i Herbert Friedman. Niestety, nie doczekali si¢ oni
przyznania Nagrody Nobla, z ktora, z niewiadomych
powodéw, zwlekano tyle lat. Dlaczego jednak
obserwacja docierajacych z Kosmosu promieni
rentgenowskich jest tak trudna? Okazuje sig, ze
atmosfera jest dla nich nieprzezroczysta (co po chwili
zastanowienia nie wydaje sie wcale takie dziwne).
Obserwacji mozna wtasciwie dokonywac tylko z orbity.
Juz w 1949 roku Friedman ze swoim zespotem odkryt
rentgenowskie promieniowanie Stonca, wynoszac
licznik Geigera za pomoca trofeum wojennego —
rakiety V2. Promieniowanie to okazato si¢ na tyle
stabe, ze szanse obserwacji gwiazd wydawaly sie
nierealne. Na szczescie Giacconi i Rossi skoncentrowali
sie na pokonywaniu eksperymentalnych trudnosci,

a nie dywagacjach na temat istnienia wystarczajaco
silnych zrédet. W 1960 roku zaproponowali budowe
teleskopu rentgenowskiego opartego na pomysle
rentgenowskiego mikroskopu: aby ogniskowaé
przenikliwe promieniowanie X, potrzebne sa lustra
prawie rownolegte do kierunku padania i o niezwykle
gtadkiej powierzchni. Przetomu jednak dokonali
jeszcze za pomocy licznikéw wyposazonych jedynie

w kolimatory i wyniesionych w 1962 roku za pomoca
rakiety Aerobee. Oficjalnie celem misji byta

préba wykrycia fluorescencyjnego promieniowania
Ksiezyca (zaobserwowanego dopiero 30 lat pdzniej).
Zamiast tego odkryto pierwsze pozauktadowe zrodto

i rentgenowskie promieniowanie tta. To spowodowalo
lawine zainteresowania ta dziedzina obserwacji

i odkryciem wielu rodzajow ,goracych zrédel”
Wszechswiata, z kandydatami na czarne dziury na
czele.

Patrzac na pokazane na oktadkach obrazy pozostatosci
po supernowych (skad biora sie na nich kolory?)
mozna pomysle¢, ze ich pigkno jest wigcej warte niz
wszelkie nagrody. Jezeliby jednak komus naprawde
zalezato na Nagrodzie Nobla, to przypominamy
niezawodny sposob na jej zdobycie: za mtodu dokonaé
wiekopomnego odkrycia, a pdézniej dlugo, dlugo zy¢.

Piotr ZALEWSKI



Profesor Andrzej Schinzel sformulowal i zanotowal ponizsze twierdzenie w przeddzien Zielonych gwiqt 2002 podczas
XVI Szkoly Historii Matematyki w Turawie kolo Opola — po rozmowach z magistrem Stanislawem Sniegockim

z Dani.
Twierdzenie. Niech p,, oznacza n-ta liczbe pierwsza. Liczba m z przedziatu

(Pn, P2 41) Jest pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy

(%) m=A—-B,
gdzie NWD(A4, B) = 1 oraz
(%) pip2 ... pn|AB.

Dowod. Koniecznosé. Jezeli m jest liczby pierwsza z przedziatu (pn, p2 ),
to przyjmujemy
A=pips...pn+m, B=pips...pn-
Rownosé (x) 1 podzielnosé (xx) jest oczywista.
NWD(A, B) =1, bo NWD(m,pip2...pn) = 1.

Dostatecznosé. Jezeli zachodzi (%), (xx) oraz NWD(A, B) = 1, to m nie dzieli sie
przez zadna z liczb p1,pa,...,py. A poniewaz p, < m < p%H, wiec m jest liczba
pierwsza.

Nadeslal Stanistaw Sniegocki

Nieustajacy konkurs Wirtualnego Wszeché§wiata i Delty/
Rozwiaz w styczniu lutowe zadanie z myszka i wygraj ksiazke z Wydawnictwa Prdszynski © S-ka.

Wiecej informacji: http://www.wiw.pl/delta/konkurs

m 7Zadania Redaguje Mikotaj ROTKIEWICZ
) : M 1012. Wykazad, ze z dowolnych siedmiu wektoréw mozna wybraé trzy,

ktérych suma ma diugo$é nie wigksza od dlugosci sumy pozostaltych wektorow.
Rozwiazanie na str. 2

M 1013. Punkty Mj, ..., M, leza na sferze o promieniu 1. Wykazac, ze

Z |Mle|2 < n2.
k<l
Rozwiazanie na str. 3

M 1014. Na plaszczyznie danych jest 5 punktéw Ag, ..., Ay, z ktérych zadne
trzy nie leza na jednej prostej. Ponadto

(*) AiAigr || Aig2Aips dlai=0,1,2,3,
gdzie przyjelismy Asy; = A;. Wykazaé, ze (%) zachodzi takze dla i = 4.
Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 587. Mamy dwa réznoimienne tadunki punktowe ¢; i g2 potozone

w odlegtosci [ od siebie. Czastka o masie m i tadunku g3 takiego samego
znaku co ¢o leci po prostej laczacej oba tadunki od strony ¢;. Jaka minimalna
predko$¢ w duzej odlegtosci od ukladu powinna mieé ta czastka, zeby dotrzeé
do tadunku ¢ 7

Rozwiazanie na str. 4

F 588. Dwa jednakowe koraliki o masach m i jednakowych
tadunkach ¢ zaczynaja sie slizga¢ po dwoch jednakowych
sztywnych i nieprzewodzacych pretach. Prety leza w tej
samej pionowej plaszczyznie, kazdy z nich jest nachylony

do poziomu pod katem « (rys.). Na jaka maksymalna
wysokosé nad poczatkowym polozeniem wzniosa sie koraliki?
Poczatkowo koraliki znajdowaly sie w odleglosci L od siebie
i w odlegtoéci [ od koncow pretéw. Zaniedbaé sity tarcia.
Rozwiazanie na str. 1

13



Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

® Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
— rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
- lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiagzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
31 IIT 2003

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F'), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002.

Zadania z matematyki nr 453, 454
Redaguje Marcin E. KUCZMA

453. Rozwiazac uklad rownan

22 4+ 3y = u?
y? + 3z =12

w dodatnich liczbach catkowitych x, y, u, v.

454. Znalez¢ taka stala C, by dla kazdej liczby naturalnej n oraz dla kazdego

Croléwka ligi zadaniowej uktadu liczb rzeczywistych ay, ..., a, > 0 zachodzita nieréwnos¢
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan 1 2

441 (WT = 2,84) i 442 (WT = 2,12)

z numeru 5/2002
Barttomiej Dyda — Wroctaw 42,04
Tomasz Rawlik  — Braunschweig 42,00

Piotr Kumor — Olsztyn 41,74

a; a1 +a
(im mniejsza stala C, tym wyzsza ocena za rozwiazanie).

1 1 1
— O+ —+...+—
ai + ... +an ai  as an

Zadanie 454 (z podana przykladowa wartoscia stalej C') zaproponowal

Marcin Peczarski — Latchorzew 38,65 pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 9/2002

445. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f:R — R spelniajace dla z,y € R
réwnanie

f(f(x—y)) = f(z) = fy) + f(2)f(y) — zy.

445. Niech f bedzie funkcja spelniajaca to réwnanie.

Oznaczmy zbidr jej wszystkich wartosci przez W oraz

przyjmijmy f(0) = c. Dla y = 0 réwnanie przybiera postaé
f(f(x)) = f(x) —c+cf(x),

co mozna zapisaé jako

(1) fw)y=(c+Hhw—-c dla weW.

W szczegdlnoéci f(c) = ¢®. Podstawiajac w zadanym

réwnaniu x = y otrzymujemy stad

(2) f@)? =24+ dla zeR

Podnosimy (1) do kwadratu i uwzgledniajac wzor (2)

dostajemy po redukcji

(3) (® 4+ 20)w” = (26 +20)w  dla w € W.

Przypu$émy, ze ¢ # 0; woéwczas z réwnosei (1) wynika,

ze 0 ¢ W. Dzielimy réwnanie (3) przez cw, otrzymujac

w wyniku (¢ 4 2)w = 2¢ + 2 dla wszystkich w € W.

To znaczy, ze zbiér W jest jednoelementowy, czyli

f jest funkcjg stala. Ale zadna funkcja stala nie spetnia

wyjéciowego réwnania.

W takim razie ¢ = 0. Wykazemy, ze W = R. WeZmy
dowolng liczbe y € R. W wyjsciowym réwnaniu
podstawiamy x = 0, otrzymujac f(f(—y)) = —f(y).
7 réwnania (2) mamy za$ f(y)? = y*; wobec tego

y=1[fy) b y=—f(y)=f(f(-y).
W kazdym przypadku y € W.
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Przypominamy tresé¢ zadan:

446. Liczby catkowite a, b sa zwiazane réwnoscia
2a® + a = 3b° + b.

Dowie$¢, ze réznica a — b jest kwadratem liczby catkowitej.

Zatem istotnie W =R. Wzér (1) daje ostateczna
odpowiedz: f(z) = x dla wszystkich x € R. Jest to jedyna
funkcja spelniajaca rozwazane réwnanie.

446. Przeksztalcamy dang rownosé:

(4) b =2a"—-20"+a—b=(a—b)(2a+2b+1).
Kazdy dzielnik pierwszy réznicy a — b jest, jak widag,
dzielnikiem liczby b, zatem takze i liczby a; nie jest

wiec dzielnikiem liczby 2a 4 2b + 1. To znaczy, ze

w rozktadzie liczby a — b wystepuje w takiej samej potedze,
jak w rozkladzie liczby b, czyli w potedze parzystej.

Stad wniosek, ze liczba a — b jest albo kwadratem liczby
catkowitej (teza zadanial) albo ,minus kwadratem” —

a w takim przypadku czynnik 2a 4+ 2b + 1 jest, wobec (4),
takze ,minus kwadratem”:

(5) a—b=—-c, 2a+2b+1=-d"

Pozostaje wyeliminowaé ten przypadek. Przypusémy wobec
tego, ze zachodza zwiazki (5). W drugim z nich mamy

po lewej stronie liczbe nieparzysta; zatem d> = 1 (mod 8),
skad 2a + 2b = —2 (mod 8), czyli a + b= —1 (mod 4).
Zatem liczby a i b sa réznej parzystosci; z pierwszego
réwnania (5) wnosimy, ze a — b= —1 (mod 4). Dodajemy
uzyskane zwigzki: 2a = —2 (mod 4). To pokazuje, ze

a jest liczba nieparzysta; b jest wiec liczba parzysta

i mamy sprzeczno$¢ z rownaniem danym w tresci zadania.
Sprzeczno$é¢ konczy dowdd.



Zadania z fizyki nr 350, 351
Redaguje Jerzy B. BROJAN

350. Na gtadkiej poziomej powierzchni stoi miotacz o masie M,
poczatkowo nieruchomy. Jesli praca mie$ni miotacza w czasie rzutu jest
ustalona, to pod jakim katem a do poziomu miotacz powinien wyrzucié¢ kule

o masie m, zeby zasieg rzutu byl maksymalny? Pominaé rozmiary miotacza

Termin nadsylania rozwiazan:

31 TIT 2003 1 opOr powletrza.

351. Swiatlo stoneczne przechodzi prostopadle przez szczeling o wymiarach

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
336 (WT = 1,15), 337 (WT = 1,00),
338 (WT = 2,75) i 339 (WT = 2,70)
z numeréw 4/2002 i 5/2002
Aleksander Surma — Myszkéw 42,81

Andrzej Idzik — Bolestawiec 25,76
Tomasz Wietecha — Tarnéw 14,00

3 x 60 mm i tworzy ,zajaczka” (rys. 1) na ekranie w zaciemnionym
pomieszczeniu. Podaé przyblizona wartosé odlegltosci ekranu od szczeliny.
Pozostale niezbedne dane wziaé z tablic.

Uwaga: wielkos$¢ rysunku nie odpowiada rzeczywistosci, wiec nie nalezy sie
kierowac jego ogdélnym rozmiarem.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 9/2002
Przypominamy tres¢ zadan:

342. Czy mozna tak ustawi¢ dwie radiowe anteny nadawcze i dobra¢ przesunigcie fazy miedzy
sygnalami emitowanymi przez nie, aby natezenie promieniowania wynosito 0 w kierunkach
péinocnym i wschodnim (i tylko w tych dwdéch kierunkach), a bylo maksymalne w kierunkach
poludniowym i zachodnim? Kazda z anten osobno wysyla fale harmoniczng o danej dlugosci A
jednakowo we wszystkich kierunkach poziomych (np. anteny sg pionowymi masztami), a natezenie
ich promieniowania jest jednakowe.

343. a) Na szescian o boku a = 5 cm wykonany ze szkla o wspélczynniku zalamania n = 1,5 pada

pod niewielkim katem e promien $wiatta (rys. 2). Poda¢ wzér na warto$é przesuniecia réwnoleglego

Rys. 1 tego promienia.

b) W jednej z metod szybkiego filmowania zamiast migawki stosowany jest obracajacy si¢ sze$cian,

umieszczony miedzy obiektywem a tasmg filmowa. Tasma porusza si¢ wtedy ruchem jednostajnym,

a jednostajny obroét szescianu powoduje, ze kazdy kolejny obraz jest wzgledem niej nieruchomy.

= - - Jesli szeScian opisany w punkcie a) wykonuje f = 200 obrotéw na sekunde, to z jaka predkoscia
powinna przesuwac si¢ tasma?
c) Jakie zalety moze mieé zastosowanie takiego urzadzenia zamiast tradycyjnego mechanizmu
Rys. 2 chwytakowego, w ktérym film porusza si¢ ruchem skokowym?

342. Sktadajac dwa drgania harmoniczne o jednakowej
amplitudzie A z przesunieciem fazy ¢
Asin(wt) + A sin(wt + ) = 2A cos(p/2) sin(wt + ¢/2),
otrzymujemy — jak widaé¢ — drganie o amplitudzie
réwnej 2A|cos(¢/2)|. W naszym zadaniu wystepuja
dwa Zrodla przesuniecia fazy — jedno wynika
7 przesuniecia przestrzennego, czyli

1 = 2mwd cos af X
(gdzie d jest odlegloscia miedzy antenami, a o — katem
kierunkowym, zob. rys. 3), natomiast szukane
dodatkowe przesunigcie fazy oznaczmy jako ps.

Rys. 3

Zerowa warto$¢ natezenia fali wypadkowej wystepuje
w kierunkach okreslonych warunkiem

p =2ndcosa/\+ pa =m, 37,57, ..
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a maksymalna warto$¢ — w kierunkach okreslonych
warunkiem

p=2ndcosa/A+ o2 =0,2m,4m ...

Poniewaz warunki te sa ,nieczule” na odbicie

o — —a, wiec widaé, ze anteny nalezy
przesunaé¢ wzgledem siebie wzdluz osi péinocny
wschéd—potudniowy zachdd i w pierwszym wzorze
podstawi¢ a = 45°, a w drugim — o = 135°.
Warunki zadania beda spelnione, jesli

w2 =7/2,  d/Xx=+2/4.

343. a) Dla malych ¢ kat zalamania jest réwny

w przyblizeniu £/n, a kat odchylenia promienia od
kierunku poczatkowego — (1 — 1/n). Stad na drodze a
przesuniecie promienia wyniesie ag(1 — 1/n).

b) Poniewaz predkosé katowa szeScianu wynosi 27 f,
wiec ,szybko$é przesuwania sie promienia” (szybkosé
tadmy) jest réwna

2ma f(1 —1/n) =20,9 m/s.
¢) Jednostajny ruch tasmy przebiega bez szarpania,
a wiec moze by¢ znacznie szybszy od ruchu skokowego.
To samo dotyczy ruchu obrotowego szescianu, jesli
poréwnamy go z tradycyjna migawka.



Rozwigzanie zadania M 1014.

. T -
Niech w = A1As i T

= A1 Ag. Wéwcezas

z warunku (x) dla ¢ = 0,1 wynika, ze

e

A1As =a-w + T

oraz

AlAy =T +b-7,

dla pewnych liczb a, b. Zatem

A A3 = (a — 1)7 + T,

AsgApj =1 —a)w + (b—1)7.

Warunki (%) dla ¢ = 2,3 przyjmuja postaé
l—a b—1

a—1 1

1 b’
Stad

1

-1

a=b, ala—1)=1

i zatem
S e wd

A1A3:a<W+T’H

e

A

4

Ag =

=T+ (a—1)7.

Patrz w niebo

Nazwa ,ciemna materia” uzywana na okreslenie ciagle tajemniczej materii
wystepujacej — jak sie wydaje — w duzych iloSciach we Wszechswiecie,

jest czesciowo mylaca. Jej natura jest do dzi$ nieznana, a wladciwie wyglada
na to, ze wystepuje w kilku postaciach. Jej cze$¢ moga zapewne stanowic¢
rozmaite czastki elementarne (méwi sie ,egzotyczne” — cokolwiek to znaczy),
inna cze$¢ to ciemne planetopodobne globy, a jeszcze inna cze$¢ to materia
jak najbardziej swiecaca, mianowicie bardzo stabe gwiazdy. Popularnym
typem takich gwiazd sa biale karly, tj. pézne stadia ewolucji gwiazd

srednio masywnych. Sa to gwiazdy wprawdzie gorace, ale male, dlatego

ich jasnosé¢ absolutna jest znacznie mniejsza niz Stonca. Zrozumiale, ze ich
cechy fizyczne, rozmieszczenie, liczebnosé itd. mozna badaé raczej w okolicy
Stonca, bo z wielkiej odleglosci ich po prostu nie widac.

Ale pracuje przeciez Teleskop Hubble’al W 1995 roku za jego pomoca wykonano
pierwsze zdjecie tzw. Glebokiego Pola Hubble’a (Hubble Deep Field), czyli
pewnego obszaru nieba, na ktérym widaé niemal wytacznie odlegle galaktyki

— gwiazd nalezacych do naszej Galaktyki jest tam niewiele. Poréwnanie

tego zdjecia z wykonanym dwa lata pdézniej ujawnito pie¢ obiektéw o jasnosci

28 mag, ktére w czasie tych dwoch lat zmienily polozenia o kilka setnych
sekundy tuku. Poczatkowo sadzono, ze jest to efekt pozorny wynikajacy z tego,
ze w odlegtych galaktykach wybuchty supernowe, powodujac przesuniecie
wSrodka jasnosci” swoich galaktyk. Bardziej drobiazgowa analiza tych obserwacji
doprowadzila jednak do wniosku, ze musza to by¢ stare (liczace 12 mld lat)
biale karty nalezace do halo naszej Galaktyki, ktére naprawde zmieniaja
polozenie na niebie podczas obiegania jej centrum. Obserwowane cechy

i liczebnosé tych obiektow zgadza sie w przyblizeniu z ich parametrami
oczekiwanymi na podstawie obserwacji zjawiska soczewkowania grawitacyjnego
— oczywiscie o ile mozna wyciaga¢ tak daleko idace wnioski na podstawie

tak skapego jeszcze materialu obserwacyjnego. Pojawiaja sie przy tym

inne zagadki, np. przy szacowanej iloéci bialych kartéw mlode galaktyki powinny
by¢ jasniejsze, a ich materia miedzygwiazdowa bardziej bogata w cigzkie
pierwiastki, niz to si¢ obserwuje. Aby te wszystkie fakty uzgodnié, Teleskop
Hubble’a zapewne jeszcze nieraz bedzie musial pracowaé na granicy swoich
mozliwodci.

Tomasz KWAST

Styczen

Wysoko w kierunku poéinocnozachodnim widaé¢ w styczniowe wieczory Kasjopeje,
ktérej pie¢ najjasniejszych gwiazd tworzy charakterystyczna rozciagnieta litere
W lub — jak kto woli — M. Gwiazdozbiér lezy w Drodze Mlecznej, przez co
dowolny jego fragment jest bardzo bogaty w gwiazdy i gromady otwarte, co
pieknie wida¢ przez lornetke. Ale Kasjopeja stynie tez z tego, czego okiem,
uzbrojonym nawet w teleskop, nie widaé. Cassiopeia A to silne radiozrédio
bedace pozostaloscia po supernowej, ktora wybuchla okolo 1700 r., przy czym
wybuch w ogdle nie zostal zauwazony. Cassiopeia B to inne radiozrédlo bedace
pozostaloscig po Supernowej Tychona Brahego z 1572 r. — ten wybuch widzialo
wielu ludzi. Wreszcie w odlegtosci rzedu 1 Mpc znajduje sie tam spora galaktyka
o nazwie Maffei 1 (od nazwiska wloskiego astronoma). Jej obecnos$é ujawnity
obserwacje w podczerwieni, bowiem promieniowanie to czesciowo przechodzi
przez warstwe materii miedzygwiazdowej naszej Galaktyki.

Wenus jest na granicy Skorpiona i Wezownika i wida¢ ja przed wschodem
Stonca. 11 I osiaga najwieksza katowa odlegtos¢ od Stonca. Niedaleko w Wadze
jest Mars, ktory oczywiscie tez wschodzi nad ranem. Jowisz jest na granicy Raka
i Lwa i widaé¢ go praktycznie przez cala noc, a Saturn w Byku, przez co wida¢
go w drugiej polowie nocy. Now Ksiezyca wypada 2 I, a pelnia 18 1. Zadnych
za¢mien ani zakry¢ jasnych gwiazd w styczniu nie bedzie. 4 I Ziemia znajdzie sie
w peryhelium swojej orbity, co nie przeszkadza, ze zima jest w pelni.

T. K.
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O ROZNYCH SUMACH POTEG

Dzi$ kolej na rézne sumy trzynastych poteg.
Ro6zne sumy, czyli przypadki, kiedy sumy rowne byé
nie moga.

Oto zadanie z Obozu Naukowego Olimpiady
Matematycznej w Zwardoniu z roku 2001.

Zadanie. Znalez¢ wszystkie rozwigzania rownania

1B pl3 L o183 g8 = 513
w liczbach catkowitych nieujemnych

a,bye,... ... , Y, 2 < 100.
Uwaga. W réwnaniu wystepuje 26 niewiadomych.
Rozwigzanie: Odnotujmy najpierw, ze rownanie
ma trywialne rozwiazania, w ktérych jedna z liczb

a,b,c,...,y jest rowna z, a pozostale sa zerami.
Dla innych rozwiazan zachodzi nieréwnosé

z_13_(113+b13+c13+...+y13
12

? <a+b4+c+...+y
Ponadto z malego twierdzenia Fermata wynika
podzielno$é 2-3-5-7- 13| A3 — A, czyli 2730|A® — A
dla dowolnej liczby catkowitej A. Stad
at+btct.. . Fy=aB+B3 B4 4y =

= 2! = 2(mod 2730),
co daje
a+b+cH+...+y=>2+2730 > 2730

wbrew zaltozeniu, ze a +b+c+ ...+ y < 2500.

Jak widzimy z powyzszego rozwiazania, otrzymaliSmy
twierdzenie mdéwiace, ze trzynasta potega liczby

nie wigkszej od 100 nie daje si¢ w nietrywialny sposéb
rozlozyé na sume co najwyzej 25 (mozna to tatwo
zwiekszy¢ do 28) trzynastych poteg.

Nie sposéb nie przymierzy¢ jako wykltadnika
przecudnej liczby 37 (o trzydziestu siedmiu
jej wlasnosciach mozna byto przeczytaé

w Gammalimatiasie na przelomie tysiacleci).

Ot67 z malego twierdzenia Fermata wynika
podzielnogé 2-3-5-7-13-19-37|A%7 — A, czyli
1919190| A3 — A dla dowolnej liczby catkowitej A.
To dowodzi na przyktad, ze 37-mej potegi liczby
mniejszej od 1000 nie mozna rozlozy¢ na sume mniej
niz 1920 37-mych poteg.

Skoro niniejszy Gammalimatias ma numer 61, wypada
napomknac tez o sumach 61-szych poteg.

Z malego twierdzenia Fermata wynika podzielnoéé
2:3-5-7-11-13-31-61|A% — A, czyli
56786730| A%! — A dla dowolnej liczby catkowitej A.

Tak wiec 61-sza potega liczby mniejszej od 1000
nie daje si¢ nietrywialnie przedstawi¢ jako suma mniej
niz 56787 61-szych poteg.

7 kolei podzielnoéé 1703601900| A% — A% pokazuje, ze
62-ga potega liczby mniejszej niz 1000 nie rozkltada sie¢
na sume mniej niz 1704 62-gich poteg.

Innym tego typu wykladnikiem jest 73, gdzie mamy
140100870/ A7 — A.

Ciekawy jest tez przypadek 16-tych poteg. Otdz

16-ta potega liczby parzystej jest podzielna przez 64
(tak nudne to spostrzezenie, ze pewnie ziewasz,

Drogi Czytelniku). Natomiast 16-ta potega liczby
nieparzystej przy dzieleniu przez 64 daje reszte 1.
Whiosek stad, ze w jakiejkolwiek rownosci sum
16-tych poteg, liczby nieparzystych sktadnikow po obu
stronach daja przy dzieleniu przez 64 te sama reszte.

Przypuéémy, ze szukamy rozktadu 16-tej potegi
na sume co najwyzej 63 16-tych poteg. Wobec tego
mozliwe sa dwa przypadki:

a) 16-ta potega, ktéra chcemy rozlozy¢, jest
parzysta. Wowczas w szukanej sumie wszystkie
sktadniki sa parzyste, mozna wiec wszystkie liczby
podzieli¢ przez 2, sprowadzajac problem do nastepnego
przypadku.

b) 16-ta potega, ktéra chcemy rozlozyé, jest

nieparzysta. Wtedy w szukanej sumie 16-tych poteg

doktadnie jeden skladnik jest nieparzysty. Mamy wiec
AlG — B16 4. .

gdzie A 1 B sa nieparzyste, a kropki oznaczaja sume

16-tych poteg liczb parzystych. Mamy wdwczas
216|A16 _ Blﬁ

czyli

29](4% 1 BY) (AL+ BY) (4% B2) (A+ B) (A- B)
Kazda z liczb A% + B®, A* + B*i A% 4+ B? jest
parzysta, ale nie jest podzielna przez 4. Mamy wiec
2"|(A+ B)(A-DB),
przy czym jedna z liczb A+ B i A — B jest parzysta
niepodzielna przez 4, a druga jest podzielna

przez 22, Stad juz nietrudno otrzymaé nieréwnosé
A > 211 =2048.

W istocie udato mi si¢ roztozy¢ liczbe 20911°
na sume 51 16-tych poteg liczb catkowitych dodatnich.

Identyczne rozumowanie pokazuje, ze liczba, ktorej
32-ga potega rozklada si¢ na sume nie wiecej niz 127
32-gich poteg, musi by¢ wieksza niz 2326 = 226 =

= 67108864.

Podobnie liczba, ktorej 64-ta potega rozklada sie

na sume nie wiecej niz 255 64-tych poteg, musi by¢
wieksza niz 26477 = 257 a to juz jest liczba 18-cyfrowa.

Korespondencje¢ do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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XXV Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki

Serdecznie zapraszamy

W tym roku postanowiliSmy poswieci¢ zaproszeniu
do udziatu w Konkursie Uczniowskich Prac

z Matematyki calg o$miostronicowa wkiadke.
Przyczyna tej decyzji jest che¢ wytlumaczenia,

na czym ten Konkurs polega, oraz zamiar
przedstawienia kilku mozliwych tematéw prac na
ten Konkurs.

Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki to
rywalizacja miedzy samodzielnymi pracami
badawczymi uczniéw szkét licealnych (nie wykluczamy
tez gimnazjalistow, ale nie ma dla nich zadnych
specjalnych ulatwien). Praca badawcza za$ to
opracowanie tematu, ktéry w taki sposéb, jaki

zostal zaprezentowany w pracy konkursowej, jeszcze
opracowany nie zostal. Ten sposéb musi sie rézni¢
merytorycznie (czyli z punktu widzenia matematyki)
od uje¢ dostepnych w literaturze, niezaleznie od jej
nos$nika (a wiec publikacji papierowej, internetowej,
filmowej itd.). Nie interesuje nas zatem inne ulozenie
redakcyjne, opatrzenie innymi komentarzami rzeczy
gotowych.

Sa zreszta konkursy na tworcze opracowanie
tematéw matematycznych zaproponowanych przez
organizatorow tych konkurséw.

Matematyka jest jednak na tyle bogata, ze kazdy moze
znalez¢ dla siebie wiele nierozwigzanych probleméw
i nie wszystkie z nich wymagaja profesjonalnej
techniki i rutyny — czesto blysk natchnienia,
musniecie skrzydlem muzy wystarczy, by odkryé
co$ nowego. Zaproponowane w tej wkladce tematy
beda sugerowaly pewne okolice, w ktorych mozna
takich odkry¢ poszukiwacé. Nie mamy pewnosci, ze
te odkrycia tam sa, ale mamy pewna rutyne, ktora
pozwala nam wskazywac te, a nie inne, okolice tak,
jak geolog moze sugerowad, gdzie szukaé zlota czy
diamentow.

Laureaci naszych Konkurséw, odbywajacych sie

juz od ¢éwieré wieku, rozmaicie utozyli swoje zycie.

Sa jednak wérdod nich wybitni uczeni, a kilku
mlodszych ma ,w kieszeni” medal z urzadzanego
przez Unie Europejska konkursu na Mlodego Uczonego
Europejskiego. Konkurs zaowocowal takze wieloma
publikacjami w czasopismach fachowych.

Zapraszamy do udziatu.

Oblicz wartosé funkcji

Oczywiscie istnieje wiele funkcji, dla ktérych nie da sie obliczyé

ich konkretnych wartosci i to juz dla, zdawatoby sie, najprostszych
argumentow. Niektére z takich probleméw majg renome niestychanie
trudnych (choéby problem obliczania liczb Ramseya — patrz np.

Delta 1/2002 — powszechnie sie sadzi, ze znalezienie wartosci, powiedzmy,
R(6,6) dlugo jeszcze przekraczaé¢ bedzie ludzkie mozliwosci).

Ale czasem funkcja nie ma ztej stawy. Wezmy chocéby funkcje, ktora
odpowiada na pytanie, jak wielkie kule moga sie¢ zmiesci¢ w szedcianie.

Doktadniej: w szeSciennym pudetku o krawedzi 1 znajduje sie

n jednakowych kul; funkcja f przyporzadkowuje kazdemu n najwigksza
wartos$¢ f(n) $rednicy kul — n kul o takiej $rednicy zmiesci sie jeszcze
w pudetku, n kul o wickszej Srednicy umiesci¢ sie w pudetku nie da.

Juz z samej definicji widaé, ze f jest funkcja nierosnaca.

do zbadania.

@)=

I tu jest zaskoczenie: funkcja nie jest $cisle malejaca.

Oczywiscie f(1) = 1. Nie jest specjalnie trudno sprawdzié, ze

S p=2-va=f).

Bez trudu mozna zauwazy¢, ze np. f(8) = 1. Ale jak obliczy¢ wartosci
funkcji dla 5, 6, 7, czy innych wartosci nie bedacych szeScianami?

A jak czesto funkcja przyjmuje te same wartosci dla kolejnych liczb
naturalnych? Czy ,postoje” moga byé¢ dtuzsze? Jak dtugie?

Stowem, pytan jest wiele. Wiele jest tez naturalnie zdefiniowanych funkcji

M. K.



Wypelnianie przestrzeni p

Kolekcja wypelniajacych

Nie jest trudno wypeltnié
szczelnie przestrzen jednakowymi

przestrzen wieloscianow
wypuktlych nie jest pelna.
Nie wiadomo juz np. jak

szedcianami — kazdy wskaze

bez trudu kilka sposobdéw. Jest
niemozliwe szczelne wypetnienie
przestrzeni jednakowymi

\ wygladaja wszystkie czworosciany,

ktérymi mozna szczelnie
wypelnié przestrzen. Albo np.
pieciodciany. Albo czy istnieje

czworoScianami foremnymi —
co drugi potrafi to udowodnic.

gbérne ograniczenie na liczbe $cian
wielo$cianu wypuklego, ktérego

Troche trudniej bedzie wykazac,
ze pokazanym na rysunku 1
czworoScianem przestrzen mozna
szczelnie wypelnic.

W Kalejdoskopie Matematycznym
Steinhausa (i w Delcie 9/1996)

mozna znalez¢é informacje,

jak wypelnié przestrzen

czternasto$cianami powstatymi

przez obciecie oSmioscianowi

foremnemu wszystkich rogéw

tak, aby wszystkie krawedzie

pozostalego wielodcianu byty

réwnej dhugosci (rys. 2). Rys. 2

Rys. 1. PB 1 BC L CD 1 PB
i PB=BC=CD

D kopiami da si¢ szczelnie wypelnié¢
przestrzen? Pytan mozna postawié
bardzo wiele i zapewne na wiele

z nich uda sie znalezé¢ odpowiedz.

Oczywidcie problem byt i jest
badany. Mozna wiec znalezé
informacje o tym, co powszechnie
wiadomo. Zadna calo$ciowa teoria
na ten temat jednak nie zostala
zbudowana.

Hasta: XVIII problem Hilberta,
parkietaz, krystalografia.
M. K.

Przestrzenne tangramy

Tangram to takie ptaskie kostki, z ktorych mozna
utozy¢ rézne figury. Przestrzenny tangram to
takie klocki przestrzenne, z ktérych mozna utozyé
rozne wielo$ciany. Pamietajmy, ze za kazdym
razem muszg by¢ uzyte wszystkie klocki. Czyli
rownowazne ,tangramowo” wieloSciany maja
rowne objetosci.

Zazadajmy dodatkowo, aby utozony z takich
kostek wieloscian byt wypukty. Nie jest oczywiste,
czy 7 kazdego takiego tangramu mozna utozyé
choéby dwa rézne wypukle wielo$ciany.

Czasami jednak tak sie zdarza. Np. czworoscian

z rysunku 1 mozna pocia¢ na mniejsze czesci

— wielodciany, z ktorych da sie utozy¢ szescian.
Nie wiadomo jednak, jaka jest najmniejsza liczba
tych mniejszych czesci.

Ale zadne pociecie czworoscianu foremnego

na skonczong liczbe klockéw wielosciennych

nie pozwoli utozy¢ z tych klockow szescianu.
Podobnie, zadne pociecie na skoticzona liczbe
wielo$ciennych klockéw czworoscianu z rysunku 3
nie pozwoli na ulozenie z nich sze$cianu. Ale czy
jakie$ klocki z tego czworoscianu pozwola

na utozenie z nich czworo$cianu foremnego?

Q Zauwazmy, ze mamy dos$¢ zaskakujacy wynik: czworodciany

D

Rys. 3. QC L BC 1L DC 1 QC

i QC = BC = DC rozklad.

z rysunkéw 1 i 3 nie sg ,tangramowo” réwnowazne.

A czy ktéry$ z tych czworos$ciandéw jest ,tangramowo” réwnowazny
z czternastoscianem z rysunku 27

Dla dowolnego konkretnego wieloScianu mozna poszukaé jak najwiecej
wieloScianéw, z ktérymi jest ,tangramowo” réwnowazny.

Istnieje dosé rozwinieta teoria zajmujaca sie¢ takimi tangramami.
Jednak rezultatow dotyczacych konkretnych wieloScianéw jest w niej
mato. Stad pole do popisu.

Hasta: III problem Hilberta, niezmiennik Dehna, réownowazno$é przez

M. K.



Liczby niedoskonate

Pitagorejczycy nadawali duze znaczenie liczbom doskonatym,

czyli takim liczbom naturalnym, ktére sa réwne sumie swoich dzielnikéw
wlasciwych (réznych od samej tej liczby). Nazwijmy liczbe naturalna
poddoskonalqg, gdy suma jej dodatnich dzielnikéw wlasciwych jest od niej
mniejsza (np. 4), a naddoskonalg — gdy suma jej dodatnich dzielnikéw
wlasciwych jest od niej wieksza (np. 12). Latwo zauwazy¢, ze liczb
poddoskonatych jest nieskoniczenie wiele, poniewaz kazda liczba pierwsza
jest poddoskonata. Czy liczb naddoskonatych tez jest nieskoniczenie
wiele? Czy istnieja dowolnie dlugie ciagi kolejnych liczb naddoskonatych?
A liczb poddoskonatych? Ktoére liczby — poddoskonale czy naddoskonale
— 53 gesciej rozmieszczone wsrod liczb naturalnych? A moze istnieje
granica stosunku liczby liczb naddoskonatych nie wiekszych od n do n?
Pytania mozna mnozy¢ (niemal) bez ograniczen.

W. B.
Znaczace wspoOlczynniki

Wykres funkeji liniowej f(z)=az+b

zalezy od kazdego ze wspotczynnikéw: a decyduje o nachyleniu prostej,
b o jej polozeniu wzgledem osi wspoétrzednych. Wiemy, co sie dzieje
z funkcja kwadratows postaci

f(z) =ax*+bx+c,
gdy zmieniamy wspotczynnik a: ramiona paraboli beda zmieniaé
nachylenie, moze nastapi¢ odwrocenie paraboli. Wiemy takze, co sie
stanie, gdy zmienia¢ bedziemy wspotczynnik ¢, a nawet potrafimy
powiedzieé, co sie dzieje z parabola, gdy zmieniamy tylko wspdétczynnik b
(wladnie, co?). Czy mozna w podobny sposéb opisaé¢ znaczenia
wspotczynnikéw wielomianéw wyzszych stopni, poczynajac od stopnia
trzeciego? Jak wplywa na wykres zmiana kazdego z nich? Pewne intuicje
mozna sobie zapewne wyrobi¢ na podstawie wykreséw ogladanych
na ekranie komputera lub kalkulatora graficznego, ale czy mozna
je uscidlié¢ i opisa¢ matematycznie?

W. B.
Ukryta podzielnosé

Kiedy wartosci wielomianu o wspoétczynnikach catkowitych sa

dla wszystkich catkowitych argumentéw podzielne przez ustalona

liczbe n? Na pewno wtedy, gdy wszystkie wspotczynniki danego
wielomianu sa podzielne przez n. To tak oczywisty przypadek, ze nawet
nie warto o nim wspominaé. Ale czy tylko wtedy? Co bedzie, kiedy
wspolczynniki wielomianu nie majg wspélnego dzielnika wiekszego od 17
Wtedy mimo wszystko wartosci wielomianu mogg by¢ podzielne przez
ustalona liczbe wigksza od 1!

Najprostszy przyktad to wielomian 22 + x, ktérego warto$é dla dowolnej
liczby caltkowitej x jest parzysta. Podobnie, wartosci wielomianu z3 + 5z
sg zawsze podzielne przez 6.

I stad juz mozesz, drogi Czytelniku, wyplynaé na szerokie wody badacza
ukrytych podzielnosci. Mozesz znalez¢é mnéstwo takich wielomiandw.
Moze uda Ci si¢ je jakos sklasyfikowaé¢ lub udowodnié jakies twierdzenia
o tym, kiedy taka ukryta podzielno$¢ na pewno wystepuje albo kiedy nie
wystepuje. A jak tego bedzie malo, zawsze mozna uciec w wielomiany
wielu zmiennych, np. warto$é¢ wielomianu xy?® — 2%y dla dowolnych
catkowitych argumentéw x i y jest podzielna przez 2730.

Jarostaw WROBLEWSKI



Wyznaczniki duzych macierzy

Na ogo6t niewiele da sie powiedzie¢ o wyznaczniku duzej macierzy
poza podaniem definicji wyznacznika lub zmudnym wyliczeniem go
w konkretnym przypadku.

Ale jezeli macierz jest szczegdlnej postaci...

Co to znaczy ,szczegdlnej postaci”? A to juz zalezy od Waszej inwencji
tworczej.

WyobraZzmy sobie, ze mamy macierz zbudowana wedlug prostego przepisu
(a raczej ciag (A,) macierzy o wzrastajacych rozmiarach).

Na przyktad macierz n na n postaci
21 0 -0
1 2
A,=10 -0
.. 21
0o - 0 1 2
ma dwdjki na przekatnej, jedynki bezposrednio pod i nad przekatna,

a poza tym zera.

Ile jest rowny wyznacznik macierzy A,?7 Nietrudno dostrzec, ze
detA, = 2detA, _1 — detA, _», skad otrzymujemy detA, =n + 1.

A czemu jest réwny wyznacznik macierzy

1 -1 0 - O
1 1 - . .
B,=10 - - - 0 [?
e e |
0 0 1 1
A macierzy
2 1 1
1 2
C, = : ?
: 2 1
1 1 2

A innych, wymy$lonych przez Was macierzy?

Jarostaw WROBLEWSKI

A jednak catkowite

Liczba
(m—l—n) _ (m+n)!

m min!

jest catkowita dla dowolnych liczb naturalnych m i n. Fakt ten
i niezliczone dowody jego sa tak znane, ze przytaczaé ich po prostu nie
wypada.

Jedli jednak rozwazymy liczbe
(m+n-—1)!
mlin! ’

to na ogdt nie bedzie ona catkowita. Chyba ze w jakis szczegdlny sposob
powiazemy m i n.

iv



Na przyktad liczba
(2n)!
nl(n+1)!
jest catkowita dla kazdego n. Nie jest mi znany kombinatoryczny dowdd
tego faktu, mozna go jednak udowodnié, wykorzystujac nieréwnosé

n n+1 2n
F+ [ < %)
gdzie [z] oznacza cze$é catkowita liczby x.

I tu zadanie dla Ciebie, drogi Czytelniku. Znalez¢ inne sytuacje,
w ktérych liczba
(m+n-—1)!
m!n!
jest catkowita. Moga to by¢ warunki na m i n (np. m, n wigksze od 0
i m+n pierwsza) lub przyklady wyrazen postaci
(an+cn+b+d—1)!

(an+b)(en+d)! 7
(gdzie a, b, ¢, d sa ustalone) przyjmujacych warto$é¢ catkowita
dla kazdego n. Moze uda Ci si¢ udowodni¢ twierdzenia postaci jak
a, b, ¢, d sq takie a takie, to jest dobrze, a jak sq takie a takie, to jest Zle.

Ciekawa bytaby tez odpowiedZ na pytanie, czy istniejg takie a, b, ¢, d, ze
liczba
(an+cn+b+d—2)!
(an 4+ b)!(cn + d)!
jest catkowita dla kazdego n lub rozsadnie ogdlny warunek na m i n
pociagajacy catkowitos¢ liczby
(m+n-—2)!
mlin!

Jarostaw WROBLEWSKI

Magia liczby

Zmnana jest konstrukcja liczby mega pochodzaca od Hugona Steinhausa
i liczby moser pochodzaca od Leo Mosera. Liczba a w tréjkacie to prostu
liczba a®. Liczba a w prostokacie to liczba a otoczona a tréjkatami.

__ A = A = A — (2727)@7)

Liczba a w pieciokacie to liczba a otoczona a prostokatami. Liczba mega
to liczba 2 w pieciokacie. Moser to liczba 2 otoczona mega-katem.

Skonstruujmy inng serie¢ wielkich liczb. Dla dowolnych liczb naturalnych
b i n przyjmijmy
(b,1,n)=b+b+...4b=bOn.
—_— ——

n razy

Oczywiscie znaczek () zastegpuje tu znak mnozenia.
Dla k > 2 przyjmijmy
(byk,n)=b@bE ... b=b®n,

n razy

umawiajac sie, ze dzialania wykonujemy ,od tylu” (tzn. od prawej
do lewej). Jak za pomoca liczb (b, k,n) oszacowaé z dotu i z gory liczbe
mega i moser? A moze skonstruujecie inne liczby, ktore przydadza sie
w szacunkach?
Przemystaw PANEK i W. S.



Medalisci Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki w latach 1978-2001

1978

medal Zloty Pawel Domanski (Poznan) Liczby Fibonacciego
medal Srebrny Urszula Bach (Wodzistaw Slaski) Réwnania
rézniczkowe 1 niektére ich zastosowania w fizyce

medal Brazowy Bogustawa Grzywacz (Wroctaw) Przeksztalcenie
afiniczne plaszczyzny na plaszczyzne w ujeciu analitycznym

1979

Z Dorota Kuchta i Piotr Ponikowski (XIV LO we Wroctawiu)
Réwnania diofantyczne pierwszego stopnia

S Marek Kubowicz (V LO w Krakowie) Réwnania funkcyjne
B Anna Brzezinska (III LO we Wroctawiu) Nierédwnosci @ ich
zastosowania

1980

Z Zbigniew Jelonek (II LO w Krakowie) Pewna analogia

S Robert Cozas (V LO w Krakowie) Pewne réwnania rekurencyjne
i ich zastosowanie w teorit ulamkéw lancuchowych

B Waldemar Hotubowski (LO w Mystowicach) Inwersja

1981

Z Jarostaw Wréblewski (XIV LO we Wroctawiu) Wokél kongruencgi
w pierscieniu liczb algebraicznych calkowitych

S Jacek Rzeznikowski (I LO w Bydgoszczy) Elementy geometrii
metrycznej

B Elzbieta Ziarko (LE w Wieliczce) Metryka miejska i jej
konsekwencje w planimetrii

1982

Z Mariusz Skalba (IV LO w Kro$nie) O pewnym problemie

z elementarnej teorti liczb

S Janusz Kalinowski (XIV LO we Wroctawiu) Powierzchnie stopnia
drugiego i rysowanie kwadryk za pomocqg komputera WANG 2200T
B Mirostaw Matlega (TB w Cieszynie) Rozcigcia powierzchni
jednostronnych

1983

Z Jacek Kaleta (LO w Swidnicy) Twierdzenie o pewnej szczegolnej
metodzie calkowania

S Wojciech Watecki (XIV LO w Warszawie) O blonach mydlanych
B Henryk Lukomski (ZSZ w Gliwicach) Negacje liczb n-cyfrowych
oraz otrzymywanie wynikéw negacji w ukladzie dziesigtkowym bez
zamiany na uklad dwiéjkowy

1984

Z Michal Wojciechowski (XIV LO w Warszawie) O pewnym
rozkladzie figur Srodkowo symetrycznych

S Bogdan Pelc (LO w Mikolowie) Zastosowanie kongruencys

w znajdowaniu cech podzielnosci w dowolnym ukladzie liczbowym
B Joanna Karwowska (XX LO w Krakowie) Potegowanie macierzy
czwornikéw

1985

Z Piotr Hajtasz (XIV LO w Warszawie) O pewnej metodzie
dowodzenia nieréwnosci

S Bogdan Pelc (LO w Mikolowie) O pewnym niezmienniku
topologicznym wielo$cianéw w przestrzeni n-wymaiarowej

1986
Z Piotr Jedrzejewicz (Torun) O pewnych wlasnosciach przestrzeni
euklidesowych

1987

Z Andrzej Zuk (IIT LO we Wroctawiu) Opis izometrii wybranych
przestrzeni metrycznych

B Lucyna Dziedzic (LO w Dzialdowie) Teoria glodnej kozy

1988

Z Andrzej Daniluk (V LO w Krakowie) O pewnych
przeksztalceniach plaszczyzny

S Adam Czornik (I LO w Bytomiu) Twierdzenia Steinera
i Mascheroniego

1989

Z Krzysztof Oleszkiewicz (LX LO w Warszawie) Skaczqc po
stozkowych

S Rafal Kapelko (III LO we Wrocltawiu) Rachunek rézniczkowy
i catkowy funkcji zmiennej naturalnej

B Katarzyna Tréjca (I LO w Bytomiu) Granica zlozenia funkcji

Vi

1990 — konkurs nie zostal ogloszony

1991

Z Marcin Kasperski (IX LO w Warszawie) 27 zbioréw wypuklych bez
Srodka symetrii

S Grzegorz Zwara (IV LO w Toruniu) Wispélne punkty stale
wielomianéw komutujgcych

B Malgorzata S¢k (ZSZ w Wieliczce) Lamane spiralne

1992

Z Marek Pycia (I LO w Bielsku-Bialej) Pewne nieréwnosci
funkcyjne

B Krystian Witkowski (V LO w Krakowie) O pewnych ciggach
rekurencyjnych

1993
S Ilona Kroélak (LO Carolinum w Nysie) Symbol Newtona — inaczej
B Roman Wencel (TElek. w Opolu) Czytajac Sierpiriskiego

1994

S Piotr Wojciech Sniady (XIV LO we Wroctawiu) Geometryczne
dowody twierdzen dotyczgcych ulamkéw Fareya

B Piotr Matusiewicz (THut.-Mech. w Ostrowcu Swigtokrzyskim)
Ilustracja geometryczna najczesciej spotykanych Srednich
algebraicznych

1995

Z Tomasz Osman (I LO w Kielcach) Wielowymiarowe uwogélnienie
twierdzenia Bezouta

S Krzysztof Krupinski (I LO w Jeleniej Gérze) i Karol Tokarczyk
(XIV LO we Wroctawiu) Nakladanie si¢ wielu figur wewnatrz
wielokgtow

B Rafal Lochowski (ZSElek. w Radomiu) Zaleznosci miedzy
zbiezZnosSciq 1 rozbieznosciq pewnych szeregéw

1996

Z Michal Stukow (I LO w Gdansku) Krétka historia dowodu
pewnego twierdzenia

S Adam Osgkowski (XIV LO w Warszawie) Zastosowanie liczb
zespolonych w zadaniach geometrycznych

B Tomasz Kowalski i Artur Wirowski (I LO w Lodzi) Cechy
podzielnosci liczb

1997

Z Grzegorz Kapustka i Michal Kapustka (V LO w Krakowie)

O pewnych wlasnos$ciach parzystokatéow wpisanych i opisanych

na okregach

B Maciej Mostowski (XIV LO w Warszawie) O wielomianach
przyjmujacych w liczbach calkowitych wartosci bedqace kwadratamsi
liczb calkowitych

1998

S Michat Slgzak i Michat Tkacz (V LO w Krakowie) Sfera dwunastu
punktéw

B Jakub Gismatullin (XIV LO we Wroctawiu) O pewnych
wlasnodciach sumy cyfr

1999

Z Jakub Onufry Wojtaszczyk (XIV LO w Warszawie) O liczbie
podzialéw wielokqgta wypuklego na réwnolegloboki

S Lukasz Kaminski i Pawel Rochman (IV LO w Toruniu) Sumy
ze wspolczynnikami Newtona

2000

S Piotr Sulich (II LO w Olkuszu) Obrét o kaqt na plaszczyznie:
zastosowania © wlasnosci

S Mirostaw Zwiryn (XXVI LO w Lodzi) Wstep do teorii
macierzy nD

2001

Z Juliusz Jablecki (III LO we Wroctawiu) O pewnym réwnaniu
funkcyjnym

S Piotr Sulich (IIT LO w Olkuszu) i Maciej Zakarczemny (I LO

w Opolu) Analogia ciggu Fibonacciego i dowolnych rekurencyi
lintowych

B Lukasz Brzyski (XII LO w Krakowie) Prosta Eulera i jej
wlasnosci

B Jan Kowal (ZSMech.-Elek. w Zywcu) Nie tylko cyrklem i linijkq



Rezultaty niektéorych zwycieskich prac

Zbigniew Jelonek, Pewna analogia

Stozek to zbidr prostych majacych wspdlny punkt
(lub kierunek) i przecinajacych pewna krzywa

stopnia 2; stozek dualny to zbiér plaszczyzn majacych
wspOlny punkt (lub kierunek) i stycznych do pewnej
krzywej stopnia 2. Wspoélstozkowosé oznacza nalezenie
do tego samego stozka. W pracy podane sa analityczne
warunki na to, by széstka prostych (plaszczyzn) byla
wspolstozkowa. Wynika z tego wiele geometrycznych
faktéw, np.: elipsoida jest sfera wtedy i tylko

wtedy, gdy istnieje 6 ptaszczyzn wspodlstozkowych
przechodzacych przez jej srodek i wycinajacych z niej
przekroje o réwnych polach.

Jarostaw Wréblewski, Wokdl kongruencyi
w piercieniu liczb algebraicznych catkowitych

Liczby algebraiczne catkowite to pierwiastki
wielomianéw

"+ ep1z" ez + oo,
gdzie ¢; sa catkowite; zbior tych liczb oznaczmy
przez A. Zbiér liczb postaci a1p + az\/p+ ...+ an 3/p,
gdzie a; sa catkowite, oznaczmy przez Q). Dla a € A
zapiszemy a € (b1, ..., b,)modp, gdy (a —b1) - ...
... (a—=0by) € Q. Gléwny wynik pracy to twierdzenie
jesli a1, ag € A oraz ay € (by,..., by)modp
ias € (di,..., d,)modp, to
(1) a1 +az € (b; + dj) mod p
(b; + d; to uklad zlozony ze wszystkich mozliwych sum
tej postaci dla 1 <4, j < n);
(2) a1 - a2 € (b; - dj) mod p;
co pociaga za soba
(3) dla dowolnego wielomianu W (x, y)
o wspolczynnikach catkowitych
W (a1, az) € W(b;, d;) mod p.
Wynika z tego wiele konsekwencji, w szczegdlnosci np.
liczba (\/6 + \/E)l%o + (\/6' — V/19)1980 jest liczba

catkowita, ktorej ostatnia cyfra jest 2.

Mariusz Skalba, O pewnym problemie z elementarnej
teorii liczb

W pracy znajduje sie ulepszenie dowodu Andrzeja
Schinzla twierdzenia, ze 7 jest jedyna liczba pierwsza
spelniajaca, przy naturalnych x i y, réwnanie

p= (22" —-1)/T=2y* -1
(patrz W. Sierpinski, Teoria liczb cz. II) oraz
uogélnienie tego faktu, a mianowicie
Dla i = 1, 2 tréjmiany kwadratowe f;(x) majg
wspotczynniki wymierne; A; to ich wyrézniki, a A;
to wspdlczynniki przy x2. Jesli A1y jest kwadratem
liczby wymiernej oraz A1As — A Ay # 0, to istnieje co
najwyzej skonczenie wiele takich liczb pierwszych p, Ze
p = fi(z) = fa(y) dla pewnych x, y calkowitych.

Ponadto podany zostal tez algorytm znajdowania
wszystkich tych liczb pierwszych.
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Michal Wojciechowski, O pewnym rozkladzie figur
Srodkowo symetrycznych

Praca powstata z okazji zamieszczonego

w Wiadomosciach Matematycznych t. XXIII.I zadania:
Udowodnic, Ze jezeli F' jest plaskq figurg ograniczong,
majgcq Srodek symetrii nalezgcy do niej, to nie mozna
jej roztozyé ma dwie rozlgezne figury przystajgce.

Praca zawiera kontrprzyktady, a wiec przyktady
figur spelniajacych zalozenia i dajacych sie roztozyé
na figury przystajace, a nawet spelniajace dodatkowe
warunki, jak sp6jnosé czy przeliczalno$é. W dalszej
czesci pracy jest dowdd, ze gdy zazadamy, aby

czesci, na ktore dzielimy, byly nie tylko przystajace,
ale jeszcze srodkowo symetryczne, to podzial bedzie
juz niemozliwy.

Krzysztof Oleszkiewicz, Skaczqc po stozkowych

Praca poswiecona jest poszukiwaniu punktéw
kratowych na stozkowych danych réwnaniami
z? —kay+y? — k=0,
gdzie k jest ustalong liczba calkowita. Podstawowym
spostrzezeniem jest fakt, ze gdy punkt (a, b) lezy
na tej stozkowej, to leza na niej réwniez punkty
(kb—a, b) i (a, ka —b), co — gdy jeden z punktéw
jest kratowy — pozwala znajdowac¢ dalsze takie
punkty. Wszystkie znalezione przez powtarzanie tego
spostrzezenia punkty to trajektoria punktu (a, b).
Uzyskany wynik jest nastepujacy:
e gdy |k| < 2, punkty kratowe istnieja tylko
dla k =0 (jeden, (0, 0)) i dla k =1 (cztery,
(Oa 1)’ (1’ O)a (Oa _1)a (_1’ 0))
e gdy k > 3, punkty kratowe istnieja tylko dla &
bedacego kwadratem liczby naturalnej i wtedy kazdy
z nich nalezy do trajektorii pewnego z punktéw
(Oa \/E)a (\/Ea 0)’ (0’ _\/E)’ (_\/Ea 0)'
e ogdy k < —3, punkty kratowe istnieja tylko dla
k = —b; sa to wowczas punkty z wszystkich
trajektorii nastepujacych osmiu punktéw
(L 72)) (717 2)7 (72, 1)a (2771)7 (L 73)) (717 3)7
(=3, 1), (3, —-1).

Marek Pycia, Pewne nieréwnosci funkcyjne

Nieréwnosé funkeyjna to problem znalezienia
wszystkich funkcji, ktore spelniaja dla wszystkich
swoich argumentéw dana nieréwnoéc¢. W pracy
rozwazana byla nieré6wnosé

af(s) + BF(t) < flas+bt),
gdzie f: (0, o) — (0, 00), stale o, 3, a, b sa dodatnie
ia<1<b. Bylo to uogdlnienie znanego (od niedawna)
wyniku dla a = a i 8 = b. Podstawowy rezultat pracy
to stwierdzenie: jesli ta nieréwnosé ma rozwigzanie
niezerowe, to ma rozwigzanie potegowe. Pozwolito
to na opisanie klas rozwiazan tej, jak tez przeciwnej
nieréwnosci.



Konkurs Prac Mlodych Naukowcéw organizowany przez Komisje Europejska

Polskie jury kwalifikujace prace

do Konkursu Prac Mtodych
Naukowcéw jest akredytowane przy
Krajowym Funduszu na rzecz Dzieci,
ul. Chocimska 14, 00-791 Warszawa.

Zaleca sig, aby proponowana praca byla
zakwalifikowana przez odpowiedzialng

instytucje naukowa, albo byla laureatka
powaznego konkursu, jak nasz KUPzM.

Od 1989 roku Komisja Europejska organizuje Konkurs Prac Mlodych
Naukowcéw, obejmujacy wszystkie dziedziny nauk Scistych i przyrodniczych.
Konkurs polega na wspolzawodnictwie napisanych wczesniej prac uczestnikdw.
Szanse na nagrody maja prace stanowiace kompletne rozwiazanie ciekawego
zagadnienia. Na konkurs trafiaja, oczywiscie, prace o rozmaitym poziomie,
jednakze zdobywcy nagréd prezentuja dziela na poziomie (co najmniej) niezlej
polskiej pracy magisterskiej. Stanowi to powazne wyzwanie dla ewentualnych
polskich uczestnikow. Polska bowiem ma prawo wysylaé¢ na Konkurs swoich
reprezentantéw (w liczbie trzech) od 1995 roku. W krajach Unii Europejskiej
konkurs ma bardzo duza range: zdobycie nagrody w Konkursie jest cenione
wyzej niz laury miedzynarodowych Olimpiad. Range konkursu zapewnia

z jednej strony wysoki poziom nagradzanych prac, z drugiej — Jury ztozone

z wybitnych naukowcéw. Nie bez znaczenia sa wysokie nagrody (nie liczac
wyrdznien): trzy pierwsze po 5000 euro, trzy drugie po 3000 euro oraz szes$é
trzecich po 1500 euro.

Polska czterokrotnie wsréd prac zglaszanych na Konkurs wystala prace
matematyczne. Wszystkie cztery razy autorzy prac zostali nagrodzeni.

W roku 1995, w Newcastle, Marcin Kowalczyk i Marcin Sawicki wywalczyli
trzecia nagrode za prace Sila zbioru. W pracy tej przedstawili oryginalna
koncepcje wprowadzenia nowego pojecia (wlasdnie tytulowej sily), ktére uogdlnia
powszechnie uzywane sposoby charakteryzowania zbiordw: moc, charakterystyke
Eulera, wymiar i miare (wzglednie prawdopodobiefistwo). Pojecie to pozwala
przyporzadkowywaé zbiorom wielomiany, ktérych badanie pozwala uzyskaé
informacje o zbiorach, ktérym zostaly przyporzadkowane (Delta 3/1997).

W 1996 roku, w Helsinkach, Tomasz Osman i Maciej Kurowski zdobyli druga
nagrode za prace Wielowymiarowe uogdlnienie twierdzenia Bezout, ktora
stanowila poszerzenie pracy, za ktora pierwszy z autoréw uzyskal w 1995 roku
zloty medal na naszym Konkursie Uczniowskich Prac z Matematyki. Rezultat,
w uproszczeniu, jest nastepujacy. Jesli wielomian n zmiennych rzeczywistych
W1 jest nierozkladalny (tzn. nie jest iloczynem dwoch innych nizszego stopnia)
oraz przyjmuje zaréwno wartoéci dodatnie, jak i ujemne, a wielomian W5 zeruje
sie wszedzie tam, gdzie zeruje si¢ Wi, to wtedy wielomian Wy dzieli si¢ bez
reszty przez wielomian Wp. Dowéd wymagal zaawansowanych rozwazan natury
topologicznej (Delta 3/1996).

W 1998 roku, w Porto, Grzegorz i Michal Kapustkowie zdobyli trzecia nagrode
za prace O pewnych wlasnosciach parzystokgtow wpisanych i opisanych

na okregach (zloty medal naszego KUPzM w 1997 roku). Gléwny wynik pracy
to twierdzenie, ze proste laczace przeciwlegte boki parzystokata wpisanego

w pewien okrag i, rownocze$nie, opisanego na innym przecinaja sie¢ w jednym
punkcie, a punkty przeciecia prostych zawierajacych przeciwlegle boki

leza na jednej prostej. Kluczowy krok dowodu to stwierdzenie, ze dowolny
parzystokat wpisany i opisany na elipsach wspélsrodkowych jest symetryczny
wzgledem ich $rodka (Delta 4/1998).

W 2000 roku, w Amsterdamie, Jakub Onufry Wojtaszczyk zdobyt

wyréznienie (tygodniowa praktyka w obserwatorium astronomicznycm

na Wyspach Kanaryjskich) za prace O liczbie podziatéw wielokgta wypuklego

na réwnolegloboki (ztoty medal w naszym KUPzM w 1999 roku). Gléwnym
rezultatem pracy jest oszacowanie, na ile réznych sposobéw mozna podzielié
2n-kat foremny na romby. Wykorzystywane do tego jest wprowadzone przez
Piotra Przytyckiego, kolege autora, pojecie nici: ciagu stykajacych sie bokami
rombow podziatu taczacych przeciwlegle boki dzielonego wielokata. Oszacowanie
dolne autor uzyskuje przez spostrzezenie, ze n — 1 nici mozna uzupetnié¢ n-ta

na (5) + 1 sposobow. Oszacowanie gérne to n(3)/2 (Delta 3/2000).

Warto podkredli¢, ze wszystkie prace matematyczne, jakie zostaly nagrodzone
w Konkursie prowadzonym przez Komisje Europejska, pochodzily z Polski.
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