SPIS TRESCI
NUMERU 12 (343)

Linie geodezyjne
Tomasz Kwast

Zadania

O $rednich i wariancjach
Marek W. Gutowski

Turniej Mtodych
Fizykéw 2003

Wszystko ze sznurka
Marek Kordos

Matla Delta

Komputer, czlowiek, pies. ..
Michal Szurek

Butelka Kleina
Lok Agnesi
Aktualnosci
Klub 44

Patrz w niebo
Grudzien

Gammalimatias

W nastepnym numerze:

Twierdzenie-wytrych

str. 6

str. 8

str.10

str.13

str.13

str.14

str.15

str.16

str.16

str.17

,Delta” — matematyczno-fizyczno-astronomiczny miesiecznik popularny
Polskiego Towarzystwa Matematycznego, Polskiego Towarzystwa Fizycznego
i Polskiego Towarzystwa Astronomicznego,

wydawany przy poparciu Ministerstwa Edukacji Narodowej i Sportu.
Wydanie publikacji dofinansowane przez Komitet Badan Naukowych.

Komitet Redakcyjny:

Andrzej Bialynicki-Birula, Bogdan Cichocki — wiceprzewodniczacy,

Krzysztof Ciesielski, Jan A. Gaj, Piotr Goldstein, Andrzej Hrynkiewicz,
Wiestaw A. Kaminski, Marta Kicinska-Habior, Zbigniew Marciniak,
Krzysztof Maslanka, Janusz Matkowski, Andrzej Makowski, Zdzistaw Pogoda,
Michat Rézyczka, Konrad Rudnicki, Grzegorz Sitarski, Andrzej Woszczyk,
Wiestaw Zelazko — przewodniczacy.

Redaguje kolegium w sktadzie:

Wiktor Bartol, Krzysztof Biesaga, Ewa Czuchry, Krystyna Kordos — sekr. red.,
Marek Kordos — red. nacz., Tomasz Kwast, Anna Ludwicka, Urszula Marciniak,
Anna Rudnik, Witold Sadowski, Joanna Udalska, Piotr Zalewski — z-ca red. nacz.
Oktadki i ilustracje: Anna Ludwicka Rysunki techniczne: Marcin Adamski

Adres Redakcji: ul. Smyczkowa 5/7, 02-678 Warszawa, tel. 853-59-61, 55-33-216.
Sklad systemem TEX wykonala Redakcja, e-mail: BARTOL@MIMUW.EDU.PL
Wydrukowano w Drukarni Naukowo-Technicznej S.A. w Warszawie, ul. Minska 65.

WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 834-65-21)

Whplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesigca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesiace.
Cena jednego numeru w 2003 roku wynosi 4 zl. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie
okresu prenumeraty.

W prenumeracie zagranicznej (tez przez okres co najmniej trzech miesiecy)
cena numeru w 2003 r. wynosi 8 zt. W przypadku zyczenia dostawy droga lotnicza
odpowiednia doptlate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS
funduje dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO BP SA I O/W-wa, nr 30 10201013 122640143

WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u

1. Wplaty na prenumerat¢ przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.

2. Cena prenumeraty na II kwartal 2003 r. wynosi 12 zl.

3. Wplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju jednostki kolportazowe
»Ruch” S.A. wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora.

4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice: cena prenumeraty +
rzeczywiste koszty wysytki. Zlecenia na prenumerate dewizowa, przyjmowane
od oséb zamieszkalych za granica, realizowane sa od dowolnego numeru.

Whptlaty przyjmuje Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy ,RUCH” SA na konto:
Pekao SA IV O/W-wa 12401053-40060347-2700-401112-001 lub kasa Oddziatu.
5. Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela
»~RUCH” SA OKDP, 00-958 Warszawa, skrytka pocztowa 12, ul. Jana
Kazimierza 31/33, lub telefonicznie: (22) 5328-731, 5328-820, 5328-816, fax:
5328-732, internet: www.ruch.pol.pl, e-mail: prenumerata@okdp.ruch.com.pl
6. Terminy przyjmowania wplat na prenumerate krajows i zagraniczng

do 5 XII —nal kwartal roku nastepnego,
do 5III  —nall kwartal roku biezacego,
do 5 VI —nalll kwartat roku biezacego,
do 5IX —nalV kwartat roku biezacego.

Numery archiwalne (od 1986 r.) mozna nabyé w Redakeji osobiscie lub listownie;
wyboér artykutéw archiwalnych: http://www.wiw.pl

Wybér artykutéw w jezyku angielskim: http://www.mimuw.edu.pl/delta/
Internetowa wersja Malej Delty: http://eduseek.ids.pl/delta/

Wydawca: Uniwersytet Warszawski Cena 1 egzemplarza 4 zt



Linie geodezyjne
Tomasz KWAST

Kazdy ma zapewne jakis intuicyjny poglad na to, co to jest linia prosta.
Oczywista cecha prostej jest m.in. to, ze jej fragment, wyznaczony przez dwa
punkty, jest najkrotsza linia taczaca te punkty. A czy linia najkrétsza musi by¢
linia prosta? Okazuje sie, ze niekoniecznie, a zalezy to od przestrzeni, ktérej to
pytanie dotyczy. W przestrzeni euklidesowej jedna z wymienionych wtasnosci
linii pociaga za sobg nieuchronnie druga. Ale jezeli przestrzenia jest np. sfera, to
najkrétsza linia taczaca lezace na niej dwa punkty (i lezaca w calodci na sferze
— to bardzo wazne!) — obrazowana przez naciagnieta miedzy tymi punktami
gumke — jest w oczywisty sposéb tukiem kola wielkiego. Rzecz jednak w tym, ze
jest ona tukiem z punktu widzenia obserwatora zewnetrznego, niemieszkajacego
w omawianej przestrzeni, tzn. na sferze. Dla mieszkanica sfery (plaszczaka) jest
ona linig ,prosta” w tym wladnie sensie, ze jest najkrotsza. Takie najkrotsze
linie, bedace uogdlnieniem linii prostych znanych z zycia codziennego, nazywaja
si¢ liniami geodezyjnymi.

Znamy jednak bardziej ztosliwe przestrzenie. Dwa punkty na powierzchni
bocznej walca mozna polaczyé symboliczna gumka, czyli linia geodezyjna,
na dowolnie wiele sposobdw, bo mozna ja poprowadzi¢ rzeczywisdcie na oko
najkrotsza droga od jednego punktu do drugiego, albo opasawszy po drodze
walec dowolna liczbe razy (chyba ze oba punkty leza na okregu, ktérego
plaszczyzna jest prostopadla do osi walca). Aby wiec nie klopotaé sie

tymi subtelnos$ciami, definiuje sie precyzyjniej lini¢ geodezyjna jako linie
lokalnie najkrétsza. Dodanie tego jednego stowa jest bardzo istotne, oznacza
ono bowiem, ze geodezyjna jest taka linia, ktérej kazdy tuk, taczacy dwa
dostatecznie bliskie punkty, jest tukiem najkrotszym.

Wedlug ogdlnej teorii wzglednosci (OTW) fizyczna przestrzen, w ktérej zyjemy,
mozna uwazaé za czterowymiarowy zbiér tzw. zdarzen, tj. punktéow, ktorych trzy
wspbélrzedne opisuja GDZIE cos sie stalo, a czwarta wspolrzedna okresla KIEDY
to sie stalo. Ta czterowymiarowa czasoprzestrzen nie jest euklidesowa, lecz
powyginana przez znajdujace sie w niej masy. Genialno$¢ OTW polega m.in.

na tym, ze pozwolila zastapi¢ mechanike przez geometrie. Na przyktad ruch
sondy kosmicznej pod wplywem sit grawitacji stonecznej w zwyklej przestrzeni
trojwymiarowej to ruch po linii geodezyjnej w czasoprzestrzeni powyginanej
przez obecne w niej Stonce. W OTW nie méwi sie o sitach, a sonda porusza sie
bezwladnie po linii geodezyjnej.

Czasoprzestrzen ma pewng oryginalna ceche: linia geodezyjna laczaca dwa
punkty czasoprzestrzeni (zdarzenia) moze nie odpowiadaé¢ zadnej fizycznej
trajektorii czegokolwiek. Na przyktad po linii geodezyjnej taczacej zdarzenia
swystrzelenie sondy z Ziemi dzi§” i ,ladowanie sondy na Marsie za p6t roku”
moze odby¢ podréz statek kosmiczny. Niemozliwa jest natomiast podréz po linii
taczacej zdarzenia ,wystrzelenie sondy z Ziemi dzi$ o godz. 12:00” i ,ladowanie
sondy na Marsie dzi$ o godz. 12:01”, gdyz nie da sie pokonaé¢ odleglosci Marsa
od Ziemi w ciggu minuty. Sonda moze lecie¢ do Marsa na rézne sposoby

(po réznych torach i w réznym czasie, czyli po rozmaitych liniach geodezyjnych),
ale $wiatlo (poza szczegdlnymi przypadkami, patrz nizej) nie ma wyboru: droge
z Ziemi na Marsa (przy ustalonej konfiguracji planet) pokonuje tylko ze $cisle
okreslona predkoscia ¢, ani szybciej, ani wolniej, i po jedynym mozliwym torze.
Moéwi sie, ze fotony poruszaja sie po zerowych liniach geodezyjnych.

Tréjwymiarowy tor promienia Swietlnego (czyli tréjwymiarowa cze$é zerowej
linii geodezyjnej zyjacej w czterowymiarowe]j czasoprzestrzeni) to naturalny
model linii prostej. Okazuje sie, ze takich linii ,,prostych” moze przez dwa
punkty w przestrzeni tréjwymiarowej przechodzi¢ kilka. Niech miedzy odlegtym
kwazarem a obserwatorem znajduje si¢ jakas galaktyka. Zakrzywia ona w swoim
sasiedztwie czasoprzestrzen tak, ze fotony wystane z kwazara moga osiagnac
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Ziemie po réznych torach tréjwymiarowych (rysunek) — na ogdl tez w réznym
czasie, ale to juz inna sprawa.

Kwazar —
zrodlo Swiatla === - - - - e[ ] - m e T T
i jego obrazy

Obserwator

Galaktyka —
soczewka,

Galaktyka dziata wiec jak soczewka, dlatego nazywa sie to zjawisko
soczewkowaniem grawitacyjnym. Taka grawitacyjna soczewka jest zazwyczaj
bardzo zlej jako$ci — zamiast powiekszonego kwazara obserwator widzi albo jego
znieksztalcony obraz, albo kilka $§wietlnych plamek na przedtuzeniach promieni
wpadajacych do oka, a zalezy to od rozkladu masy w galaktyce soczewkujacej

i od wzajemnego ustawienia kwazara, galaktyki i obserwatora. Na przyktad
obrazem kwazara moze stac si¢ Swietlny tuk ze zdjecia obok.

Uginanie $wiatta przez soczewke grawitacyjna tak na oko przypomina zwyczajne
ugiecie toru czastki przelatujacej z predkoscia swiatta w poblizu galaktyki
grajacej role soczewki. Jednak jezeli nawet zapomnieé, ze fotony nie maja

masy, to mechanika klasyczna zastosowana do tego przypadku daje zty wynik
iloéciowy, gdyz odchylenie toru takiej czastki jest inne niz ugiecie promienia
$wietlnego, ktére zostalo juz dawno zmierzone obserwacyjnie (Delta 5/1982)

i ktore zgadza sie z przewidywaniami OTW. Tak wiec soczewkowanie
grawitacyjne to naprawde skutek ugiecia przestrzeni.

Nieustajacy konkurs Wirtualnego Wszechswiata i Delty!
Rozwiaz w grudniu styczniowe zadanie z myszka i wygraj ksiazke z Wydawnictwa Prészynski i S-ka.

Wiecej informacji: http://www.wiw.pl/delta/konkurs

. Redaguje Mikolaj ROTKIEWICZ
m Zadania 7 /
M 1009. Czy jedynym rozwiazaniem réwnania 1% + 2% + ... + 2% = y¥

w liczbach naturalnych jest x =1, y = 17
Rozwiazanie na str. 16

M 1010. Wykazaé, ze réwnanie 23 + y* = 25 ma nieskonczenie wiele rozwigzan
w liczbach naturalnych z,y, 2.
Rozwiazanie na str. 16

2 .3 5
M 1011. Znalezé wszystkie k, I, m spelniajace 22 +3% =5 .
Rozwiazanie na str. 10 o T =~

k razy [ razy m razy

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 585. Z jaka predko$cia zacznie sie wdziera¢ powietrze do banki zarowki
prézniowej, w ktdrej zrobiono maly otwér? Gestosé powietrza pg = 1,29 g/ dm®.
Rozwiazanie na str. 5

F 586. Na woézku mogacym poruszaé sie poziomo (tarcie pomijamy)
umieszczono otwarte od géry naczynie, w ktorego tylnej ciance znajdowatl sie
maly otworek. Calo$é wystawiono na réwnomiernie padajacy deszcz w czasie
bezwietrznej pogody. Po pewnym czasie poziom wody ustalil sie, a wozek
poruszal si¢ ze stalg predkoscia v. Na jakiej gtebokosci znajdowal sie wtedy
otworek?

Rozwiazanie na str. 10
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O Srednich i wariancjach
Marek W. GUTOWSKI

Wyniki pomiaréw

W szkole uczymy sie, ze lepszy wynik uzyskamy, gdy zamiast pojedynczego
pomiaru wykonamy cala ich serie, a za koncowy rezultat uznamy srednia
arytmetyczna indywidualnych pomiaréw. Dodatkows zalety tej procedury jest
mozliwo$é oszacowania niepewnosci pomiarowych (rozrzutu), zwanych dawniej
bledami pomiaréw. W szkole, ale i w prawdziwych laboratoriach badawczych,
zwykle wykonujemy pomiary w kilkuosobowych zespotach. Okazuje sie, ze
odczytywanie tego samego wyniku przez rézne osoby niekoniecznie daje takie
same rezultaty. Procedura usredniania, jak mozna podejrzewaé, powinna w jakis
sposob przyczyniaé sie do tego, aby rezultat koncowy byl mozliwie obiektywny,
tj. mozliwie najbardziej zblizony do wartosci prawdziwej. Pachnie to jednak
troche poznawaniem praw Przyrody za pomoca glosowania.

Zmienne losowe i centralne twierdzenie graniczne

Wyobrazmy sobie nastepujace zadanie: policzy¢ karpie
w stawie hodowlanym. Zeby wykonaé je rzetelnie,
nalezaloby spusci¢ wode ze stawu, ,,odcedzi¢”

karpie, policzy¢ je, a w koncu przywrdcié stan
poprzedni. Takie postepowanie mogloby bardzo
zaszkodzi¢ naszej hodowli, nie méwiac juz o kosztach
jej przeprowadzenia (no i gdzie przechowaé te
wode?). Musimy wiec uciec sie do sztuczki: najpierw
wylawiamy pelng sie¢ ryb, a te, ktore sa karpiami,
specjalnie znakujemy. Wszystkie ztowione ryby
wpuszczamy z powrotem do stawu, a po pewnym
czasie, np. na drugi dzien, ponawiamy poléw

i sprawdzamy, jaki utamek wylowionych powtérnie
karpi stanowia te oznakowane. Na podstawie tych
danych oraz positkujac sie¢ hipoteza, ze ryby znaczone
dobrze wymieszaly sie¢ z pozostalymi, mozemy juz
oszacowac liczbe karpi w naszym stawie. Jesliby
jednak przyszto nam do gltowy wykonaé¢ podobny
pomiar kilka dni pézniej, a nawet w tym samym
czasie, lecz w innej czesci stawu, to otrzymalibySmy
inny wynik. Jesli tak, to ktéry z nich bylby poprawny?
Klopotliwe pytanie.

Wynik pomiaru jest zmienng losowq. Nawet, jesli
uwierzymy, ze od czasu znakowania do polowu
kontrolnego nie zmienila sie ilo$¢ karpi (zaden nie
zdechl, nic nie padlo tupem klusownikéw), to i tak
za kazdym razem mozemy uzyskaé¢ inny rezultat.
Sktada si¢ na to szereg czynnikéw, bedacych poza
naszg kontrola. Czujemy jednakze, czysto intuicyjnie,
ze $rednia 7z kilku pomiaréw da nam wynik blizszy
prawdy niz pomiar pojedynczy. Przez chwile darujmy
sobie uzasadniona, lecz kasdliwa uwage, ze ta srednia
moze okazac sie liczba niecatkowita. . .

Nasza intuicje znakomicie wzmacnia centralne
twierdzenie graniczne, bedace wybitnym

i niekwestionowanym osiggnieciem galezi matematyki
o nazwie rachunek prawdopodobienstwa. Orzeka ono,
ze jesli mamy ciag niezaleznych zmiennych losowych
X1, X9, X3,... 0 jednakowych rozktadach, ktoérych
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wartosci Srednie 1 wariancje istnieja (to znaczy maja
skonczona wartosé), to ciag nowych zmiennych
losowych

Y, =

> =

k
> Xi
i=1
($rednie arytmetyczne) ma granice. Zmienna losowa

Y = lim Y}
k—o0

ma przy tym wartos¢ $rednia réwna wartosci $redniej
zmiennej X;. Co wiecej, rozktad, do ktérego zdaza
ciag zmiennych Y}, jest gaussowski (normalny).
Zamiast X7 moglibyémy wypisa¢ nazwe ktorejkolwiek
ze zmiennych z rodziny X;, gdyz maja one identyczne
rozklady, a wiec takze wartodci sSrednie i wariancje.
Autor usilnie nalega, aby zwréci¢ uwage na zatozenie:
zmienne losowe X; maja mie¢ skonczone wartosci
$rednie i wariancje. Zalozenia twierdzenia mozna
oslabié¢, nie wymagajac, aby zmienne X; mialy
identyczne rozktady.

Przeklad centralnego twierdzenia granicznego na jezyk
zrozumialy dla eksperymentatoréw jest tatwy: srednia
arytmetyczna serii pomiaréw coraz lepiej odtwarza
rzeczywista wartosé srednia wielkosci mierzonej

w miare wzrostu liczby pomiaréow. Sa jednak dwa

haczyki:

e twierdzenie nie méwi nic o szybkosci zbieznosci,

e zbieznos¢ jest w sensie prawdopodobienstwa.
Oznacza to, ze w miare wzrostu k — liczby
indywidualnych pomiaréw — prawdopodobienstwo
duzych odchylen od prawdziwej wartosci sredniej
maleje do zera. Nie oznacza to w zadnym wypadku,
ze kazdy nowy pomiar zbliza nas do prawdziwej
wartosci Sredniej albo ze to zblizanie si¢ nastepuje
stale .z jednej strony”, tj. od dolu albo od gory;
moga, a nawet powinny, wystapi¢ zaktdcenia.

Mamy wiec problem: érednia z, powiedzmy,
10 pomiaréw wcale nie musi by¢ blizsza rzeczywistosci,



niz np. $rednia z 6 pomiaréw. To ile wlasciwie
pomiaréw powinnismy wykonaé¢? Dobra wskazdwke
daje nam tu drugie wazne twierdzenie rachunku
prawdopodobienstwa, mianowicie nier6wnos¢é
Czebyszewa, prawdziwa dla dowolnej zmiennej
losowej X, ktérej wartosé srednia (X)) i wariancja o
sa skoniczone:

2

2
o
P(IX—(X)|>a) <z dlaa>0.
Kladac a = no(X;) oraz przepisujac nieréwnosé
dla zmiennej losowej Y}, ktérej wariancja wynosi
o2 (X
02 (Yk) = (k 1) )

otrzymamy

P([Yy — (Y)| > no) < dla n > 0.

kn?
Niestety, ocena ta jest zwykle mocno pesymistyczna

i, co gorsza, nie daje sie poprawié¢, gdyz istnieja

takie zmienne losowe, dla ktérych powyzsza
nieréwnos¢ staje sie rownoscia. Jesli jednak
pracujemy ze zmiennymi X; o rozkladzie normalnym
(gaussowskim), to sytuacja jest o wiele lepsza.
Najczesciej jednak wcale nie mamy pewnosci, ze nasze
zmienne losowe maja rozklad normalny. . .

W naszym przykladzie z karpiami zalozenia
twierdzenia sg spelnione, prawdziwa musi wiec tez
by¢ teza. Ilo$¢ ryb jest tak naprawde ustalona, choé¢
nieznana, jest to wiec niezupelnie ,prawdziwa”
zmienna losowa (takie ,patologiczne” zmienne losowe
nazywamy deterministycznymi). My jednakze wcale
nie badamy bezposrednio ilosci ryb, lecz pewne
zmienne losowe bedace estymatorami tej wielkosci —
i do nich stosujemy centralne twierdzenie graniczne.

Estymatory

Wynik pomiaru, jak stwierdziliémy wczedniej,

jest zmienna losowa. Mozemy te zmienng nazwacé
estymatorem badanej wielkoéci fizycznej. Inna
metoda pomiaru tej samej wielkosci fizycznej albo
inna procedura przetwarzania surowych wynikéw

to jednoczeénie inny estymator. Chcialoby sie, zeby
estymator uzywany przez nas byt mozliwie najlepszy,
cokolwiek to znaczy. Tymczasem znane sa trzy
cechy, ktore charakteryzuja jako$é¢ estymatorow.
Dobry estymator powinien by¢ zgodny, nieobcigzony
i efektywny.

Omoéwimy te cechy kolejno:

e estymator jest zgodny, gdy w miare zwickszania
liczby pomiaréw jego warto$¢ srednia coraz lepiej
przybliza (w sensie prawdopodobienstwa) prawdziwa
wartosé. Srednia arytmetyczna jest (zazwyczaj)
takim estymatorem.

e estymator jest nieobcigzony, gdy szacuje badana
wielkos¢ raz z dolu, raz z géry — w sposob losowy.
Mozemy tez powiedzieé, ze estymator nieobciazony
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nie wprowadza niepewno$ci (dawniej: bleddw)
systematycznych.

e estymator jest efektywny, kiedy jego wariancja
jest niewielka. Estymator o najmniejszej mozliwej
wariancji nazywa sie najefektywniejszy.

Okazuje sie, ze znalezienie najefektywniejszego
estymatora, ktéry jednoczesnie bytby zgodny

i nieobciazony, nie zawsze jest mozliwe, mozna nawet
powiedzieé, ze zdarza sie raczej wyjatkowo.

Wykonujac dowolne pomiary fizyczne, jesteSmy
skazani na postugiwanie si¢ rozmaitymi estymatorami.
Nazywajac wartos¢ érednia estymatora wynikiem
pomiaru, i uznajac jednoczesnie, ze jego wariancja jest
jaka$ miara rozrzutu (albo jak kto woli: skupienia)
indywidualnych pomiaréw wokét tejze wartosci
$redniej, podajemy koncowy rezultat pomiarow

w formie (dyspersja o, zwana réwniez odchyleniem
standardowym, jest pierwiastkiem z wariancji, o2):

wynik + dyspersja.

Przypomina to do ztudzenia forme rekomendowana
przez 7 miedzynarodowych organizacji, w tym ISO:

wynik + niepewnodé pomiarowa.

Zbieznosé ta nie jest przypadkowa, rzeczywiscie przez
niepewno$¢ pomiarowa, jesli nie zaznaczono inaczej,
rozumie si¢ wlasnie odchylenie standardowe.

Pora na komentarze

Widzac (cudzy) wynik w podanej wyzej postaci,
nalezy go rozumie¢ w sensie probabilistycznym,

czyli mniej wiecej tak: wyniki (dostatecznie

wielu) pomiaréw gromadza sie przede wszystkim
wokot liczby podanej jako ,,wynik”, a ich rozrzut
scharakteryzowany jest przez ,dyspersje”. W zadnym
wypadku nie oznacza to, ze kazdy indywidualny wynik
pomiaru miescil sie w przedziale

[ wynik — dyspersja, wynik + dyspersja |

Czesto spotyka sie stwierdzenie, ze w tym przedziale
miesci sie ok. 68% wszystkich pomiaréw, co generalnie
takze nie jest prawdziwe. Osoba, ktéra tak twierdzi,
zaklada bowiem, ze zmienna losowa opisujaca wyniki
pomiaréw ma rozklad normalny, co najczesciej

mija si¢ z prawda. Wracajac do naszego przykladu

ze zliczaniem karpi: jesli przypuscimy, ze ilosé karpi

w stawie podlega rozktadowi normalnemu, to tym
samym godzimy si¢ na nastepujace nonsensy:

e prawdopodobienistwo tego, ze ilos¢ karpi miesci sie
w przedziale [1470,2, 1470,7] jest rézne od zera —
a powinno by¢ doktadnie réwne zeru,

e szansa, ze w stawie plywa ujemna ilos¢ karpi, takze
jest rézna od zera,

e najsSmieszniejsze jest to, iz prawdopodobienstwo
tego, ze w stawie znajduje si¢ jakakolwiek catkowita
ilog¢ karpi, jest zerowe!



Widzimy, ze model probabilistyczny wynikow
pomiaréw jest daleki od ideatlu. Wartosé liczbowa,
uznana przez nas za ,wynik”, nie jest prawdziwa,
wartoscig badanej wielkosci fizycznej, lecz jedynie
jej oszacowaniem (estymata), a konkretnie wartoscia
$rednig ze (skonczonej) serii wykonanych pomiaréw.
Podobnie ,dyspersja” jest dyspersja wynikéw w, jak
mowimy, pobranej prébie, a nie dyspersja badanej
wielkosci fizycznej.

Uzywajac modelu probabilistycznego potrafimy
odpowiadaé¢ na pytania w rodzaju: jaka jest szansa,
ze badana wielko$é naprawde miesci sie w przedziale
[x1, 22]? Powiedzmy, ze ta szansa jest réwna akurat
0,986. Czy taka odpowiedz rzeczywiscie nas zadowala?
Czy potrafimy w sposob obiektywny powiedzieé¢, czy
ta szansa jest duza czy mala? Pomy$lmy tylko, jaka
w XIII wieku byla szansa spotkania czlowieka, ktory
zgodzitby sie z twierdzeniem, ze Ziemia jest plaska?
7 pewnosciag wieksza niz 0,986, a jednak my dzis
wiemy na pewno, ze Ziemia nie jest plaska.

Fizyk powinien dobrze wiedzieé, co mierzy i jaka
procedura pomiarowa (i opracowania danych) jest
odpowiednia do postawionego zadania. Jesli chce
zastosowaé standardowa procedure usredniania
wynikow, to najpierw powinien sie upewnic,

czy ma to sens, to znaczy czy badana zmienna
losowa spelnia zalozenia centralnego twierdzenia
granicznego. Nawet jesli tak jest, to mimo wszystko
mozna si¢ natknaé¢ na nieoczekiwane komplikacje.
Przypuséémy, ze w prébcee piasku nalezy okreslié
$rednia wielko$¢ ziaren, ale przeznaczona do badania
probka zostala przygotowana w sposob ztoliwy,
przez staranne wymieszanie dwoch wyraznie réznych
rodzajow piasku, w nieréwnych ilo$ciach. Jesli

nie wezmiemy tego faktu pod uwage, a jedynie
mechanicznie wykonamy mroéwcza prace, to
otrzymamy wynik o niewyttumaczalnie wielkiej
dyspersji, np. pieciokrotnie wigkszej niz wartoscé
$rednia.

Czy to zawsze dziata?

Najgorsze zostawiliSmy na koniec. Niestety, zdarzaja si¢ przypadki, kiedy

procedura usredniania wielu pomiaréw najzwyczajniej zawodzi. Gdyby ktos

np. chcial bada¢ srednig dlugosé trasy pokonywanej przez albatrosa pomiedzy
ladowaniami, spotkalby sie z czyms niezwyklym. Zwykle albatros zeruje

w pewnej okolicy, ale od czasu do czasu wykonuje bardzo dtugie przeloty

do odlegtych wysp, przyznajmy, ze niekoniecznie dobrowolnie. Sledz@c Srednig
dlugosé trasy, wraz ze wzrostem numeru kolejnego przelotu zaobserwowaliby$my
w miare przyzwoite ,ustalanie si¢” jej wartosci sredniej. Jednorazowy dlugi
przelot potrafitby jednak wywrocié cala te statystyke do gory nogami.

Oczywiscie, czas zycia konkretnego albatrosa jest ograniczony, i chociazby
z tego powodu wykona on w swym zyciu jedynie skonczong liczbe lotéw. Nie ma

zatem problemu z wyliczeniem wartosci sSredniej i wariancji, obie musza okazaé
sie skonczone. Jesli jednak zamiast albatroséw zaczniemy obserwowaé trwate
obiekty z mikroswiata, w ktorym obowiazuja prawa mechaniki kwantowej, to
bedziemy mieli problem. Istnieja takie wielkosci fizyczne, dla ktérych wartosci
srednie albo wariancje zwyczajnie nie istnieja. Spotykamy je nie tylko wérod
zjawisk kwantowych, ale i klasycznych (up. turbulencje, przemiany fazowe),

a takze w innych, zgota nieoczekiwanych miejscach: w internecie czy na gietdzie.

Rozwigzanie zadania F 585.

Dla uproszczenia rozwazmy naczynie cylindryczne o przekroju S, przedzielone cienka $cianka,

po ktérej jednej stronie mamy p = 0, a po drugiej cisSnienie atmosferyczne p = pg. Praca wykonana

przez ci$nienie atmosferyczne to W = pgSAz,
a energia kinetyczna wdzierajacej si¢ masy

powietrza wynosi

FE. =
k 2

Z zasady zachowania energii W
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Turniej Mtlodych Fizykéw 2003

1. Ruch latawca. Podczas wietrznych dni widuje sie latawce
unoszace sie na wietrze. Czesto latawce mocowane na jednej
lince wykonuja ruchy po stabilnym torze o ksztalcie ésemki.
Dlaczego latawce poruszaja sie w taki sposéb? Czy istnieja inne
stabilne tory?

2. Krople wody. Zbadaj poruszanie sie kropel deszczu

na szybie okiennej.

3. Przezroczysta folia. Kawalek przezroczystej folii
polietylenowej, umieszczony na drukowanym tekscie, nie
utrudnia jego odczytania. W miare¢ zwigkszania odleglosci
miedzy folig a tekstem staje si¢ on coraz bardziej zamazany

i moze nawet przestaé¢ by¢ w ogdle czytelny. Zbadaj wlasciwosci
folii. Jakie parametry folii sa odpowiedzialne za to zjawisko?

4. Jaskrawe plamki. Wydmuchaj banke mydlang i umies¢ ja
na powierzchni cieczy lub na szklanej plytce. Przy oSwietleniu
stonecznym mozna na powierzchni banki zaobserwowadé jaskrawe
plamki. Zbadaj i wyjasnij to zjawisko.

5. Bable na miedzypowierzchni. Pewne ciecze daja

sie umiesci¢ jedna nad drugg z wyrazng granica rozdziatu.

Jesli ciecze réznia si¢ napieciem powierzchniowym, mozna
zaobserwowac ciekawe zjawisko. Wdmuchuj pecherzyki powietrza
o réznej wielkosci do dolnej cieczy i obserwuj ich zachowanie

w poblizu powierzchni rozdzielajacej ciecze. Zbadaj i wyjasnij
to zjawisko.

6. Zamarzanie napojéw. Podczas otwierania pojemnika

z zimnym (gazowanym) napojem zawarta w nim ciecz czasami
zamarza. Zbadaj istotne parametry i wyjasnij to zjawisko.

7. Drgajace pudetko. Wez pudetko i podziel je na szereg
malych przegrédek, poprzedzielanych niskimi Sciankami.
Rozmiesé¢ w przegréodkach pewna liczbe matych, stalowych
kuleczek. Gdy pudetko wprawi si¢ w pionowe drgania, kuleczki
beda niekiedy przeskakiwaé z jednej przegrodki do drugiej.

W zaleznos$ci od czestotliwosci i amplitudy drgan rozklad
kuleczek moze by¢ stabilny lub niestabilny. Zbadaj to zjawisko
i opracuj model dla jego wyjasnienia.

8. Maszyna cieplna. Zbuduj maszyne cieplng z rurki

w ksztalcie litery U, czeSciowo wypelnionej woda (lub inng
ciecza), w ktérej jedno z ramion rurki jest potaczone kawalkiem

weza z podgrzewanym zbiornikiem wypelnionym gazem,

a drugie ramie pozostaje otwarte. Wyprowadzenie cieczy

7 polozenia rownowagi moze spowodowac, ze zacznie ona drgad.
Od czego zalezy czestotliwosé tych drgan? Wyznacz diagram pV
dla gazu roboczego.

9. Upadajacy komin. Podczas upadania wysokich kominéw
obserwuje sie niekiedy, ze pekaja one na dwie czesci, zanim
upadna na ziemie. Zbadaj i wyjasnij to.

10. Wolframowa zaréwka. Opér wolframowego widkna
zarowki zalezy silnie od temperatury. Zbuduj i zademonstruj
urzadzenie wykorzystujace te wlasciwosé.

11. Rozpraszanie swiatla . Zbuduj optyczne urzadzenie

do pomiaru stezenia nierozpuszczalnej substancji w wodnym
roztworze koloidalnym. Wykorzystaj to urzadzenie do pomiaru
zawartosci ttuszczu w mleku.

12. Gotowane jajko. Zbuduj wiskozymetr torsyjny. Zastosuj
go do zbadania i wyjaénienia réznic wystepujacych miedzy
Hlepkimi” wlasciwosciami jaj kurzych, ktore zostaly ugotowane
do réznego stopnia twardosci.

13. Elektroosmoza. Opracuj urzadzenie, ktére bedzie osuszato
wilgotny piasek wykorzystujac napiecie elektryczne, ale bez
znaczacego grzania.

14. Wirujacy krazek. Opracuj optymalny sposéb rzutu krazka
Hrisbee”, aby uzyska¢ mozliwie jak najwiekszy zasieg. Wyjasnij
swoje opracowanie.

15. Wiry. Wykonaj pudetko, ktére ma otwér w przedniej
Sciance, a tylna scianke w postaci membrany. Uderzanie

w membrane powoduje powstawanie wiréw, rozchodzacych sie

z otworu. Zbadaj to zjawisko i wyjasnij, co zachodzi podczas
wzajemnego oddzialywania dwoch wirdw.

16. Dzbanek i 16d. Spotyka sie niekiedy argumentacje, ze aby
efektywnie chlodzié¢ dzbanek lodem, powinno si¢ 16d umiescié
nad nim. Ocen, w jakim stopniu ten sposéb jest bardziej
efektywny od umieszczania lodu pod dzbankiem.

17. Problem Prometeusza. Opisz i zademonstruj mechanizm
fizyczny, oparty na tarciu, ktéry umozliwial naszym przodkom
rozniecanie ognia. Ocen czas niezbedny do rozniecenia ognia tym
sposobem.

Turniej Mlodych Fizykéw to druzynowe zawody uczniéw szkot
$rednich organizowane pod auspicjami Polskiego Towarzystwa
Fizycznego jako impreza komplementarna do Olimpiady Fizycznej.
Turniej polega na opracowaniu rozwigzan zadan—probleméw i ich
przedstawieniu najpierw w formie pisemnej, a nastepnie w formie
referatéw i publicznej dyskusji nad przedstawionymi rozwigzaniami.
W zawodach turniejowych uczestniczg pigcioosobowe druzyny,

ale praca w szkole moze by¢ prowadzona przez liczniejsze zespotly.
Etap korespondencyjny (pisemny). Druzyny opracowuja
rozwiazania dowolnych dziesigciu zadan Turnieju Mlodych
Fizykéw 2003 i przesylaja je do wybranego przez siebie jednego

z dwoch regionalnych komitetéw organizacyjnych w terminie

do 15 lutego 2003 r. Jesli z danej szkoly uczestniczy w Turnieju
kilka druzyn, musza one wszystkie wybraé¢ ten sam komitet
regionalny. Rozwiazanie kazdego zadania powinno by¢ napisane
oddzielnie na papierze formatu A4 i nie przekraczaé 6 stron,
wliczajac w to rysunki i wykresy. Kazda praca powinna zawieraé
imi¢ i nazwisko autora (autoréw). Ponadto do rozwigzan nalezy
dolaczy¢ kartke z pelng nazwa i adresem szkoly, spisem wszystkich
czlonkéw druzyny (z podaniem ich klas) oraz imieniem i nazwiskiem
nauczyciela — opiekuna druzyny, powinna ona ponadto zawieraé
dane umozliwiajace szybkie przekazanie informacji o ewentualnym
zakwalifikowaniu si¢ do dalszych rozgrywek: adres poczty
elektronicznej, nr telefonu/telefaksu. Druzyny zakwalifikowane

do turnieju wlasciwego otrzymaja pelny tekst regulaminu
turniejowego.

Turniej wlasciwy ma charakter publiczny i polega na prezentacji
rozwiazan oraz dyskusji nad nimi. Kazda druzyna, a $cislej — jej
przedstawiciel, wystepuje kolejno w roli referenta (przedstawia
skrétowo wlasne rozwigzanie - jego gtéwne idee i konkluzje,
ewentualnie demonstruje do$wiadczenie, czas — 10 min.), oponenta
(analizuje krytycznie referat innej druzyny wytykajac wszystkie
stabe punkty, czas — 5 min.) oraz recenzenta (podkredla, co byto
najwazniejsze w referacie oraz najcelniejsze w krytyce oponenta,
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czas — 3 min.). Wystapienia podlegaja ocenie przez jury, w ktérym
zasiadaja m.in. pracownicy naukowi. Tematy zadan do referowania
sg kazdorazowo okreslane przez oponentéw. Druzyna referujaca moze
poprosi¢ o nowy temat najwyzej trzykrotnie podczas zawodow,
dalsze odmowy pociggaja za soba obnizenie punktacji (z tego
wzgledu druzyna startujaca w turnieju wlasciwym powinna by¢
przygotowana do przedstawienia rozwigzan wigcej niz dziesigciu
probleméw).

Zawody turniejowe (regionalne) odbedg sie 3 kwietnia

w Katowicach (Palac Mlodziezy) oraz 5 kwietnia w Warszawie
(Instytut Fizyki PAN).

Final Turnieju, z udziatem najlepszych druzyn z zawodéw
katowickich i warszawskich, odbedzie si¢ 10 maja w Instytucie
Fizyki PAN w Warszawie. Jezykiem obowigzujacym w zawodach
finalowych jest jezyk angielski. Zwycigska druzyna (wraz

ze swym nauczycielem) bedzie reprezentowata Polske w Turnieju
Miedzynarodowym.

Turniej Miedzynarodowy byt dotychczas organizowany

w Rosji, Holandii, Polsce, Gruzji, Czechach, Niemczech, Austrii,
na Wegrzech, w Finlandii i na Ukrainie. XVI Miedzynarodowy
Turniej Mlodych Fizykéw odbedzie si¢ na poczatku lipca 2003 r.
w Upsali (Szwecja).

Wigcej informacji o Turnieju Mlodych Fizykéw oraz o Turniejach
Miedzynarodowych mozna znalezé na stronie internetowej
http:/www.fuw.edu.pl/ ptf/tmf.html.

Adresy regionalnych komitetéw organizacyjnych:

KATOWICE: WARSZAWA:

Palac Mtodziezy Instytut Fizyki

im. prof. A. Kaminskiego Polskiej Akademii Nauk

ul. Mikolowska 26 Al. Lotnikéw 32/46

40-066 Katowice 02-668 Warszawa

faks: (0 32) 510 402 faks: (0 22) 843 0926
e-mail: ula@pm.katowice.pl e-mail: nadola@ifpan.edu.pl.



Wszystko ze sznurka

Wielu uczniéw i studentéw niepokoi sie, gdy jakies
pojecie ma wiele definicji. Powstaje wtedy problem,
ktora z tych definicji jest najwazniejsza. Pytanie to —
aczkolwiek bez sensu — jest psychologicznie zrozumiale:
bytla sobie kiedy$ jedna definicja, a z niej powstaly
nastepne. Niekiedy przywilej bycia najwazniejsza
definicja przyznawany jest definicji najprostszej

(co daje czesto nowy problem: co jest najprostsze?).

Ale nie dyskutujmy problemu ogdélnego. Zatrzymajmy
sie na elipsie, ktéra faktycznie ma wiele porecznych
definicji. Mnie najlepsza wydaje sie definicja
stereometryczna, méwiaca, iz elipsa to wynik spotkania
stozka z plaszczyzng tworzgcq z jego osiq kqt wiekszy
niz tworzqce, zeby zacytowaé¢ XVII-wieczne dzieto
Desarguesa.

Jednak wielu moich kolegéw ma plaski umyst

i koniecznie chce sprawy krzywych ptaskich
traktowaé planimetrycznie, jakby przestrzen nie
istniala. Tu tez mam swdéj typ i sprobuje przekonad
Czytelnikéw, ze jest to typ trafny. Spelnia on bowiem
wszystkie przytoczone wyzej (i jeszcze inne) kryteria
doskonalosci. Uzyskuje sie z niego inne definicje
bardzo elementarnie.

Ta definicja jest opis konstrukeji za pomoca sznurka

i dwoch gwozdzikéw, do ktorych przywiazane sa jego
konce: rysujemy na plaszczyznie te punkty, ktore
uzyskamy naciagajac sznurek. Czyli jest to zbior
punktéw, ktérych suma odlegtosci od dwoch danych
punktéw Fy i Fy (zwanych ogniskami) jest stala;
oznaczmy ja 2a. Odlegloéé¢ Fy Fy musi by¢ mniejsza od
2a, bo inaczej nie przywiazemy sznurka — niech wiec
bedzie Fy F> = ¢ - 2a, gdzie liczbe €, zawarta miedzy
zerem i jednoS$cia, nazywa sie mimosrodem.

Zmajac szkolny wzor kosinuséw, otrzymujemy stad natychmiast opis elipsy
uzywany przez Keplera (rys. 1). Mamy

Stad

r? + (2a8)? — 2 -7 - 2ae - cos p = (2a — r)?.

r? +4a*c® — drae cos = 4a® — 4ra + r?

i dzielac stronami przez 4a, otrzymujemy r(1 — e cos @) = a(1 — &2), czyli

a(l — &2
,_all=e)
1—cecosyp
Rys. 1 a wiec rownanie elipsy w uktadzie biegunowym.

Opis za pomocg kierownicy nie wymaga juz niczego poza jej wskazaniem: dla

niz F5 i odlegla od Fj o

ogniska F} jest to prosta prostopadla do prostej F} Fy, po przeciwnej stronie
a(l —&?)

. Mamy wtedy (rys. 2)

=2 1_2
d=AF, + F,B =2 ) , o€

e(1 —ecosyp)
Zatem stosunek odleglosci punktéw elipsy od ogniska i kierownicy jest staly.

cosp =

1 —¢ecosp
1—¢2 1—¢€?

a(l =<7) (1—5(:05(,04—5005(,0)2%:2

Wreszcie rownanie we wspolrzednych kartezjanskich. Niech ogniska maja

wspélrzedne (—ag, 0) i (ag, 0) (rys. 3). Zapiszmy diugosé sznurka:

Rys. 2 V(4 ae)2 + 132 +/(z — ae)? + 42 = 2a,
czyli
(x+ag)?>+y%=2a—+/(xv—ae)? +y>.
(z.9) Stad
22 + 2aex + a’e? + % = 4a® + 2% — 2aex + a®? + % + 4a\/m,
ex —a=+/(z—ae)?+y?,
22?2 — 2aex + a? = 2% — 2aex + a®e? + 42,
(=as,0) (az,0) (1 -e%) +y* =d*(1—-¢%)
i ostatecznie ) ,
% n ﬁ — 1.
Rys. 3 Jak widaé, ze sznurka wszystko natychmiast wynika.

Marek KORDOS



Maia deld

Astronomiczna tozsamos$¢ dla ciggu Fibonacciego

Trudno chyba o ciag powszechniej znany w kregach zblizonych

do matematyki, niz ciag liczb catkowitych, wymyslony na poczatku

XIIT w. przez Leonarda z Pizy, zwanego Fibonaccim. Wyrazy tego ciagu,
noszacego nazwisko wynalazcy, oznacza sie symbolem F), i definiuje
indukcyjnie:

FO = F1 =1 oraz Fn+2 = Fn—i—l + Fn dla n e N.
Otrzymujemy kolejno liczby: 1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144,233, ...,
zwane, a jakze, liczbami Fibonacciego.

Zainteresowanie tym ciggiem jest skutkiem jego licznych interesujacych
wlasnosci. Jedna z nich jest tozsamosé

(Ch) F} = FppiFooy = (-1)"

prawdziwa dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n. Dla dowodu
zauwazmy, ze F,_1 = F,,.1 — I, a stad

~ Fg_Fn—i-an—l:Fg_Fn-l-l(Fn-l-l_Fn):F3+Fn+1Fn_F3+1:

\-ﬂ :Fn(Fn‘i_Fn-‘rl)_Fg-f-l:FnFn+2_F3+1a
zatem

SN~

_ F2—FppFyy = (~1)" & F2 — F,Fppy = (~1)".
@ Tak wiec albo réwnosci (C),) i (Ch41) sa jednocze$nie prawdziwe,
albo zadna z nich nie jest prawdziwa. Teraz wystarczy sprawdzié, ze
prawdziwa jest réwnos$¢ (Cy) :
F? FFy=1-2.1=(-1)!

i wywnioskowaé z zasady indukcji prawdziwosé kazdej z tozsamosci (C,).

Przypomnijmy stara lamigtéwke: jak to mozliwe, ze
ze wszystkich 25 kratek kwadratu mozna ztozy¢ prostokat
0 24 kratkach, tak jak to sugeruje rysunek?

Jedli zauwazytes, drogi Czytelniku, zwiazek dtugosci bokéw
poszczegdlnych wielokatow, pozornie sktadajacych sie na kazda z dwdoch
figur, z ciagiem Fibonacciego, potrafisz podaé¢ przyktad kwadratu,

z ktérego ,,mozna” ztozyé¢ prostokat o wickszym od niego polu.

Dlaczego tozsamos$é (C),) nosi w tytule okreslenie ,astronomiczna”?
Tylko dlatego, ze ogtosilt ja w 1680 roku astronom Jean-Dominique
Cassini, odkrywca ,przerwy Cassiniego” (patrz Delta 9/2002), a znal ja
wczesniej inny astronom, Johannes Kepler, o czym wiemy z jego listu
napisanego ponad 70 lat wczesniej.
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Geometryczna Na rysunku mamy tréjkat ostrokatny ABC' i jego symetralne bokdw
. k, I, m przecinajace sie w punkcie O. Punkt wspolny symetralnej
matrioszka jakiego$ boku z tymze bokiem to jego srodek.

aerioszka to ludown lalka rosyjska Srodki bokéw tréjkata ABC tworza tréjkat K LM. Proste k, I, m sa

jest drewniana i wydrazona w $rodku,
miedci tam podobny lalke, tylko, rzecz W tym tréjkacie wysokosciami. Wynika to z twierdzenia odwrotnego
jasna, mniejsza, ta mniejsza miesci jeszcze : . .
Jm micjans it (i. 2 ) J do twierdzenia Talesa:

A AL _ BEK
LC KC’
i i podobnie dla innych bokéw.

skoro to LK |ABLm

Punkty wspdlne P, @), R wysokosci

i przeciwlegtych bokéw trojkata K LM tez tworza
tréjkat. Ciagle te same proste k, [, m sa w tym
tréjkacie dwusiecznymi.

Aby przekonaé si¢ o tym, potrzebne jest inne
narzedzie niz twierdzenie Talesa, mianowicie
IY; ' : twierdzenie orzekajace, ze

@) kgt prosty, ktorego ramiona przechodzg przez
R konce $rednicy okregu, ma wierzcholek na tym
okregu.

Q m Szerzej znane jest jego twierdzenie odwrotne:
kqt wpisany oparty na Srednicy jest prosty.

Skoro tak, to punkty P i R leza na okregu

o $rednicy OL, z czego wynika, ze katy OPR
i OLR s réwne, jako wpisane, oparte na tym
samym tuku.

Podobnie punkty P i @ leza na okregu o srednicy OM, z czego wynika,
ze katy OPQ i OMQ@Q sa réwne. I dalej: punkty @ i R leza na okregu

o $rednicy LM, z czego wynika, ze katy RMQ, czyli OMQ, i QLR, czyli
OLR, sa réwne. Zatem rowne sa te wszystkie katy; w szczegdlnosci

40PQ =<OPR,

a wiec k jest dwusieczng kata QQ PR. Podobnie wykazujemy, ze pozostate
dwie proste sa dwusiecznymi.

Oczywiscie, proste k, [, m przecinaja boki tréjkata PQR — powstale
punkty S, T, U tworza trojkat. Jaka role w tym trojkacie pelnia proste,
ktére poprzednio byly juz symetralnymi, wysoko$ciami i dwusiecznymi?
Nic nam o tym nie wiadomo, czekamy wiec na listy z odpowiedziami

na to pytanie. Udokumentowana odpowiedZ opublikujemy i nagrodzimy
ksiazka. W przypadku, gdy udzieli jej uczen, odpowiedz potraktujemy
jako prace na Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki.

A przeciez mozna narysowaé i dalsze tréjkaty. ..

Zadanie z podobnym = Mamy dowolny czworokat Cy i tworzymy z niego ciag czworokatéw
zgodnie z reguta: dlan =0, 1, 2,... boki czworokata C, 1 to odcinki
taczace érodki kolejnych bokéw czworokata C,. Wykazaé, ze dla

V‘ dowolnych dodatnich 4, j, £ mamy
' Gl _ G

motywem

. Covel = TeRE gdzie |C,| oznacza pole C,,.
‘ Gdy bedziecie dawali to zadanie do zrobienia specjaliscie, podstawcie
4 pod i, j, k konkretne liczby. A gdy dla pewnosci bedziecie chcieli mieé
wskazéwke, to znajdziecie ja w innym miejscu tego numeru.

Malqg Delte przygotowali: Wiktor BARTOL i Marek KORDOS



Komputer, cztowiek, pies...

Rozwigzanie zadania F 586.

Poniewaz pogoda jest bezwietrzna, zatem
sktadowe poziome predkosci padajacych
kropel deszczu sa réwne zeru. W stanie
réwnowagi, gdy wézek porusza sig

ze stala predkoécia, tyle samo kropel
wpada do naczynia, co z niego wyplywa
przez otworek. Z zasady zachowania pedu
wynika wiec, ze predkosé wytryskujacej
wody wzgledem powierzchni ziemi

jest réwna zeru, zatem predkosé wody
wzgledem wézeczka wynosi v. Ze znanego
wzoru na predkosé¢ V' wody wyplywajacej
przez maly otworek w $ciance zbiornika

na gtebokosci H

V = /2gH

otrzymujemy, ze wysokos¢ wody nad
otworkiem ustalila si¢ na poziomie:

-]

v
2g ’

Rozwigzanie zadania M 1011.
ot

h =

t .
Oznaczmy a¢,y, =1 , czyli
n razy

a
a1 =t, Qg1 =176,

Rozwazmy reszty z dzielenia przez 5.
Zauwazmy, ze gdy 5 nie dzieli u, to

i _ _imod4

u =u (mod 5)
(bo u* = 1(mod 5)) oraz

u' = u' ™% (mod 4)
dla n nieparzystych. Zatem

as,n = 3(mod4)
dla dowolnego n, skad
ag nt1 = 3% = 2(mod5) dla n>1.
Podobnie
asn =2° = 1(mod5) dla n >3

iag 2 = 4. Zatem

az  + az,;; = 0(mod5)

jedynie, jesli k =1 = 1. Istnieje
zatem jedynie trywialne rozwigzanie
k=l=m=1.

Michat SZUREK

W 1979 roku Delta zamiescita cykl artykutéw Dominika Roguli pod tytutem
,Mechanika, komputer, cztowiek”. Tekst jest interesujacy i dzisiaj, chociaz
wiele odkrywczych uwag zawartych w tamtym tekscie jest dzi§ oczywistych dla
kazdego. Ale 1979 rok nalezal jeszcze do ery komputera tupanego. . .

Niemniej jednak wciaz wielu ludzi, w tym i nauczycieli, uwaza, ze w komputerze
nie ma (bo by¢ nie moze) niczego wigcej ponad to, co wlozyl tam czlowiek.
No, bo to tylko bezduszna maszyna, kraza w niej jakie$ tam elektrony. . .

Stynny napis na Akademii Platonskiej Jozef Maria Hoene-Wronski przetozyt
jako: , Nikt niegeometryczny tu nie wchodz”. Czy komputer miatby dzi§ wstep
do Akademii?

Na lekcjach matematyki w szkole komputer wciaz jest intruzem. Nie bede snut
teoretycznych rozwazan, czy stusznie, czy nie. Pokaze tylko, dozyinie, jak mozna
uzy¢ elektroniki do lepszego POZNANIA tajnikow rozumowan geometrycznych.

O wlasnie, bo historia zaczeta sie pod Poznaniem. PiliSmy herbate po wspdlnym
spacerze we tréjke po lesie (ja, mila pani Ela i pies). UsciSle: spacerowali$my
we tréjke, ale potem pies herbaty nie pit.

— Czy umie Pan rozwigzaé zadanie z tegorocznej Olimpiady Matematycznej? —
zapytata p. Elzbieta.

— Nie, nie umiem — odpartem, zgodnie z prawda.

— A zna Pan zadania?

— Nie; moze zatem dlatego nie umiem rozwiazaé¢ — odpowiedzialem.

— No, to prosze zobaczy¢, uczen rozwiazal mi zadanie o graniastostupie, ale cos
tu jest zle. Zadanie jest takie:

Jezeli plaszczyzna przecina krawedzie boczne graniastostupa prawidtowego

szesciokgtnego, tworzgc w przekroju szesciokqgt wypukly D1DsDsDyDs Dg

1 jezeli d; jest odlegto$ciqg punktu D; od plaszczyzny podstawy graniastostupa, to
A2 +d3+d2=d3+d3 4 d.

No i co Pan na to?

— Hm — powiedziatem, chcac zyska¢ na czasie — poprosze jeszcze herbaty.
Swietna jest, ma nietypowy smak.

— Tak, to czerwona herbata.

— Skad ja Pani ma?

— O, kupitam w Kudowie Zdroju, troche przypadkiem, ale bylam tam w jakims
nudnym towarzystwie i chodzitam sobie po sklepach.

— Naprawde swietna. Nie, za ciasteczko dziekuje. A co do graniastostupa to tak,
tak, oczywiscie, bardzo interesujace zadanie. .. No tak, ale na mnie juz czas, bo
pociag nie zaczeka.

VY

Pociag byt pelny. Poszedlem do Warsu. Herbata byla
niesmaczna, nie mogltem pié¢. Sok grejpfrutowy byt
natomiast w porzadku, cool, jak to sie teraz mowi.
Wyjatem dlugopis i jak rasowy matematyk zaczatem
pisaé i rysowac na serwetkach. Ziewnatem. Za oknem
przesuwala sie Wielkopolska, mignal Swarzedz, potem
Kostrzyn (spojrzalem na prawo, na las), Nekla,

Podstolice, Wrzesnia. Przystanek w Koninie. Ruszamy.

O, troche $niegu za oknem. . .

Z precyzyjnym mysleniem mialem klopot (to wszystko
ta czerwona herbata, pomyslalem). Szczesliwie
przypomnialem sobie, ze przeciez Tomasz Edison
mawial: Po co mysle¢? Eksperymentuj! Wyjatem
kalkulator, programowany TI-83 i zaczalem. ..

a jednak. .. troche myslec. .. ze moze by to sobie
obliczy¢? Nabratem juz duzej wprawy w postugiwaniu
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sie tym kalkulatorkiem i uwazam, ze ,wszystko”

sie da za jego pomoca zrobié. I rzeczywiscie, gdyby
pociag jechal do Wtadywostoku, chyba bym wszystko
wyliczyl. ..

Ale ¢67, jechalismy tylko do Warszawy. W domu
wlaczylem laptopa, wywolalem program Mathematica.

Wprowadzitem na plaszczyZnie podstawy uklad
wspolrzednych tak, by wierzchotki podstawy
graniastostupa mialy wspoélrzedne

(cos jm/3,sinjn/3), {j=0,1,2,3,4,5}.

Oznaczylem przez di, ds, ds, dys, ds, dg trzecie
wspoélrzedne punktéw D1, Do, D3, Dy, D5, Dg.
Zatem dy = 0, d2 i d3 za$ moga by¢ dowolne
(z pewnymi nieistotnymi ograniczeniami).



7 wyznacznikowej postaci réwnania plaszczyzny
wyliczytem (tj. On wyliczyl), ze

dy = 2d3 — 2do,
ds = 2d3 — 3do,
dg = d3 — 2ds.

Oto stosowne komendy:

Wyznaczenie dy :

Simplify[ Solve[ Det[{{1, 1, 0, d1}, {1, Cos[Pi/3], Sin[Pi/3],
d2}, {1, Cos[2#Pi/3],Sin[2%#Pi/3], 43}, {1, -1, 0, d4}}] ==0,
d4]11]

Odpowiedz programu: {d4 -> d1 - 2d2 + 2d3}

Wyznaczenie ds:

Simplify[ Solvel Det[{{1, 1, 0, d1}, {1, Cos[Pi/3], Sin[Pi/3],
d2}, {1, Cos[4*Pi/3], Sin[4%Pi/3], d5}, {1, -1, 0, d1 - 2d2 +
2d3}}] ==0, d511

Odpowiedz programu: {as -> 2d1 - 3d2 + 243}

Wyznaczenie dg:

Simplify[ Solvel Det[{{1, 1, 0, d1}, {1, Cos[Pi/3], Sin[Pi/3],
d2}, {1, Cos[6%Pi/3], Sin[6%Pi/3], d6}, {1, -1, 0, d1 - 2d2 +
2d3}}] ==0, d61]

Odpowiedz programu: {a6 -> 2d1 - 242 + d3}

Wyliczajac naprzemienng sume kwadratéw odleglodci,
sprawdzitem, ze teza twierdzenia z zadania jest

prawdziwa:

Simplify [d1°2 - d2°2 + d3°2 - (d1 - 2d2 + 2d3)"2 +
(2d1 - 3d2 + 2d3)"2 - (2d1 -2d2 + d3) 2]
Odpowiedz programu: o

Zero. Czyli zadanie rozwiazane, wszystko sie zgadza.
Ale, pomyslalem, czy nie mozna jeszcze tego
skomplikowaé, zagmatwac, tak, by byto juz zupelnie
nie do pojecia? Mozna. Oto zebranie powyzszych
formutl w jedna, nie najlepiej napisang z punktu
widzenia sztuki pisania programéw. . .

d1°2 - d2°2 + d3°2 - ( Simplify[ Solve[ Det[{{1, 1, 0, di},
{1, Cos[Pi/3], Sin[Pi/3], d2}, {1, Cos[2%Pi/3], Sin[2%Pi/3],
d3}, {1, -1, 0, d4}}] ==0, d411 [[1, 1, 211)"2 + ( Simplify[
Solve[ Det[{{1, 1, 0, d1}, {1, Cos[Pi/3], Sin[Pi/3], d2}, {1,
Cos[2%Pi/3], Sin[2%Pi/3], d3}, {1, Cos[5%Pi/3], Sin[5%Pi/3],
d5}}] ==0, a51]1 [[1, 1, 2]11)°2 - ( Simplify[ Solve[ Det[{{1,
1, 0, d1}, {1, Cos[Pi/3]1, Sin[Pi/3], d2}, {1, Cos[2%Pi/31],
Sin[2#Pi/3], d3}, {1, Cos[5Pi/3], Sin[5Pi/3]1, d6}}] ==0, d61]
[[1, 1, 211)~2

Na pytanie, czy istnieje Bég, Leonard FEuler napisal
kilka nic nie znaczacych formul matematycznych

i podobno wméwil stuchaczom, ze to jest wlaénie ten
dowdd. By¢ moze Czytelnicy tez uwazaja, ze robie

z nich niestosowne zarty. .. Ale przeciez. .. przeciez
na ekranie pojawilo sie zero. Zadanie rozwiazane.

Mozna postawi¢ takiemu ,rozwiazywaniu zadan
geometrycznych” inne zarzuty. Ze to profanacja, ze
zabija myslenie, ze gdziez pigkno i tak dalej.

Zabija myslenie? Gdziez pigkno? Najpierw zdajmy
sobie sprawe, ze jeszcze nie umiemy tego zadania
rozwigzaé inaczej jak tylko za pomoca maszyny.
Lepszy rydz niz nic.

Teraz sobie narysujmy wszystko. Lepszy bytby Corel,
ale rysunki w programie Mathematica tez nie sa trudne
do wykonania.
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wi={0,0};w2={2,0};
w3={4,1};w4={3,2};

wb={1,2}; w6={-1,1};
w7={0,14};w8={2,14};
w9={4,15};w10={3,16};
wil={1,16}; wi12={-1,15};
d1={0,1}; d2={2,3}; d3={4,7};
d4={3,9}; d5 = {1,7}; d6={-1,3};

Show[
Graphics[

t {Thickness[0.01],
Line[{wl,w2,w3,w4,w5,u6,wl}],
Line[{w7,w8,w9,w10,wll,w12,w7}},

Line[{w1,w7}], Line [{w2,w8}],
Line[{w3,w9}], Line[{w4,w10}],
Line[{w5,w11}], Line[{w6,w12}],
{PointSize[0.06], Point[d1], Point[d2],
Point[d3], Point[d4], Point[d5],
Point[d6]},
{GrayLevel[0.5],Polygon [{d1,d2,d3,
d4,d5,d6}1}
b AspectRatio —> 1.5
]
]
Wspélrzedne wierzchotkéw graniastostupa
(w1, ..., wy2) 1 punktéw szesciokata (dy,...,ds) sa

napisane wyzej. Zainteresowalem sie wlasno$ciami
tego szesciokata. Zanim zaczalem mysle¢, poprositem
o wyliczenie jego rozmiaréw.

bokl = Sqrt[(d2-d1).(d2-d1)];
bok2 = Sqrt[(d3-d2).(d3-d2)];
bok3 = Sqrt[(d4-d3).(d4-d3)]1;
bok4 = Sqrt[(d5-d4).(d5-d4)];
bok5 = Sqrt[(d6-d5) . (d6-d5)];
bok6 = Sqrt[(d1-d6).(d1-d6)];
{bok1, bok2, bok3, bok4, bok5, bok6}

Odpowiedz programu: {2 Sqrt[2], 2 Sqrt[5], Sqrt[5],
2 Sqrt[2], 2 Sqrt[5], Sqrt[51}

przekl = Sqrt[(d4-d1).(d4-d1)]1;
przek2 = Sqrt[(d5-d2).(d5-d2)];
przek3 = Sqrt[(d6-d3).(d6-d3)]1;
{przek1, przek2, przek3}

Odpowiedz programu: {Sqrt[731, Sqrt[17], Sqrt[411}

Czyli 7ze boki sze$ciokata maja dlugosci 2v/2, 2v/5, /5,
2v/2, 21/5, /5. Przekatne za$ dtugosci V73,17, V41.

Teraz juz wszystko o tym przekroju wiemy.

Dy

Ds
D3

Dy

Dy

Dopiero teraz, gdy zobaczylem to wszystko,
przypomniatem sobie o figurach, ktére sam kiedy$
nazwalem sze$cioréwnoleglobokami (kiedys, dawno
temu, w Malej Delcie, 1979 lub 1980). To szeSciokaty,
takie jak Dy Dy DsDyDsDg w zadaniu. Ich przeciwlegte
boki sa réwnolegle 1 rownej dlugosci i dlatego



szesciokaty te maja troche wlasnosci podobnych
do zwyklych réwnolegtobokow. Oto kilka takich
wlasnosci, szczegdlnie ciekawa jest ostatnia:

1. Lezace naprzeciwko siebie katy
szesciorownolegloboku sa rowne.

2. Przekatne (laczace przeciwlegle wierzchotki)
przecinaja sie w jednym punkcie, ktory potowi
kazda z nich. Mozna — i tak zrobimy — ten punkt
nazwac srodkiem naszego wielokata.

3. Szesciorownolegltobokami mozna zapetnié¢ caly
plaszczyzne.

4. Pole szescioréwnolegltoboku jest réwne iloczynowi
dlugosci podstawy przez wysokosé. . . jezeli tylko
odpowiednio okredlimy podstawe i wysokos¢,
np. ze D1 D3 to podstawa.

5. Srodki bokéw dowolnego czworokata tworza
rownoleglobok. Jezeli za§ w dowolnym szeSciokacie
ABCDEF polaczymy srodki (ciezkosci) kolejnych
tréjkatow ABC, BCD,CDE,DEF, EFA, FAB,
to otrzymamy sze$cioréwnolegtobok.

Poszedtem spa¢, bylo juz dobrze po péinocy. Ranek
byt przesliczny: grudzien, niedziela, stonce, mréz,
troche $niegu. Poszedlem na spacer do Puszczy
Kampinoskiej. Przystanatem na wydmach, patrzytem
na zachod, na wierzcholtki drzew. I nagle zdalem sobie
sprawe, ze cale zadanie jest bardzo latwe. Przetnijmy
graniastostup plaszczyzna P przechodzaca przez
$rodek przekroju; czyli przez punkt wspdlny trzech
jego przekatnych. Z symetrii wynika, ze odleglosci
Lhieparzystych” wierzchotkéw od tej ptaszczyzny

sa réwne odpowiednim odleglosciom wierzchotkdw
»barzystych”. Zatem réowne sa tez ich kwadraty.
Plaszczyzna podstawy graniastostupa jest odlegta

od P o stala wielko$é, powiedzmy h. Wystarczy teraz
dokona¢ kilku drobnych rachunkéw. . .

Wociaz mi co$ nie dawalo spokoju. ,,Pobawie sie
komputerem” pomyélatem. Najpierw sprawdzitem,
czy moze suma szescianéw tych odleglosci jest réwna.
Ale nie byla. No, to wzialem oSmiokat foremny
zamiast szeSciokata i szeSciany zamiast drugich
poteg. Nacisnatem FEnter i nieco ostupialy spojrzatem
na okragte zero na ekranie. Pojawienie sie jego

na ekranie byto dowodem, ze

Jezeli plaszczyzna przecina krawedzie boczne
graniastostupa prawidtowego o$miokgtnego, tworzgc
w przekroju osmiokqt wypukly Dy Do DsDyDsDgD7Dg
i jezeli d; jest odlegloscig punktu D; od plaszczyzny
podstawy graniastostupa, to

a3+ d3+d2+dd=di+di +dd+ds.

A jak dalej? Pomyé$latem i wygenerowatem procedure,
ktora ma sprawdzaé, czy dla graniastostupa
prawidtowego o podstawie 2k-katnej suma

(k — 1)-szych poteg odleglosci ,nieparzystych”
punktéw jest réwna sumie (k — 1)-szych poteg
odleglosci parzystych. Jezeli wartosé funkeji gsiuwp dla
danego k jest réwna zeru, to dla tego k twierdzenie
jest prawdziwe:
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gsluplk_]1 :=
Simplify
[d1~(k-1) - d27(k-1) + d3~(k-1) +
Sum [
(-1) "j*(Simplify
Solve

Det[{{1,1,0,d1},{1,Cos[Pi/k],Sin[Pi/k],d2},
{1,Cos[2%Pi/k],Sin[2%Pi/k],d3},
{1,Cos[j*Pi/k],Sin[j*Pi/k],x}}] ==0,x
]
[[1,1,2]1]
D (k-1),
{j,3,2k-1}
]
]

Obliczytem (a raczej: obliczylo to moje urzadzenie
liczace), ze liczby 2,3,4 i 6 sa miejscami zerowymi
funkcji gsiup. Czy znaczy to, ze udowodnitem,
naprawde udowodnitem, ze dla k = 2,3,4 1 6 jest
prawda, ze:

Jezeli plaszczyzna przecina krawedzie boczne
graniastostupa prawidlowego 2k-katnego, tworzgc

w przekroju wielokgt wypukly D1Ds ... Doy i jezeli
d; jest odlegloscig punktu D; od plaszczyzny podstawy
graniastostupa, to

k— k— k— k—
A7t diT v L dh Y =
k—1 k—1 k—1 k—1
=dy ' v dit rdi L+ dE

Argument za jest wlasciwie tylko jeden, ale mocny:
komputer wyliczyl. Argumentéow przeciwko
uznaniu tego za dowod jest wiecej: a nuz ja zle
napisalem program, a nuz komputer sie pomylit

i w ogdle twierdzenie jest falszywe? A moze procesor
zle zadziatal? No i w ogdle: czy dopuszczajac takie
,2dowody”, znajduje sie jeszcze w obrebie matematyki?
Czy mozna wierzy¢ bezdusznym maszynom?

I jeszcze jedno? Jezeli takie twierdzenie jest
prawdziwe, to dlaczego tylko dla k = 2, 3,4, 67
Czy to nie dziwne?

To akurat nie. Program Mathematica zna doktadne
wartosci funkcji trygonometrycznych pewnych katéw,
np. wielokrotnosci 30 stopni. Inne wartosci podaje

w przyblizeniu. Dlatego obliczenia dla innych katow
nie dawaly zera.

Niemniej jednak ja sam nie jestem wcale przekonany,
ze udowodnitem. Podswiadomie szukam bledu.
Widocznie tkwie jeszeze w epoce kréla Cwieczka.

To byly czasy. ..

Niezaleznie od tych nieco akademickich rozterek,
zwroémy uwage, jak wielka pozytywna role

odegral komputer w moim mysleniu nad zadaniem:
to On podsunal mi wlasciwa mysl, pomagal,
sprawdzal, kontrolowal. Byt stale obecny, jak dobry
pies-przyjaciel, ktéry teskni do nas, chce z nami by¢.
A Ze czasem ugryzie? Taka jego, psiakrew, natura.
A poza tym: czy moglibySmy sami, bez zabawy
komputerem, wpas¢ na pomysl, ze takie twierdzenie
o (k — 1)-szych potegach moze by¢ prawdziwe?



Butelka Kleina

Rurka z rozciggliwego tworzywa moze by¢
potfabrykatem do produkcji torusa. Wystarczy jej oba
konce sklei¢. Sklejane okregi maja przed sklejeniem

te sama orientacje. Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze

ktos ztodliwy zmieni orientacje jednego okregu

na przeciwna — wtedy sklejenie zgodne z orientacja
juz si¢ nie powiedzie. Jest dla niego zbyt malo miejsca
w przestrzeni trojwymiarowej. Ale od czegdz jest
wyobraznia. Wyobrazmy sobie, ze jeden koniec rurki
przeniknal do jej wnetrza, nie przecinajac Scianki.
Wtedy orientacje okregéw na koncach rurki juz

sie zgadzaja i mozna ja sklei¢. Wilasnie wynik tego
sklejenia nazywany jest butelkq Kleina lub torusem

jednostronnym.

Ta druga nazwa bierze sie stad, ze butelke Kleina

mozna tatwo rozcia¢ na dwie wstegi Mobiusa

(na wszelki wypadek mozna zajrzeé¢ do Malej Delty
w numerze 9/2002), a wszystko, co zawiera choé¢by
jedna wstege Mobiusa, jest jednostronne.

Butelka Kleina jest, oczywiscie, nieorientowalna

i szkoda, ze w naszej zwyktej przestrzeni jej nie ma.
Gdyby byla, réznitaby sie od torusa rowniez tym,

ze sa takie mapy na torusie, ktore pomalowaé tak,
aby sasiednie panstwa byly réznych koloréw, mozna
dopiero siedmioma barwami, podczas gdy kazda mape
na butelce Kleina mozna pomalowaé¢ w ten sposob juz

sze$cioma.

M. K.

ni

Lok Agnesi jest krzywsa algebraiczng
trzeciego stopnia. W stosownym uktadzie
wspbélrzednych jej réwnanie mozna
zapisaé jako (z2 + 4r?)y — 8r® = 0,
gdzie r jest promieniem okregu uzytego
do jej konstrukcji.

Lok Agnesi

Maria Gaetana Agnesi (czyt. anjesi) w 1748 roku opublikowala wiadomogé

o krzywej, ktora nazwalta versiera, co ma po wlosku dwa znaczenia:

obracajgca sie i wiedZma. Powstaje ona tak. Mamy dany okrag i punkt P na nim
oraz styczna k do okregu w przeciwleglym punkcie ). Dla dowolnej prostej [
przez P przecinajacej prosta k w punkcie B i okrag w punkcie A, prowadzimy
przez A prosta m; prostopadla do PQ i przez B prosta n; rownolegla do PQ.
Przeciecia m; i n; tworza wlasnie versiere, nazwana pozniej lokiem Agnesi.

Jak nietrudno zauwazy¢, lok Agnesi ma asymptote. Pole miedzy lokiem
a asymptota jest cztery razy wigksze od pola kola uzytego do jej konstrukcji.
Natomiast jesli obracaé¢ zaréwno koto, jak i lok wokét asymptoty, okaze sie,
ze objetos$¢ ograniczona obracanym lokiem jest dwa razy wieksza od objetosci
torusa (bez dziurki) utworzonego przez obracane koto.

M. K.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Produkcja antymaterii

Antymateri¢ wymyslit Paul Dirac ponad siedemdziesiat
lat temu. Dostrzegt ja we wlasnym réwnaniu opisujacym
relatywistyczny elektron. W tym samym réwnaniu,
nazywanym obecnie réwnaniem Diraca, dostrzegt réwniez
spin elektronu. Dwa lata p6zniej Carl Anderson odkryt
antyelektron. Nigdy wczesniej moc przewidywania
zapisanej wzorami kartki papieru nie zostata w tak
spektakularny sposéb potwierdzona. Antymaterialny $wiat
stanat przed nami otworem.

7 najbardziej podstawowych praw mikro$wiata wynika,

ze $wiat antymaterialny powinien by¢ idealng kopia

$wiata materialnego. Sprawdzenie tego przewidywania

jest wiec fundamentalnym testem teorii. Jest tylko jeden
problem. Antymaterii nie ma. W poczatkach Wszech$wiata
materia i antymateria wzajemnie zanihilowaly, zostawiajac
mala nadwyzke materii. Dlaczego tak sie stalo,

jest osobnym pytaniem (zobacz obok). Konsekwencja

tego faktu jest jednak konieczno$é wytworzenia antymaterii
za kazdym razem, gdy chcemy ja badac.

Okazuje sig, ze bardzo precyzyjne testy mozna
przeprowadzi¢ za pomoca badania widma promieniowania
elektromagnetycznego antyatoméw. Tylko skad

je wzia¢? Potrafimy wytwarzaé¢ antyprotony, potrafimy
wytwarzaé antyelektrony (pozytony), ale otrzymanie
antyatoméw wodoru wymaga potaczenia pozytonow

z antyprotonami. Zeby to zrobié¢, nalezy umieé¢ zatrzymaé
rozpedzone antyczastki, chroniac je jednoczesnie

przed anihilacja. Dopiero wtedy mozna spodziewaé sie
utworzenia antywodoru — stanu zwiagzanego pozytonu

i antyprotonu.

Pojedyncze atomy udalo si¢ uzyskaé¢ juz kilka

lat temu. Wszystkie anihilowaly natychmiast po
powstaniu. Obecnie celem jest otrzymanie tzw.

zimnych antyatomoéw, ktore bedzie mozna zamknaé

w pulapce i spokojnie zbadaé. Pierwszy krok w tym
kierunku zrobila grupa badawcza ATHENA dzialajaca
w CERNie [1]. Uktad eksperymentalny ATHENY
sktada sie z czterech zasadniczych czeéci przyltaczonych
do CERNowskiego spowalniacza antyprotonéw (rodzaj
antyakceleratora): putapki antyprotonowej, akumulatora
pozytonéw, mieszacza i detektora anihilacji antywodoru.
Calo$é utrzymywana jest w temperaturze 15° K.
Sygnatem otrzymania antywodoru jest czasowa
koincydencja rejestracji anihilacji antyprotonu i anihilacji
pozytonu. Charakterystyczna cecha tej ostatniej sa

dwa fotony, o energii odpowiadajacej masie elektronu,
emitowane w przeciwnych kierunkach.

Zeby przeprowadzié¢ precyzyjne testy antywodoru,

nalezy detektor anihilacji zastapi¢ putapka mogaca
uwiezi¢ antyatomy. Sg one oczywiscie neutralne, ale maja
moment magnetyczny, ktéry pozwala na ich oddziatywanie
z polem elektromagnetycznym. Na te najciekawsza czesé
eksperymentu trzeba jednak jeszcze troche poczekad.
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Dlaczego istnieje materia?

Bo, jak widaé, uzyskata przewage nad antymateria.

Czy to w ogdle jest mozliwe, skoro materia

i antymateria maja by¢ identyczne? Okazuje sie,

ze taka mozliwos¢ istnieje, o ile spelnione sg trzy

warunki sformutowane przez Andrieja Sacharowa

w 1966 roku. Jednym z nich jest réznica w rozpadach
czastek i antyczastek, czyli tzw. tamanie parzystosci
kombinowanej CP. Inaczej méwiac, ztozenie operacji
zmiany parzystosci (P) i sprzezenia fadunkowego (C)

nie moze by¢ dokladng symetria oddziatywan mikroswiata.
Od ponad 30 lat wiemy, ze symetria CP jest tamana

w rozpadach neutralnych mezonéw K, zawierajacych
kwark dziwny. Efekt ten jest jednak bardzo subtelny.
Duzo wigkszy spodziewaliSmy si¢ zaobserwowad

w rozpadach najciezszych mezonéw neutralnych,
zawierajacych kwark piekny. Oczekiwanie to jest zwigzane
ze sposobem wlaczenia tamania CP do teorii elektrostabej.
Jest ono mozliwe dzigki temu, ze istniejg trzy rodziny
czastek, co powoduje pojawienie si¢ zespolonej fazy

w amplitudach opisujacych prawdopodobienstwo rozpadéw
ciezszych kwarkéw na lzejsze. Ze struktury macierzy tych
amplitud wynika, ze efekt powinien by¢ najsilniejszy
wladnie dla mezonéw zawierajacych kwark pickny.

Lamanie parzystoéci CP daje si¢ zaobserwowaé na kilka
sposobdw. Nie wdajac si¢ w szczegdly, mozemy niezaleznie
zmierzy¢ katy i boki tzw. tréjkata unitarnosci. Jezeli
precyzyjnie wyznaczymy przynajmniej cztery z szesciu
wielkosci opisujacych taki tréjkat, to moze okazaé sie,

ze kazde trzy pomiary wskazujg na troche inny tréjkat.
Oznaczaloby to, ze jest jakie$s dodatkowe Zrédto tamania
parzystosci CP. I odwrotnie, jezeli wszystkie pomiary beda
sie zgadzaé, to nie bedzie powodu postulowaé istnienia
wychodzacego poza standardows teorie zrédta réznicy
rozpadéw materii i antymaterii.

Niestety, pomiar juz trzeciej z minimalnego zestawu
czterech wielkosci jest niezwykle trudny. Chodzi

o wyznaczenie tzw. kata (doktadniej sinusa kata) 20.
Wielkos¢ tego kata jest miarg stopnia tamania CP.
Gdyby kat byl réwny zeru, to tamania CP by nie byto.

Tak jednak nie jest. Na tegorocznych letnich konferencjach
fizyki czastek oba zespoly badawcze zajmujace sie

tymi pomiarami zgodnie doniosty, ze sin 28 & 0,74

z doktadnogcia do 10%.

Niestety, szczegdly bardzo ciekawych analiz wykonanych
przez eksperymenty BABAR (Stany Zjednoczone)
i BELLE (Japonia) juz sie tu nie zmieszcza.

Piotr ZALEWSKI

[1] Grupa badawcza ATHENA, Production and detection of cold
antihydrogen atoms, Nature 18/09/2002
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Termin nadsylania rozwiazan:
28 II 2003

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

439 (WT = 2,40) i 440 (WT = 1,70)
z numeru 4/2002
Tomasz Rawlik

Barttomiej Dyda — Wroctaw
Piotr Kumor — Olsztyn

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan

334 (WT = 1,83) i 335 (WT = 1,83)
z numeru 3/2002
Aleksander Surma — Myszkéw 41,72

Marek Wéjcicki ~ — Szczecin 37,65
Andrzej Idzik — Bolestawiec 18,27

— Braunschweig 42,00
37,36
36,78

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéow, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002.

Zadania z fizyki nr 348, 349
Redaguje Jerzy B. BROJAN

348. Ciezarek o masie m wisi na nici A, ktéra owija si¢ wokét dwéch blokéw
ruchomych (rys.). Osie tych blokéw sa polaczone inng nicia B przelozona

przez blok nieruchomy; ponadto na o$ gérnego bloku dziala sprezyna o stalej
sprezystosci k. Obliczyé okres pionowych drgan ciezarka. Pomingé¢ mase blokéw.

349. Objetos$é powietrza zawartego w pokoju wynosi V' = 40 m?, jego
temperatura (réwna temperaturze zewnetrznej) T3 = 35° C, a ciénienie jest
réwne p = 10° Pa. Jaka jest minimalna ilo§é energii elektrycznej, ktéra musi
pobrac z sieci klimatyzator, zeby obnizy¢ temperature w pokoju do wartosci
Ty = 25° C? Przyjaé, ze przeplyw ciepla przez $ciany i okna mozna pominac,
a powietrze jest gazem dwuatomowym.

Zadania z matematyki nr 451, 452
Redaguje Marcin E. KUCZMA

451. Ze zbioru {1,2,...,n} losujemy podzbidér szescioelementowy (dla n = 49
jest to zwykly totolotek). Wyznaczy¢ te liczby naturalne n, dla ktérych bardziej
prawdopodobne jest wylosowanie zbioru zawierajacego co najmniej jedng pare
liczb kolejnych niz wylosowanie zbioru bez takiej pary.

452. Dla danych liczb dodatnich a, b, ¢ wyznaczy¢ najwieksza Srednice, jaka
moze mie¢ kolo zawarte w prostopadloscianie o krawedziach dlugosci a, b, c.

Zadanie 452 zaproponowal pan Adam Woryna z Rudy Sl@skiej.

Witold BEDNAREK
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Wskazéwka do zadania z Malej Delty:
|Cnl = |Col/2".

Rozwigzanie zadania M 1009.

Tak, gdyz

¥ <15 427+ ...+ 2" <
<z 2" < (x+1)"

dla = > 2, a nie istnieje takie y, ze

2 <yl < (z+1)‘7’+l‘

-]

Rozwigzanie zadania M 1010.
Znajdziemy rozwiazania postaci

z=2% y=2' z=2m
Niech 3k = 41. Wéwczas
2+ y4 _ gBk+1

Wystarczy zatem uzasadnié, ze istnieje
nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach
naturalnych uktadu

3k =4l
3k+1=5m

Kazde rozwigzanie tego uktadu
otrzymujemy z ukladu kongruencji
n = 0 (mod 3)
{ n = 0 (mod4)
n = —1(mod5)

1
ktadac k = 2, = 2, m = nt .
3 4

5
Rozwigzaniem tego ukladu sa wyrazy
ciggu arytmetycznego 24 +3-4-5 - s.
Czytelnikom proponujemy znalezé inne

=

tréjki @, y, z spelniajace nasze réwnanie.

Patrz w niebo

Planetoidy zblizajace sie do Ziemi niezmiennie budza zainteresowanie nie

tylko dlatego, ze moga Ziemi zagrazac. Ich zblizenie do Ziemi pozwala

na prowadzenie obserwacji niewykonalnych w przypadku zwyktych planetoid,
obiegajacych Stonce miedzy orbitami Marsa i Jowisza. Takimi obserwacjami
jest m.in. uzyskiwanie radarowych obrazéw tych cial. W 1998 r. zespdt badaczy
z University of Arizona odkryl planetoide oznaczona 1998 KYo4, ktéra zblizyla
sie do Ziemi na odlegtos¢ 806 000 km, co jest w przyblizeniu réwne podwojonej
odleglosci Ksiezyca. W wyniku kilkudniowego $ledzenia jej przez radioteleskopy
stwierdzono, ze planetoida ma 30 m $rednicy (czyli jest mniejsza niz jeden

z ,wpatrzonych w nig” radioteleskopdéw — czasza radioteleskopu w Goldstone
ma 70 m $rednicy). Ponadto okazalo sie, ze planetoida wykonuje jeden obrot

w 10,7 minuty, obraca si¢ wiec szybciej niz jakikolwiek inny obiekt w Uktadzie
Stonecznym, co wyraznie sugeruje, ze moze by¢ fragmentem innego ciala
oderwanym od niego w wyniku zderzenia. Na takim obiekcie wschody i zachody
nastepowalyby co 5 minut, a sam wschod lub zachéd twalby krécej niz sekunde.
Wreszcie na podstawie skrupulatnej analizy $wiatta i fal radarowych odbitych
od tej planetoidy niektorzy badacze sa sklonni twierdzié¢, ze zawiera ona wode
w ilosci zdolnej wypelni¢ dwa lub trzy olimpijskie baseny.

W nastepnym roku zesp6! LINEAR (LIncoln Near-Earth Asteroid Research)
odkryt inng planetoide oznaczona jako 1999 JMg, ktéra mineta Ziemie

w odleglodci 8,5 mln km. Obserwatoria w Arecibo (dysponujace radioteleskopem
o $rednicy 300 m) i w Goldstone uzyskaly radarowe obrazy planetoidy

o rozdzielczosci 15 m. Planetoida ma kartoflowaty ksztalt, a jej najwigkszy
rozmiar wynosi 3,5 km. Pokryta jest licznymi kraterami, przy czym najmniejsze,
jakie zarejestrowano, maja $rednice rzedu 100 m. Sugeruje to, ze planetoida

jest obiektem starym i prawdopodobnie nie jest odtamkiem wickszego ciata

— zwlaszcza ze obraca si¢ dla odmiany wyjatkowo powoli, w przyblizeniu jeden
obrét na tydzien. Nie wiadomo obecnie, co jest tego przyczyna.

Tomasz KWAST

Grudzien

W grudniowe wieczory Droga Mleczna rozciaga sie od wschodu do zachodu,
przechodzac niemal przez zenit. W samym Perseuszu, znajdujacym sie blisko
zenitu, mamy ogromne bogactwo otwartych gromad gwiazd. Wodzac tam
lornetka po Drodze Mlecznej, mozna praktycznie w kazdym kierunku miec¢

w polu widzenia jakas gromade. Na polnocnym skraju gwiazdozbioru znajduja
sie dwie niemal zachodzace na siebie wzajemnie gromady h i x — obie widoczne
golym okiem. W rzeczywistoéci dzieli je odlegtos¢ 300 pc, co dziesieciokrotnie
przekracza ich rozmiary. Inna gromada, widoczna bez pomocy lornetki, to M34.
Poza Droga Mleczna i poza Perseuszem, ale bardzo blisko niego na potudniowym
przedhuzeniu tancuszka gwiazd wyznaczajacego ten gwiazdozbiér, leza Plejady,
gromada uchodzaca za popularny sprawdzian silty wzroku obserwatora: jezeli
widzi tam kilka (moze nawet 7) gwiazd, to ma oczy w porzadku.

Wenus jest w Wadze i jest bardzo jasna Gwiazda Poranna — 7 XII osiaga
maksymalna jasnos¢. Mars jest blisko, na granicy Panny i Wagi, zatem
rowniez wida¢ go nad ranem. Jowisz jest na granicy Raka i Lwa i wschodzi
wieczorem, a Saturn na granicy Byka i Blizniat i wschodzi jeszcze przed
zapadnieciem nocy, tak wiec obie te planety widaé¢ praktycznie przez cala
noc. Now Ksiezyca wypada 4 XII i nastapi wtedy catkowite zaémienie
Stonca, ale widoczne w Afryce, na Oceanie Indyjskim i w Australii.

Pelnia nastapi 19 XII. 30 XII Ksiezyc zakryje Marsa, ale zjawisko to bedzie
widaé tylko w p6inocno-wschodniej Azji. 26 XII wieczorem mozna prébowadé
szuka¢ Merkurego, gdyz znajdzie sie wtedy najdalej katowo od Storica.

22 XII nastapi zimowe przesilenie i dni zaczna si¢ juz wydluzaé, a poza tym jak
zwykle Swieta i Nowy Rok za pasem. A wiec wszystkiego najlepszego!

T. K.
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O ROWNYCH SUMACH
DWUNASTYCH POTEG

Najbardziej imponujacym znanym przykiadem
réwnych sum dwunastych poteg jest niewatpliwie
réwnosé dwoch sum siedmiu takich poteg

(12.7.7) 9912477124 74124 73124 73124 541243012 =
— 9512+8912+8812+4812+4212+3712+312,
ktéra odkryl Greg Childers w 2000 roku.

Do marca 2002 roku najmniejsza liczba k, dla

ktorej znane bylo rozwiazanie typu (12,6, k), tzn.
nietrywialna réwno$¢ sumy szesciu dwunastych poteg
i sumy k dwunastych poteg, byta liczba k = 15.

Opowiem pokroétce, jak udalo mi sie znalezé
rozwigzanie nastepujace:
(12.6.12) 211124 178124 171124 147124 64124 3512 =
= 213124170124 156124 117124 11712+

+10424 7824 6012+ 5112+ 42124 26124 1612,

Jedng rzecz ustalmy na samym poczatku: nie wchodzi
w rachube przegladanie wszystkich osiemnastek

liczb i sprawdzanie, czy sa one rozwiazaniami
réwnania typu (12,6, 12) — przy liczbach 3-cyfrowych
wchodzacych w sklad rozwiazania, takich sprawdzen
wykonaé nie sposéb.

Jak wiec sie za to zabrac?
Poczynmy na poczatek kilka obserwacji.

Obserwacja 1. Dwunasta potega liczby catkowitej przy
dzieleniu przez 13 daje reszte 1 (na ogét) lub 0 (rzadko),
w zaleznosci od tego, czy liczba ta jest czy nie jest
podzielna przez 13.

Obserwacja 2. Suma szesciu dwunastych poteg przy
dzieleniu przez 13 daje reszte z przedzialu 0-6.
Zdecydowanie najbardziej prawdopodobna jest reszta 6.

Obserwacja 3. Suma 12. dwunastych poteg przy dzieleniu
przez 13 daje reszte réwng liczbie poteg liczb
niepodzielnych przez 13. Im wieksza reszta, tym bardziej
prawdopodobna przy losowym wyborze sumowanych
poteg (staby wyjatek — reszty 11 i 12 sg jednakowo
prawdopodobne).

Obserwacja 4. Wydaje sig, ze nie stracimy zbyt wiele,
zakladajac, ze sumy po obu stronach réwnania (12,6, 12)
przy dzieleniu przez 13 daja reszte 6. Dokladniejsze
wyliczenia sklaniajag mnie do przyjecia, ze 96,5% rozwigzan
powinno tak wlasnie wygladac.

Obserwacja 5. Dwunasta potega liczby catkowitej podzielna
przez 13, dzieli sie takze przez 13'2.

Whniosek
Przyjmujemy wiec, ze wszystkie wyrazy po lewej
stronie réwnania sa niepodzielne przez 13,
a w konsekwencji po prawej stronie musimy mie¢
6 wyrazow niepodzielnych i 6 podzielnych przez 13.
Mamy wiec rownanie
al? £ b2 4 12 112 el 4 12 = g12 L 12 g 12
P2 EI2 12 12 12 g 12 4 12 4 12y g2
w ktorym wyrazy a—l nie dziela sie przez 13, natomiast
liczba m!? + n'2 4 012 + p'2 4 ¢'? + 712 jest podzielna
przez 13'2. Zatem zachodzi kongruencja
a2 £ b2 4 e12 L @12 4el2 4 f12 =
= g'2 4 h12 4§12 4 12 4 K12 4 112(mod 1312).

Tak wiec pierwszym krokiem jest znalezienie
rozwigzan powyzszej kongruencji. W tym celu
nalezy przejrzeé¢ szostki liczba >b>c>d>e> f
niepodzielnych przez 13 w celu znalezienia powtorzen
liczby

al? £ 512 4 12 4 412 4 12 4 F12(mod 1312)
dla réznych szostek. Ja przyjatem przy tym
ograniczenie a < 350. Takich széstek liczb jest
okoto 1,65 - 10'2, nie wchodzi wiec w rachube
zgromadzenie ich naraz w pamieci komputera.
Nie wchodzac zbytnio w szczegoly techniczne, dosé
powiedzieé, ze wystarczy przebiec wszystkie liczby
R = 6(mod 13), gdzie 0 < R < 139, i dla kazdej takiej
liczby R wygenerowac tylko te szostki (a, b, ¢, d, e, f),
dla ktoérych

al? + b2 4 12 4 @12 4 ¢12 4 £12 = R(mod 13°),
co juz komputer naraz spamietac potrafi.

Do wybranych a, b, c,d, e, f, g, h, i, j, k, [ usitujemy
dobra¢ m,n, o, p, q,r z uprzednio przygotowanej

tabeli széstek liczb podzielnych przez 13, posortowanej
wedlug reszty z dzielenia liczby

mi2 4 nl2 4 ol2 4 pl2 4 12 4 12
przez ustalona liczbe pierwsza.

Pelny przebieg programu trwalby ponad miesiac,
gdyby nie to, ze przerwalem obliczenia po znalezieniu
dwdéch rozwiazan.

O LICZBIE 343

7 okazji 343. numeru Delty przedstawiamy 7 wtasnosci

liczby 73.

1. 343 = (3 +4)3.

2. Liczba 3%° w zapisie dziesietnym rozpoczyna sie
cyframi 343. ..

3. ...natomiast liczba 7343

cyframi 343 sie konczy. . .
4. ...podobnie zreszta jak liczba 743.
5. Natomiast z liczby 77 = 823543 otrzymujemy 343

po wykresleniu odpowiednich cyfr.

[=]

. Suma dzielnikéw liczby 73 jest kwadratem liczby catkowitej.
7. Najmniejsza liczba calkowita dodatnia n, taka ze dla
dowolnej liczby pierwszej p < 37 reszta z dzielenia liczby 343"
przez p jest kwadratem liczby calkowitej, jest liczba 60 —
numer dzisiejszego Gammalimatiasu.

Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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