SPIS TRESCI
NUMERU 11 (342)
Jak rzuca¢ moneta

przez telefon

Wojciech Guzicki

Skojarzenia
Witold Bednarek

Najsilniejsze magnesy Swiata
Stanistaw Bednarek

Zadania
Aktualnodci
Mala Delta

Liczby wazniejsze od innych
Jarostaw Gaornicki

O zdolnosci rozdzielczej
Marek W. Gutowski

Klub 44
Patrz w niebo
Listopad

Gammalimatias

W nastepnym numerze:

Trojkatna matrioszka

str. 8

str.10

str.12

str.15

str.16

str.16

str.17

,Delta” — matematyczno-fizyczno-astronomiczny miesiecznik popularny
Polskiego Towarzystwa Matematycznego, Polskiego Towarzystwa Fizycznego
i Polskiego Towarzystwa Astronomicznego,

wydawany przy poparciu Ministerstwa Edukacji Narodowej i Sportu.
Wydanie publikacji dofinansowane przez Komitet Badan Naukowych.

Komitet Redakcyjny:

Andrzej Bialynicki-Birula, Bogdan Cichocki — wiceprzewodniczacy,

Krzysztof Ciesielski, Jan A. Gaj, Piotr Goldstein, Andrzej Hrynkiewicz,
Wiestaw A. Kaminski, Marta Kicinska-Habior, Zbigniew Marciniak,
Krzysztof Maslanka, Janusz Matkowski, Andrzej Makowski, Zdzistaw Pogoda,
Michat Rézyczka, Konrad Rudnicki, Grzegorz Sitarski, Andrzej Woszczyk,
Wiestaw Zelazko — przewodniczacy.

Redaguje kolegium w sktadzie:

Wiktor Bartol, Krzysztof Biesaga, Ewa Czuchry, Krystyna Kordos — sekr. red.,
Marek Kordos — red. nacz., Tomasz Kwast, Anna Ludwicka, Urszula Marciniak,
Anna Rudnik, Witold Sadowski, Joanna Udalska, Piotr Zalewski — z-ca red. nacz.
Oktadki i ilustracje: Anna Ludwicka Rysunki techniczne: Marcin Adamski

Adres Redakcji: ul. Smyczkowa 5/7, 02-678 Warszawa, tel. 853-59-61, 55-33-216.
Sklad systemem TEX wykonala Redakcja, e-mail: BARTOL@MIMUW.EDU.PL
Wydrukowano w Drukarni Naukowo-Technicznej S.A. w Warszawie, ul. Minska 65.

WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 834-65-21)

Whplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesigca poprzedzajacego okres
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Rozwigzanie zadania F 584.
Natezenie pradu plynacego przez
amperomierz A; jest réwne sumie
pradéw plynacych przez woltomierz Vi
i amperomierz Ay

I =1Iv, + Iz,
zatem natezenie pradu plynacego przez
woltomierz Vi jest rowne
Iy, =11 — I = 0,3 mA,

a opér woltomierza

U,

R=— =32kQ.

Iv,
Z warunkéw zadania mamy, ze opory
wszystkich woltomierzy sg jednakowe
i réwne R. Suma wskazan wszystkich
woltomierzy jest nast¢pujacej postaci

50 50 50
E Uy, = § Iv,R=R Iy,.
i=1 i=1 =1

50

Ale Z Iy, to prad plynacy przez
i=1

amperomierz Aq, tzn.

50
E Iv, = I,
i=1

zatem
50

E Uy, = RI; =304 V.
i=1

Wojciech GUZICKI

Dla kazdego powinno by¢ oczywiste, ze mozna gra¢ w szachy na odleglosé:
przesylajac opisy kolejnych ruchéw w listach, telefonujac do przeciwnika,

czy tez wysylajac mu e-mail lub SMS. Nie ma w tym nic dziwnego, przeciez
przesylamy mu informacje o tym, co i tak wida¢ na szachownicy. Inaczej

jest z grami losowymi. Wezmy, na przykltad, najprostsza gre losowa: w orta

i reszke. Antek wybiera jedna z dwéch mozliwosci: orta lub reszke, Bartek rzuca
moneta. Jesli wypadnie orzel, to wygrywa Antek; jesli wypadnie reszka, to
wygrywa Bartek. Czy Antek i Bartek moga zagra¢ w orla i reszke na odlegto$¢?
Chwila zastanowienia pozwala nam dostrzec trudnosé. Wyobrazmy sobie,

ze Antek wybiera orlta i pisze lub telefonuje do Bartka, przekazujac mu te
informacje. Bartek teraz rzuca monetg i odpowiada Antkowi, ze — niestety! —
wypadla reszka. Czy Antek moze mu wierzy¢, nie widzac, czy Bartek naprawde
rzucil moneta i co naprawde wypadlo?

Wydaje sig, ze gra w gry losowe na odleglosé nie jest w takim razie mozliwa.
Okazuje sie jednak, ze jest mozliwa. Zobaczymy, ze Antek i Bartek moga
rozegra¢ gre w ,orla i reszke”, nie spotykajac sie i tylko przesytajac informacje
na odleglo$¢. Pomoze im w tym znajomo$¢ pewnych faktow z pogranicza teorii
liczb i informatyki.

Umoéwimy sie, ze w dalszym ciagu zwrot ,umiemy rozwiaza¢” jakie$ zadanie
oznacza to, ze znany jest algorytm znajdujacy w rozsadnie krétkim czasie
rozwiazanie tego zadania. Zwrot ,nie umiemy rozwiaza¢” oznacza natomiast,
ze zaden taki algorytm nie jest dotychczas znany. Stowo algorytm moze tu
oznaczaé réwniez tzw. algorytm probabilistyczny, dajacy rozwiazanie z bardzo
duzym prawdopodobienistwem, graniczacym z pewnoscia.

Metoda gry w orta i reszke na odleglosc¢ jest skuteczna dlatego, ze pewne
zadania umiemy rozwiazywaé, innych natomiast nie umiemy. Przyjrzyjmy sie
teraz paru zadaniom obu typéw.

1. Umiemy znajdowaé najwiekszy wspolny dzielnik dwoch duzych
(np. dwustucyfrowych) liczb naturalnych za pomoca tzw. algorytmu Euklidesa.

2. Umiemy sprawdzié, czy dana duza liczba (np. majaca okolo 200 cyfr w zapisie
dziesigtnym) jest liczba pierwsza. Czytelnik moze znalezé informacje na ten
temat w kwietniowym numerze Delty z 1997 roku. Umiemy rowniez znajdowacé
tak duze liczby pierwsze.

3. Nie umiemy rozklada¢ na czynniki duzych liczb zlozonych. Na przyklad,
jesli liczba n jest iloczynem dwoch przypadkowo wybranych liczb pierwszych
dwustucyfrowych p i ¢, to za pomoca zadnego znanego algorytmu

nie znajdziemy czynnikéw p i ¢ w czasie krétszym niz miliardy lat.

4. Przypusémy, ze mamy dane dwie rézne liczby pierwsze p i g oraz dwie liczby
aib, takie ze 0 < a < p oraz 0 < b < q. Wtedy umiemy znalez¢ liczbe x, taka ze
reszta z dzielenia x przez p wynosi a oraz reszta z dzielenia x przez g wynosi b.
Jest to szczegdlny przypadek tzw. chinskiego twierdzenia o resztach.

5. Przypu$émy teraz, ze p jest liczba pierwsza. Liczbe a, taka ze 0 < a < p,
nazywamy reszta kwadratowa modulo p, jedli istnieje liczba x, taka ze z? daje
przy dzieleniu przez p reszte a. Umiemy stwierdzi¢, czy dana liczba a jest reszta
kwadratowa modulo p.

6. Niech p bedzie nadal liczba pierwsza i niech a bedzie reszta kwadratowsa
modulo p. Umiemy wtedy znalezé taka liczbe x, ze 0 < z < p oraz liczba 22 daje
reszte a przy dzieleniu przez p. Sa dwie takie liczby; jesli jedna z nich jest x, to
druga jest p — x. Oczywiscie, umiemy znalez¢ je obie. Kazda z tych dwéch liczb
(x oraz p — x) nazywamy pierwiastkiem kwadratowym z a modulo p.

7. Przypuéémy teraz, ze liczba n jest iloczynem dwdéch duzych liczb pierwszych:
n = p-q (liczby p i ¢ maja po okolo 200 cyfr). Przypu$émy nastepnie, ze kto$
wybierze liczbe 2 wzglednie pierwsza z n (tzn. niepodzielna przez p i przez q)
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Rozwigzanie zadania M 1007.
Oznaczmy przez xg, i, ..., Lo
kolejne liczby na okregu.

zo = 100 — (z1 + z2 + x3)—

—(za + x5 + w6) — (v7 + x5 + 29) <

<100 — 329 = 13.

Z drugiej strony uktad liczb

spelnia zatozenia zadania.
Odpowiedzig jest 13.

i obliczy reszte z dzielenia 22 przez n; niech a bedzie ta reszta. Nie umiemy
wtedy, majac dane tylko liczby n i a, znalez¢ ani jednej liczby y, takiej ze
y? daje reszte a przy dzieleniu przez n. Inaczej méwiac, nie umiemy znalezé
pierwiastka kwadratowego z a modulo liczba zlozona n.

8. Umiemy natomiast rozwiagzaé poprzednie zadanie, jesli znamy rowniez

liczby p i q. Okazuje sig, ze wtedy istnieja cztery rozwiagzania. Niech b bedzie
reszta z dzielenia liczby a przez p i niech ¢ bedzie reszta z dzielenia liczby a
przez q. Znajdujemy dwa pierwiastki kwadratowe z b modulo p: niech beda to
ris (oczywiscie s = p — r). Nastepnie znajdujemy dwa pierwiastki kwadratowe
z ¢ modulo ¢: niech beda to ¢t i u (wtedy u = ¢ — t). Teraz za pomoca chifiskiego
twierdzenia o resztach mozemy znalezé cztery liczby: x1, 2, x3 i x4, ktérych
reszty z dzielenia przez p i ¢ sa odpowiednio réwne:

reszta z dzielenia reszta z dzielenia

przez p przez q
T r t
T2 r U
T3 S t
Ty S U

Wtedy liczby: x1, x2, x3 1 x4 sa wszystkimi pierwiastkami kwadratowymi

z a modulo n. Mozna wiec dowiesé, ze x4 = n — x1, T3 = n — xo oraz:

a) liczby x1 — a9 oraz x3 — x4 dziela sie przez p i nie dziela si¢ przez q. Zatem
NWD(z1 — z3,n) = NWD(z3 — z4,n) = p.

b) liczby x1 — x3 oraz xe — x4 dziely sie przez ¢ i nie dziela sie przez p. Zatem
NWD(z; — z5,n) = NWD(23 — z4,n) = q.

c¢) liczby a1 — x4 oraz x5 — x3 nie dziela sie ani przez p, ani przez ¢. Zatem
NWD(z1 — 24,n) = NWD(z3 — z3,n) = 1.

Teraz mozemy juz opisaé¢ sposéb gry w orta i reszke na odleglos¢. Zaczynamy
od tego, ze Bartek wybiera dwie duze liczby pierwsze p i ¢, mnozy je i iloczyn

n = p-q wysylta Antkowi. Liczby p i ¢ trzyma w tajemnicy. Antek wybiera
nastepnie liczbe z, taka ze 0 < x < n, sprawdza, czy jest ona wzglednie pierwsza
z n i podnosi do kwadratu. Nastepnie oblicza reszte z dzielenia 22 przez n.
Niech tg reszta bedzie liczba a. Liczbe a Antek przesyta Bartkowi. Teraz Bartek
rozwigzuje zadanie 8, tzn. znajduje cztery pierwiastki kwadratowe z a modulo n:
x1, To, x3 1 4. Oczywiscie, liczba x wybrana przez Antka jest jedng z tych
czterech liczb. Przypusémy, ze x = x1. Nastepuje najwazniejsza czesé gry:

rzut moneta. Doktadniej, nastepuje losowanie. Z czterech liczb: x1, xo, x3 1 24
Bartek wybiera jedng i odsyta ja Antkowi. Oznaczmy wybrang liczbe litera y.
Antek oblicza NWD(z — y, n). Mozliwe sa teraz cztery przypadki:

a) y = 1. Wtedy Antek dostaje te sama liczbe, ktéra wybral na poczatku.
Zatem x —y = 0 i wtedy oczywiscie

NWD(z — y,n) = n.

b) y = z3. Wtedy

NWD(z — y,n) = NWD(z; — z2,n) = p.
c) y = x3. Wtedy

NWD(x — y,n) = NWD(z; — z3,n) = q.
d) y = x4. Wtedy

NWD(z —y,n) = NWD(x1 — z4,n) = 1.
Okazuje sie, ze w dwoch przypadkach otrzymany najwiekszy wspolny dzielnik

x — 1y in jest jedna z wybranych liczb pierwszych p i ¢q. Zatem Antek umie
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Rozwigzanie zadania F 583.
Woltomierze sg jednakowe, zatem
stosunki pradéw plynacych przez nie,

sg réwne odpowiednio stosunkom wskazan

woltomierzy. Oznaczajac opor kazdego
woltomierza przez R mamy

Us = Uz — RI>,

Us =U; — R(I2 + I'g)
Stad

Io + I3

Is ~  Us

Zatem

Us+Us Ui —Usz
Uy — Us’

U — U3 = UrUs — UaUs,

i ostatecznie

Us 5 .
U2:77+ ZU32+U1U2z8.,()V4

Skojarzenia

W teorii liczb rozwazane sa, miedzy innymi,
nastepujace liczby (do tej pory nie wiadomo, czy jest

ich nieskoficzenie wiele):

A. Liczby pierwsze bliZzniacze: para liczb pierwszych
rézniacych sie o 2, a wiec postaci p i p + 2.

B. Liczby pierwsze Mersenne’a: liczby pierwsze postaci

2P — 1.

C. Liczby pierwsze Sophie Germain: takie liczby

roztozy¢ liczbe n na czynniki. W pozostatych dwéch przypadkach Antek nie
dostaje zadnej nowej informacji poza ta, ktéra mial na poczatku. Jesli bowiem
otrzymal od Bartka liczbe z1, czyli x, to oczywiscie nie dowiedzial si¢ niczego
nowego. Jesli natomiast otrzymal liczbe x4, to zauwaza, ze dostal liczbe n — x,
czyli tez nie dowiaduje si¢ niczego nowego.

Podsumujmy: jesli Bartek wylosuje x1 lub x4, to Antek nie dowiaduje

sie niczego nowego poza tym, co wiedzial na poczatku gry: zna liczbe n

i wybrana przez siebie liczbe x. Jesli natomiast Bartek wylosuje x5 lub z3,

to umozliwi Antkowi roztozenie liczby n na czynniki. Teraz mozna juz uméwié
sie, kto wygrywa w tej grze. Jesli na koncu Antek umie roztozy¢ n na czynniki,
to wygrywa, jesli nie umie, to przegrywa. Widzimy, ze zasadnicze rozstrzygniecie
gry nastapilo w momencie losowania jednej z czterech liczb przez Bartka.

W dwéch przypadkach wygrywa Antek, w dwéch Bartek. To tak, jakby Bartek
rzucil moneta, ktéra ma dwa orly i dwie reszki. Jedli wypadnie ktérykolwiek

z ortow, to wygrywa Bartek; jesli ktérakolwiek z reszek, to wygrywa Antek.
Zatem kazdy z nich ma prawdopodobienstwo wygranej rowne %, tak jak

przy rzucie zwykla moneta.

Dokladniejsza analiza pokazuje, ze Antek ma nieco wieksza szanse na wygranie.
Moze on bowiem po prostu zgadnaé jeden z czynnikéw pierwszych liczby n.
Moze takze, wybierajac liczbe z, trafi¢ na liczbe podzielna przez p lub przez ¢

i roztozy¢ w ten sposdéb n na czynniki. Prawdopodobienstwa tych zdarzen

sg jednak tak bardzo male, ze w praktyce mozemy je zaniedbac.

Innymi grami losowymi, w ktore trudno gra¢ na odleglo$é, sa gry w karty.
Wynaleziono inne metody, za pomoca ktérych mozna rozdaé karty graczom tak,
by mogli zagra¢ np. w pokera. Inaczej jest jednak z gra w brydza: to jest gra
par, a nie indywidualnych graczy i trudno byloby zapobiec nielegalnej wymianie
informacji miedzy graczami w jednej parze.

Witold BEDNAREK

AzB

Czy istnieje para liczb blizniaczych bedgcych liczbami
Mersenne’a?
Mamy réwnanie

(@ —1)— (27 —1) =2,
czyli 2P4 — 2P2 = 2. Jedyna para poteg dwojki rozniaca
sie 0 2 jest para 41 2, a wiec 2P* =41 2P2 = 2.
Stad p1 = 21 py = 1, ale 1 nie jest liczba pierwsza.
Zatem odpowiedz jest negatywna.

pierwsze p, ze 2p + 1 jest réwniez liczbg pierwsza.

Az C

Czy istnieje para liczb blizniaczych bedgcych liczbami

Sophie Germain?
Liczby:

P, p+2, 2p+1, 2(p+2)+1
muszg by¢ pierwsze. Nie moze by¢ p = 2, bo wtedy
p+ 2 =4 jest liczba ztozona. Jezeli p = 3, to pozostale
liczby: 5, 7, 11 sa pierwsze. Zalézmy dalej, ze
p > 3. Wéwcezas p jest postaci 3k + 1 lub 3k + 2.

W pierwszym przypadku liczba

p+2=0Bk+1)+2=3(k+1)
jest zlozona. W drugim przypadku liczba
20 +2)+1=23k+2+2)+1=3(2k+3)

tez jest zlozona. Ostatecznie stwierdzamy, ze jedyna

taka para sa liczby 31 5.

BzC

Czy istnieje liczba Mersenne’a bedgca liczbg
Sophie Germain?

Liczby o1 i
- i

muszg by¢ pierwsze. Mamy
2(2°0 — 1) +1 =21 1,

Jezeli p = 2, to liczby

2 —-1=22-1=3 i 2°"'-1=23-1=7
sa pierwsze. Jezeli p > 2, to p jest nieparzyste, czyli
p =2k + 1. Zatem

optl 1 = 92kH2 1 — 9kl )2k 4 1)

jest liczba zlozona. Wobec tego tylko liczba 3 jest

zaréwno liczba Mersenne’a, jak i liczba Sophie
Germain.

2(2P —1) +1



Najsilniejsze magnesy Swiata
Stanistaw BEDNAREK

Pole magnetyczne jest obiektem fizycznym powszechnie wystepujacym

w przyrodzie. Réznego rodzaju pola magnetyczne sa wytwarzane zaréwno

przez niektore czastki elementarne, np. elektrony, jak i gwiazdy czy galaktyki.
Tak wiec cata przestrzen Wszechswiata, od skali rozmiaréow atomowych az

do skali rozmiaréw kosmicznych, wypelniona jest przez silniejsze lub stabsze
pola magnetyczne. Wystepowanie pola magnetycznego w okreslonym obszarze
stwierdza sie, wykrywajac jego skutki w postaci sit dziatajacych na bieguny
magnetyczne lub na poruszajace sie tadunki elektryczne, ktérych uporzadkowany
ruch stanowi przeplyw pradu. Pole magnetyczne mozna przedstawié¢ graficznie
za pomoca linii pola pokazujacych tor, po ktérym poruszalby sie poinocny

biegun magnetyczny umieszczony w tym polu. Do iloSciowego opisu pola
magnetycznego uzywa sie wielkoéci nazywanej indukcja magnetyczna.

Pole magnetyczne Indukcja (T)
najstabsze mierzalne 8-1071°
pracujacego mozgu 10~13
przestrzeni miedzygwiezdnej ($rednio) 10710
ziemskie ($rednio) 6,5-107°
maszyn elektrycznych 0,005 do 2
elektromagneséw rdzeniowych 0,1 do 2,5
Stonca 0,01 do 3
urzadzen fizyki jadrowej 0,5 do 3,5
magnesow trwatych 0,001 do 4,2
magnesow nadprzewodzacych do 20
magnesow bezrdzeniowych do 30
najsilniejsze stacjonarne

w laboratorium 50
najsilniejsze impulsowe

w laboratorium 2500
?insiziif)ulsu laserowego 2000
gwiazd neutronowych 105 do 10?
pulsaréw radiowych,

tzw. magnetarow 101

Indukcja pola magnetycznego jest réwna jednej tesli (1 T), jezeli

pole to dziala sita jednego niutona na przewodnik o dlugosci jednego
metra, umieszczony prostopadle do linii tego pola, podczas przeptywu
w przewodniku pradu o natezeniu jednego ampera.

Zakres indukcji znanych obecnie pél magnetycznych
jest bardzo szeroki i obejmuje 25 rzedéw wielkosci.
Charakterystyczne przyklady z tego zakresu zostaly
zebrane w tabeli. Wytwarzanie pol magnetycznych

o indukcji mniejszej niz kilkanascie setnych tesli

nie stanowi problemu. Takie pola wytwarzane sa

np. przez magnesy spotykane w szkolnych pracowniach
fizycznych lub uzywane w domu do przytrzymywania
kartek na drzwiach lodéwki albo stosowane

w zatrzaskach meblowych. Réwniez pola magnetyczne
o indukc;ji kilku dziesiatych tesli wytwarzane sa bez
wiekszych probleméw przy uzyciu magneséw trwalych,
produkowanych ze stopéw zelaza z kobaltem, niklem

i glinem, nazywanych stopami alnico. Za pomoca,
pojedynczych magneséow trwatych mozna tez
wytwarzaé¢ pola magnetyczne o indukcji okolo jednej
tesli. W tych przypadkach magnesy wykonywane

sa ze stopéw zelaza z samarem i kobaltem albo

z ferrytow zawierajacych bor i neodym. Takie
magnesy sa jednak bardzo kosztowne. Najsilniejsze
pole magnetyczne, ktoére udato sie wytworzy¢ za
pomocy specjalnego uktadu magneséw trwatych, miato
indukcje 4,2 T. Alternatywnym sposobem wytwarzania
pél magnetycznych w zakresie indukcji do okoto 2,5 T
sa elektromagnesy. Sa to szpule nalozone na zelazne
rdzenie, na ktoére nawinieto odpowiednio duzg liczbe
zwojow miedzianego drutu i podlaczono jego konce

do zrédia pradu. Wada elektromagnesow, szczegdlnie
tych, przez ktore ptyna prady o duzym natezeniu,

jest silne nagrzewanie sie, dlatego elektromagnesy
wytwarzajace pola magnetyczne o wiekszej indukcji
wymagaja chlodzenia. W tym celu miedzy zwojami
umieszcza sie przekladki i zamyka cale uzwojenie

w szczelnej obudowie. Czynnikiem chlodzacym jest
najczesciej woda destylowana, wttaczana do obudowy
i oplywajaca zwoje.

Do wytwarzania pdél magnetycznych o indukeji od kilku do kilkudziesieciu tesli
stosuje sie (elektro)magnesy bezrdzeniowe, w ktérych przeplyw pradu o mozliwie
duzym natezeniu odbywa sie jak najblizej centralnej czesci, gdzie wytwarzane
jest najsilniejsze pole. Prototyp magnesu bezrdzeniowego do wytwarzania
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obszar silnego
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Rys. 2

silnych p6l magnetycznych zostal skonstruowany przez F. Bittera w Cambridge
okolo siedemdziesieciu lat temu. Magnesy tego typu, nazywane dzi§ magnesami
Bittera, skladaja sie z pakietu miedzianych plyt w ksztalcie szerokich pierscieni
z przecieciem wzdluz promienia (rys. 1). Plyty te cze$ciowo zachodza na siebie
i poprzekladane sa identycznymi plytami z materialu izolacyjnego. W ten
sposob tworzg one rodzaj powierzchni Srubowej, stanowiacej uzwojenie, przez
ktére moze przeptywaé prad o natezeniu kilku tysiecy amperéw. Silne pole
magnetyczne o indukcji dochodzacej do 25 T wytwarzane jest w otworze

w $rodku pakietu. Poniewaz magnesy takie wytwarzaja bardzo duzo ciepla,
wszystkie plyty zaopatrzone sa w gesta sie¢ otwordw, przez ktére wzdtuz osi
pakietu przepompowuje sie wode chlodzaca w ilosci dochodzacej do kilku tysiecy
litréw na minute. Caly pakiet $cidniety jest bardzo wytrzymatymi $rubami,
zeby nie zostal zdeformowany przez potezne sity elektrodynamiczne dziatajace
podczas przeplywu pradu.

Problemy zwiazane z wytwarzaniem ciepta nie wystepuja w magnesach
nadprzewodzacych. Taki magnes to po prostu szpula, na ktoéra nawinieto kilkaset
zwojéw z drutu nadprzewodzacego, wykonanego np. ze stopu niobu i cyny.

Jak wiadomo, materialy nadprzewodzace po ochlodzeniu ponizej temperatury
krytycznej traca opor elektryczny, przeplyw pradu elektrycznego nie powoduje
wiec ich ogrzewania. Niestety, temperatury krytyczne wiekszosci materialow
nadprzewodzacych sa bardzo niskie i wynosza od kilku do kilkunastu kelwinéw.
Dlatego magnesy nadprzewodzace musza by¢ umieszczane w podwdjnych
termosach, zwanych tez naczyniami Dewara i wstepnie wychlodzone przy uzyciu
cieklego azotu i helu. Ponadto, silne pole magnetyczne, spowodowane np. zbyt
duzym natezeniem plynacego pradu, powoduje zanik nadprzewodnictwa.

7 tego powodu przy uzyciu magneséw nadprzewodzacych mozna wytwarzaé
obecnie silne pola magnetyczne o indukcji nieprzekraczajacej 20 T.

Zmnacznie silniejsze pola magnetyczne, o indukcji do 50 T, wytwarza sie

przy uzyciu tzw. magneséw hybrydowych, zlozonych z konwencjonalnego
magnesu typu Bittera lub polihelikalnego, umieszczonego wewnatrz magnesu
nadprzewodzacego (rys. 2). W ten sposéb magnes nadprzewodzacy chroniony
jest przed zbyt silnym polem, a wypadkowa indukcja magnetyczna na osi
uktadu jest w przyblizeniu réwna sumie indukcji pél pochodzacych od

obu magneséw. Przy obecnych mozliwosciach technicznych nie udaje sie
wytworzy¢ silnych pél magnetycznych w formie ciaglej o indukeji powyzej 50 T.
Naprezenia powodowane przez sity elektrodynamiczne przekraczaja granice
wytrzymaloéci miedzi. Co prawda, specjalne stopy miedzi z berylem maja
wieksza wytrzymalosé, ale ich przydatno$é do wykonania uzwojen jest
ograniczona przez wieksza opornoéé elektryczng — powstaje wowczas zbyt
wiele ciepta, ktérego nie mozna odprowadzi¢ i uzwojenie ulega stopieniu.

Z tych powoddw pola magnetyczne o indukcji przekraczajacej te granice moga
by¢ wytwarzane tylko w postaci impulsow.

Pola magnetyczne o indukcji do 100 T mozna wytwarzaé¢ w formie impulséw
trwajacych kilka dziesiatych sekundy, przepuszczajac odpowiednio silny impuls
pradu, otrzymany przez roztadowanie baterii kondensatoréw o pojemnosci
setnych czesci farada, natadowanej do napiecia kilku tysiecy woltow. Takie pola
nazywane sa czasem quasi-stacjonarnymi. Do ich wytwarzania stosuje sie cewki
liczace kilkaset zwojow przewodu wykonanego ze stopu miedzi z berylem,
wzmocnione tasmami z laminatéw epoksydowych i wtloczone w stalowe
pancerze. W celu zmniejszenia oporu elektrycznego i zabezpieczenia cewki przed
stopieniem ochladza sie ja cieklym azotem do temperatury okoto —100° C.

W czasie impulsu pola cewka ogrzewa sie do temperatury kilkudziesigciu stopni
i dlatego przed kolejnym uzyciem nalezy ja ponownie wychlodzié. Cewki takie
wytrzymuja zwykle kilkaset impulséw.

Jeszcze silniejsze pola magnetyczne, o indukeji 100-300 T, mozna otrzymac tylko
podczas zniszczenia cewki. Uzywa sie w tym celu cewek zlozonych z jednego
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lub kilku zwojéw preta wykonanego z miedzi lub ze stopu miedzi z berylem.
Po przepuszczeniu przez taks cewke impulsu pradu o natezeniu okoto 10% A,
trwajacego okolo 107° s, cewka ulega rozpadowi i wyparowaniu pod wplywem
fali uderzeniowej i ciepla.

kierunek P o . . . .
ceiskania Najsilniejsze pola magnetyczne o indukcji ponad 1000 T otrzymuje

sie tzw. metoda wybuchowej kompresji strumienia magnetycznego.
Uktad przeznaczony do realizacji tej metody sklada sie z uzwojenia,
material wytwarzajacego poczatkowy impuls pola o indukcji 10-20 T w obszarze
wybuchowy , . . .. .. ..
o $rednicy kilkudziesieciu cm (rys. 3). Wewnatrz uzwojenia znajduje sie
koncentrator w postaci metalowej rury z podtuznym przecieciem. Na zewnatrz
uzwojenie otoczone jest cylindrem z materiatu wybuchowego. Po wytworzeniu
poczatkowego impulsu pola, ktére tatwo wnika do koncentratora, materiat
wybuchowy zostaje zdetonowany. Powstajaca przy tym fala uderzeniowa
zgniata cewke, zamyka szczeling koncentratora i powoduje jego dalsze
Sciskanie. W poruszajacych sie prostopadle do linii pola magnetycznego
) przewodzacych Sciankach koncentratora indukowany jest prad elektryczny,
—— szczelina : -
ktérego pole magnetyczne wzmacnia pole poczatkowe. Ta metoda otrzymano
pole magnetyczne o rekordowej indukcji 2500 T.

uzwojenie

koncentrator

Rys. 3
Wytwarzanie coraz silniejszych pol magnetycznych to nie tylko dziedzina

rywalizacji, w ktorej uczestniczy kilkanascie znanych laboratoriéw z catego
Swiata. Silne pola magnetyczne sa przede wszystkim niezbedne do badan

w wielu dziedzinach fizyki i inzynierii materialowej. Przyklady takich badan
to testowanie nowych pél- i nadprzewodnikéw, kwantowy efekt Halla, jadrowy
rezonans magnetyczny czy kontrolowana synteza termojadrowa.

Nieustajacy konkurs Wirtualnego Wszechswiata i Delty!
Rozwiaz w listopadzie grudniowe zadanie z myszka i wygraj ksiazke z Wydawnictwa Prészynski i S-ka.

Wiecej informacji: http://www.wiw.pl/delta/konkurs

Redaguje Mikotaj ROTKIEWICZ
Zadanla M 1006. Dany jest zbiér n + 1 odcinkéw, ktérych koncami sg wierzcholtki n-kata

foremnego. Wykazaé, ze co najmniej dwa sposréd nich sg rownolegle.
Rozwiazanie na str. 14

M 1007. Na okregu umieszczono 10 liczb, ktérych suma wynosi 100. Suma
dowolnych trzech kolejnych liczb na okregu jest nie mniejsza od 29. Niech a
bedzie najwicksza sposréd tych dziesieciu liczb. Znalezé najwieksza mozliwa
wartos$¢ a.

Rozwiazanie na str. 2

M 1008. Okrag podzielono na 7 tukéw tak, ze suma dowolnych dwdéch kolejnych
f e | Lo | tukéw jest tukiem opartym na kacie sSrodkowym nie wiekszym od 103°. Znalezé

minimalny mozliwy kat «, oparty na najkrétszym z tukow.

Rozwiazanie na str. 16
I W ®

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 583. Mamy obwdd elektryczny ztozony z takich samych opornikéw

Rys- 1 i woltomierzy (rys. 1). Pierwszy woltomierz pokazuje U; = 10 V, a trzeci

Us = 8 V. Ile pokazuje drugi woltomierz?
@ @ o @ Rozwiazanie na str. 3
F 584. Obwdd elektryczny pokazany na rysunku 2 sktada sie z 50 takich
@ @9 @ samych amperomierzy i 50 takich samych woltomierzy. Pierwszy woltomierz
T pokazuje Uy = 9,6 V, pierwszy amperomierz [; = 9,5 mA, a drugi I» = 9,2 mA.

Wyznaczyé sume wskazan wszystkich woltomierzy.

Rys. 2 Rozwiazanie na str. 1
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Odciski galaktycznych ramion

Sherlock Holmes zwykt uzyskiwaé zastanawiajaco

duzo informacji o swoich klientach lub przeciwnikach

na podstawie obserwacji ich powierzchownosci. Jego
wyczyny wypadaja jednak do$¢ blado w poréwnaniu

z osiggnieciami niektorych wspoélczesnych badaczy
zajmujacych sie szeroko pojeta historia Ziemi. Z fragmentu
zeba potrafig oni wyczarowaé nowy gatunek dinozaura,

a z jednego meteorytu odtworzy¢ globalng katastrofe.

Ich zdolnosci wydaja sie czasami wrecz podejrzane.
Przynajmniej dla zwyktych ,Watsonéw”. Holmes zawsze
jednak potrafil wyttumaczy¢ swojemu przyjacielowi,

ze ta tajemniczos¢ jest pozorna, a wszystko polega

na prostej, acz konsekwentnej dedukcji. Niestety, nie dosé,
ze Sherlock byl postacia literacka, to od dawna nie zyje.
Gdy nie jesteSmy w stanie sami przesledzi¢ wszystkich
niuanséw danej publikacji naukowej, pozostaje nam
polegaé na recenzentach renomowanych czasopism i ostrym
piérze oponentéw.

Po tym entrée mozemy przej$¢ do dania gtéwnego.

W najbardziej renomowanym periodyku fizycznym —
Physical Review Letters — ukazal sie artykul [1], w ktérym
autor odnajduje slady przechodzenia Ukladu Stonecznego
przez ramiona Galaktyki w zapisie sumarycznej
ekspozycji na promieniowanie kosmiczne kilkudziesieciu
meteorytow, pochodzacych z ostatniego miliarda lat.
Podnosi takze mozliwo$¢ zwiagzku tak zarejestrowanej
historii intensywnosci promieniowania kosmicznego

ze zlodowaceniami.

Praca zaczyna si¢ od opisu konstrukeji modelu dyfuzji
galaktycznego promieniowania kosmicznego. Jako

gléwne (w istocie jedyne) zrédto tego promieniowania
przyjmuje si¢ pozostaltosci po supernowych. Te zas

sg ostatnim stadium burzliwego zywota masywnych
gwiazd, ktére powstaja przede wszystkim w gwiazdowym
tltoku galaktycznych ramion. Z tego wzgledu poziom
docierajacego do Ziemi promieniowania kosmicznego
powinien by¢ najwyzszy, gdy Uktad Stoneczny przebywa
wewnatrz takiego ramienia. Obecnie znajdujemy sie

w tzw. odnodze Oriona, ktéra jest mniej wigcej w potowie
tak gesta jak gtéwne ramiona. Oczekiwany poziom
promieniowania kosmicznego zmienia si¢ w opisywanym
modelu od 25% do 135% obecnego poziomu, ze $rednig,
wynoszaca 76% tego poziomu. Po przyjeciu dobrze
udokumentowanych zatozen jedynym wolnym parametrem
modelu pozostaje predko$é¢ katowa Uktadu Stonecznego
wzgledem galaktycznych ramion. Rozktad predkosci
ramion galaktycznych nie zostal jeszcze jednoznacznie
ustalony. Jezeli prawdziwy jest jednak poglad wiekszosci
specjalistéw, ze struktura ramion jest przejawem fali
gestosci, to nasza katowa predko$é wzgledna powinna
wynosi¢ 9,1 £+ 2,4 km/(s - kpc).

Najwazniejsza czescia pracy [1] jest analiza historycznego
zapisu poziomu promieniowania kosmicznego. W tym celu
uzyto kompilacji danych dotyczacych datowania
zelaznych meteorytéw za pomoca stosunku *'K /4K,
ktoéry mierzy sumaryczng ekspozycje danego meteorytu
na promieniowanie kosmiczne. Jezeli strumien
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promieniowania kosmicznego bylby staly, to rozktad

tak okreslonego wieku meteorytéw powinien byé
jednostajny. W przeciwnym przypadku liczba znalezionych
meteorytow powinna by¢ wicksza w okresach niskiego
poziomu promieniowania, odpowiadajacym zwolnieniu
yzZegara potasowego” oraz mniejsza w okresach wysokiego
poziomu promieniowania. I taka wtasnie modulacje,

z okresem 143 + 10 milionéw lat, obserwuje sie. Odpowiada
ona dopasowanej wzglednej predkosci katowej Uktadu
Stonecznego réwnej 11,0 + 0,8 km/(s - kpc), a wiec zgodnej
z niezaleznymi oszacowaniami.

Ostatnio coraz wyrazniej widaé, ze wartos¢ strumienia
promieniowania kosmicznego ma wplyw na $rednia
temperature Ziemi. Najbardziej udokumentowanym
zwigzkiem przyczynowo-skutkowym jest wpltyw

tego promieniowania na intensywnos$¢ tworzenia sie

chmur [2]. Relatywnie szybkie zmiany tego strumienia
zwiazane sa z aktywnoscig Stonca. Silny wiatr stoneczny
ostabia docierajacy do Ziemi strumien promieniowania.
Szacuje sie¢, ze wzrost strumienia o 1% powoduje spadek
$redniej temperatury o 0,13 K. W takim razie réznice
powodowane przechodzeniem przez ramiona galaktyki
powinny powodowaé zmiane temperatury od +10 K

do —5 K, co wystarcza do wywolania zlodowacen. Niestety,
okreséw, w ktérych wystepowaly zlodowacenia, nie znamy
zbyt doktadnie. Przeprowadzajac jednak korelacje miedzy
yhajlepsza wiedza’ o zlodowaceniach a przewidywana
wariacja strumienia promieniowania, autor pracy [1]
ponownie znajduje wysoki stopien zgodnosci, pozwalajacy
na wyznaczenie wzglednej predkosci Uktadu Stonecznego
na poziomie 10,9 £ 0,25 km/(s - kpc). W dodatku

uznanie promieniowania kosmicznego za przyczyne
powstawania zlodowacen pozwala na zrozumienie braku ich
wystepowania w okresie od jednego do dwdch miliardéw lat
temu. Szacuje si¢ mianowicie, ze okresowi bez zlodowacen
odpowiada istotny spadek szybkosci formowania sie
gwiazd w naszej Galaktyce, a wiec ostabienie strumienia
promieniowania i w konsekwencji ocieplenie klimatu Ziemi.

Artykut konczy sie stwierdzeniem, ze jezeli obserwowane
zaleznosci nie sa wyjatkowo szczesliwa, przypadkowa
koincydencja, to potrzebne jest lepsze zrozumienie
przyczynowo-skutkowego zwiazku miedzy promieniowaniem
a $rednia temperatura Ziemi. Ostatnio [2] zastanawiajacy
wydawal sie wplyw promieniowania tylko na intensywnosé
formowania sie niskich chmur, podczas gdy silniejsza
jonizacja, ktéra miataby powodowaé¢ nukleacje chmur,
wystepuje w gérnych warstwach atmosfery. Wydaje sie,

ze odpowiedz na te¢ zagadke mégl znalezé F. Yu [3], ktéry
twierdzi, ze w wyzszych warstwach atmosfery wysoka
jonizacja powoduje szybka rekombinacje niwelujaca wplyw
promieniowania na szybko$¢ tworzenia si¢ chmur wysokich.

Co o tym sadzisz, Watsonie?

Piotr ZALEWSKI

[1] Nir J. Shaviv, Cosmic Ray Diffusion from the Galactic Spiral
Arms, Iron Meteorites, and a Possible Climatic Connection,
Phys. Rev. Lett. 89(2002)051102

[2] Aktualnosci, Delta 2/2001, str. 7

[3] New Scientist, 10.8.2002, str. 15



Maia deld

Pajak i mucha

Wyobrazmy sobie muche, ktéra porusza si¢ po wykresie funkcji y = f(z)
w nastepujacy sposob. Jedli w danej chwili znajduje sie w punkcie

(z, f(x)), to sekunde pdzniej znajdzie sie w punkcie (f(x), f(f(x))).

W ten sposob igrekowe” wspotrzedne punktow wykresu, w jakich
przebywa mucha, tworza ciag tzw. iteracji funkcji f (rys. 1).

Mozna oczywiscie nie wierzy¢, ze jakakolwiek
mucha databy sobie rade z tak skomplikowanym
ruchem, ale czy rzeczywiscie jest to ruch az tak
skomplikowany? Chyba nie.

Rys. 1
Dorysujmy bowiem do wykresu funkcji f(z) prosta y = x (rys. 2). Mucha
ma przeskoczy¢ z punktu (z, f(z)) do punktu, ktéry lezy na wykresie
funkcji f i ktérego pierwsza wspoélrzedna jest réwna f(z). Jak znalezé
ten punkt?

y=f(z)

Wystarczy polecie¢ poziomo do prostej y = x,

! tam si¢ zatrzymac (nasza wspolrzedna ,iksowa”
/ | jest teraz réwna f(z)) i polecie¢ wzdluz prostej

I

I

I

I

1

pionowej (czyli nie zmieniajac naszej pierwszej
wspélrzednej) az do spotkania z wykresem.

Rys. 2
Nie jest to trudne nawet dla muchy. Popatrzmy zatem na kilka
przyktadowych toréw jej lotu dla dwéch réznych funkeji f.

Zauwazmy, ze sa na rysunkach takie punkty, w ktérych mucha
zanudzilaby sie na $mier¢.
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4 Y

Rys. 3. f(z) = 3z

9<3x

Rys. 4. f(z) = 2>

Rzeczywiscie: jesli na rysunku 3 mucha usiadzie
najpierw w punkcie (0,0), to nigdzie juz nie
péjdzie. Ale kazda mucha siedzaca obok uciekaé
bedzie od punktu (0,0) jak najdalej.

Na rysunku 4 muchy siedzace w punktach
A=(0,0)iB=(1,1) tez pozostalyby w tych
punktach na zawsze. Punkty A i B r6znia si¢
jednak i to znacznie: punkt A przyciaga okoliczne
muchy, a punkt B je odpycha! Glodny pajak
powinien czatowaé wiec w punkcie A i trzymac
sie z daleka od punktu B.

A gdzie powinien zaczaié sie na rysunku 57
W punkcie A, B czy C?

Powstaje zreszta pytanie, czy mucha zawsze musi uciec nieograniczenie
daleko albo wpasé do jakiej$ ,pajeczej sieci”?

A
Rys. 5
\
//®
N
LZ/\\
AN
&
Rys. 6

Oczywidcie, nie. Moze na przyktad zostaé
uwieziona na takiej oto orbicie.

Jak widzimy, teraz mucha odwiedza tylko dwa
punkty na wykresie.

A czy potraficie narysowaé taki wykres i takie poczatkowe potozenie
muchy, by odwiedzata ona doktadnie trzy punkty? Cztery punkty?

Pie¢ punktow?

Mala Delte przygotowal Witold SADOWSKI



Liczby wazniejsze od innych

Geometria i teoria liczb to dwie najstarsze galezie
matematyki. W Elementach Euklidesa (napisanych
okolo 300 roku p.n.e.) ksiegi VII, VIII i IX poswiecone
sa arytmetyce. W ksiedze VII wyrdznione sg liczby
pierwsze.

Liczbe naturalng p > 1 nazywamy liczba pierwsza,
jesli ma ona tylko dwa naturalne dzielniki: samaq siebie
oraz liczbe 1.

Wsradd liczb naturalnych mniejszych od 50 liczbami
pierwszymi sa:

2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47.

Elementy zawieraja dwie fundamentalne obserwacje
dotyczace liczb pierwszych. Przypomnimy je wraz
7z uzasadnieniami (uzasadnienia te sa wzorami
rozumowan matematycznych).

Pierwsza obserwacje zawiera twierdzenie 31
z ksiegi VII:

liczba naturalna n > 1, ktéra nie jest liczbg pierwszq,
zawsze ma czynnik pierwszy.

Jesli n > 1 nie jest liczba pierwsza (taka liczbe
nazywamy zloZong), to ma ona czynnik naturalny dy,

1 < dy < n. Jedli dy jest liczba pierwsza, to twierdzenie
jest dowiedzione. Jesli d; jest liczba zlozona, to ma
czynnik naturalny ds, 1 < dy < d;. Jedli dy jest liczba
pierwsza, to dowdd jest zakonczony, w przeciwnym
przypadku rozumowanie powtarzamy. Postepowanie

to nie moze mie¢ wiecej niz n krokéw i konczy sie

na liczbie d, 1 < d < n, bedacej liczba pierwsza.

Zatem liczba n ma czynnik pierwszy.

Obserwacja ta lezy u podstaw tzw. zasadniczego
twierdzenia arytmetyki, ktore orzeka, ze

kazdg liczbe naturalng n > 1 mozna roztozyc na iloczyn
liczb pierwszych w jeden tylko sposob

(gdy ignorujemy kolejnosé wystepowania czynnikéw).

Potrzebe dowodu jednoznacznosci rozktadu liczb

na czynniki pierwsze dostrzegal juz Euklides
(rozumowanie zawarte w Elementach ma luke).
Precyzyjne sformutowanie zasadniczego twierdzenia
arytmetyki wraz z dowodem podal C.F. Gauss
(1777-1855) w swoich Disquisitiones arithmeticae
(Rozwazaniach arytmetycznych) dopiero w 1801 roku.
Wezesniej przez ponad 2000 lat twierdzenie to
przyjmowano za oczywiste. Dopiero w polowie

XIX wieku (gléwnie dzieki pracom E. Kummera
(1810-1893)) okazalo sie, ze w pierécieniach liczbowych
jednoznaczno$é rozkladu (z doktadnoscia do
czynnikow odwracalnych, czyli takich, jak 11 —1

w pierScieniu Z) wystepuje raczej wyjatkowo.

Na przyktad, w pierscieniu Z[v/—5] liczb postaci
a+byv/—=5, a,b €7, kazda z liczb

3,7, 1+2V/=5, 1—-2V/—5
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jest nierozktadalna i

21 =3-7=(142V-5)(1 —2v/-5).

Druga z zapowiedzianych obserwacji zawiera
twierdzenie 20 z ksiegi IX:

Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

Dowo6d Euklidesa byl przytoczony np. w Delcie
5/2002.

Kilka innych (p6Zniejszych) dowodéw istnienia
nieskonczenie wielu liczb pierwszych mozna znalezé
w [3]. Gdy juz wiemy, ze liczb pierwszych jest
nieskonczenie wiele, oraz ze sa one ,cegietkami”,

z ktoérych zbudowane sa wszystkie liczby naturalne
n > 1, to istotne sa dwa pytania:

# jak rozpoznadé, czy dana liczba naturalna jest liczba
pierwsza?

& jak sa rozmieszczone liczby pierwsze?

Pytania te sa wciaz aktualne, gdyz na zadne z nich
nie znamy zadowalajacej odpowiedzi. W przypadku
pierwszego pytania, oczywiscie, znamy teoretyczne
metody pozwalajace zbadac, czy dana liczba jest
liczba pierwsza — na przykltad sito Eratostenesa.
Klopot polega na tym, ze metoda ta jest praktycznie
bezuzyteczna dla duzych liczb. Ponadto, niestety,
nie znamy zadnego algorytmu dzialajacego w czasie
wielomianowym, ktéry pozwalalby roztozyé

duza liczbe naturalna na czynniki pierwsze [2]
(choé¢ wiemy, ze dla sprawdzenia, czy dana liczba
naturalna n > 4 jest liczba pierwsza, wystarczy
tylko zbadaé, czy (";1)! jest liczba calkowita).
Problem ten okazal si¢ bardzo wazny, gdy w 1976
roku W. Diffie i M.E. Hellman wskazali prosty sposob
szyfrowania wiadomosci (z jawnym kluczem), ktory
z ,technicznych” powoddéw jest niezwykle trudny

do ztamania (zob. [1], [3, str. 127]). (Z tego wzgledu
odnajdywane wspdlczednie olbrzymie liczby

pierwsze w znakomitej wiekszosci nie sg podawane
do publicznej wiadomosci.)

Drugie pytanie rowniez okazalo sie interesujace.
W 1744 roku L. Euler (1707-1783) udowodnil, ze liczb
pierwszych jest tak duzo, iz szereg

=1
25
w(x)

jest rozbiezny, i tak malo, ze stosunek —— zbiega

do zera (symbol 7(z) oznacza liczbe liczb pierwszych

nie wiekszych od x). Obserwujac odkrywane kolejno

liczby pierwsze, zauwazono, ze pojawiaja sie one

bardzo nieregularnie: zdarzaja sie ich skupiska, np.
1871, 1873, 1877, 1879,

badZ mozna wskazaé ciag kolejnych liczb naturalnych

o zadanej z géry dlugosci, wérdd ktorych nie ma liczby

pierwszej.




Dla wybranego n ciag taki tworzymy nastepujaco:
m+D+2,(n+ 1) +3,...,(n+ 1)+ (n+1).

Na podstawie analizy ,materialu empirycznego”

C.F. Gauss (w 1792 r., mial wtedy 15 lat(!)

[3, str. 159]) i A.M. Legendre (1752-1833) (w 1798 r.)
wysuneli przypuszczenie, ze liczbe () mozna
przybliza¢ wielkoécia = (cho¢ nie jest to przyblizenie
najlepsze).

na
1000 168 144 1,159
1000000 78498 72382 1,084
1000000000 50847534 48254942 1,053

Problem ten, taczacy zjawiska dyskretne z ciagtymi(!),
zostal uznany za niezwykle interesujacy. W 1896 roku,
korzystajac z rezultatow P. Czebyszewa (1821-1894)

i B. Riemanna (1826-1866), J. Hadamard (1865-1963)
w Paryzu i Ch. de la Vallée Poussin (1866-1962)

w Louvain udowodnili

twierdzenie o liczbach pierwszych:

lim @

r—00 —

=1.

Twierdzenie to ma wiele ciekawych konsekwencji.

Oto dwie z nich [5, str. 164-165]:

& Dla dowolnie wybranego skoficzonego ciagu cyfr
€1,C2, ..., Cp istnieje liczba pierwsza, ktorej
m poczatkowych cyfr stanowig wybrane cyfry
(W. Sierpinski).

& Dla kazdej liczby rzeczywistej x > 0 istnieje
nieskonczony ciag liczb pierwszych ¢1,qo, ...,
taki ze . qn

lim — ==z
r—00 N

(H. Steinhaus).

7 twierdzenia o liczbach pierwszych wynika réwniez,
ze n-ta liczba pierwsza jest w przyblizeniu rowna
nlon (p, ~ nlnn), co jest réwnowazne istnieniu
dodatnich liczb A, B, takich ze dla n > 1,

(1) A-Inn <22 < B-Inn.
Korzystajac z tych nieréwnosci, wykazemy interesujaca

zalezno$¢ miedzy wszystkimi liczbami pierwszymi
a ,najwazniejsza’ liczba w analizie [4]:

lim »¢/p1-pa-...-pp =e.

n—oo
Niech I,, = »/p1 -p2- ... Pn.

Wowcezas

1 — 1 — 1 . P
2) Inl,, = — Inpr = — Ink+ — In— =
1 1 . P
= —Inn!l4+ — In —.
Pn pn]; k
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Stosujac wzor J. Stirlinga (1692 — 1770)
n! ~ V21 -n"ts . e ",

otrzymujemy
ilnn! N In27 n hl_n n n nlnn .,
Dn Dn 2P0 Pn Pn

gdyz przy n zmierzajacym do nieskonczonoéci,
pierwsze trzy sktadniki ostatniej sumy daza

do zera, natomiast ostatni skladnik (wobec
zalezno$ci p, ~ n In n) dazy do 1. Drugi skladnik
w ostatniej sumie wzoru (2), przy n zmierzajacym
do nieskoniczonosci, dazy do zera, gdyz dzigki
oszacowaniu

m%’“ <In(B-In k),

ktore wynika z (1), mamy

1 1
p—nz_:ln%gpﬁnln(B-lnn)gA In(B-Inn) =

-lnn
In B In(Inn)

:A-lnn A-lnn "> 0-

Zatem

lim Inl, =1,

a to daje teze.

W teorii liczb (w tym w teorii liczb pierwszych) wiele
jest pytan, na ktére nie znamy odpowiedzi, np.:

& Czy kazda liczba naturalna n > 5 jest sumg trzech
liczb pierwszych? Czy kazda liczba naturalna
parzysta n > 4 jest suma dwdéch liczb pierwszych?
(Odpowiedz twierdzaca znana jest jako hipoteza
Goldbacha.)

& Ile jest par liczb pierwszych rézniacych sie
02 (np.517,11113,17119,..., 10006427
i 10006429, .. .,260497545 - 26625 4 1, itd.)?

& Czy dla kazdego naturalnego n istnieje liczba
pierwsza miedzy n? a (n +1)2 ?

Przy kazdej okazji nalezy je przypominaé. Moze akurat
kto$ z Czytelnikéw otworzy kolejne drzwi i wezmie
udzial w fascynujacej przygodzie. . .
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O zdolnos$ci rozdzielczej

Jak to jest w optyce?

Czytelnik nie wyposazony w skomplikowany

sprzet optyczny zapewne oglada czasem programy
telewizyjne. Niektore stacje nadawcze wciaz jeszcze
maja zwyczaj nadawac, przed lub po wlasciwym
programie, tzw. obraz kontrolny. Nie chodzi nam

o ten ze skala barw, ale o ten bardziej skomplikowany,
przedstawiajacy rozmaite linie, okregi i inne figury
geometryczne. Stuzy on do regulacji odbiornika oraz
do oceny jakosSci obrazu — a to zapewne interesuje
potencjalnego nabywce, wzglednie posiadacza.

Na obrazie kontrolnym widzimy m.in. peki linii
prostych zbiegajacych si¢ w jednym punkcie. W tych
miejscach, gdzie linie sa dos¢ daleko, nietrudno jest
policzy¢, ile ich jest. W miare, gdy linie sa coraz blizej,
ich rozréznienie staje si¢ coraz trudniejsze i w koncu
zlewaja sie¢ w jedng gruba kreche. Odbiornik jest tym
lepszy, im wiecej linii lezacych blisko widzimy wyraznie
jako oddzielne obiekty. Nic dziwnego, ze ceche te
charakteryzuje si¢ ilosciowo, czyli w sposéb mierzalny,
poprzez podanie, ile linii na centymetr jest jeszcze
dobrze widocznych. Podobnie mozna poréwnywac
jakosé rozmaitych przyrzadow optycznych, poczynajac
od pojedynczej soczewki (lupy) czy zwierciadla,
poprzez mikroskopy, lornetki, dalmierze az do wielkich
lunet i teleskopéw uzywanych w obserwacjach
astronomicznych.

Zwlaszcza te ostatnie przyrzady zostaly kiedy$
starannie ,przeegzaminowane”. Gwiazdy sa tak
daleko od nas, ze mozna je uwaza¢ za punktowe
zrodla swiatta. Jedli wiec ktoras z nich jest ukladem
podwdjnym, to powinno by¢ mozliwe zarejestrowanie
oddzielnych obrazéw obu sktadnikéw, jesli tylko luneta
czy teleskop, ma dostatecznie duze powiekszenie.
Tymczasem, nawet jedli przyrzad zostanie wykonany
niezwykle starannie, to i tak nie rozréznimy za

jego pomoca dwoch obiektow, ktérych obrazy beda
potozone blizej niz A\/1,22, gdzie \ jest dlugoscia fali,
na ktorej prowadzimy obserwacje. Wiaze sie to,
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Termin zdolno$¢ rozdzielcza pojawia sie w fizyce dos¢ czesto. Gdyby kogos
zapytac¢, co on wladciwie oznacza, to najprawdopodobniej ten kto$ rozpoczalby
wyjadnienia od zjawisk zwigzanych z optyka. Hobbystom i osobom zwiazanym
zawodowo z przetwarzaniem obrazow: fotografom, kamerzystom, astronomom

— termin ten jest z cala pewnoscia dobrze znany. Dla tych, ktorzy jeszcze

nie znaja tego pojecia, réwniez i w tym artykule rozpoczniemy od zjawisk
optycznych. Prawdziwym naszym celem jest jednak zupelnie co innego:
pragniemy mianowicie omowi¢ zwiazki miedzy zdolnoscia rozdzielcza, zwana
czasem krétko rozdzielczo$cig, a pomiarami wielkosci fizycznych bardzo réznej
natury, nie tylko zwiazanych z optyka.

oczywiscie, z falowa natura $wiatla. Wielko$é

R = 1,22/ ) nazywa sie z tego powodu (maksymalna
teoretyczna) zdolno$cig rozdzielczq instrumentu
optycznego. Jak widzimy, wyraza sie ona w tych
samych jednostkach co parametr opisujacy jakosc¢
obrazu telewizyjnego, tyle ze dla teleskopu osiaga on
warto$é ~ 103 /mm ($wiatto widzialne, o dtugoéci fali
A ~1um), podczas gdy w najlepszych telewizorach
jest ponad tysiac razy mniejszy. Specyficzny przyrzad
optyczny, jakim jest ludzkie oko, jest pod tym
wzgledem réwniez daleki od ideatu: skoro widzimy

na wydruku z drukarki o rozdzielczosci 300 dpi

(ang. dots per inch, kropek na cal), litere [ jako krotki
odcinek, a nie zbiér oddzielnych kropek, to oznacza,
ze w najlepszym razie jesteSmy w stanie odréznié
~12 linii/mm.

Rozdzielczo$é spektrometrow

Jak dziala spektrometr? Swiatlo z badanego obiektu
(wytworzone przez obiekt albo odbite od niego, albo
przechodzace) dociera do instrumentu przez waska
szezeline wejsciowq, po czym zostaje rozszczepione

za pomocy pryzmatu albo siatki dyfrakcyjne;j.
Powstale w ten sposéb widmo mozna obserwowac
golym okiem na odpowiednim ekranie. Zamiast

oka wolimy uzy¢ odpowiedniego detektora, ktory
umieszczamy w coraz to innym miejscu widma.
Detektor ,obserwuje” widmo przez szczeline wyjsciowg
przyrzadu. Typowe warunki pomiaru sa takie, ze
szczelina wejéciowa jest mozliwie waska — w ten
spos6b badany obiekt mozna traktowaé¢ jak punktowe
zrodlo $wiatta. Szerokosé szczeliny wyjsciowej daje sie
regulowaé w szerokich granicach. Eksperymentator
stara sie korzystaé¢ z mozliwie waskiej szczeliny
wyjsciowej, nie moze jej jednak zmniejszaé calkiem
dowolnie, gdyz wezsza szczelina oznacza jednoczesnie
mniejsza ilos¢ $wiatla docierajaca do detektora, a wiec
gorszy stosunek sygnatu do szumu.



Od czego zalezy sygnal produkowany przez detektor?
Nie wchodzac w szczegdly, mozemy powiedzied,

ze sygnal uzyteczny (wszelkie szumy pomijamy

w naszych rozwazaniach) powinien by¢ proporcjonalny
do liczby fotonéw docierajacych do detektora

w jednostce czasu, powiedzmy, w ciagu sekundy.
Mozemy to wyrazi¢ nastepujacym wzorem:

EoJrg

1) swy=c [ 1),

Bo—&

gdzie S(-) to obserwowany sygnal z detektora,
bedacy funkcja energii, C' jest odpowiednia stata
proporcjonalnosci, a I(E) to prawdziwe widmo.
Granice catkowania odzwierciedlaja fakt, ze

do detektora docieraja i sa rejestrowane jednoczes$nie
fale elektromagnetyczne o réznych energiach
zblizonych do Ej. Tak wiec do instrumentu dociera
$wiatlo, ktérego widmo opisuje funkeja I(F),
natomiast my rejestrujemy je jako funkcje S(E).

To samo mozemy zapisa¢ inaczej:

+o0
2) S =C [ 18) g(E - E0) dE,

— 00

gdzie wprowadzilismy funkeje g(-), ktéra nazywa sie
funkcjq aparaturowq albo okienkowq. Jest ona rézna
od zera (a $cilej: dodatnia) tylko wtedy, gdy

|E— Eo| < g
W ogélnosci, funkcja g(-) moze zalezeé od energii
(detektor ma rézna czuloéé w rozmaitych fragmentach
widma), my jednak zaniedbajmy te zaleznosé. Myslmy
raczej o g jako o funkcji, ktéra ma wartos¢ 1 w okolicy
Ey oraz wartos¢ 0 poza tym. Dlugosé przedziatu,
w ktérym g(-) # 0, to liczba R — zdolnosé rozdzielcza.
Dlatego g(-) nazywamy funkcjq okienkowg: ma ona te
wlasgciwo$é, ze zamienia calkowanie wzgledem calej
osi rzeczywistej na caltkowanie tylko wzgledem tego
obszaru widmowego, ktéry aktualnie ,,widzi” nasz
detektor. (Tym, ktérym ,nie zgadzaja sie jednostki”,

spieszymy z wyjasnieniem, ze stala C' jest mianowana).

Forma zapisu (2) opisuje definicje operacji
matematycznej zwanej splotem dwoch funkeji
i oznaczanej zwykle znakiem ,x”. Tak wiec

(3) S(Eo) = (I x g)(Eo),

co wyrazamy stowami: widmo obserwowane jest
splotem widma oryginalnego z funkcjq okienkowgq.

Funkcje aparaturowe prawdziwych spektrometréow
raczej rzadko daja sie przybliza¢ w tak drastycznie
uproszczony sposéb (dyfrakcja na waskich
szczelinach!), jednakze przy szerokich szczelinach
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wyjéciowych, oraz do naszych celéw, przyblizenie to
jest zupelnie poprawne i wystarczajace. Dla porzadku
wspomnimy jedynie, ze do celéw praktycznych
najchetniej postugujemy sie znormalizowanyms
funkcjami okienkowymi, tj. przemnozonymi przez taka
liczbe, aby prawdziwa byla rownosé

+oo

/g(:c) dr =1

— 00

(oczywiscie, ze tak naprawde granice catkowania
sa skonczone). Odpowiedni wspdlezynnik skalujacy
zawsze przeciez mozemy zawrze¢ w statej C.

Tym, ktérzy nie boja sie¢ catkowania, proponujemy
samodzielne przeé¢wiczenie kilku prostych przypadkow:
jak powinno wyglada¢ widmo obserwowane, kiedy
widmo oryginalne sktada sie — na poczatek —

z pojedynczej linii widmowej o ksztalcie prostokata
(pasmo) lub tréjkata? Proby te z pewnoscia wykaza
réznice miedzy oryginalem a tym, co powinni$my
obserwowac. Generalnie, widmo splecione z funkcja
okienkowa wyglada na ,wygtadzone” czy wrecz
,rozmyte” w poréwnaniu do oryginalu. Na kolejne
pytania znamy odpowiedzi, ale wolimy, aby Czytelnik
sam do nich doszed!:

* jak maja sie do siebie potozenia centréw linii
widmowych przed i po splocie z funkcja okienkowa?

x a amplitudy?
* 1 pola pod tymi krzywymi?

x jak wyglada splot, kiedy widmo oryginalne sktada sie
z dwoéch linii odleglych wzajemnie mniej niz wynosi
szeroko$é¢ ,,okienka”?

Ci, ktorzy maja dostep do pracowni optycznej, moga
sprawdzi¢ do$wiadczalnie, jak zmienia sie wyglad
widma rejestrowanego przy roéznych szerokosciach
szczeliny wyjéciowej. Szczegdlnie dobrym obiektem

do obserwacji powinny by¢ wyladowania w tzw.
rurkach Geislera wypelnionych rozmaitymi gazami pod
zmniejszonym cisnieniem.

Inne pomiary a operacja splotu

Przyroda wykonuje operacje splotu o wiele czesciej, niz
mogloby sie wydawac¢. Damy tu przyklad z miernictwa
elektrycznego. Jesli dotaczymy woltomierz (wszystko
jedno — tradycyjny wychylowy czy cyfrowy)

do zrédta napiecia, ktore nie jest state w czasie,

to co zaobserwujemy? Przyrzad pomiarowy ma

pewna bezwladnosé, czysto mechaniczna (woltomierz
wskazéwkowy) lub wynikajaca z obecnosci rozmaitych
filtréw przeciwzakldceniowych, niepozadanych
pojemnosci itp. w przypadku woltomierza
elektronicznego. W rezultacie, przyrzad nigdy nie



wskazuje prawdziwej chwilowej wielko$ci mierzonego
napiecia, z wyjatkiem sytuacji, gdy to napiecie od
dawna ma ustabilizowana wartosé lub zmienia sig
niezwykle powoli. To, co widzimy, to co§ w rodzaju
usrednionej historii, przy czym w tej Sredniej
najwieksza wage maja zdarzenia najswiezsze. Przyrzad
stopniowo ,zapomina”, jakie warto$ci napiecia
wystepowaly wczesniej. Szybkos¢ tego zapominania
mozna scharakteryzowac tzw. stalg czasu 7 — im jest
ona mniejsza, tym zapominanie jest skuteczniejsze
(szybsze). W tym przypadku napiecie wskazywane
przez miernik jest splotem napigcia wejsciowego

z funkcja aparaturowa postaci (czynnik skalujacy
pominieto)

et/7  dlat <0,

0 gdy t > 0.

Mozna to odczytaé jako stwierdzenie, ze wplyw

na biezace wskazania woltomierza ma cata historia
zmian napiecia wejsciowego; zdarzenia, ktére dopiero
maja nastapi¢ — zgodnie ze zdrowym rozsadkiem —
takiego wplywu nie maja.

Troche pechowo sie sklada, ze w tym przypadku zbior,
na ktérym funkcja okienkowa jest rézna od zera, jest
nieograniczony, gdyz jest to pélprosta. Nie popelnimy
jednak istotnego bledu, jesli przyjmiemy, ze g(t) =0
dla t < —k7, gdzie dla k przyjmuje sie zwykle wartosé
pomiedzy 5 a 6. Czasowa zdolno$¢ rozdzielcza
woltomierza, rzedu 7, uniemozliwi nam spostrzezenie
impulséw napiecia o czasie trwania mniejszym niz 7,
praktycznie niezaleznie od ich amplitudy. Z drugiej
strony, impuls taki moze si¢ okazaé wystarczajacy

do tego, aby trwale uszkodzi¢ woltomierz — nie
dlatego, ze jest krétkotrwaly, lecz z powodu duzej
amplitudy.

Jeszcze inny przyklad to pomiary czegokolwiek

w zaleznosci od temperatury. Moze to by¢ np. objetosé
gazu (niedoskonaltego) czy cieplo wlasciwe. Wykonujac
badania tego rodzaju, postepujemy najczesciej tak:
ustalamy temperature ukladu, po czym wykonujemy
odpowiedni pomiar. Potem zmieniamy temperature

i wykonujemy nastepny pomiar. Czas trwania pomiaru
nie jest zerowy; kto nam zareczy, ze podczas pomiaru
temperatura byla rzeczywiscie stala? Z pewno$cia
nieco sie zmienila, moze tylko ,plyneta” w jedna
strone, a moze fluktuowala w jakich$ granicach?
Wynik pomiaru nie dotyczy zatem konkretnej,
precyzyjnie okreslonej temperatury, jest raczej
pewnym usrednieniem badanej wielkosci fizycznej

w pewnym, miejmy nadzieje waskim, przedziale
temperatury. Znowu natykamy si¢ na operacje splotu,
tyle Ze tym razem wszystko, co mozemy powiedzieé¢

o funkcji okienkowej, to jej ,rozciaglos¢” na skali
temperatury, czyli maksymalna niepewnos$é okreslenia
temperatury, nominalnie ustabilizowane;j.

Nie sposob powstrzymac sie od generalnej uwagi
zwigzanej z cyfrowymi przyrzadami pomiarowymi.

Ich dzialanie jest takie, ze ,musza’ one utozsamiaé
wyniki pomiaréw, jesli s one zbyt bliskie. Niepewnosé
pomiarowa wnoszona przez mierniki cyfrowe jest

wiec co najmniej réwna ich rozdzielczosci, czyli jest
na poziomie ostatniej wyswietlanej cyfry. Konkretna
zasada dzialania moze jednakze by¢ powodem, ze
rzeczywista niepewnosé bywa nawet kilkakrotnie
wigksza.

Na koniec zachowaliémy dwie wiadomosci: jedna dobra i jedng zla. Zta jest taka,
ze nie istnieje prosty ogdlny wzér na ,odwrécenie” skutkow operacji splotu,

nawet gdy funkcja okienkowa jest doskonale znana.

Wiadomosé dobra to to, ze prawdziwe jest twierdzenie, ktére tu sformulujemy
niezbyt precyzyjnie: jesli mozliwe sa pomiary z coraz lepsza zdolnoscia

rozdzielcza, to otrzymywane wyniki coraz lepiej odtwarzaja badany oryginalny
sygnal, przy czym zbiezno$¢ ta jest jednostajna. Ten, kto nie bardzo wie, o co

chodzi w koncéwce zdania — niech si¢ nie martwi. To tylko dodatkowy argument
za tym, ze wiadomos¢ jest istotnie dobra.

W przyktadzie ze spektrometrem oznacza to pomiary z jak najmniejszymi
i szczelinami wejéciowa i wyjéciowa, w przypadku woltomierza — nalezy uzywaé
przyrzadu o mozliwie malej statej czasu. Matematyk bytby zadowolony.

Rozwigzanie zadania M 1006.
Ponumerujmy wierzcholki n-kata
foremnego liczbami 0,1,2,...,n —1
zgodnie z ruchem wskazéwek zegara.
Zauwazmy, ze odcinek o koncach ai, by
jest réwnolegly do odcinka o koncach
a2, ba wtedy i tylko wtedy, gdy

(%) a1 + b1 = a2 + bz (modn).

Z zasady szufladkowej wynika, ze
dla co najmniej dwéch odcinkéw
zachodzi ().

Dla fizyka jednak oznacza to klopoty: coraz gorszy stosunek sygnalu badanego
do szumoéw, wzrost podatnoéci na zaklécenia, wzrost kosztéw aparatury i tym
podobne plagi. A to juz temat na calkiem inne opowiadanie.

Warto jeszcze zapamietaé: przy prezentacji wynikow pomiarow, w ktorych

w jaki$ sposob zaangazowana jest operacja splotu, niezbedne jest podawanie
zdolnoéci rozdzielczej oraz niepewnoéci wartosci parametrow, ktore miaty byé
ustalone. Bez tych informacji poréwnywanie wynikéw otrzymanych przy uzyciu
roznych przyrzaddw, albo przez rézne grupy badawcze, zwyczajnie nie ma sensu.
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® Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
— rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsylania rozwigzan: nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

31 12003 — i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéow, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002.
Zadania z matematyki nr 449, 450
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Czotéwka ligi zadaniowej 449. Liczby rzeczywiste z, y, z spelniaja uklad rownan

Klub 44 M 9 9 9
po uwzglednieniu ocen rozwiazan y=x — 2, zZ=Y — 2, T =2z"—2.

zadan 437 (WT = 1,15), 438 (WT = 2,14)
z numeru 3/2002

Jacek Klisowski — Lublin 46,52 . L. . . L. .
Tomasz Rawlik — Braunschweig 40,47 450. Niech n oraz m beda ustalonymi liczbami catkowitymi wigkszymi od 1

Barttomiej Dyda — Wroctaw 34,96 i niech Z(k) oznacza zdanie:

Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartoséci sumy = + y + z.

Kolejnym cztonkiem Klubu 44 M,

2 numerem 97, zostaje Jacek Klisowski. Rownanie 7 + x5 + ...+ x)} = y" ma rozwigzanie w liczbach catkowitych

dodatnich x1 < o < ... < x) < Y.

Wykazaé, ze jezeli zdania Z(m), Z(m+1),..., Z(2m—2) sa prawdziwe, to dla
kazdej liczby calkowitej k > m zdanie Z(k) jest prawdziwe.

Zadanie 450 zaproponowat pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Klub 44 Zadania z fizyki nr 346, 347
Redaguje Jerzy B. BROJAN

346. Pozioma membrana drga harmonicznie wzdtuz osi pionowej

z czestotliwoscig f = 100 Hz. Ile wynosi amplituda tych drgan, jesli lezace
na membranie ziarnka piasku podskakuja na wysokosé h = 2 cm wzgledem
srodkowego polozenia membrany?

Termin nadsylania rozwigzan: 347. Jacek i Placek dostali w schronisku po kubku bardzo goracej herbaty.
3112003 — Parzy! — zawotal Jacek.
Crotéwka lii zadanione: — Nic na to nie moge poradzi¢ — powiedziala bufetowa — chyba ze dam wam
ZO1IOWKa 11g1 zadanlowe
Kluf 44 F ! po. dodatkowym kubku, zebys$cie sobie rozlali i zeby szybciej wystyglo.

po uwzglednieniu ocen rozwiazan — Swietnie! — ucieszyl sie Jacek, rozlal zawartosé¢ swojego kubka po polowie,
zadari 332 (fiuzz;ioé’/ggé(WT =320) yaczekat kilka minut i zlat z powrotem. — Wciaz jeszcze za goraca!l — skrzywil sie.
Tomasz Wictecha — Tarndw 47,66 Tymczasem Placek rowniez zlat swoja herbate do jednego kubka i oswiadczyl:

Aleksander Surma — Myszkow 41,72 — Moja wcale nie jest za goraca.
Marek Wojcicki — Szczecin 37,65 . , L ., . o

Czy rzeczywiscie mogt lepiej ostudzi¢ swoja herbate, jesli jedyna przyczyna
Pan Wietecha zdobyl 44 punkty po raz

cawarty (jako drugi spoéréd uczestnikéw byt inny jej podzial na dwie cze¢sci? Obaj zlali herbate do kubkéw, w ktérych
fizycznej ligi zadaniowej). herbata byla na poczatku.

Drobiazgi

Jesli n oznacza liczbe elementéw zbioru skladajacego sie z liczb pierwszych, takiego ze
suma trzech dowolnych jego elementow jest liczba pierwsza, to n < 4. Przyktad zbioru
{7,11, 13, 23} wskazuje, ze moze by¢ n = 4. Czy n = 4 jest osiagalne dla nieskoriczenie
wielu zbiorow?

Witold BEDNAREK
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Rozwigzanie zadania M 1008.
Niech kolejne tuki odpowiadajg katom
$rodkowym

Mamy
ap = 360° — (a1 + a2) — (az + aa)—

—(as + ag) >360° — 3 -103° = 51°.

Uktad katéw
51°,5175,5175, ..., 5175

realizuje ekstremalng konfiguracje.

Patrz w niebo

Najlatwiej dostrzegalnym przejawem zmian aktywnosci Stofica sa zmiany
zaplamienia jego tarczy. Plamy sa obszarami chtodniejszymi o okoto 1000 K

od czystej powierzchni Stonica, powstajacymi tam, gdzie wiazki zgeszczonych
linii slonecznego pola magnetycznego przebijaja jego powierzchnie. Liczebnoséé
plam zmienia sie w okresie 11 lat, a jesli uwzgledni¢ zmiany biegunowo$ci plam,
to pelny cykl stonecznej aktywnosci trwa 22 lata. Plamom zazwyczaj towarzysza
inne przejawy aktywnosci (pochodnie, rozblyski), tak ze w maksimum cyklu
Stonce emituje nieco wiecej energii niz poza maksimum, mimo ze w maksimum
pewna cze$¢ jego powierzchni ma nizsza temperature. Tych cyklicznych zmian
na Stoncu wlasciwie nie sposéb dostrzec na codzien, dlatego zjawisko to nie
budzi wiekszego zainteresowania. Bo tez zmiany natezenia promieniowania
stonecznego sa rzedu jednego promila. Gdyby miato to manifestowac sig

na Ziemi w jakich$ zmianach klimatycznych réwniez na takim poziomie, to —
rzeczywiscie — nie byloby to specjalnie ciekawe. Jednak coraz lepsze poznawanie
zwiazkéw Slonce-Ziemia i ziemskiej atmosfery wydaje sie sugerowaé, ze male
zmiany na Stoficu moga wywolaé¢ duze zmiany na Ziemi.

Przede wszystkim okazalo sig, ze jasno$¢ Slonica zmienia si¢ niejednakowo
we wszystkich zakresach widma. Stosunkowo silnie zmienia si¢ nadfioletowa moc
Slonica, zatem w maksimum aktywnosdci wiecej (niz poza maksimum) slonecznej
energii jest absorbowane przez stratosferyczny ozon. Czesé nadfioletu powoduje
tez rozrywanie czasteczek tlenu, a wzrost obfitosci wolnych atoméw tlenu
sprzyja odtwarzaniu sie ozonu, a wiec jeszcze silniejszej absorpcji nadfioletu.
Moze wiec wystapi¢ dodatnie sprzezenie zwrotne, czyli wzmocnienie skutkéw
pierwotnie malej zmiany o$wietlenia. Cale to zjawisko nie jest do konca poznane,
gdyz ze wzrostem temperatury warstwy ozonu nasilajg sie tez prawdopodobnie
reakcje niszczace sam ozon, mimo to wiekszosé klimatologéw uznaje istotno$é
przedstawionego tu dodatniego sprzezenia zwrotnego. Duzo trudniej jest
wytlumaczy¢ tymi zjawiskami to, co mialoby dzia¢ sie¢ przy powierzchni Ziemi.
Podejrzewa sie, ze wzrost ci$nienia w ogrzanej stratosferze zapobiega w pewnym
stopniu ucieczce ciepta z nizszych warstw atmosfery. Powoduje ponadto zmiany
w globalnej cyrkulacji powietrza, ale za wczesnie wnioskowaé, jakie to moze mieé
znaczenie dla klimatu. Badania sa w toku.

Tomasz KWAST

Listopad

Rozlegly gwiazdozbior Pegaza, widoczny w listopadowe wieczory nieco

na potudnie i zachdd od zenitu, jest jednym z tych, ktérego najjasniejsza
gwiazda nie jest alfa. Najjasniejsza gwiazda, Enif, zostata oznaczona epsilonem
i wyznacza koniec pyska zwierzecia, od ktérego gwiazdozbiér wzial nazwe.

Jest to pomaranczowy nadolbrzym typu widmowego K2, a wiec o temperaturze
powierzchni zaledwie 4500 K, i znajduje si¢ w odleglosci 250 pc. Niedaleko

tej gwiazdy lezy gromada kulista M 15 (NGC 7078), jedna z najodleglejszych
w ogéle gromad kulistych Galaktyki. Znajduje sie ona w odleglosci 10 kpc i ma
jasno$¢ 6,3 mag, a wiec jest w zasadzie na granicy widocznosci gotym okiem.
Jej $rednica wynosi okoto 50 pc.

Wenus i Mars sa w Pannie, zatem obie planety wida¢ na wschodnim niebie przed
wschodem Stonca. Jowisz jest w Raku i wschodzi péznym wieczorem, a Saturn
na granicy Byka i Blizniat i wida¢ go prawie przez calg noc. Néw Ksiezyca
wypada 4 XI, a pelnia 20 XI — wtedy tez bedzie polcieniowe jego zaémienie,

a wiec praktycznie niedostrzegalne. Zadnych jasnych gwiazd w listopadzie
Ksiezyc nie zakryje.
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) p‘ 14 jedenastych poteg:
1 1/02 ( 59) (11,6,8) 182" 4 145" 41321 + 114" + 56! 443 =
= 175" + 160" + 158" + 112" + 110" +
° 11 11 11
a. attag +109°° 4102 +76"".
Dalsze poszukiwania zaowocowaly dwoma kolejnymi

#n— 00 przyktadami:
(11,5,9) 196 4+ 173 41271 + 104" + 111 =
O ROWNYCH SUMACH = 199" + 153" 4 128" + 121! + 100" +
JEDENASTYCH POTEG + 98! + 59" + 14 + 3,

11,6,8) 227" + 146" + 82" 4+ 55" + 43" 21" =
Do lutego 2002 roku znana byta tylko jedna réwnogé (11,6,8) + + + + +

zawierajaca tylko 15 jedenastych poteg. Obecnie takich =225" + 181" + 157" + 109" + 96" +
réwnosci znamy 25, nie ma juz wiec w nich niczego + 8511 1 6411 4 5311,
interesujacego. . Lo

Naszym celem jest znalezienie przyktadu typu
Kiedy 8 marca 2002 roku wracalem pociagiem z zebrania (11,7,7), czyli réwnych sum siedmiu jedenastych poteg
Komitetu Gléwnego Olimpiady Matematycznej, (o], przesladuje mnie to 711, przesladuje — za mtodu
otrzymalem SMS-a. To Nuutti Kuosa, ktéry na kilkunastu wzigltem udzial w konkursie Delty pod nazwg 711, w pracy
komputerach uruchomit méj program, zawiadomit jestem ulokowany w pokoju 711, Delta ukazuje si¢ po raz
mnie o pierwszym przykladzie zawierajacym tylko 342 = 2 - 171, teraz ta pogon za 7-ma 11-tymi potegami).

Czy nam si¢ to uda? Te i inne ciekawe informacje o réwnych sumach poteg mozesz, drogi Czytelniku, znalezé pod adresem: http://euler.free.fr

C
MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (32/)
A /\ B Wyjasnienie oszustwa (32): Podane rozwiazanie jest bledne w przypadku, gdy <ACB

jest rozwarty (zob. rys.). Wowczas
LAOB = 360° — 2 <ACB
i katy <AOB i < ACB nie musza by¢ rézne.

Bez trudu stwierdzamy, ze warunki zadania sa spelnione takze w przypadku,

gdy tréjkat ABC jest trojkatem réwnoramiennym o kacie przy wierzchotku C

réwnym 120°. W tym przypadku tréjkaty ABC 1 AOB sa nie tylko podobne, ale nawet
przystajace.

MIED 7Y NAMI Wyjasnienie oszustwa (38): Granica sumy jest suma granic wtedy, gdy liczba sktadnikéw sumy
jest stata. W podanym zadaniu n-ta suma ma n sktadnikéw, z ktorych kazdy jest zblizony

OSZUSTAMI (33/) wielkoscia do 1/n. Nieréwnosci

n2+1 _ n2+1 n2+1 n2+1 n2+1 n2+1 n2+2 n2+3 n2+n n2+n n2+n n2+n n2+n _ n2+n
n34+n ~ n3+4n + n3+n + n3+n +..t n3+n < n3+1 + n3+42 + n3+3 tooot n3+n < n3+4+1 + n3+4+1 + n3+1 +..t n34+1 n n3+1

n-
w polaczeniu z twierdzeniem o trzech ciggach dowodza, ze podana granica jest réwna 1.

Jest to klasyczny przykltad zadania samosprawdzajgcego. Jesli zadanie ocenia¢ w skali 0-1, to ocenienie zadania na ogot
sprowadza sie do przepisania wyniku podanego przez ucznia jako oceny za zadanie.

MIEDZY NAMI Wyjasnienie oszustwa (84): No ¢z, argumentacja w stylu okresu nie ma, bo go nie
widad, jest nie tylko niescista, ale wrecz btedna.
OSZUSTAMI (34)

Podana liczba jest réwna
0,(112358314594370774156178538190998752796516730336954932572910)
Jest to utamek okresowy o okresie dtugosci 60.

Istnienie okresu mozna przewidzie¢ bez wykonywania obliczen. Otéz kazda cyfra
zalezy tylko od dwdch poprzednich. Poniewaz mozliwych par cyfr jest 100, pewna
para musi si¢ w konicu powtérzyé, a to oznacza, ze nastepne cyfry beda takie same po
obu wystapieniach tej pary. Widaé stad, ze okres podstawowy nie moze mie¢ dtugosci
wigkszej niz 100.

Zatem dana liczba jest wymierna i réwna
112358314594370774156178538190998752796516730336954932572910  112358202236168425629438314382022572910
999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999  999999000000998999001000999000000999999

Korespondencje¢ do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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