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Czyzby jednak panspermia?

W 1871 r. stawny fizyk William Thomson

(lord Kelvin) wypowiedzial my$l, ze w wyniku
zderzen cial niebieskich niektore ich szczatki moga
rozpraszaé sie¢ w przestrzeni kosmicznej, a te, ktore
niosa zywe organizmy, maja szanse przenosic¢ zycie
na inne globy. W 1996 r. swiat obiegta wiadomo$¢,

ze w meteorycie pochodzacym z Marsa odkryto
skamieliny drobnoustrojow. Sprawa ta ucichla,

co oznacza, ze odkrycie nie zostato potwierdzone

i ze nadal informacje o zyciu pozaziemskim mamy
doktadnie zerowe. Niemniej temat jest tak pasjonujacy,
ze — oprocz fantastéw — poswiecaja mu sie uczeni

z prawdziwego zdarzenia. Juz ponad wiek temu

S. Arrhenius sugerowal, ze bakterie moga by¢
rozpedzane do ogromnych predkosci przez cisnienie
promieniowania gwiazd. On tez wprowadzil dla
zjawiska przekazywania zycia na kosmiczne odleglosci
termin ,panspermia”, co oznacza ,sianie wszedzie”.

7 czasem badacze stracili jednak entuzjazm dla teorii
panspermii — i to z dwdoch powodéw. Po pierwsze,
teoria ta i tak nie tlumaczy samego powstania

zycia, a tylko jego ewentualne rozprzestrzenianie

sie w Kosmosie. Po drugie, wydawalo si¢
nieprawdopodobienstwem, by mikroorganizmy

byly w stanie przetrzymac trwajaca miliony lat
podréz kosmiczna. Wigkszo$¢ badaczy wolata uznad,
ze (moze) tylko na Ziemi w hipotetycznej zupie
pierwotnej jako$ powstaly zywe komorki, czyli ze
zycie jest zjawiskiem bardzo wyjatkowym. Jednak

w latach 70. XX w. dwaj angielscy astronomowie,
Fred Hoyle i Chandra Wickramasinghe, zaobserwowali,
ze podczerwone widmo zrédla IRS 7, polozonego

w poblizu centrum Galaktyki, jest ogromnie podobne
do analogicznego widma kolonii bakterii . coli.
Oczywiscie daleko stad jeszcze do stwierdzenia,

ze IRS 7 to kosmiczny oblok bakterii, niemniej
jednak inne doswiadczenia wykazaly niestychang
odpornoséé¢ drobnoustrojéw na — zdawaltoby sie —
zabdjcze warunki. Mianowicie kolonie Deinococcus
radiodurans poddano dawce promieniowania gamma
odpowiadajacej 17 bilionom lat przebywania

w przestrzeni kosmicznej. W wyniku eksperymentu
szklane naczynie zawierajace bakterie zbrazowiato

i popekalo, natomiast same bakterie zyly sobie dalej,
jakby nic si¢ nie stato.

Wtlasciwie przestrzen kosmiczna jest $rodowiskiem
bardziej przyjaznym bakteriom niz mozna

by przypuszczaé. Mikroorganizmy uwiezione

w kamienno-lodowej bryle, czyli w jadrze komety, sa
dzieki temu doskonale chronione przed nadfioletem

i niezbyt energetycznym promieniowaniem X. Troche
inaczej jest z zabezpieczeniem przed promieniowaniem
kosmicznym. Okazuje sie, ze cienka kamienna ostona
jest gorsza niz brak oslony, bowiem oprocz
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pierwotnych czastek promieniowania kosmicznego
moga bakteriom daé sie¢ we znaki czastki wtorne.
Dopiero dostatecznie duza bryla gwarantuje, ze nawet
czastki wtérne nie dotra do bakterii tkwiacych w jej
srodku. Bryla taka, doleciawszy w poblize gwiazdy,
bedzie oczywiscie rozpraszaé¢ swoja ,,zainfekowana”
materie, a jej czes¢ moze spadaé na jalowe dotad
planety. Hoyle i Wickramasinghe sa nawet sktonni
niektore ziemskie epidemie przypisywaé takiej infekcji
z Kosmosu.

A czy sam upadek na planete wielkiej bryty

nie niszczy wszelkiego zycia w miejscu upadku?
Numeryczne modelowanie takich zjawisk pokazuje,
ze w glab skorupy planety istotnie rozchodzi sie fala
uderzeniowa powodujaca rozkruszenie, stopienie

i wyparowanie skal, jednak skaty powierzchniowe,
nawet niezbyt daleko od miejsca upadku bryty,
ulegaja tylko pokruszeniu i wyrzuceniu w gore

— w sprzyjajacych warunkach z predkoscia
przekraczajaca predkosé ucieczki z planety.
Odlamki zostaja wtedy poddane przyspieszeniu
rzedu 10000¢ i nasuwa si¢ pozornie retoryczne
pytanie: kto to przetrzyma? Otéz eksperymenty
artyleryjskie wykazaly, ze w zasobnikach z bakteriami
wystrzeliwanych z przyspieszeniem do 33000 g spora
czesé organizméw pozostawala zywa.

No to wreszcie sam czas chyba dziala na niekorzy$é
organizméw majacych do przebycia w stanie utajonym
iles parsekow. Oczywiscie trudno tu o sensowne
eksperymenty, ale w 1991 r. grupa kalifornijskich
biologéw przywrécita do zycia bakterie wydobyte

z wnetrznosci osy zalanej bursztynem co najmniej

25 mln lat temu.

Wyglada wiec na to, ze prymitywne formy zycia
bywaja fenomenalnie odporne na niesprzyjajace
warunki, a wniosek ten zdecydowanie nie jest juz ani
domniemaniem, ani poboznym zyczeniem. Niestety,
nie przybliza on nas ani na krok do odpowiedzi

na pytanie, jak (i ewentualnie — gdzie) zycie powstalo.
Niektorzy spekuluja, ze w Uktadzie Stonecznym
powstalo ono wczeéniej na Marsie niz na Ziemi,

gdyz Mars — jako mniejszy — szybciej osiagnat

na powierzchni odpowiednie warunki. Stamtad zycie
dotartoby na Ziemie. Niewatpliwie przyszte marsyjskie
wyprawy zalogowe beda szukaé¢ mikroorganizméow
gleboko w gruncie planety, co zreszta nie musi
przynies¢ rozstrzygniecia tej zagadki. Satelita Jowisza,
Europa, jest trzecim globem branym pod uwage jako
siedlisko zycia, z racji obecnej tam wody. Panspermia
w zastosowaniu do Ukladu Stonecznego wydaje

sie¢ prawdopodobna, sugestia Arrheniusa bardzo

malo prawdopodobna, samo zas powstanie zycia

w jakiej$ zupie pierwotnej nadal wydaje sie niemal
nieprawdopodobne. A jednak zyjemy!



Om mani padme hum...
Krzysztof REJMER

Jest klejnot w kwiecie lotosu. .. — glosi stynna buddyjska mantra. Kwiat lotosu
to rodzacy sie ze Stonca Wszech$wiat, kosmiczna harmonia, Koto Zycia,
nirwana, zwiazek przeciwnych plci i w ogole wszelkich przeciwienstw. Jednak

ta pradawna i niezwykle wieloznaczna symbolika kwiatu lotosu nie ogranicza

sie wytacznie do kulturowego kregu religii hinduistycznych i buddyjskich. Znana
byla w starozytnym Egipcie i w Fenicji, nieobca byta takze Grekom — wystarczy
wspomnie¢ wystane kwiatami lotosu toze Zeusa i Hery na gorze Ida, nimfe
Lotis i przygody Odysa w krainie Lotofagéw. Takze we wczesnochrzescijanskiej
ikonografii lotos byl atrybutem Matki Boskiej, p6zniej jednak w tej roli
zastapita go lilia. Jedno sposrdd tak licznych znaczen lotosu wysuwa sie jednak
na pierwszy plan: byt on symbolem czystosci. I tu wladnie zaczyna si¢ nasza
opowiesé, ktorej przedmiotem sa nie symboliczne, lecz fizyczne wlasnoéci tej
rosliny.

Lotos jest roslina wodna, jednak w przeciwienstwie do innych, wyrasta
niezanieczyszczony ponad lustro wody, tak jak Budda, ktéry narodzit sie

w Swiecie i niesplamiony wyrést ponad Swiat. Ta jego wlasnosé, ktéra przez
trzy tysiaclecia fascynowala wielu mistykdéw i poetéw, obecnie jest przedmiotem
intensywnych badan fizykochemicznych, o duzym znaczeniu zaréwno dla
biologii, jak i dla nowoczesnej technologii. Zrozumienie zjawiska, o ktérym
mowimy, jest konsekwencja prac wielu uczonych, wspomne tutaj jedynie
niemieckiego biologa Wilhelma Barthlotta z Uniwersytetu w Bonn, ktéry
przez ponad dwadziescia lat, postugujac sie elektronowym mikroskopem
skanningowym, przebadal strukture powierzchni lici ponad dziesieciu tysiecy
gatunkéw roslin.

Liscie niektérych gatunkéw nie tylko nie sg zwilzane przez wode, ale ponadto
maja wlasno$¢ samooczyszczania sie. Sptywajace po nich kropelki wody
usuwaja wszelkie brudy z powierzchni liscia, niezaleznie od chemicznego sktadu
i rozmiaréw zanieczyszczen. Zjawisko to jest szczegdlnie efektowne i efektywne
Obrazy powierzchni lidci niezwilzanych . cs 1 s . .
w przypadku wspomnianego gatunku o tacinskiej nazwie Nelumbo nucifera; od
przez wode uzyskane za pomoca

skaningowego mikroskopu clektronowego. 1i€go tez zostalo nazwane efektem lotosu.

Bialy pasek ma dlugosé 20 pm. . . L. . . . . . .
Pierwsza fotografia przedstawia 1iéé Powierzchnia lidcia, na ktérej osiadaja zanieczyszczenia, jest dla rosliny

gatunku Nelumbo nucifera. zaporg przed ich potencjalnie szkodliwym wplywem. W terenach o duzym
zanieczyszczeniu, gdy liScie pokryte sg pytem, ich temperatura znaczaco
wzrasta. Pyltki o odpowiednim rozmiarze zatykaja szparki oddechowe, co
powoduje zaburzenie gospodarki wodno-gazowej rosliny. Szczegdlnie narazone
na wplyw zanieczyszczen sa lidcie o szorstkich, nieréwnych powierzchniach.
Skutecznym mechanizmem obronnym jest dla roéliny efekt lotosu. Stuzy on

) Ocg
(@) takze oczyszczaniu powierzchni lidcia z czynnikow chorobotwoérczych, takich jak
A bakterie i rézne zarodniki.

Osg Osc Sprébujmy zrozumieé ten mechanizm. Rozwazmy kropelke cieczy na ptaskim
podlozu pokazana na rysunku 1. Z makroskopowego punktu widzenia jest to
wycinek kuli, o kacie kontaktu O, ktérego warto$é¢ okresla réwnanie Younga,

(b) Ocg opisujace warunek mechanicznej réwnowagi kropli:
@ Osg = Ogc + 0cgCOSO,
Osg Osc

gdzie 054, 0 1 0cg, OZnaczaja napiecia powierzchniowe zwigzane z trzema

Rys. 1. Kropla cieczy na ptaskim powierzchniami rozdzialu faz pomiedzy gazem (g), ciecza (c) i cialem stalym (s).
podiozu. Maly kat kontaktu (a) Méwimy, ze powierzchnia ciala stalego jest calkowicie zwilzana, gdy kat
odpowiada silnemu zwilzaniu; duzy L, . , P

kat kontaktu (b) odpowiada stabemu kontaktu ma zerowa wartos$é¢ (ciecz tworzy woéwczas plaska warstwe), i ze jest
zwilzaniu. zwilzana czesciowo, gdy kat kontaktu jest wickszy od zera. Im wigksza jego
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Rozwigzanie zadania M 1003.
Bakterie w probéwce dzielimy

— w zaleznosci od ,rodzica” —

na 20 podtypow 1,2,...,20, tak

ze bakterie podtypow 1,2,...,9 sa
bakteriami typu A. Niech p; bedzie
prawdopodobienstwem tego, ze losowo
wybrana w 60. sekundzie bakteria jest
podtypu 4, gdzie i =1,..., 20. Poniewaz

procedura podziatu dla kazdego podtypu

jest jednakowa, wigc p1 = p2 = ... = p2o.

20 )
1
Poza tym i = 1, wiec p; = —,
y Z:l pi =1, wiee pi = —,
i=
a szukane prawdopodobienstwo wynosi

9
p1+p2+...+p9 = 20

¢ /&/
e

Rys. 2. Kropla cieczy plynaca
po gtadkim lisciu jedynie przemieszcza
zanieczyszczenia,

podczas gdy kropla plynagca po podtozu
nieréwnym usuwa je.

Kropla na powierzchni liscia

i efekt lotosu. Czarne obiekty na
powierzchni kropli to zebrane przez
nig zanieczyszczenia. Bialy pasek ma
diugosé 50 pm.

wartos$¢, tym gorzej jest zwilzana powierzchnia. Gdy jest on réwny 180°,
mowimy nie o zwilzaniu, lecz o suszeniu; krople tworza wtedy pelne kule,
ktére nie przylegaja do powierzchni. Warto$é kata kontaktu zalezy nie tylko
od wlasnosci powierzchni i cieczy, ale takze od temperatury. Im wyzsza

jest temperatura, tym kat jest mniejszy. Przykladem substancji, ktora
zwilzana jest tylko w nieznacznym stopniu, jest teflon. Odpowiada to malej
(w poréwnaniu z o,.) wartosci napiecia powierzchniowego o,,. Powierzchnie
zbudowane z substancji o niewielkiej ilosci grup polarnych cechuja sie stabym
zwilzaniem, nazywamy je hydrofobowymi. W szczegdlnosci dotyczy to

woskéw (weglowodory) pokrywajacych liscie niektérych gatunkéw roslin.
Powierzchnie lisci nie sg plaskie, maja one strukture geometryczna, ktéra takze
wplywa na ksztalt znajdujacych si¢ na niej kropelek wody. Jest ona zwiazana
z warstewka wosku, tworzacego na powierzchni liScia regularna mikrorzezbe

o wysokoéci 1-5 pm. W przypadku wspomnianego gatunku Nelumbo nucifera
kat kontaktu ma w warunkach normalnych wartos¢ okolo 160°, a zatem krople
wody na jego powierzchni sa prawie kuliste.

Brud, ktéry osiadl na woskowanych liSciach, tworza substancje lepiej zwilzane
przez wode niz sama powierzchnia liScia. W dodatku rozmiary zanieczyszczen
sg na ogot znacznie wigksze niz nieréwnosci tej powierzchni; tak wiec przylegaja
one do liscia tylko w niewielu punktach, nie zas cala powierzchnia. Dzieki tej
malej (w poréwnaniu z woda) powierzchni styku i stabszej adhezji (przyleganiu)
pomiedzy zanieczyszczeniem i lidciem, zanieczyszczenia sa ,ciagniete” przez
krople. Efektywnos¢ samooczyszczenia jest wyzsza w przypadku deszczu niz
mgly. Wiaze si¢ to z wigksza energia kinetyczna kropelek deszczu. Sprezyste
deformacje pozwalaja im wnika¢ glebiej w zaglebienia powierzchni i skuteczniej
usuwac z nich zanieczyszczenia.

Taka poruszajaca sie po lisciu kulista (lub prawie kulista) kropelka zabiera

ze sobg znajdujace sie na jej drodze zanieczyszczenia. Jesli kropelka rozlewa

sie, tworzac z powierzchnia maty kat kontaktu, zanieczyszczenia zostaja
przemieszczone w inne miejsca, ale nie usuniete. Trzeba tez zdawaé sobie sprawe
z tego, ze plynaca po powierzchni liscia kropla nie spetlnia réwnania Younga,
ktoére opisuje sytuacje statyczna. Jednak dla zjawiska samooczyszczania sie
lisScia najwigksze znaczenie ma nie dynamika ruchu kropli, lecz zwilzalnosé
powierzchni, bedaca pojeciem réwnowagowym.

Efekt lotosu ma ogromne znaczenie nie tylko dla roélin, ale takze dla owadow,
szczegodlnie tych, ktére maja duza powierzchnie skrzydel i nie sa w stanie czysci¢
ich tapkami, tak jak to czyni mucha. Nierownomierne obciazenie skrzydet moze
nawet spowodowac utrate zdolnosci lotu.

Opisany mechanizm jest dos¢ zaskakujacy. W potocznym jezyku gladki znaczy
czysty, a nierowny — brudny. Codzienne doswiadczenie uczy, ze znacznie latwiej
utrzymac¢ w czystosci gtadkie marmurowe posadzki niz nawierzchnie chropowate.
Podobnie jak z podloga jest z kuchennymi blatami, wannami, lodéwkami

i innymi sprzetami gospodarstwa domowego. Okazuje si¢ jednak, ze pewne
powierzchnie — czystsze od innych, wcale nie sg gladsze, lecz maja bogata
strukture geometryczna.

Efektem lotosu zainteresowal sie przemyst. W 1998 roku cztery niemieckie
firmy zaczely wdrazaé technologie oparte na tym zjawisku, od tej pory

ich liczba znacznie wzrosta. Juz w 1999 roku na rynku pojawila sie farba

o nazwie Lotusan, przeznaczona do malowania zewnetrznych Scian budynku.
Jednym z motywéw, ktérymi kieruja sie laboratoria, jest proba znalezienia
skutecznego sposobu walki z pokrywajacym mury graffiti. Jak sie wydaje,
obecnie najbardziej zainteresowany samooczyszczacymi sie powierzchniami
jest przemyst samochodowy, jednak potencjalnych zastosowan jest wiele,
sposréd nich zastosowania medyczne wydaja sie naleze¢ do najwazniejszych.
Jeszcze w 1999 roku londynski The Economist w artykule poswieconym
gospodarce niemieckiej odnotowal zastosowanie efektu lotosu jako przyktad
nowej technologii o duzej przysztosci.
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Biologia molekularna in silico.

Jerzy TYSZKIEWICZ

O poréwnywaniu sekwencji biologicznych

Biologia molekularna jest wielkim obszarem

dla zupelnie nowych zastosowan matematyki

i informatyki. Badania biologiczne nie dziela sie

juz, jak to bylo dawniej, na in vivo i in vitro,

ale doszla trzecia mozliwos¢: in silico. Z wielkiego
bogactwa metod stosowanych w biologii obliczeniowej
zdecydowalem sie opisa¢ Czytelnikom Delty kilka
zagadnien dotyczacych badania podobienstwa
sekwencji biologicznych, w tym jeden ciekawy
algorytm. Wiedza o podobienstwie takich sekwencji
(biatek, DNA czy genomdéw) jest pomocna

w odtwarzaniu dziejow ewolucji.

Aby uswiadomi¢ sobie, jak jest to trudne, wyobrazmy sobie
historykéw, ktorzy by chcieli opisaé¢ dzieje Europy wylacznie

na podstawie wiedzy o wspodlczesnych granicach miedzy panstwami.

Takie jest wladnie nasze polozenie np. przy badaniu ewolucji
bakterii, ktére wladciwie nie pozostawiajg skamienialosci.

Podobienstwo bialtek

Patrzac na bialko oczyma biologa molekularnego,
widzimy przede wszystkim ciag zlozony z symboli;
te symbole to 20 aminokwasow, ktére stanowia
material budulcowy wszystkich biatek we wszystkich
znanych nam organizmach.

Bialka zmieniajg sie w toku ewolucji — sa rézne
mechanizmy, ktére powoduja mutacje w sekwencjach
DNA, ktore je koduja. W wyniku mutacji w biatku
wymianie moga podlega¢ pojedyncze aminokwasy, jak
tez moga gina¢ lub pojawiac sie cale fragmenty, ktore
zostaja wstawione/usuniete spomiedzy juz istniejacych
fragmentow sekwencji.

W biologii obliczeniowej rozwaza si¢ podobienstwo
dwdéch sekwencji biologicznych, w tym przypadku
— bialek. Jest to liczba, ktora jest tym wiecksza, im
blizsze sobie sa dwie sekwencje. Jesli pewna grupa
biatek pochodzacych od réznych organizméw jest
wzajemnie do siebie podobna, to doktadne wartosci
podobienstw pozwalaja odtworzy¢ w przyblizeniu
drzewo ewolucyjne tych organizméw.

Miara podobienstwa dwoch bialek jest wazona liczba
wymienionych wyzej operacji: wymian, usunieé

i wstawien, niezbednych do zamiany jednego bialtka

w drugie. Zakladamy, ze szansa zaj$cia kazdej

ze zmian jest niska, wiec im wiecej ich potrzeba, tym
mniejsza szansa, ze oba biatka pochodza od wspdélnego
przodka. Wazona oznacza, ze nie wszystkie operacje
»kosztuja” tyle samo.

Bardziej formalnie, w celu poréwnania dwie
sekwencje moga by¢ ze soba uliniowione, co polega
na wstawieniu do nich spacji (czyli wolnych miejsc,
oznaczanych ponizej kreskami), by osiagnely
identyczna dlugo$é, napisaniu ich pod soba

i policzeniu kar i nagréd. Najlepiej rozwazy¢ to
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na przyktadzie. W uliniowieniu 9 % g {;% mamy trzy

nagrody za zgodnos¢ liter i dwie kary za wstawienie
spacji. Uliniowienie to reprezentuje hipoteze, ze
w drodze od wspdlnego przodka do obu aktualnych
biatek byly dwa wydarzenia utraty/wstawienia

aminokwaséw. W uliniowieniu 1} § 8 yf ¥ mamy trzy

nagrody za zgodno$¢ liter, jedna kare za niezgodnos$é
liter i jedna kare za wstawienie spacji; hipoteza
zaklada trzy mutacje: dwie utraty/wstawienia oraz
jedna wymiane aminokwasu.

Nagrody to punkty dodatnie, kary to punkty ujemne,
a wartos¢ uliniowienia to suma kar i nagréd dla
wszystkich miejsc. Liczba ta mierzy tatwosé zajscia
mutacji odpowiadajacych uliniowieniu. Dane nam sg
tylko sekwencje biatek, a poszukujemy ich uliniowien
o maksymalnych wartosciach, czyli tych, ktore
najlatwiej mogly zajs¢. Wlasnie maksymalna wartosé
uliniowienia to miara podobienstwa tych dwoch bialek.

Dla uproszczenia rozwazan zalozymy, ze wszystkie
zgodne litery sa nagradzane tak samo, wszystkie
zamiany sg karane tak samo, a wstawianie spacji jest
tansze od zamiany, ale juz dwie spacje sa drozsze niz
zamiana. Spacji naprzeciw spacji w ogoéle nie wolno
ustawiac.

Zalézmy, przykladowo, 1 za zgodnosé, —3 za
niezgodno$é¢, —2 za spacje. Woéwczas pierwsze
uliniowienie ma warto$¢ —1, a drugie —2. (O tym,
skad sie biora wartosci kar i nagréd, powiemy poZniej.)
Skoro miara podobienstwa dwoch bialtek jest najlepszy
wynik mozliwy do osiagniecia dla uliniowienia

tych sekwencji, nalezy wiec rozpatrzy¢ wszystkie
mozliwe uliniowienia, polegajace na réznym sposobie
wstawienia spacji, i wybraé¢ to o najlepszym wyniku.

Fundamentalne znaczenie ma wiec szukanie
optymalnych uliniowien, a jest to trudne, bo jest
ich, w przypadku dwoch sekwencji dtugosci n
kazda, wyktadniczo wiele i nawet juz dla niewielkich
wartosci n szukamy matej igly w gigantycznym
stogu siana. Na szczescie istnieje sprytny algorytm
pozwalajacy ja szybko odnalezé. Otéz uliniowienia
mozna przedstawia¢ w postaci diagramdw.

Intuicyjnie, kazda kolumna i kazdy wiersz w tabeli
odpowiada stanowi po wypisaniu w sekwencji
odpowiedniej litery opisujacej wiersz/kolumne.
Nieopisany wiersz i kolumna odpowiadaja stanowi
przed wypisaniem pierwszego znaku. Przejscia

do sasiednich pél odpowiadaja dopisywaniu znakow
do sekwencji: ruch w prawo to dopisanie symbolu
kolumny do pionowej sekwencji i ,nic” (czyli spacji)
do drugiej; w dot to, dualnie, dopisanie symbolu



wiersza do poziomej sekwencji i ,,nic” do pionowej;
w koncu ukosnie w prawo w dot dopisuje po jednej
literze do obu sekwencji. Wida¢, ze drogi w tabelce
odpowiadaja dokladnie mozliwym uliniowieniom.

Kluczem do algorytmu jest pomyst, ze w pola tabeli
wpisujemy dwie informacje: warto$¢ optymalnego
uliniowienia poczatkowych fragmentéw sekwencji,
ktore koncza sie na literach opisujacych kolumne

i wiersz pola, oraz informacje, skad do tego pola
przyszlismy, aby ten optymalny koszt uzyskac.

Wartos¢ uliniowienia calych sekwencji znajdziemy
w prawym dolnym narozniku tabeli.

Przesledzmy to na przykladzie. Najpierw wpisujemy
do pierwszego wiersza i pierwszej kolumny wartosci
optymalnych uliniowien, ktére koncza sie w danym
polu tabeli. Te wartosci tatwo obliczyé, bo to koszty
wstawiania coraz dtuzszych ciagéw samych spacji.
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W naroznym polu wpisujemy 0, bo odpowiada ono
uliniowieniu pustego ciagu z pustym ciagiem. Teraz
wpisujemy wartosci do drugiego wiersza. W polu
(N,C) wpisujemy —3 za przyjscie z pola naroznego, bo
przyjscie z lewej i z géry daje warto$¢ —4, czyli gorsza,
i odnotowujemy, skad przyszlsémy. W (N,N) wpisujemy
—1 za przyjscie z (N,C), bo odbieramy nagrode 1 za
identycznosé liter, w (N,G) dostajemy —3 za przyjscie
z (N,N), a w (N,T) mamy —5 przychodzac z (N,G).

Zabieramy sie za kolejny wiersz: w (G,C) mamy —5,
ale tam mozna przyjé¢ na dwa sposoby, uzyskujac tyle
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wlasnie punktéw. Potem uzupelniamy analogicznie
kolejno nastepne wiersze.

Poczynajac teraz od pola (T,T) i idac pod prad
strzalek, odczytujemy wspak jedyna najlepsza droge
dojscia: (N,C),(N,N),(G,G),(V,G), (T,T) (jedyna

w tym przypadku; w ogdlnosdci optymalnych drég moze
byé wiecej). Zgadza sie ona z uliniowieniem podanym
w przykladzie.

Widaé¢ natychmiast, ze szukanie optymalnych
uliniowien ta metoda wspaniale nadaje sie

do powierzenia komputerowi, ktéry staje sie

w badaniach historii zycia réwnie wazny jak pipeta
i szalka Petriego.

Ewolucja i tablice substytucyjne

Gen, czyli sekwencja DNA, ktéra koduje biatko,

ma specjalna strukture: sklada si¢ z trojek symboli
sposrod A, C, G i T (oznaczaja one adenine,
cytozyne, guanine i tymine); taka tréjka to kodon.
Kazdy kodon wyznacza jeden z 20 aminokwasow,

z ktérych utworzone zostanie potem kodowane przez
gen biatko. Zmiany w DNA zachodza z grubsza
losowo. Jednak zmiany w biatkach sg w znacznym
stopniu hamowane przez mechanizmy ewolucji. Jesli
w genie zajdzie jakas mutacja powodujaca powazna
zmiane kodowanego biatka, to moze ono utraci¢
swoja biologiczna role, wystawiajac swego nosiciela
na podwyzszone ryzyko $mierci, utrudniajac tym
samym przekazanie mutacji na potomkéw. Ten
wplyw ewolucji powoduje zréznicowanie szybkosci
mutacji réznych aminokwasow: zamiana X na Y
moze by¢ tatwo utrwalana, gdy X i Y sa podobne,
a bardzo trudno, gdy si¢ znacznie réznia. Zatem
szansa na zamiane X na Y zalezy w istocie i od X,
iodY.

Do badania podobienstwa bialek stosuje si¢ wiec

w rzeczywistosci uliniowienie, w ktérym nagrody

za zgodno$c¢ i kary za niezgodnos¢ aminokwasow
zaleza od tego, ktére konkretnie sg to aminokwasy.
Wartosci te bierze sie ze specjalnych tablic
substytucyjnych, ktérych opracowanie jest osobnym,
powaznym zadaniem badawczym. Istnieje wiele tablic
o ugruntowanym znaczeniu, jak PAM i BLOSUM,

ale ciagle opracowuje si¢ nowe, np. dostosowane

do porownywania specyficznych grup biatek. Rowniez
kara za uzycie spacji jest zwykle inna niz w naszym
uproszczonym modelu — zalezy od iloéci spacji
wstawianych obok siebie. Natomiast sam algorytm nie
rézni sie co do swojej gléwnej idei od tego, ktéry dla
uproszczonego przypadku opisalem powyzej. Szczegoly
sa, oczywiscie, troche inne.

Podobienstwo bialek to narzedzie do odtwarzania
ich pochodzenia ewolucyjnego, ale ma tez inne
zastosowania: jednym z najwazniejszych jest
przewidywanie struktury przestrzennej bialek.

Otdéz liniowa czasteczka bialtka, zaraz po jej syntezie,
zaczyna sie spontanicznie zwijaé¢ do wysoce



skomplikowanej struktury przestrzennej. Dopiero po
jej osiagnieciu biatko moze petnié¢ swoja biologiczna
funkcje. Przewidywanie tej struktury na podstawie
znajomoéci tylko sekwencji to wielkie wyzwanie.
Gdyby$my potrafili to robié¢, to, oprécz wielu innych
rzeczy, moglibyémy tez konstruowacé nowe lekarstwa
w komputerze, bez trudnych i czasochtonnych badan
»W probowce”. Podobienstwo pomaga tu troche:
biatka o podobnych sekwencjach czesto zwijaja sie
do podobnych struktur przestrzennych, a nawet
orientacyjna sugestia co do ksztaltu czasteczki

jest ogromnie wazna przy prébach jej precyzyjnej
rekonstrukeji, bo chroni nas przed szukaniem

,1a manowcach”.

DNA

Mechanizm ewolucyjny hamowania mutacji dziata
duzo stabiej na poziomie DNA, bo kodonéw jest 64,

a aminokwaséw tylko 20, wiec jeden aminokwas

jest zwykle kodowany przez kilka r6znych kodonéw
(maksymalnie do 6). Mutacje DNA nie zmieniajace
kodowanego biatka sa dla ewolucji oczywiscie obojetne,
wiec nie sa tez przez nia hamowane. Mozna uliniawiac
bialka, mozna tez i sekwencje DNA. Ale, wobec
obojetnosci ewolucji na niektére zmiany DNA,

nie istnieja sensowne tablice substytucyjne dla

DNA, a wyniki uliniowienia sekwencji DNA sa duzo
trudniejsze do zinterpretowania. Dlatego tez wigkszos¢
badan nad ewolucja opiera si¢ na uliniowieniu bialek.
Jednak dla fragmentéw DNA, ktére nie koduja bialek,
porownywanie DNA to jedyna droga do odtworzenia
ich historii.

Genomy

Na calej nici DNA niektore geny sa na tyle podobne,
ze mozna je praktycznie uwazaé za kopie tego
samego genu. (Oczywiscie podobienstwo rozumiemy
jako istnienie uliniowienia o wysokiej wartosci dla
kodowanych przez nie biatek — wiemy juz, jak to
stwierdzié.) Czyli teraz cala nié prezentuje nam sie
jako ciag symboli, ktérymi sa poszczegdlne geny.

To kolejna sekwencja biologiczna, ktéra mozna
analizowaé. Caly genom (bo tak bedziemy méwié

o sekwencji genéw) tez podlega zmianom. Jednak nie
zachodza w nim lokalne, punktowe mutacje, a raczej
fundamentalne przebudowy calej sekwencji. Mozliwe
jest wyciecie calego fragmentu genomu i wklejenie
go z powrotem w to samo miejsce, ale w odwrotnej
kolejnosci. Podobnie, wyciety fragment moze by¢
przeniesiony w inne miejsce i wlaczony w oryginalnej
lub odwrotnej kolejnoéci.

Miara podobienstwa dwoch genoméw jest liczba
operacji jednego z wybranych typéw, niezbednych

do przeksztalcenia jednego z nich w drugi. Miary
podobienstwa tego typu sa wykorzystywane

do odtwarzania drzew ewolucyjnych organizmoéw,
opartych na calych genomach. Niestety, algorytmy
uzywane do obliczania podobienstwa genomow sa
duzo bardziej skomplikowane niz dla DNA, a niektére
z problemoéw obliczeniowych sa wrecz NP-trudne
(patrz artykul Damiana Niwinskiego w Delcie 7/2000).
W konicu moze si¢ tez pojawi¢ kolejny problem:
drzewa ewolucyjne organizmoéw zrekonstruowane

na podstawie bialek nie zawsze pokrywaja sie

z opartymi na genomach. Co z tym zrobié, to juz
raczej temat na kolejny artykut. ..

i Zadania

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 581. Znalez¢ i poréwnaé powigkszenia podtuzne
a = z'/z i poprzeczne 8 = h'/h dla cienkiej soczewki.

A

F o

Rozpatrzy¢ przypadek przedmiotu o malych wymiarach
podtuznych.
Rozwigzanie na str. 13

F 582. Na osi optycznej soczewki, w odleglosci réwnej
dwém ogniskowym, umieszczono kulke. Jaka postac
ma obraz tego przedmiotu?

Rozwigzanie na str. 13

Redaguje Mikolaj ROTKIEWICZ

M 1003. W probowce znajduje sie 9 bakterii typu A

i 11 typu B. W kazdej sekundzie losowo wybrana bakteria
dzieli sie na dwie takie same. Po 60 sekundach losujemy
bakteri¢ z probéwki. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego,
ze bedzie to bakteria typu A.

Rozwigzanie na str. 3

M 1004. W proboéwce znajduja sie bakterie typu A i B.
W kazdej sekundzie dochodzi do podziatu losowo wybranej
bakterii. Bakterie typu A i B dzielg sie odpowiednio na m
i n identycznych bakterii, m > n > 0. Niech p;, oznacza
prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana w k-tej
sekundzie bakteria jest typu A. Zbadaé¢ monotonicznosé
ciaggu py.
Rozwigzanie na str. 8
M 1005. W pewnej rodzinie maz i zona zawarli
nastepujaca umowe:
e zona zmywa naczynia zawsze w dwa kolejne dni, po czym
zmywaé musi maz,
e jesli ktéregos dnia naczynia zmywal maz, to o tym, kto
bedzie zmywal nastepnego dnia, decyduje rzut moneta,
e pierwszego dnia zmywanie naczyn rozpoczyna maz.
Niech py bedzie prawdopodobienstwem tego, ze w k-tym
dniu obowiazywania umowy naczynia zmywa maz.
Oblicz klim Dk-
— 00

Rozwigzanie na str. 9



Modelowanie rozwoju nowotworu

Urszula FORYS

No

Rys. 1

Rys. 3

Rys. 4

Najprostsze modele, za pomoca ktérych mozemy prébowaé opisaé rozwdj
nowotworu, to modele jednorodne przestrzennie, tzn. nie biorace pod uwage
miejsca wystepowania nowotworu oraz otoczenia tego miejsca. Opisujemy

w nich zazwyczaj wzrost liczby (zageszczenia) komérek nowotworowych w calym
organizmie badZz w miejscu wystepowania nowotworu.

Jak zauwazono w eksperymentach, komoérki nowotworowe zachowuja sie
podobnie jak inne komérki czy organizmy zywe w srodowisku majacym
ograniczenia (ograniczone zasoby pozywienia i miejsca), tzn. rosna tylko
do pewnego, wtasciwego dla danego organizmu i Srodowiska, zageszczenia.
Najprostszym sposobem modelowania tego zjawiska jest wigc tzw. krzywa
logistyczna (rys. 1).

Latwo spostrzec charakterystyczne cechy wzrostu logistycznego. Maksymalny
wzrost nastepuje w nim do pewnego poziomu K, ktéry nazywamy pojemnoscia
srodowiska. Ponadto, jeli poczatkowa wielko$¢ populacji Ny jest mniejsza

od K/2, to poczatkowy wzrost jest szybki, a potem nastepuje wysycenie (mamy
punkt przegiecia).

W bardziej skomplikowanych modelach bierzemy pod uwage réznorodne
komorki, np. w obrebie komérek nowotworowych rozrézniamy podpopulacje

lub bierzemy pod uwage nie tylko populacje komoérek nowotworowych, ale takze
np. komérki systemu immunologicznego czy podawane leki. Populacje komérek
nowotworowych mozemy np. podzieli¢ na nastepujace podpopulacje:

e P(t) — komorki proliferujace (takie, ktére sie namnazaja),
e U(t) — komorki uspione (zywe, ale nie maja warunkéw do namnazania),
e M(t) — komérki martwe.

Jak zbudowaé¢ model uwzgledniajacy te trzy podpopulacje?

Zalézmy, ze At =1 jest umowna jednostka czasu (dzien, godzina, sekunda,. . .).
Oznaczmy zmiany liczebno$ci w czasie rozwazanych podpopulacji komorek
nowotworowych przez AP(t), AU(t), AM(t), odpowiednio. Zaklada sie,

ze wszystkie opisywane procesy zachodzg proporcjonalnie do liczebnosci
odpowiedniej podpopulacji. Skoro zmiana liczebnosci kazdej z populacji odbywa
sie zgodnie z regula:

zmiana liczebnosci = rozrodezodé(przyrost) — $miertelno$é(ubytek),
mozemy napisa¢ nastepujacy uklad réwnan:

AP(t) = (kipp — kpy — kpM)P(t) + k?UPU(t),
AU(t) = kpuP(t) — (kup + kunm)U(t),
AM(t) = kpUP(t> + kUMU(t) — )\M(t)

W réwnaniach tych wspotezynniki kiyx okreslaja procent komorek, ktére
ze stanu uépienia przeszly w stan X, a wspotezynniki kpx okreslaja, jaki
procent komorek proliferujacych przeksztalcil sie w stan X (X = U, P, M).

Wspdlezynniki wystepujace w rownaniach w najprostszym przypadku moga by¢
nieujemnymi stalymi, natomiast bardziej ogélnie — powinny zaleze¢ od stanu
uktadu, czyli od zmiennych P, U i M. Mozna np. zastosowaé funkcje, ktore
powoduja wysycenie badZ wygaszanie opisywanych proceséw w zaleznosci od
liczby wszystkich komérek, co schematycznie mozna wyrazi¢ poprzez funkcje
przedstawione na rysunkach obok (rys. 2, 3, 4).

Zachowanie rozwigzan bedzie, oczywiscie, zalezalo od wyboru postaci
wspblezynnikéw. Jedli przyjmiemy, ze wspolezynniki sa stale, to tylko

w przypadku niewielkiej zywotnosci komoérek (tzn., gdy spelniona jest
nieréwnosé kpp < kpy + kpar ) mozliwy jest powrét do stanu zdrowia,

ale w przypadku komérek nowotworowych zwykle spelniona jest nieréwnosé
przeciwna i liczba komoérek nowotworowych wzrasta.
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Model Lotki—Volterry, opisujacy
zachowanie si¢ dwéch populacji:
drapiezcéw P(t) i ich ofiar V (t), sktada
si¢ z dwéch réownan

{

gdzie AV oraz AP oznaczaja,
kolejno, przyrost liczebnosci V oraz P
w jednostkowym czasie At, a stale
r,a,b, s sg dodatnie. Widzimy, ze gdy

nie ma drapiezcéw, liczebno$é ofiar

AV =rV —aVP
AP =bVP — sP,

wzrasta liniowo (bez ograniczen),

a jesli nie ma ofiar, to drapiezcy ginag

z braku pozywienia. Gdy wystepuja
obie populacje, rozwigzania rownan

Lotki—Volterry sa okresowe.

Rys. 5

Rozwigzanie zadania M 1004.
Ciag pj, jest rosnacy. Wystarczy
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zauwazy¢, ze z kazda sekundg szanse
wylosowania bakterii typu A wzrastajg.
Zalézmy, ze w pewnej chwili znajduje si¢

a bakterii typu A oraz b bakterii typu B.
‘Woéwcezas po nastagpieniu jednego podzialu
szanse wylosowania bakterii A wynoszg
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W podobny sposéb mozna modelowaé zagadnienia zwiazane z walka systemu
immunologicznego z nowotworem. Sposob ten bazuje na klasycznym modelu
Lotki—Volterry, ktory opisuje zachowanie dwéch populacji — drapiezcy i ofiary
— w Srodowisku.

Modele przestrzenne

Zmnacznie trudniejsze w badaniu sa modele przestrzenne, tzn. uwzgledniajace
np. geometrie nowotworu, miejsce jego wystepowania, otoczenie itp. Mozliwie
najprostszy model tego typu to jednowymiarowy model wzrostu symetrycznego
przestrzennie. Rozpatrujemy w nim funkcje zalezace od dwdch zmiennych, nie
tylko — jak poprzednio — od czasu (t), lecz takze od przestrzeni reprezentowane;
przez promien (7).

Niech ¢(r,t) oznacza stezenie skladnikéw pokarmowych w miejscu o promieniu r
od $rodka nowotworu i w chwili ¢, natomiast R(t) zewnetrzny promien
nowotworu w chwili ¢. Na zewnatrz nowotworu mamy stezenie sktadnikéw
pokarmowych réwne cz. Pokarm przemieszcza si¢ do $rodka nowotworu i jego
stezenie maleje wraz z odlegtoscia od brzegu.

Mozemy wyréznié trzy podstawowe stadia rozwoju wzrostu nowotworu
nieunaczynionego (poczatkowa faza wzrostu):

e stezenie skladnikéw pokarmowych w obrebie wystepowania nowotworu, tzn.
dla r < R(t), znajduje sie na poziomie powyzej pewnej progowej wartosci cy,
dla ktoérej komorki przechodza z fazy proliferacji do fazy uspienia, zatem
wszystkie komorki proliferuja;

e stezenie sktadnikéw pokarmowych w obrebie wystepowania nowotworu
jest powyzej kolejnej (mniejszej) warto$ci progowej ¢ > ¢y, co oznacza, ze
nowotwor dzieli sie na dwa obszary, wewnetrzny, w ktérym znajduja sie
komorki uspione, oraz zewnetrzny, gdzie komorki proliferuja;

e stezenie skladnikéw pokarmowych w obrebie wystepowania nowotworu spada
ponizej mniejszej warto$ci progowej ¢ < ¢, co oznacza, ze nowotwor dzieli
sie na trzy obszary: wewnetrzny, w ktérym znajduja sie komérki martwe
(nekrotyczne), srodkowy, w ktérym znajduja sie komoérki uspione, oraz
zewnetrzny, gdzie komorki proliferuja.

Promienie poszczegdlnych obszaréw wewnetrznych oznaczamy przez Ry (t)
i Ry(t) (rys. 5).

Po raz pierwszy tego typu podejscie zostato zaproponowane juz w 1972 roku
przez Greenspana. Wiekszosé doswiadczen pokazuje jednak, ze obszar komorek
uspionych jest bardzo malty w poréwnaniu z dwoma pozostatymi, zatem

w wiekszosci modeli zaklada sie, ze Ry (t) = Ry (t) 1 nie rozpatruje si¢ obszaru
uspionego, a tylko obszar proliferacji i (ewentualnie) obszar nekrotyczny.

W kazdym z wyrdznionych obszaréw komérki umieraja, nazywamy to apoptoza
w przypadku komérek proliferujacych i nekroza (Smieré glodowa) w przypadku
komoérek w obszarze nekrotycznym.

W jaki sposob skonstruowaé ten model przestrzenny? Jakie rownania zapisac?
Podobnie jak poprzednio interesuje nas przyrost pewnych wartosci, piszemy
zatem

Ac=D—-U
AR=P -5,

gdzie Ac to przyrost ¢ w czasie, D — przeplyw w przestrzeni, tzw. dyfuzja,

U — czed¢ pozywienia, ktéra zostala w tym czasie skonsumowana przez

komoérki nowotworowe, AR — przyrost R w czasie, P — przyrost spowodowany
proliferacja, ktora zalezy od stezenia sktadnikéw pokarmowych, a zatem

od czasu i miejsca, gdzie komoérki znajduja sie wewnatrz nowotworu, S — ubytek
liczby komérek spowodowany $miertelnoscia.
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Rozwigzanie zadania M 1005.
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jesli
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1
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W najprostszym przypadku, gdy wystepuja tylko komérki proliferujace, mozemy
w spos6b jawny zapisa¢ zmiane stezenia skladnikéw pokarmowych:

c(r,t) = cz — a(R*(t) — r?),
gdzie a jest wspélczynnikiem konsumpcji skladnikéw pokarmowych przez

komorki nowotworowe. Rownanie to ma sens, tylko gdy stezenie wewnatrz
nowotworu przewyzsza warto$¢ progowa cy, zatem

1
c(0,t) = cz — aR?(t) > cn, czyli R%(t) < =(cz — cn).
a

Dla takich wartosci R(t) mozemy wypisa¢ réwnanie na przyrost tej zmiennej.
Okazuje sie, ze funkcja wzrostu jest wielomianem trzeciego stopnia. Co ciekawe,
jesli wykorzystamy réwnanie na zmiane R(t) do obliczenia zmian objetosci
nowotworu w czasie, to dostaniemy krzywa nieco podobna do logistycznej, gdzie
gléwna roznica polega na tempie wzrostu. W tym przypadku wzrost jest nieco
wolniejszy niz w przypadku logistycznym, zatem wartosci bliskie pojemno$ci
srodowiska osiggamy po dluzszym czasie.

Dla wiekszych wartodci R(t) musimy uwzgledni¢ wystepowanie regionu
nekrotycznego i w tym przypadku nie da si¢ juz jawnie wypisa¢ rozwiazan.
Okazuje sie, ze w tym przypadku promien obszaru nekrotycznego Ry (t)

ros$nie znacznie szybciej niz promien zewnetrzny R(t) i po pewnym czasie
ustala sie duzy obszar nekrotyczny otoczony niewielka warstwa komoérek
proliferujacych. Przedstawione modele dotycza tylko poczatkowej fazy rozwoju
nowotworu, gdy nie ma jeszcze naczyn krwiono$nych doprowadzajacych
sktadniki pokarmowe do wnetrza. Nastepnie rozpoczyna sie proces unaczyniania,
ktoéry jest bardzo skomplikowany, co oczywiscie pociaga za sobg budowanie
znacznie bardziej skomplikowanych modeli, wymagajacych zaawansowanego
aparatu matematycznego. Précz tego w rzeczywistosci (in vivo) nie mamy

do czynienia z sytuacja tak symetryczna jak w eksperymentach (in vitro)

i opisywanych wyzej modelach, co znéw komplikuje sprawe. Trzeba rozpatrywaé
bardzo niejednorodne struktury i jeszcze bardziej skomplikowane modele.

Zielonego nie ma

Mowa jest o zielonym kolorze w piérach ptakow.
Okazuje sie, ze zaden z naszych ptakéw — wlaczajac

w to papugi rozmaitych rozmiaréw — nie ma w piérach
zielonego barwnika. Bardzo tatwo sie¢ o tym przekonag,
gdy ma sie zielone piorko jakiego$ ptaka. Wystarczy
polozy¢ je na kawalku czego$ solidnego i starannie
sttuc mtotkiem. Kolor zielony zginie. Jest tak dlatego,
ze zielen pior jest kolorem wylacznie strukturalnym

i powstaje wskutek zalamania si¢ $wiatta na malenkich

Oczywiscie barwnik zielony w piérach ptakdw
istnieje. Przywilej jego posiadania ma tylko jedna,
liczaca 18 gatunkéw, rodzina turakéw (sa to krewni
kukutlek). Barwnik ten nazywa sie, dla uczczenia ich
wyjatkowosci, turakowerdyna. Nie jest to jedyna ich
barwna osobliwos¢ — maja tez turacyne, zmieniajaca
kolor zaleznie od wilgoci z czerwonofioletowego

na granatowy i z powrotem.

(ale czulych na mlotek) przezroczystych pecherzykach

powietrznych.

Automat na galezi

Zapewne wielu intryguje fakt, ze ptaki potrafia siedzie¢ na gatezi

bez widocznego wysitku, potrafia na niej spac, cho¢ z punktu widzenia
mechaniki réwnowaga ta jest raczej chwiejna — rozmiary ptaka sa zdecydowanie
wieksze od $rednicy galezi. Utrzymywanie rownowagi sita mie$ni byloby
przeciez zbyt energochlonne. Tymczasem dziala tu bardzo proste urzadzenie
mechaniczne, w ktore Natura w toku ewolucji zaopatrzyla naszych latajacych
braci. Jego schemat jest widoczny na rysunku — im ciezszy jest ptak,

tym mocniej zwieraja sie jego szpony na galezi.

Jest, co prawda, pewien gatunek papugi (Loriculus gargulus z Wysp
Sundajskich), ktérego przedstawicielki maja zwyczaj spaé¢ wiszac pod galezia,
ale ,zaprojektowanie” pewnego chwytu w takiej sytuacji nie przedstawia juz
zadnego klopotu. Tym bardziej, ze uzywaja go rowniez nietoperze.

M. K.



Mota delld

Horror vacui

Lek przed proznia umozliwia dziatanie przyssawek. W przyrodzie
,stosuje sie” dwa rodzaje przyssawek. Jedne to takie, jak
w strzatach do dziecigcych strzelb, przy wieszakach na reczniki, przy

przymocowywanych do $cianki akwariéw termometrach itd. Polega to

na wycidnieciu z gumowego stozka powietrza czy wody — guma prostujac
sie i ,,chcac znowu zosta¢ stozkiem” wywoluje podcisnienie, a réznica
ci$nien przyciska przyssawke do podtoza. Mozna oczywiscie korzystaé
nie tylko ze sprezystoéci gumy, lecz stozek za wierzchotek pociagnaé, aby
zwiekszy¢ roznice ci$nien. Ten typ przyssawki stosuja oSmiornice.

Ciekawszy typ przyssawki prezentuja gekony i podnawki (zwane tez
remorami). Tam wewnatrz stozka znajduja si¢ twarde listewki, ktére
— przy pociagnieciu przyssawki w odpowiednia strone staja pionowo,
zwickszajac jej wysokosé, a tym samym zwigkszajac réznice cidnien.

Gekonom (takim jaszczurkom) przyssawki,
umieszczone na spodniej stronie palcow,
umozliwiaja chodzenie po $cianach i suficie.
Podnawki (ryby) za$ maja przyssawki na glowie
i uzywaja ich w powazniejszych celach.
Przyczepiaja si¢ mianowicie do rekinéw (i innych
duzych ryb, statkéw itp.), a przyssawka trzyma
sie tym mocniej, im szybciej ptynie jej nosiciel.
Gdy podnawka chce sie uwolnié¢, wystarczy, aby
poplyneta do przodu wzgledem nosiciela.
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Przy pociagnieciu w druga strone listewki ktada sie, podcidnienie maleje
i przyssawke tatwo oddzieli¢ od podtoza.

Wtedy przyssawka pozwala sie odczepié

bez trudu. Kubanscy rybacy uzywaja

uwigzanych za ogon podnawek do polowania

na z6twie morskie. Gdy podnawka przyczepi

sie do zétwia, rybak zaczyna wybieraé linke,

a ciggnieta za ogon podnawka pusci¢ zotwia

nie moze, cho¢by miata zostaé¢ rozerwana.

Gdy z6tw zostanie doholowany do rybackiej todzi,
podnawka popchnieta do przodu odczepia sie
natychmiast.



Liczby i zycie

Okazuje sie, ze mozna stwierdzi¢ wiele prostych zaleznosci miedzy

mierzalnymi czynnikami okreslajacymi warunki zycia a cechami zyjacych
w tych warunkach organizmoéw. Wiele z tych zaleznosci zbadano i opisano
w XIX wieku, dajac tym samym poczatek naukowej ekologii.

W 1883 r. we Wroctawiu Constantin Albert
Gloger opublikowal wyniki swoich badan nad
zaleznodcig barwy ptakéw od wilgotnosci
otoczenia, w ktérym zyja. Okazalo sie, ze
wieksza wilgotno$¢ powoduje ciemniejsza

barwe upierzenia. Wynik ten nazwano reguta
Glogera, gdy okazalo sie, ze prawidtowos¢ ta
dotyczy nie tylko ptakow, ale i innych zwierzat.
Laboratoryjnie sprawdzono np., ze hodowane

w wysokiej wilgotnosci $wierszcze polne stawaly
sie ciemniejsze, a nawet zupelnie czarne. Wplyw
wilgotnosci daje sie zauwazy¢ szybko — np.

w Anglii stwierdzono, ze zyjace w pustynnych
okolicach Australii wiktacze Munia flaviprymna
(krewniacy popularnych zeberek i naszych wrébli)
zmieniajg pod wplywem angielskiego klimatu
swoje jednolicie jasne ubarwienie — juz po trzech
latach pojawiaja si¢ liczne ciemne plamy. Aby
potwierdzié¢ regute Glogera, nie trzeba odwolywacé
sie do sztucznie stworzonych warunkéw — nasze
zaby i jaszczurki pozwalaja na jej obserwacje

w warunkach naturalnych.

Z reguly Glogera koresponduje inna ,barwna”
zalezno$é, znana biologom ,,0d zawsze”.
Mianowicie zwierzeta zyjace w zimniejszym
klimacie sa jasniejsze od swoich krewnych
zyjacych w klimacie cieplejszym. Tu przyktady
kazdy moze mnozy¢, od niedzwiedzi czy zajecy
chocby, poczynajac.

Tak wiec o jasnos$ci ubarwienia decyduje
naktadanie si¢ tych dwu czynnikéw. Oba bowiem
maja wpltyw na produkcje ciemnego barwnika —
melaminy.

Skoro juz byla mowa o temperaturze, to bardzo
klarowna regute opisat w 1847 w Getyndze

Carl Bergmann. Stwierdzil on mianowicie, ze
zwierzeta zyjace w chlodniejszym klimacie sg
wigksze od swoich krewnych z cieplejszych stron
— 1 to jest dzi$ nazywane reguta Bergmanna.

Tu do wyjaénienia wystarczy prosta matematyka.
Zwierze wicksze ma mniejszy stosunek
powierzchni ciala do jego objetosci niz zwierze
mniejsze — pole rosnie bowiem proporcjonalnie
do kwadratu, a objeto$é¢ rosnie proporcjonalnie
do szeScianu rozmiaru. Wobec tego stosunek
powierzchni ciata do jego objetodci jest dla
dwukrotnie wiekszego zwierzecia dwukrotnie
mniejszy. Mniejsze wobec tego sa straty ciepta
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na jednostke masy, bo ciepto traci si¢ przeciez
przez powierzchnie ciata. Przykladow jest
mnostwo. Szczegdlnie efektowne sa np.
poréwnania rozmiaréow czaszek dzikow: érednio
od 32 cm w Hiszpanii, poprzez 41 cm w Polsce,
46 cm na Bialorusi do 56 cm na Syberii.

Albo rozpietoéé skrzydel péinocnoamerykanskiego
skowronka: od 111 mm nad zatoka Hudsona,
poprzez 102 mm w Nevadzie do 97 mm

w Kalifornii.

Reguta Bergmanna stuzy nie tylko zaspokajaniu
naszej potrzeby porzadkowania Swiata.
Wykorzystuje sie ja np. w fermach hodowlanych.
Okazalo si¢ bowiem, ze np. kurczeta, ktére
hodowano w temperaturze 6°C, sa istotnie
wieksze od wyklutych z takich samych jajek
pisklat hodowanych w temperaturze 26°C.

Znacznie bardziej subtelna jest rowniez
zwigzana z temperaturg reguta ogloszona

w 1878 r. w Waszyngtonie przez Joela Asapha
Allena. Stwierdza ona, ze u zwierzat zyjacych
w zimniejszym klimacie wystajace czesci

ciala sa mniejsze. Klasycznym przykitadem sa
tu malutkie uszy polarnego piesca, wicksze
naszego lisa i ogromne tropikalnego feneka, choé
wszystkie te gatunki prowadza zblizony tryb
zycia. Podobnie zajac szarak ma dtuzsze uszy
od pélnocnego bielaka. Reguta Allena ogranicza
istotnie zasieg wielu gatunkéw, z ktérych
najbardziej efektownego przyktadu dostarcza
dtugoszyja zyrafa.

Czytelnicy by¢ moze dostrzegaja jeszcze wiele
innych ciekawych regul. Np. taka ze owtosienie
tez zalezy od temperatury: prawie kompletnie tyse
sa tylko zwierzeta tropikalne (ston, nosorozec,
hipopotam, tapir), a pélnocne zwierzeta maja
wspaniale futro (np. tygrys syberyjski ma
wielokrotnie diuzsze futro niz bengalski).

Mito nam bedzie o takich spostrzezeniach
poczytac. Z kolei, gdy chodzi o czytanie na ten
temat, polecamy wspaniale ksigzki Tomasza
Uminskiego Zwierzeta i kontynenty oraz Zwierzeta
i oceany, z ktorych zostaly zaczerpniete podane
wyzej przyktady.

Madtq Delte przygotowat Marek KORDOS.



Matematyka epidemii

Rozpatrzmy zagadnienie rozwoju epidemii choroby
zakaznej rozprzestrzeniajacej sie w pewnej
izolowanej populacji skladajacej sie z ustalonej
liczby osobnikéw N. Przyjmujemy, ze cala populacje
podzieli¢ mozna na trzy grupy:

X — podatni na infekcje, jeszcze nie zakazeni,
Y — zakazeni (i przenoszacy infekcje),
Z — uodpornieni po przejsciu choroby.

Przyjmujemy dalej, ze na skutek kontaktu zakazonego
osobnika ze zdrowym zakazenie przenosi sie z pewnym
prawdopodobienstwem. Zal6zmy, ze w chwili uznanej
za poczatkowa infekcja zakazna pojawila sie u kilku
osobnikéw z grupy X, na przyktad w wyniku
kontaktu tych osobnikow z zewnetrznym wobec naszej
populacji zrédlem infekeji. Przyjmijmy tez, ze liczbe
podatnych na infekcje i zakazonych sprawdzamy

w regularnych odstepach czasu wyznaczonych przez
momenty kontrolne n = 0,1,2,..., a odstep czasu jest
porownywalny ze Srednig dlugoscia przebiegu choroby
u jednego osobnika. Chcielibyémy znaé¢ odpowiedzi

na trzy naturalne pytania:

1. Ilu osobnikéw jest w kazdej grupie w kolejnych
kontrolnych momentach?

2. Czy przy pewnych warunkach moze sie zdarzy¢,
ze nie wszyscy podatni przejda chorobe w trakcie
trwania epidemii?

3. Czy dalszy rozwdj epidemii zalezy od poczatkowej
liczby zachorowan?

Przy powyzszych zatozeniach stan s,

populacji opisuje trojka liczb nieujemnych

Sn = (Tn,Yn, 2n), n=20,1,2,..., gdzie z,, to
liczebnos¢ grupy X w n-tej chwili itd. Sprobujmy teraz
wyrazi¢ stan populacji w chwili n + 1, w zaleznosci
od jej stanu w chwili n, zakladajac, ze wczesniejsze
stany nie wplywaja nan bezposrednio. W tym celu
przyjmijmy najpierw, ze liczba p € (0, 1), niezalezna
od n, okresla prawdopodobienstwo tego, ze dowolny
osobnik z Y przekaze infekcje w wyniku spotkania
ktoremu$ osobnikowi z X w trakcie trwania jednego
kontrolnego przedziatu czasu. Jedli przyjmiemy, ze
kolejne spotkania w tym przedziale czasu to zdarzenia
niezalezne, to mozemy przyjac, ze

Tntl _ (1 _ pyun
el Gt O

Prawa strona réwnania okresla prawdopodobienstwo
tego, ze w przedziale czasu od n do n + 1 nie dojdzie
do spotkania zdrowych z chorymi. Zauwazmy,
ze jesli y, > 0 jest liczba calkowita, to jest to
prawdopodobienstwo wystapienia samych porazek
w ciaggu ¥y, prob Bernoulliego z prawdopodobienstwem
sukcesu réwnym p. Aby usprawiedliwi¢ takie
rozumowanie trzeba przyjaé, ze populacja jest ,,dobrze
wymieszana” to znaczy, ze kazdy osobnik z takim
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samym prawdopodobienstwem ma szanse spotkaé
dowolnego innego, innymi stowy, ze nie ma zadnych
uprzywilejowanych, oraz ze liczba chorych jest zawsze
istotnie mniejsza od liczby podatnych. Dla wygody

wprowadzmy parametr a > 0, taki ze 1 —p = e~ %.

W dalszym ciagu dopuszczaé bedziemy nie tylko
calkowite wartosci liczebnoéci, godzac si¢ na zwigzana
z tym niedoktadno$é¢, tym mniejsza, im wigksze
liczby okreslaja liczby osobnikéw w poszczegdlnych
grupach. Mogliby$my takze operowac liczebnosciami
wzglednymi czy gestosciami wprowadzajac

T = %, Up = % itd. Zalézmy dalej, ze w ciagu
trwania kontrolnego przedzialu czasu ~ procent
chorych ulega wyleczeniu i jest to zarazem parametr
charakteryzujacy skuteczno$é¢ dziatan shuzby
zdrowia. Biorac pod uwage powyzsze rozwazania,
mozemy zapisa¢ uklad rownan, ktory opisuje zmiane
stanu populacji przy przejsciu od n-tego momentu
kontrolnego do (n + 1)-ego:

(1) Tn+1 = e n Ln,
(2) Ynt1 = (1 — e~ )z + (1 = ¥)yn,
(3) Zn41 = Zn + VYn,

gdzie n = 0,1,2,... Uklad ten trzeba uzupelni¢
danymi poczatkowymi xg, yo, 20, ktére przyjmujemy
za dane. Zwré¢émy uwage, ze po dodaniu stronami
réwnan w ukladzie (1)—(3) dostajemy

T+l tYnt1 + 2nt1 =Tn +Yn + 20 = ...
...:1'0+y0+20:N,

zgodnie z naszym wyjsciowym zalozeniem. Zauwazmy
rowniez, ze jesli startujemy z nieujemnych danych
poczatkowych, to kolejno wyliczone wartosci

(Tn, Yn, zn) (zgodnie ze zdrowym rozsadkiem)
pozostaja nieujemne. Uklad rownan rekurencyjnych
(1)—(3) wraz z wezesniej przedstawionym opisem
tworzy model matematyczny rozwoju epidemii.
Pochodzi on od Kermacka i McKendricka (por. [1])

i zostal wprowadzony na poczatku lat trzydziestych
ubieglego wieku.

Z matematycznego punktu widzenia uktad (1)—(3) to dyskretny
uktad dynamiczny. Dyskretny, bo ,czas” przyjmuje tu tylko
»dyskretne warto$ci” n = 0,1,2... Wystepuja takze ciagte uktady
dynamiczne, na ogél zwigzane z rownaniami rézniczkowymi.
Zdecydowana wiekszos¢ modeli matematycznych wystepujacych

w naukach przyrodniczych i ekonomii to wlasnie, z matematycznego
punktu widzenia, uktady dynamiczne. Tak jak w naszym przypadku,

okreslajg one prawa, wedlug ktérych modelowany uktad przechodzi
od jednego stanu do drugiego.

Od tamtego czasu powstalo bardzo wiele innych
modeli matematycznych uwzgledniajacych wigksza
liczbe czynnikéw odgrywajacych role przy rozwoju
epidemii np. uwzgledniajacych fakt, ze odpornosé
osobnikéw zalezy od ich wieku, a mozliwo$¢ ich
kontaktu zalezy od ich rozmieszczenia na powierzchni
Ziemi. Uwzglednienie tych czynnikéw prowadzi

do znacznego rozbudowania struktury matematycznej



modelu. Powré¢émy jednak do naszego modelu.
Zauwazmy, ze kolejne wartosci s,,, czyli stany naszej
populacji, otrzymujemy iterujac przeksztalcenie,
zadane po wspélrzednych przez prawe strony

uktadu (1)—(3), startujac z dowolnego punktu

s0 = (0, Yo, 20) 0 nieujemnych wspélrzednych

z przestrzeni R?. Otrzymujemy wtedy trzy ciagi

{xn}n >0, {yn}n 20 {zn}n 20, okreélajqce wspélrzgdne
ciagu punktéw w R?, tzw. trajektorie startujaca

z punktu sg, ktéra stanowi rozwiazanie naszego
problemu i udziela odpowiedzi na pytanie, jak
zmieniaja sie w czasie liczebnosci grup oséb podatnych
na infekcje, zakazonych i uodpornionych. Chcieliby$my
teraz odpowiedzie¢ na dalsze pytania. Czy ciagi
{zn}n>0, {Un}n>0, {#n}n>0 sa monotoniczne?

Czy maja granice, a jedli tak, to jakie? Na te pytania
nie da si¢ odpowiedzieé¢ obliczajac tylko kolejne
wartosci &, , Yn, zn, na komputerze. Przyjmijmy

dla uproszczenia dalszych rozwazan, ze zawsze

pewien procent chorych zostaje wyleczonych (v # 0)

w ciggu kontrolnego przedzialu czasu oraz ze w chwili
poczatkowej zaden osobnik nie jest uodporniony

na dana infekcje (zo = 0).

Lemat. Jesli v # 0 oraz zo =0, to

T, = zoe” YV dla n > 1.
Dowdd. Wystarczy wyliczy¢ y, z (3) i wstawié je
do (1) pamietajac, ze zg = 0.

Ciag {Zn}n>0 jest z dolu ograniczony przez 0

i malejacy, ma zatem granice i korzystajac z lematu
z tatwoscia dowodzimy

Twierdzenie. Jesli v # 0, zg = 0, to istniejg liczby
TZeCZYWISte Too, Yoo, 200, takie Ze

lim z, = T,

n—-+4oo

im v, = Yoo,
n—-+4oo

lim 2z, = 2o,
n—-+4oo

0102 Too >0, Yoo =0, 2oo = N — T

Mozemy teraz odpowiedzie¢ na drugie z postawionych
na poczatku artykutu pytan. Skoro bowiem
ciag {xn}n >0 jest malejacy, to — gdy tylko wartosé

graniczna x, jest wicksza od 1 — nie wszyscy podatni
na infekcje przejda chorobe w trakcie trwania epidemii.

Sprébujmy na koniec choéby cze$ciowo odpowiedzied
na trzecie spoérod pytan postawionych na poczatku
artykulu. Przyjmijmy mianowicie, ze yo = 1, a wiec
jeden osobnik zachorowal w chwili poczatkowej. Przy
jakim warunku liczebno$é¢ chorych osobnikéw wzrosnie
w kolejnym momencie kontrolnym? Z réwnania (2)
mamy

y—1=1—y—-1—(1—-e""zo > 0.
Otrzymujemy stad warunek progowy na rozwaj
epidemii

Ty > S S
1—e@

Sprobujmy zinterpretowac ten warunek. Po pierwsze
widzimy, ze rozwdj epidemii jest mozliwy, jesli
liczebnos¢ xy podatnych na infekcje jest dostatecznie
duza.
Wiadomo dzi$ juz, ze rozwdj epidemii wirusa HIV byl zwigzany

z przemianami obyczajowymi ostatnich dekad ubieglego wieku
i zwigzanym z nimi przekroczeniem liczebnosci krytycznej.

Chcac przeciwdzialaé¢ wzrostowi epidemii powinni$my
zatem zadbaé o to, aby x* bylo jak najwieksze, wtedy
w malych izolowanych populacjach epidemia nie
rozwinie sie. Mozna to osiagna¢ zwiekszajac vy, tzn.
intensyfikujac profilaktyke i efektywnosé leczenia

— duze v oznacza, ze duzy procent chorych ulega
wyleczniu w ciagu trwania okresu kontrolnego.

Mozna takze wplynaé¢ na zmniejszenie mianownika
we wzorze okreslajacym x*, to znaczy zmniejszy¢
prawdopodobienstwo kontaktow pomiedzy osobnikami,
na przyktad stosujac izolacje chorych, czyli
kwarantanne. Te wnioski zdaja sie by¢ zgodne

z naszymi oczekiwaniami. Podsumowujac, widzimy,
ze konstrukcja modelu matematycznego i jego

analiza wskazuje na istnienie wartosci progowej i daje
mozliwo$¢ jej oszacowania. Co wiecej, dowiadujemy
sie, w jaki sposéb mozemy wplywaé na jej wielkosc.
Dodajmy, ze bardziej ztozone modele matematyczne
rowniez potwierdzaja istnienie liczebnosci progowe;j

w rozwoju epidemii.

[1] F.C. Hoppensteadt, C.S. Peskin, Mathematics in Medicine
and the Life Sciences, Springer-Verlag, New York, 1992.

-]

)
4 Rozwigzanie zadania F 581.
Powigkszenie poprzeczne wynosi 3 = h'/h =a’/a = f/(a — f) (rysunek).
h Powigkszenie podluzne réwne jest o = ' /x. Aby je obliczyé, zapiszmy réwnanie soczewki w postaci
F o 1/(a—x)+1/(a’ +2")=1/f, stad af—&-;L":f-(a,—w)/(a,—f2— x).
[ Ale o’ = af zatem z’ = f-laz2) __af = of .
' F K @5 a—f-2 a-J (@a-Na-J-2)
1 ’ 2 2 . 2
! a a ! Powigkszenie podluzne wynosi wigc: av = r_ - f - = A (ali i3) = B —.
: : T (a— f)la—f—x) a—f—=x 1—xz/(a—f)
v Jesli podtuzny wymiar ciala jest niewielki, tzn. < a — f, to o = 2.

-]

Rozwigzanie zadania F 582.

Dla a = 2f powigkszenie poprzeczne wynosi f = 1, a powigkszenie podluzne réwne jest
a=1/(1—r/f), gdzie r jest promieniem kulki. Zatem podluzny wymiar obrazu jest wigkszy
od poprzecznego; obraz kulki bedzie wydluzong elipsoidg obrotowsa.
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Skrét regulaminu mozna znalezé w poprzednim i nastepnym numerze Delty.

® Zadania z matematyki nr 447, 448 Redaguje Marcin E. KUCZMA

447. Odcinek CD jest dwusieczna kata C trojkata ABC'. Prosta £ jest styczna
do okregéw opisanych na tréjkatach ACD i BC'D w punktach P i Q). Dowiesé,
ze jest ona takze styczna do okregu przechodzacego przez $rodki odcinkéw AD,

' Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002.

Termin nadsylania rozwiazan:

3LXI12002  BD i PQ.
Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 435 (WT = 1,66) i 436 (WT = 2,63)
z numeru 2/2002

Jacek Klisowski — Lublin 43,23
Tomasz Rawlik — Braunschweig 39,43

nieréwnosé

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 6/2002

443. Rozwazamy alfabet zlozony z trzech znakéw: 0, 1, 2. Niech

an, bedzie liczbg stéw dlugosci n, w ktérych nie wystepuje blok

11 ani 22. Niech b,, bedzie liczba stéw dlugosci n, w ktérych

nie wystepuje blok tréjelementowy ztozony z trzech réznych znakoéow.
Wykazaé, ze 3a, = bpy1.

443. Stowo, w ktérym nie wystepuje blok 11 ani 22,
nazwijmy {adnym. Stowo, w ktérym nie wystepuje zaden
z blokéw 012, 021, 102, 120, 201, 210, nazwijmy dobrym.

Niech x,, bedzie liczbg stéw tadnych dtugosci n

(krétko: n-stéw tadnych), zakoniczonych znakiem 1 lub 2,
i niech y, bedzie liczbg n-stéw tadnych, zakonczonych
znakiem 0; zatem a,, = ©,, + yn. Z tadnego n-stowa
pierwszego z tych typéw mozna przez dopisanie jednego
znaku uzyska¢ jedno tadne (n+1)-stowo pierwszego

typu i jedno drugiego typu. Z tadnego stowa drugiego
typu mozna uzyskaé¢ dwa tadne stowa pierwszego typu

i jedno drugiego typu. Wobec tego xn+1 = Tn + 2yn,
Yn+1 = Tn, + Yn. Niech teraz u, bedzie (dla n>2) liczba
n-stéw dobrych, zakonczonych dwoma znakami réznymi,
i niech v,, bedzie liczbg n-stéw dobrych, zakonczonych
dwoma znakami jednakowymi; tak wiec b, = un + vn.
Rozumujac podobnie, jak poprzednio, dostajemy

WZOTY Un+1 = Un + 2Un, Unt1 = Upn + U, — identyczne

z zaleznos$ciami rekurencyjnymi dla ciagéw (zn), (yn).
Latwo sprawdzié, ze x1 =2, y1 =1, us =6, v2 = 3.
Stad przez indukcje wynikajg réwnosci 3z, = Un+t1

i 3yn = vn41 dla wszystkich n > 1. Dodajemy je stronami
i mamy tez¢: 3a, = bpy1.

444. Oznaczmy punkt przeciecia odcinkéw AD, BE, CF
przez S.

Jezeli A jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie PDQ),
to trojkat APQ jest réwnoramienny (|AP| = |AQ)]).

Stad i z okreslenia punktéw P i Q wynika, ze |X ABE| =
= |XAPE| = |[X AQF| = |X ACF|, a zatem na czworokacie
BCEF mozna opisaé¢ okrag. W takim razie |< DCA| =

= |[XBCE| = |[X EFA| = |XQFA| = |XxQCA|. Trojkaty
DCA i QCA maja wspdlny bok C' A oraz réwne boki

AD, AQ i réwne katy DCA, QCA. Stad wynika
alternatywa

|[x ADC| = |x AQC| lub |[Xx ADC| + |[x AQC| = 180°.

Jezeli zachodzi pierwsza réwnosé, to trojkaty DCA i QC'A
sa przystajace, wigc |[X FAS| = |XCAD| = |« CAQ| =

14

b—a

448. Udowodni¢, ze dla kazdej czwoérki liczb dodatnich a, b, ¢, d zachodzi

c—b d-c

a—d
>0

d+a+

a+b+b+c+c+d/ '

Zadanie 448 zaproponowal pan Piotr Kumor z Olsztyna.

Przypominamy tres¢ zadan:

444. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkty D, E, F leza
odpowiednio na bokach BC', C'A, AB, przy czym proste AD, BE,
C'F przecinaja si¢ w jednym punkcie. Prosta EF przecina okrag
opisany na tréojkacie AEB w punktach E i P, a okrag opisany na
trojkacie AFC w punktach F' i Q. Udowodnié¢, ze punkt A jest
$rodkiem okregu opisanego na tréjkacie PDQ wtedy i tylko wtedy,
gdy odcinki AD, BE, C'F sa wysokosciami tréjkata ABC'.

= |[XCFQ| = |« SFE|, co oznacza, ze na czworokacie
SEAF mozna opisaé¢ okrag.

Jezeli zachodzi druga réwno$é, to punkt D lezy na okregu
przechodzacym przez punkty C, Q, A, F'. Stad oraz

z istnienia okregu (BCEF) dostajemy zaleznosé¢ | FAS| =
= |XFAD|=|XFCD|=|xFCB|=|xFEB| = |XFES|,
ktora pokazuje, ze takze w tym przypadku mozna na
czworokacie SEAF opisaé okrag.

Poniewaz wreszcie |[X SEA| = |X BEA| =180° — |[X EAB| —
“|XABE| = 180° — |£ CAF| — |£ ACF| = |« CFA| =

= |[X SFA|, zatem z istnienia okregu opisanego na
czworokacie SEAF wynika, ze |[X SEA| = [X SFA| = 90°,
czyli odcinki BE, CF (i AD) sa wysokosciami tréjkata
ABC.

Na odwrét, gdy te trzy odcinki sa wysokosciami, to na
kazdym z czworokatéw BCEF, CAFD, ABDFE mozna
opisa¢ okrag. Drugi z tych okregéw przechodzi przez
punkt Q, a trzeci przez P. Zatem |[£ AQD| =
=|[XACD| = |XECB| = |XAFE| = |X AFQ| =

= |X ADQ)|, czyli trojkat ADQ jest réwnoramienny:
|AD| = |AQ|. Analogicznie uzasadniamy réwnosé

|AD| = |AP|. Tak wigc punkt A jest srodkiem okregu
opisanego na trojkacie PDQ.

A
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Termin nadsylania rozwigzan:
31 XII 2002

Zadania z fizyki nr 344, 345

Redagugje Jerzy B. BROJAN

344. Na powierzchni poziomej moze poruszac

sie bez tarcia pryzmat, ktérego przekrdj

poprzeczny jest tréjkatem réwnoramiennym

o podstawie a i kacie tamiacym 2a = 160° b
(rys. 1). Wspélezynnik zalamania szkla
pryzmatu jest réwny n = 1,5. Na pryzmat
skierowano pionowo od gory wiazke swiatla
o szerokosci b = (3/4)a i mocy P = 8000 W, a

réwno roztozonej na tej szerokosci. Rys. 1

Naszkicowaé wykres sity F' dzialajacej na pryzmat w kierunku poziomym,

w zaleznosci od przesunigcia x $rodka pryzmatu wzgledem $rodka wiazki.
Obliczy¢ maksymalna warto$é tej sity. Pomina¢ odbicie swiatla od ktorejkolwiek
z rozpatrywanych powierzchni.

%0 —

345. Naczynie o porowatych $ciankach wlozono otworem do wody (rys. 2).
Gdy wtaczono spirale grzejna, z naczynia zaczely wydobywaé sie pecherzyki

powietrza, przy czym proces ten mial charakter stacjonarny (nie mijal

Rys. 2

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 6/2002

340. Dwie stacje kosmiczne
kraza wokot Ziemi po
orbitach kotowych lezgcych
w tej samej plaszczyznie,
przy czym zwrot obiegu
orbit jest zgodny, a ich
promienie wynosza
odpowiednio Rz i 2Rz, gdzie
Rz jest promieniem Ziemi
(oczywiscie, w praktyce
promien pierwszej orbity
musi by¢ nieco wiekszy

ze wzgledu na opér
p.ow1ct.rza). Apy przeniesé Rys. 3
si¢ z pierwszej stacji
na druga, kosmonauta wsiada do ,takséwki kosmicznej”, ktéra
odlgcza si¢ od pierwszej stacji i rozpedza do predkoéci takiej, aby

340. Postepujac podobnie jak przy wyprowadzeniu
III prawa Keplera (tzn. podstawiajac site grawitacji
jako site dosrodkowa w ruchu po okregu) dochodzimy
do wniosku, ze predkosé ruchu po orbicie kotowej

0 promieniu r jest dana wzorem

GM
r

gdzie M — masa Ziemi, G — stata grawitacji. Widzimy, ze
predkosé drugiej stacji jest rowna

1
21}k.

W nastepnym kroku rozwazmy ruch ,takséwki” po elipsie,
dla ktérej perygeum jest odlegle od $rodka Ziemi o rq,
a apogeum o 7. Oznaczmy odpowiednie predkosci przez vy
i v2; z zasady zachowania momentu pedu wynika réwnanie
vir1 = v2re, a z zasady zachowania energii — réwnanie

v} GM _ v:  GM

2 T1 o 2 T2
Rozwigzania maja postac

2GMrs 2GMry

v = _— Vo = -
! ri(ri 4 r2) ? ro(ry 4+ r2)
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po ustaleniu sie temperatury). Wyjasni¢ przyczyne zjawiska.

Przypominamy tresé¢ zadan:

jej orbita siegneta orbity drugiej stacji (rys. 3); w chwili zblizenia

do drugiej stacji kolejne wtaczenie napedu ,takséwki” powoduje
zréownanie predkoéci obu pojazdéw. Oba czasy rozpedzania
,wtaksowki” uznajemy za bardzo krétkie w poréwnaniu z okresem
obiegu Ziemi przez ktéragkolwiek ze stacji.

a) Ile powinien wynosié¢ przyrost predkosci ,takséwki” przy kazdym
wlaczeniu napedu? Dana jest warto$¢ I predkosci kosmicznej vy,
(predkosci orbitalnej pierwszej stacji).

b) O jaki kat o powinna wyprzedzaé¢ druga stacja pierwszg w chwili
rozpoczecia podrézy taksowki”, czyli przy pierwszym wlaczeniu
silnikéw?

341. Opornos¢ termistora potprzewodnikowego zalezy od
temperatury wedlug rysunku 4 (str. 16), a szybko$é¢ odplywu ciepla
z termistora zalezy od temperatury wedlug rysunku 5 (str. 16).
Jakie maksymalne napigcie mozna przytozy¢ do termistora, nie
powodujgc przy tym nieograniczonego wzrostu temperatury?

a po podstawieniu r1 = R., ro = 2R, otrzymujemy

= \/jUk i 172\/j1)k

Zatem szukany przyrost predkosci przy pierwszym
rozpedzeniu wynosi

Avy = (\/g 1)Uk =~ 071551%7

a przy drugim:

1 1
Avg = ——4/= ~ 0,1 .
V2 (\/; \/g) Uk O7 BOUk

Aby obliczyé¢ kat poczatkowego wyprzedzenia pierwszej
stacji przez druga, trzeba wiedzieé, ze w III prawie Keplera
dla orbit eliptycznych role promienia pelni wielka pétos
elipsy. Stad wynika zwiazek

3/2 3/2
[y 3
Tgi 2 T2 o 4

gdzie T jest okresem obiegu Ziemi przez ,takséwke”, a Th
— przez druga stacje. Dalej nietrudno juz wyliczy¢, ze

3 3/2
=(1-(= -180° = 63,1°.
( (4) ) 80° — 63,



341. W stanie réwnowagi termicznej szybkos¢ odptywu ciepta z termistora jest réwna
mocy elektrycznej, danej wzorem P = U?/R.

RO P [W]
140 1.4
100 |-\ 1,0
60 0,6
200 >~ T 02— T [°C]
20 40 60 80 20 40 60 80
Rys. 4 Rys. 5

Maksymalng warto$¢ napiecia wyznaczymy zatem jako pierwiastek z maksymalnej
wartosci iloczynu funkeji P(T) i1 R(T) — otrzymujemy U =~ 3,3 V.

Patrz w niebo

Nieskonczenie rozciagly, jednorodny osrodek to
oczywiscie abstrakcja. W rzeczywistos$ci nieuniknione
sa w nim przypadkowe ruchy materii prowadzace

do przypadkowych wzrostéw i spadkéw gestosci,

czyli fluktuacje gestosci. Kazde zgeszczenie materii
osrodka staje sie zrédlem zwiekszonej grawitacji

i jezeli przypadkowe ruchy tego zgeszczenia nie
zniszcza, to moze ono Sciaggaé na siebie nastepne
porcje materii i w ten sposéb narastac. Zjawisko

to znane jest jako niestabilno$é Jeansa. Teoria zjawiska
przewiduje, ze jednorodny poczatkowo o$rodek moze
samorzutnie rozpasé sie na zgeszczenia o masach tym
wiekszych, im wyzsza jest jego temperatura. Jezeli
niestabilno$¢ Jeansa jest odpowiedzialna za inicjacje
procesu powstawania gwiazd, to w goretszych rejonach
Galaktyki powinny czesciej powstawaé¢ gwiazdy
masywne.

Przewidywanie to potwierdzaja pewne obserwacje
wykonane za pomoca Teleskopu Hubble’a. W poblizu
centrum Galaktyki kilka lat temu odkryto mianowicie

Pazdziernik

W pazdziernikowe wieczory dos$¢ nisko nad
potudniowym horyzontem znajduje sie¢ Wodnik,
rozlegly, ale malo wyrazny gwiazdozbiér zodiakalny

— jego wszystkie gwiazdy sa stabsze niz 3 mag

i nie tworza zadnej rzucajacej sie w oczy konfiguracji.
W starozytnych kulturach gwiazdozbiér ten zawsze
taczony byl z woda. Dla Babilonczykéw przedstawial
on — wraz z otoczeniem — morze, dla Arabéw
wyobrazal mulice niosaca wiadra z woda, dla Egipcjan
rzadzil wylewami Nilu, dla Grekéw byl to Zeus

lejacy strumienie wody na Ziemie. Heliakalny wschod
(czyli wschod w poswiacie réwniez wschodzacego
Slofica) najjasniejszej gwiazdy Wodnika (zreszta bety)
oznaczal poczatek pory deszczowej, a zachdd koniec
okresu monsunéw. W Wodniku w poblizu jego delty
Christian Mayer widzial w 1756 r. Urana, nie zdajac
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dwie otwarte gromady gwiazd zbudowane z gwiazd
wyjatkowo masywnych. Obie gromady znajduja

sie w przyblizeniu w odlegtosci 30 pc od centrum

i zawieraja wiele gwiazd o masie przekraczajacej

20 mas Stonca. Jedna z nich jest tez wyjatkowo

gesta gromada, liczy bowiem tysiace gwiazd

w obszarze o rozmiarach rzedu jednego parseka

(czyli poréwnywalnych z odlegloscia alfy Centaura

od Stonca). Obie gromady sa w rezultacie
najmasywniejszymi w calej Galaktyce (rzedu

10 000 mas Stonica) skupiskami mlodych gwiazd,
ktorych wiek ocenia sie na niewiele milionow lat. Takie
obiekty sa w ogble bardzo krotkotrwale w skali zycia
galaktyk, bowiem masywne gwiazdy zyja krotko —
maja wprawdzie duze zapasy wodorowego paliwa,

lecz gospodaruja nim bardzo rozrzutnie. Ponadto
same gromady nieuchronnie zostana rozproszone przez
plywowe sity pobliskiego centrum Galaktyki réwniez
w ciggu kilku milionéw lat.

Tomasz KWAST

sobie z tego sprawy. Dopiero w 1781 r. William
Herschel oficjalnie odkryt tam Urana, choé
poczatkowo mial wrazenie, ze widzi tam komete.

Wenus jest w Wadze — na poczatku miesiaca widac ja
jeszcze jako Gwiazde Wieczorna, z koncem miesigca
osiaga ona zlaczenie dolne ze Stoncem. W polowie
miesiaca mozna przed wschodem Stonca prébowaé
dostrzec Merkurego, gdyz 13 X znajdzie si¢ on
w najwickszej katowej odleglosci od niego. Mars
jest w Pannie, czyli jeszcze blisko Stonca, ale moze
juz by¢ dostrzegalny o Swicie. Jowisz jest w Raku
i wschodzi okoto pénocy, a Saturn na granicy Byka
i Blizniat, przez co widaé¢ go prawie przez cala noc.
Now Ksiezyca wypada 6 X, a pelnia 21 X. Zadnych
efektownych zakryé w pazdzierniku nie ma.

T. K.



a‘:1:(";/02 (58)
limating

l@ gt
O ROWNYCH SUMACH
DZIESIATYCH POTEG

Pierwszy przyktad rownych sum szesciu dziesiatych
poteg znalazt Randy Ekl w roku 1997:
9510 + 7110 4- 3210 + 2810 1 2519 - 1610 =

= 92" 85" 43410 4- 3410 4- 2310 4- 510,

Kolejny taki przyktad odkryt Nuutti Kuosa
w roku 1999:
15119 + 14010 + 12710 + 8619 + 6110 4 2210 =

= 148" + 1460 + 12110 + 9410 4 4710 4 3510,
Powyzszy przyklad jest o tyle ciekawy, ze réwnosé
pozostaje prawdziwa po zastapieniu wykltadnika 10
dowolng z liczb 2,4, 6, 8.

Prosta manipulacja daje réwnos$é
151™ + 140™ + 127" + 86™ + 61" 4 22™ + (—22)"+
+(—=61)"+(—86)"+(—127)"+(—140)"+(—151)" =
= 148™ + 146™ + 121™ 4 94™ 4+ 47" + 35™ + (—35)"+
+(=47)" + (—94)™ + (—=121)" + (—146)™ 4 (—148)"
prawdziwa dla n = 1,2,3,4,...,11. W réwnosci tej
mozna do podstawy kazdej potegi dodac te sama
liczbe, otrzymujac na przyktad:
302™ +291™ 4 278™ 4 237" + 212" 4 173" + 129"+
+90™ 4+ 65" + 24" + 11" 4+ 0™ =
= 299" 4 297" + 272" 4 245™ 4 198" + 186"+
+116™ 4 104™ + 57" 4+ 30™ + 5™ + 3™.
W lutym 2002 roku udato mi si¢ znalezé trzeci
przyktad zawierajacy tacznie 12 dziesiatych poteg:
22310 4+ 11210 4 5410 4 3210 4 2910 —
=214104192194168194-165'0+13010+121194 5210,
Po lewej stronie jest 5, a po prawej 7 wyrazow.

W marcu 2002 roku Nuutti Kuosa znalazt kilka
dalszych przykladow réwnych sum szesciu dziesiatych

poteg.

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (32)

Zadanie: Wyznaczy¢ wszystkie trojkaty ABC

o nastepujacej wlasnosci: trojkat ABC' jest podobny
do tréjkata AOB, gdzie O jest srodkiem okregu
opisanego na trojkacie ABC.

Rozwigzanie: 7 twierdzenia o kacie wpisanym wynika
réwnosé

X AOB =2 < ACB,
zatem X AOB # < ACB (zob. rys. 1). Ponadto
trojkat AOB jest réwnoramienny, jesli wiec tréjkaty
ABC i AOB sa podobne, to tréjkat ABC jest
rownoramienny i
SACB = <0OAB = <0OBA =

= 2(180°— < AOB) = 90°— < ACB,
skad < ACB = 45°.

Zatem warunki zadania spelniaja tréjkaty prostokatne
rownoramienne ABC' o kacie prostym przy jednym
z wierzchotkéw A lub B. Faktycznie konfiguracja
wyglada jak na rys. 2 (w przypadku, gdy prosty jest
kat przy wierzchotku B).
C
/\ c

D

A B A B

Rys. 1 Rys. 2

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (33)
Zadanie: Obliczy¢ granice
n2+1+n2+2 n2+3+ +n2+n
nd+1 n3+2 n34+3 7 nd34+n/)

lim
n—oo

Rozwigzanie: Bez trudu stwierdzamy, ze kazdy
sktadnik sumy dazy do 0 wraz n dazacym

do nieskoniczonosci. Na mocy twierdzenia méwiacego,
ze granica sumy jest suma granic, dana w zadaniu
granica jest rowna 0.

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (34)

Zadanie: Rozstrzygnaé, czy liczba 0,11235831 .. .,
w ktorej kazda cyfra po przecinku, poczawszy

od trzeciej, jest reszta z dzielenia sumy dwdch
poprzednich cyfr przez 10, jest wymierna czy
niewymierna.

Rozwigzanie: Dokladniejsze obliczenia pokazuja,
ze dana w zadaniu liczba jest réwna

Jak wiadomo, liczba rzeczywista jest wymierna wtedy
i tylko wtedy, gdy jej rozwiniecie na utamek dziesietny
jest okresowe lub skonczone.

Patrzac na podane wyzej rozwiniecie z dokltadno$cia
do 50 cyfr po przecinku, widzimy, Ze rozwiniecie danej
w zadaniu liczby nie jest okresowe, jest wigc to liczba
niewymierna.

0,11235831459437077415617853819099875279651673033695 . . .

Korespondencje¢ do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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