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Demony Maxwella i Laplace’a

Wyobrazmy sobie naczynie przedzielone przegroda
na dwie czesci zawierajace dwa rézne gazy. Co sig
stanie po usunieciu tej przegrody (i odczekaniu
odpowiednio dlugo)? Gazy wymieszaja sie,

a temperatury wyrownaja. Towarzyszy temu wzrost
entropii, ktéra jest miarg nieporzadku uktadu. Ale co
mozna zrobié¢, aby przywrdci¢ jego stan poczatkowy?
Wstawienie przegrody nic nie pomoze — no, chyba
zeby posadzi¢ przy niej istote potrafiaca segregowaéd
czasteczki, np. podnoszaca ja i opuszczajaca tak,

aby przepuszcza¢ molekuly jednego gazu tylko

na prawo, a drugiego tylko na lewo. Taki go$¢, zwany
demonem Maxwella, wykonywalby iécie czarcia
robote, doprowadzajac do ztamania drugiej zasady
termodynamiki méwiacej, ze entropia izolowanego
ukladu nie moze male¢. Procesy, w ktorych rosnie
entropia, zwigzane sg z ograniczeniem stopnia
uporzadkowania ukladu i utrata pewnej informacji

o nim — uznaje sie je za nieodwracalne. Zakladajac,
ze demon (jako element nadprzyrodzony) moze jednak
przywrocié¢ pierwotny stan naczynia, dochodzimy

do wniosku, ze wykonujac te prace, musialby on niezle
sie napoci¢, bowiem zgodnie z zasada Landauera
zapisanie pewnej ilosci informacji — w tym przypadku
o tym, ktory gaz reprezentuje dana czasteczka —
wymaga dostarczenia ciepta do uktadu.

Inny problem stwarza demon Laplace’a, ktory
nie gwalci co prawda praw fizyki, ale je az nazbyt
uporczywie stosuje. Chciatby uzyskaé cala wiedze
o przysztosci i przesztosci poprzez wypisanie
i rozwiazanie rownan dynamiki Newtona dla kazdej
czasteczki we Wszechswiecie. Potrzebowalby
do tego celu znac¢ wszystkie sily dzialajace miedzy
czasteczkami, jak réwniez poczatkowe polozenia
i pedy. Sporo z tym roboty, ale posadzano go
o boska cierpliwo$¢ i wszechwiedze. Filozofowie
dtugo dyskutowali, czy takie stworzenie istnieje
i dopiero wraz z rozwojem mechaniki kwantowej
odetchneli z ulga. Gdyby nawet istnialo, to i tak nie
byloby w stanie wyjasni¢ pewnych zjawisk, do opisu
ktorych nie wystarcza réwnania klasycznej mechaniki.
Procesy kwantowe ze wzgledu na swoja nature
wymykaja si¢ demonowi Laplace’a spod kontroli.
Nie podlegaja one juz prawom Newtona, poza tym
zasada nieoznaczonosci Heisenberga poucza nas, ze
jednoczesny pomiar polozenia i pedu czastki jest
niemozliwy. Co gorsza, kazdy przeprowadzony pomiar
zmienia stan uktadu, a o pewnych procesach nie
mozna powiedzieé, ze zajda na pewno, lecz jedynie
z pewnym prawdopodobienstwem.

Fwa GNATOWSKA
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Naszyjnik Antoine’a

Czy zbiér Cantora mozna tak umiesci¢ w przestrzeni,
zeby istniata petla, ktérej nie da sie $ciagnaé
do punktu, bo zawsze bedzie zahaczala o zbior?

Aby otrzymaé zbiér Cantora z odcinka usuwamy jego

$rodkowsq jedng trzecig (uwaga! bez koncéw), to samo robimy

z pozostawionymi odcinkami i powtarzamy ten zabieg nieskonczenie
wiele razy. To, co zostanie, to wtasnie zbiér Cantora.

Wydaje sie to niemozliwe; zbiér Cantora jest

przeciez taki ,rzadki”. A jednak... Wyobrazmy sobie
naszyjnik-tancuszek, ktérego ogniwami sa pelne
torusy. Nastepnie, kazdy z torusow zastapmy przez
tancuszek podobny do wyjsciowego, tylko odpowiednio
mniejszy. Mozna sobie wyobrazi¢, ze z kazdego ogniwa
wykonano mniejszy tancuszek. Potem z kazdego
ogniwa tego mniejszego tancuszka robimy jeszcze
mniejszy tancuszek itd. Niech A; oznacza wyjSciowy
naszyjnik pelnych toruséow, A, — zbiér, w ktérym
kazde ogniwo z Ay zastapiono przez mniejszy
tancuszek i ogélnie A,, 11 — zbiér powstaly z A,, przez
zastapienie kazdego pelnego torusa zawartym w nim
tancuszkiem podobnym do wyjéciowego. Dostaniemy
ciag zstepujacy zbiorow.

Rys. 1. Ag D A1 D...DA, DAp41 D ...
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Przeciecie tych zbioréw nazywane jest naszyjnikiem
Antoine’a. Mozna udowodnié, ze naszyjnik Antoine’a
topologicznie jest identyczny ze zbiorem Cantora,
natomiast okrag ,zaczepiony” na naszyjniku nie da sie
z niego Sciagnac¢. Dokladniej: wyobrazmy sobie okrag
tak umieszczony, ze wyznaczone przez niego kolo
przecina jedno z ogniw zbioru A; i czescia wspdlng

sa dwa kola.

Rys. 2

Widzimy wiec, ze tak wybrane koto ma punkty
wspoélne z kazdym ze zbioréw A,,. Gdybysmy

zatem probowali ,zdja¢” wybrany okrag, to zawsze
zahaczylibySmy o naszyjnik. Mozemy powiedzie¢, ze
zewnetrze naszyjnika Antoine’a nie jest jednospdjne,
cho¢ przeciez jest to tylko zbior Cantora. .. Naszyjnik
Antoine’a stuzy takze do konstrukeji dziko polozonej
sfery, tj. takiej, ze jej suma z obszarem wewnatrz nie
bedzie homeomorficzna z kula.

Zdzistaw POGODA



T‘[‘Qbk& Borsuka Wyobrazmy sobie tréjkat rownoboczny

c

o wierzchotkach A, B i C. Gdy skleimy boki AC' i BC,
dostaniemy figure przypominajaca lejek lub trabke —
w zaleznosci od tego, co nam podpowiada wyobraznia.

A gdyby tak sklei¢ wszystkie boki tréjkata? To juz
trudniej zobaczy¢é. Mozna jednak w naszym lejku
sklei¢ jego tworzaca, czyli ,szew” ze sklejonych
dwdéch poprzednich bokéw przyklei¢ do brzegu
trabki. W ten sposob obwdd tréjkata zostaje

A

¢ albo o$la czapka. Okazuje sie, ze trabka Borsuka

pod pewnymi wzgledami jest podobna do dowolnego
zbioru wypuklego na plaszczyznie lub w przestrzeni.
Kazdy taki zbiér mozna w sposob ciagly Sciagnaé
do dowolnego punktu do niego nalezacego
(np. po odcinkach schodzacych sie w tym punkcie);

- mowimy, ze zbior wypukly jest Sciggalny. Moze tego
nie wida¢ od razu, ale trabka Borsuka tez jest zbiorem

B przeksztalcony niechomeomorficznie na okrag.
Powstaly twor nazywany jest trabka Borsuka

Sciggalnym.
Zdzistaw POGODA

Nieustajacy konkurs Wirtualnego Wszechswiata i Delty!

Rozwiaz we wrzesniu pazdziernikowe zadanie z myszka i wygraj ksiazke z Wydawnictwa Prészynski i S-ka.

Wiecej informacji: http://www.wiw.pl/delta/konkurs

Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 579. ZnaleZ¢ natezenie pradu w ramionach mostka Wheatstone’a (rys. 1), jesli
zaden prad nie przeplywa przez galwanometr G. Sita elektromotoryczna baterii
wynosi £ =2V, Ry =30Q, R, =45 Qi Rz =200 Q.

Rozwiazanie na str. 8

F 580. Przestrzen miedzy szklana plaszczyzna a soczewka w ukladzie uzywanym
do obserwowania pierécieni Newtona (zob. str. 12) jest wypelniona jaka$ ciecza.
Zmalez¢ wspotezynnik zalamania n tej cieczy, jesli promien trzeciego jasnego
pierscienia Newtona wynosi r3 = 3,65 mm. Obserwacji dokonuje sie w $wietle
przechodzacym, promien krzywizny soczewki wynosi R = 10 m, a dlugos¢ fali
$wiatta A = 5,89 - 107° cm.

Rozwiazanie na str. 8

Redaguje Mikotaj ROTKIEWICZ

M 1000 (Kwadratura kota). Wykaza¢, ze kwadratu nie mozna pociaé
nozyczkami na skonczona liczbe kawaltkéw, z ktorych datoby sie zlozy¢ koto.
Uwaga: Mamy tu na my$li ,wielokaty” krzywoliniowe. Laczkovich w 1991 roku
wykazal, ze kwadrat mozna podzieli¢ na skonczona liczbe zbioréw, z ktoérych
mozna zlozy¢ kolo (1), ale jego zbiory sa bardzo zlozone i na pewno nie da sie
ich wyciaé¢ z kartki papieru.

Rozwiazanie na str. 13

M 1001. Ksiezycem Hipokratesa opartym na przyprostokanej BC' tréjkata
prostokatnego ABC nazywamy réznice k6t o §rednicach BC' 1 AB (rys. 3).
Wykazaé, ze suma pol kolorowych ksiezycéw jest réwna polu tréjkata ABC.
Rozwiazanie na str. 6

M 1002. Trzy okregi o érodkach A, B, C sa parami styczne zewnetrznie

oraz styczne wewnetrznie do okregu o §rodku P (rys. 2). Punkty A, B leza
na srednicy duzego okregu. Wykazaéd, ze trojkaty APC i BC'P maja taki sam
obwdd, rowny srednicy duzego okregu.

Rozwiazanie na str. 16

2



Okna Kirkwooda

Pierwsza planetoide odkryt Giuseppe Piazzi na samym
poczatku XIX w. Wkrétce znaleziono ich cate
mnostwo 1 w roku 1865 Daniel Kirkwood zrobit
pierwsza, niezmiernie wazna ich statystyke: zaleznosé
liczby planetoid od pétosi orbity (lub — co na jedno
wychodzi — od okresu obiegu czy tez katowej predkosci
obiegowej; na rysunku argumentem wykresu jest
predkos¢ katowa, zwana w astronomii srednim ruchem
dziennym, gdyz doba jest wygodna i powszechnie
stosowana jednostka czasu). Na oko wykres jest

Brak planetoid na orbitach rezonansowych — czyli
obecnos¢ ,okien”, przerw w wykresie Kirkwooda
— nietrudno wytlumaczy¢. Rezonans np. 5/2
oznacza, ze 5 obiegdw planetoidy trwatoby tyle samo
(w rozsadnym przyblizeniu) co 2 obiegi Jowisza.

Po takim czasie powtarzalaby sie wiec konfiguracja
Jowisz-Stonce-planetoida, a wiec tez taka sama
perturbacja planetoidy przez Jowisza, co zmusiloby
planetoide do opuszczenia takiej orbity. Najwyrazniej

po prostu mocno
nieregularny, pewne | | g|g
orbity sa gesto obsadzone % % 3
przez planetoidy, a inne 1
orbity sa puste. Ot6z to! 60
Kluczem do uzyskania
c . . 50
odpowiedzi na pytanie,
co to sa za orbity, jest 40
ustalenie, gdzie na osi 30 4
poziomej wykresu jest. . .
Jowisz. Obiega on Stonice 207
po orbicie o pélosi 5,2 j.a., 104
zatem jego $redni ruch 0

dzienny wynosi 300”.
Dla tej wartosci — jak
widaé — istnieje niewielka liczba planetoid, podobnie
inne planetoidy skupione sg przy 450" oraz przy 570”.
Nie ma natomiast lub prawie nie ma planetoid o ruchu
dziennym 550, 600, 700, 750, 800, 900”. Nietrudno
zauwazy¢, ze podane liczby to odpowiednio 1/1, 3/2;
19/10 dla pierwszej grupy oraz dla drugiej 9/5, 2/1,
7/3,5/2,8/313/1 predkosci katowej Jowisza. Inaczej
mowigc, orbity bedace w rezonansie z Jowiszem sa
jakie$ osobliwe: planetoidy albo sie na nich skupiaja,
albo ich unikaja.

1100 1000 900 800

Kostka Hilberta 1 kostka Tichonowa

Kazdy wie, jak wyglada kostka. Matematycznie
kostka jest to szescian, a uzywajac formalnego zapisu
I? =1x1x 1, gdzie I = [0,1] jest przedziatem
jednostkowym. Bez problemu definiujemy tez

kostke n-wymiarowa I™ jako iloczyn kartezjanski

n egzemplarzy przedzialu jednostkowego albo

jako zbiér ciagow n-elementowych o wartosciach

w I. Czy mozna badac¢ kostke nieskonczona

I xIxIx.. xIx...?7Naturalnie, bedzie to

zbiér nieskonczonych ciagéw przyjmujacych wartosci
w przedziale jednostkowym. Czesto oznacza sie taka
kostke przez I albo I i nazywa kostka Hilberta.
Dokladniej kostka Hilberta jest I™0 wyposazona

w specjalnie zdefiniowana odleglosé, czyli jest to
przestrzen metryczna. Kostka Hilberta jest w pewnym
sensie uniwersalng przestrzenia metryczna. Okazuje
sie, ze kazda przestrzen metryczna osrodkowa moze

3
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tak wladnie sie stalo. W dodatku tendencja do

I | L | I | wyrzucania

97 5@%3 7 planetoid z ich orbit
9435 5 53 rezonansowych jest
tym stabsza, im
wyzszy jest rzad
rezonansu, czyli réznica
miedzy licznikiem
i mianownikiem
odpowiedniego
utamka. Dlatego
orbity o rezonansach
wyzszych rzedow
nie sa calkiem
puste. Nie potrafimy
natomiast ogdlnie
uzasadnié¢ skupiania si¢ planetoid na innych orbitach
rezonansowych. W rezonansie 1/1 z Jowiszem sa, jak
wiadomo, planetoidy trojanskie (Grecy i Trojanie),
obiegajace Stonice po orbicie Jowisza, ale rezonanséw
przyciagajacych jest w Uktadzie Slonecznym duzo
wiecej. Nie wiadomo nawet, czy istnieje teoria wspolna
dla nich wszystkich, czy kazdy z nich to indywidualny
przypadek.

== ——

600 500 400 300

byé w kostce Hilberta odpowiednio zanurzona

(tj. wlozona homeomorficznie). Czyli kostka Hilberta
jakby zawiera w sobie kopie wszystkich takich
przestrzeni. O$rodkowos$é¢ oznacza, ze w przestrzeni
jest zbiér przeliczalny i gesty — cos takiego, jak zbior
liczb wymiernych w zbiorze liczb rzeczywistych.

Zamiast ciagdw mozemy tez rozwaza¢ funkcje
okreslone na dowolnym zbiorze X (np. X = R)

o wartosciach w I. Zbiér takich funkeji (szczegdlnie,
gdy X jest nieprzeliczalny) nazywamy czesto

kostka Tichonowa i oznaczamy IX, trzeba tylko
odpowiednio okresli¢ w nim zbiory otwarte. Kostki
Tichonowa tez sa przestrzeniami uniwersalnymi

dla obiektéw znanych jako przestrzenie Tichonowa,
bedacych w pewnym sensie uogélnieniami przestrzeni

metrycznych.
Zdzistaw POGODA



Broda Platona

Wedtug Platona ujmowane w pojeciach przedmioty
sa obiektywnymi ideami, istniejacymi we wlasnym
odrebnym Swiecie, niezaleznie od rzeczy zmystowych,
ktore stanowia jedynie ich kopie. Doktrynie tej
zarzucano podwajanie Swiata rzeczywistego,

brak dostatecznego uzasadnienia, a takze brak
zadowalajacego wyjasnienia stosunku miedzy
zmystowymi rzeczami a ideami. Konstrukcja Platona
zdawala si¢ by¢ jeszcze jedna fantastyczna, niewiele
wyjasniajaca teoria, a proba tlumaczenia $wiata

w taki dosy¢ skomplikowany sposéb przybrata
nieformalng nazwe brody Platona. Powstala
kilkanascie wiekow pozniej stynna brzytwa Ockhama
byta préba obalenia wszelkich podobnych teorii.

Brzytwa Ockhama

Wilhelm Ockham (a wlasciwie William of Occham) ur. okoto 1300 r.
w Occham (hrabstwo Surrey, Anglia), zmarl okoto 1349 r.

Ockham, jako filozof, byl przede wszystkim logikiem,
logika za$, jego zdaniem, miata spetnia¢ dwie
ogolniejsze funkcje — z jednej strony miala by¢
narzedziem filozofii, metodologia nauk, z drugiej
stawacé sie nauka, ktorej celem gléwnym byloby nie
tyle okreslanie warunkow prawdziwego poznania,

co analiza najistotniejszych funkcji samego pojecia.
Zasada oszczednosci — non sunt multiplicanda

entia sine necessitata (nie nalezy mnozy¢ bytéw
ponad potrzebe), znana pod nazwa brzytwy
Ockhama, byla gtéwna podstawa jego teoretycznych,
antymetafizycznych dociekan. Glosita ona potrzebe
oszczednego postepowania w tworzeniu i formulowaniu
nowych poje¢ ogdélnych. Ockham uznawal za zbedne
przyjmowanie nowych poje¢ w wyjasnianiu zagadnien
zwiazanych z relacjami miedzy pojeciami a rzeczami —
rzeczywistos¢ powinna byé¢ wyjasniana przez nig sama.
Nie nalezy ttumaczy¢ istnienia jakiejkolwiek rzeczy
materialnej, doSwiadczalnie poznawalnej, w ten oto
sposéb, ze przyjmuje sie i wyobraza — poza nig

—&d

Ro6g Gabriela
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Kiedy obrécimy galaz
hiperboli y = 1/z, y < 0,
wokél osi OY powstanie
gigantyczny twor zwany
rogiem Gabriela.
Lejkowata czes¢ rogu
zaznaczona kolorem

na rysunku 1, a ztozona
z tych punktow rogu, ktére maja wspolrzedna y
mniejszg od —1, stanowi¢ by mogta doé¢ osobliwe
naczynie. Moze by¢ bowiem wypelniona farba po
brzegi, a mimo to farby tej zabraknie, by pomalowaé
jej powierzchnie. . . Zeby sie o tym przekonac,
sp6jrzmy na rysunek 2 i zauwazmy, ze pole

Rys. 1

4
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Rys. 2

i ponad nia — istnienie jakiejs innej rzeczy, ktérej
hipotetycznego istnienia nie daje si¢ w zaden sposob
sprawdzi¢.

Podstawowa intencja Ockhama bylo wykazanie, ze nie
nalezy postulowaé¢ zadnych zewnetrznych czynnikow
oprocz umystu i rzeczy jednostkowych.

rzecz jednostkowa — kazda pojedyncza rozréznialna rzecz

w przyrodzie (np. ten stél, méj kot)

pojecie ogdlne — wspdlna nazwa dla pewnej ilosci rzeczy
jednostkowych (np. stél, kot)

Pojecia ogélne powstaja dlatego, iz istnieja rézne
stopnie podobienstwa miedzy rzeczami jednostkowymi.
Np. Sokrates i Platon sa bardziej do siebie podobni,
niz Sokrates do osla; i fakt ten znajduje odbicie

w gatunkowym pojeciu czlowieka. Jednakze

w okreslaniu relacji miedzy pojeciami a rzeczami
musimy by¢ ostrozni — nie ma czegos takiego, jak
realna, obiektywnie istniejaca natura wspélna
Sokratesowi i Platonowi, w ktérej oni mogliby
uczestniczy¢, jest zas tak, iz natura, ktora jest
Sokrates, i natura, ktéra jest Platon, sa podobne.
Nie ma i nie moze by¢ wspdlnej rzeczywistosci
istniejacej réwnoczesnie w dwbch przedstawicielach
jakiego$ gatunku.

Powstanie brzytwy, czyli zasady oszczednosci,

mialo na celu przede wszystkim wyeliminowanie
jakichkolwiek nieobserwowalnych bytow, ktérych
istnienia nie domagalyby sie dane uzyskane

z do$wiadczenia i, ogdlnie rzecz biorac, ostateczne
uproszczenie naszego pogladu na Wszechswiat.
Zastosowanie przez Ockhama jego brzytwy do ogdélnie
dotad akceptowanej teorii ruchu Arystotelesa —
wedhug ktorej kazde cialo ma swoje naturalne miejsce
i porusza sig, aby to miejsce osiagnaé¢ — doprowadzito
posrednio do powstania prawa bezwladnosci: wedlug
Ockhama cialo porusza sie, bo jest w ruchu, sam fakt
ruchu wystarcza i innych przyczyn szukac¢ nie trzeba.
Odrzucenie arystotelesowskiej teorii ruchu stalo sie
poczatkiem rozkwitu mechaniki i nauk przyrodniczych.

Anna CZUCHRY

powierzchni lejka P; spelnia
nieré6wnosc:
Pz22n(z+5+51+--)
podczas gdy objetos¢ V;
zawarta we wnetrzu lejka
(rys. 3) spelnia nieré6wnosé

Visr(l+gm+3m+3+..0)

Skoro pierwszy

z tych szeregéw jest

rozbiezny, a drugi zbiezny, wiec lejek ma

nieskonczone pole powierzchni, a skoniczong

objetosé. .. Ale przeciez to niemozliwe, zeby farba
wypelniajaca kubelek o jakimkolwiek ksztalcie nie
pomalowala go! Jak wiec rozwiagzaé ten paradoks?

w. S.

Rys. 3



Lancuchy Markowa

Wyobrazmy sobie, ze mamy 2 tysiace ztotych,

a potrzebujemy 5 tysiecy. Aby osiggnaé nasz cel,
bierzemy udzial w nastepujacej grze hazardowe;j.
Rzucamy wielokrotnie moneta i gdy wypadnie orzel,
wygrywamy 1 tysiac, natomiast w przypadku reszki
tracimy 1 tysigc. Stan naszego portfela to catkowita
liczba tysiecy. W kazdym dyskretnym kroku czasowym
przesuwamy si¢ z jednakowym prawdopodobienstwem
1/2 w prawo lub w lewo (na osi liczbowej), a jak
trafimy do 0 (bankructwo) lub 5 (osiagniecie celu),
to przerywamy gre i w stanie tym pozostajemy

na zawsze.

Powyzszy przykltad okreslany jest mianem bladzenia
przypadkowego, nazywanym przez niektérych
spacerem pijaka. Jest to przyklad lancucha
Markowa (procesu stochastycznego, rodziny
zmiennych losowych zaleznych od czasu), w ktérym
prawdopodobienstwo tego, ze uklad w czasie ¢t + 1
bedzie w okreslonym stanie, zalezy tylko od stanu

ukladu w czasie t, a nie od jego wczesniejszych stanéw.

Jest to tak zwana wlasno$¢ Markowa braku pamieci,

Archimedesa

ktora krétko mozna scharakteryzowad tak: przysztosé
nie zalezy od przesztosci pod warunkiem, ze znana jest
terazniejszos¢.

Jezeli, dodatkowo, z kazdego stanu mozemy przejsé

z niezerowym prawdopodobienstwem, w skonczonej
liczbie krokow, do kazdego innego stanu, to tancuch
taki nazywamy nieprzywiedlnym. Nasz przyktadowy
tancuch nie jest, oczywiscie, nieprzywiedlny.

Mozemy go ,unieprzywiedlni¢”, przyjmujac ze

ze stanu 0 mozemy przejs¢ z pewnym dodatnim
prawdopodobienstwem do stanu 1 (pomoc uczynnego
przyjaciela), a ze stanu 5 do stanu 4, gubiac 1 tysiac
zlotych. Diugookresowe zachowanie si¢ tancucha
nieprzywiedlnego nie zalezy od stanu poczatkowego

— dla kazdego stanu czestotliwosé jego odwiedzania
jest taka sama wzdtuz ,prawie kazdej” trajektorii
czasowej (to jest jedno z wielu tak zwanych twierdzen
ergodycznych).

Fancuch Markowa to przyktad dynamicznego

uktadu stochastycznego opisujacego wiele zjawisk
przyrodniczych i spoteczno-ekonomicznych, w ktérych
mozna zaniedba¢ pamieé ukladu o jego przesztodci.

Jacek MIEKISZ
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Sruba, dokladniej — linia $rubowa — to jedyna nieplaska linia slizgajaca sie
po sobie. Wezmy taka gruba linie i na dodatek pusta w $rodku, czyli rurke
w ksztalcie sruby. Pochylmy ja tak, aby niektore jej fragmenty biegly w dot.

Nalejmy do rurki troche wody. A nastepnie obracajmy rurke wokél osi.
Przy wlasciwym wyborze kierunku obrotu zobaczymy ciekawe zjawisko: woda
wybierajac dla siebie mozliwie najnizsze polozenie, bedzie sie podnosita do géry.

|

Gdybysmy teraz dolny koniec naszej Sruby umiescili

w naczyniu z woda, obracajaca sruba pelnitaby role
pompy — po kilku obrotach woda wylewataby sie

z niej na poziomie wyzszym od tego, na jakim by sie
wlewata.

Zauwazmy, ze nie jest nam potrzebna rurka, wystarczy
tylko srubowe korytko. Takie urzadzenie bylo juz

w Starozytnosci uzywane do nawadniania pél i znane
jest pod nazwa Sruby Archimedesa, wedlug legendy
— wynalazcy tego urzadzenia.

Na czym polega zysk z uzycia tego przyrzadu? Odpowiedz jest prosta: sruba

to réwnia pochyta nawinieta na walec. Podnoszenie wody w ten sposéb wymaga
mniej wysitku, niz gdyby ja po prostu podnosi¢ w naczyniu. Genialnosé
wynalazku — zwyklego pochylenia sruby — polega na tym, ze z naszej réwni
pochylej ciezar nie moze sie stoczy¢, co jest najwieksza wada zwyklej rowni.

M. K.



Przerwa Cassiniego i przerwa Enckego

Wykonane przed laty przez sondy Pioneer

zdjecia pierscieni Saturna ujawnily, ze wygladaja
one jak dawnego typu plyta gramofonowa.
Sktadaja sie z mnostwa waskich jasnych pierscieni
poprzedzielanych mnéstwem waskich przerw.

7 Ziemi przez Srednie teleskopy widaé tylko trzy
szerokie pierScienie oznaczone symbolami A, B'i C
(kolejno coraz blizsze Saturnowi). Najjasniejszy jest
pierécien B o promieniu wewnetrznym réwnym 1,52
i zewnetrznym 1,95 promienia planety (wynoszacego
60 000 km). Od pierscienia A oddziela go przerwa,
widoczna za pomoca nawet niewielkich teleskopow
amatorskich, zwana przerwa Cassiniego, dos¢
szeroka, bo az na 4500 km. Jej promien wynosi

w przyblizeniu 2 promienie Saturna.

Kto przeczytal notatke o oknach Kirkwooda w pasie
planetoid, niewatpliwie zacznie podejrzewac, ze brak
lodowych brytek w przerwie Cassiniego moze tez jest
skutkiem rezonansowego oddzialywania z jakimis
satelitami Saturna. Wybor jest duzy, wiec szukanie
rezonansow na slepo moze by¢ zajeciem troche

nuzacym. Najmasywniejszy satelita, Tytan, obiega
Saturna troche za daleko, by rezonans z nim czastki
obiegajacej Saturna w przerwie Cassiniego byl niskiego
rzedu — promien jego orbity to 20 promieni planety.
Za to najblizszy i w miare masywny Mimas — to
wtasnie to. Promien jego orbity wynosi 3,1 promieni
Saturna, wiec rezonans z przerwa Cassiniego wynosi
(3,1/2)%/? ~ 2/1. Stwierdzamy wiec, ze ten wlasnie
niskiego rzedu rezonans z Mimasem musi by¢
przyczyna istnienia przerwy. Dlaczego jest ona tak
szeroka? To zupelnie inna i duzo trudniejsza sprawa.

Trudniejsza tez sprawa jest z druga dos¢

stynna przerwa w pierscieniach, mianowicie

przerwa Enckego. Znajduje si¢ ona w pierécieniu

A, blisko jego zewnetrznej krawedzi. Jest szeroka

na 330 km i jej promien jest réwny 2,23 promieni
Saturna. Rezonans z Mimasem wynosi wiec
(3,1/2,23)3/2 ~ 8/5. Mozna by uznaé, ze jest to
wlasciwy wynik, gdyby nie fakt, iz w przerwie Enckego
obiega Saturna jego najblizszy satelita, Pan. Dlaczego

rezonans nie wyrzucilt go z przerwy? T K
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Krzyz Einsteina

Jednym ze zjawisk przewidzianych przez ogdlna teorie wzglednosci

FEinsteina jest ugiecie kierunku rozchodzenia sie promieni swietlnych w polu
grawitacyjnym masywnego obiektu, np. gwiazdy. Ugiecie to jest wynikiem
zakrzywienia czasoprzestrzeni $cisle zwiazanego z wystepowaniem pola
grawitacyjnego: im silniejsze jest pole grawitacyjne w przestrzeni, tym
wieksze jest jej zakrzywienie. A wedlug ogdlnej teorii wzglednosci promienie
Swietlne poruszaja sie po tzw. liniach geodezyjnych, czyli krzywych bedacych

(lokalnie) najkrétszymi drogami.

Ugiecie przez Stonce $wiatta pochodzacego od
odlegltych gwiazd zostalo po raz pierwszy
zaobserwowane w czasie za¢mienia Stonica

w 1919 roku. W przypadku, gdy zrodlo $wiatta
znajduje si¢ dokladnie na linii taczacej masywny
obiekt zakrzywiajacy czasoprzestrzen z obserwatorem,
zamiast punktowego zrodta $wiatta zobaczymy
Swietlng otoczke wokot tego obiektu. Spodziewamy sie
zaobserwowaé taki efekt wokot czarnej dziury, ktora
sama w sobie nie promieniuje $wiatta, a wytwarza
silne pole grawitacyjne uginajace promienie Swiatlta
koto niej przechodzace.
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Obecnie obserwujemy tzw. Krzyz Einsteina
(nazwany tak na cze$é tworcy teorii wzglednosei),
gdzie pojedynczy obiekt — zrodlo swiatla — jest
widziany poczwornie. Promieniowanie wytwarzane
przez odlegly kwazar zostaje lekko ugiete przez duze
skupienie mas w znajdujacej si¢ po drodze galaktyce —
obserwujemy dwa obrazy przesuniete wzgledem siebie,
oraz nastepne dwa w innej plaszczyznie. Obserwowane
réznice w jasnosci obrazéw kwazara biora si¢ z réznicy
drég optycznych pokonywanych przez swiatlo, ktora
powoduje i to, ze kazda para obrazéw odpowiada
mnemu momentowl. E Ca

T

C Rozwigzanie zadania M 1001.
Wykazemy najpierw, ze suma pél ksiezycow Hipokratesa opartych na
przyprostokatnych jest rowna polu tréjkata ABC. Mamy
Py + Py = (Q2+ P1) +(Q1+ P1) — (Q1 +Q2) =D AB — (Q1 + Q2) = Paasc,

gdyz suma kwadratéw $rednic AC i BC' jest réwna kwadratowi rednicy AB.
A — Zauwazmy dalej, ze ksiezyce o polach Pa, P3, Py sa figurami podobnymi.

D B

Sa to przeciez ksi¢zyce Hipokratesa oparte na dluzszej przyprostokatnej

w podobnych tréjkatach prostokatnych BDC, CDA i BCA. Pole kazdego

z tych ksiezycow stanowi wigc te sama czesé pola tréjkata, na ktérym jest on
oparty. Poniewaz PArpcp + Prcpa = Papca, wigec Py + P3 = Py. Zatem
P+ P>+ P3 =P+ Py = Paago-



Dywan Sierpinskiego

Wymiar podobiefistwa figury (plaskiej) to taka liczba D, ze cala te figure
mozna podzieli¢ na N = n? czesci podobnych do calodci w skali r = % (n>1).
In N
Wynika stad, ze D = 27 Nietrudno zauwazy¢, ze jesli podzial, o ktérym
nn
mowa wyzej, jest mozliwy, to mozna figure podzieli¢ takze na N* czesci o skali

podobienstwa r*, dla kazdej liczby naturalnej k. Nie zmienia to jednak wymiaru,

gdyz

,kInN InN . o . .

= ——. Nie dziw, ze mogg sie pojawi¢ wymiary, nie bedace
klnn Inn

liczbami catkowitymi (i ze nie kazda figura ma wymiar podobienistwal).
Dywan Sierpinskiego jest przykladem figury z niecalkowitym wymiarem

podobienstwa. Oto przepis na konstrukcje dywanu. Podzielmy kwadrat

jednostkowy na 9 przystajacych kwadratéw (o boku dlugosci 1/3) i usunimy
srodkowy z nich, czyli ten, ktory jest calkowicie zawarty we wnetrzu duzego
kwadratu. To, co zostaje, czyli figure zlozona z 8 przystajacych kwadratéw,
nazwijmy S (rys. 1). Powtérzmy to postepowanie wobec kazdego z tych

S—lowo Banacha

Stowa skladaja si¢ z liter. Te litery nadaja im sens lub
czynia je bezsensownymi. Sam schemat ustawienia
liter na ogél nie wyznacza sensu stowa, ale moze
niektére znaczenia wykluczy¢. Np. piecioliterowe stowo
zbudowane z trzech liter o schemacie

By pa,
moze by¢ stowem KAJAK lub NAGAN, a nie moze
by¢ stowem BANAN.

W matematyce istnieja jednak stowa takie, ze ich
sens jest zawsze taki sam, niezaleznie od tego, jakie
znaczenie (sposrdd elementéw ustalonego alfabetu)
wybierzemy dla liter.
Oto takie stowo podane przez Stefana Banacha:
a?Ba~26 20 B0t 820 2 Ba 25202
jezeli za a1 B podstawimy dowolng izometrie zwyklej
plaszczyzny euklidesowej, to stowo to oznaczaé¢ bedzie
identyczno$é, przeksztalcenie nieporuszajace zadnego
punktu.
Kolejno wypisywane symbole izometrii oznaczajg ich zlozenie,

wykladnik —1 oznacza przeksztalcenie odwrotne, wyktadnik 2
oznacza dwukrotne wykonanie przeksztalcenia itd. Przy tym napisy
typu ’yk'y*k i 'y*k'yk zawsze znikaja.

Izometria to przeksztalcenie niezmieniajace zadnej odleglosci.

Na ptlaszczyznie euklidesowej kazda izometria jest przesunieciem,
obrotem lub symetrig z poslizgiem (czyli zlozeniem symetrii osiowej
z przesuni¢ciem réwnoleglym do jej osi; w szczegdlnosci symetria
osiowa jest symetrig z zerowym poslizgiem).

7
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8 kwadratéw. Otrzymamy 8% kwadratéw o boku 1/3?% i te figure nazwijmy So
(rys. 2). Dzialajac tak dalej, w k-tym kroku otrzymamy figure S, zlozona

z 8% kwadratéw o boku 1/3%. Dywanem Sierpiniskiego nazywa sie czesé wspélna
wszystkich zbioréw Sy dla k € N, czyli to, co zostaje po usunieciu wszystkich
wnetrz coraz mniejszych kwadratéw. Jak wynika ze wzoru, jego wymiarem

In8
podobienstwa jest liczba 111_3 ~ 1,89279. Tak wiec dywan Sierpinskiego jest

fraktalem: jest figura samgpodobn@ (rozklada sie na cze$ci podobne do calosci)
i ma niecatkowity wymiar podobienstwa. Co réwnie ciekawe, jest takze ciagtym
obrazem odcinka (0, 1), rozcinajacym plaszczyzne R? na tyle czedci, ze do ich
ponumerowania trzeba by bylo uzyé wszystkich liczb naturalnych.

Ciekawe, ze dla przestrzeni trojwymiarowej stowa
takiego wymysli¢ sie nie da (podobnie bedzie dla
zaréwno dwu-, jak i wiecejwymiarowych przestrzeni
eliptycznych i hiperbolicznych).

Po co komu takie stowo? Okazuje sie, ze

w przestrzeniach, gdzie takie stowo nie istnieje,
mozliwy jest paradoksalny rozkiad, co oznacza, ze
gdy mamy dwa zbiory ograniczone i zawierajace
choéby mala kulke (dla dwéch wymiaréw — kétko),
to mozna jeden z nich podzieli¢ na skonczona liczbe
czesci, z ktérych — bez zmiany ich ksztaltow ani
rozmiaréw, czyli izometrycznie — mozna ultozy¢ drugi.
W szczegdlnoscei np. mozna kule podzieli¢ na piec
czedci, z ktérych da sie utozy¢ dwie takie same kule.

Istnienie takiego stowa méwi, ze dowolne izometrie

sa tak wzajemnie powiazane, ze podobne figle sg
niemozliwe. Banach, znajdujac to stowo, wykazal, ze
na plaszczyznie euklidesowej paradoksalnego rozktadu
nie ma. Nie wiedzial, ze jest to jedyna przyzwoita
geometria o tej wlasnosci — rzecz zostala dowiedziona
w kilku podejéciach i jest wiadoma od 1987 roku.

Ciekawe, ze krétsze stowo o tej wlasnosci nie istnieje.



Rozwigzanie zadania F 579.
Poniewaz natezenie pradu plynacego
przez galwanometr wynosi zero, zatem

11 = Iy oraz I3 = I4, a takze
R2R:
Ry= 225
Ry
Otrzymujemy nastepujace wyniki:
&
I =, = — =~ 26,7 mA
(R1 + R2)
oraz
£
I3 =1y = ———— = 4 mA.
(R3 + Ra4)

Rozwigzanie zadania F 580.

Gdy pierscienie Newtona sg obserwowane

w $wietle przechodzgcym, warunek
na wzmocnienie §wiatla ma postac:

2hn = mA,

gdzie h jest gruboscig warstwy cieczy

miedzy soczewka a powierzchnia zwigzana

z promieniem pierscienia Newtona 7.,

nastepujaco:
2
T

_'m

h = .
2R

Podstawiajac dane liczbowe, otrzymujemy

n =1,33.

Nurek Kartezjusza

Nie jest pewne, czy tytulowy przyrzad rzeczywiscie skonstruowal Kartezjusz.
Pierwszy znany opis pochodzi od jego ucznia, Raffaela Maggiottiego. Te
fizyczng zabawke mozna bez trudu wykonaé¢ wlasnorecznie. Najprosciej
posthuzy¢ sie plastykowa butelka z zakretka i pusta fiolka po zapachu do ciast.
Butelke napelniamy woda do pelna, a fiolke mniej wiecej do potowy.
Nastepnie wrzucamy fiolke (otworkiem do dotu) do butelki. Jezeli fiolka plywa
minimalnie wynurzona, to butelke zakrecamy i mamy gotowa zabawke —
nurka Kartezjusza. Jezeli tonie (lub jest bardzo wynurzona), to nastepnym
razem nalewamy do niej mniej (lub wiecej) wody.

Zeby zobaczyé dzialanie przyrzadu, nalezy butelke $cisnaé. Fiolka-nurek powinna
wtedy opasé¢ na dno butelki, a po zwolnieniu nacisku powréci¢ na powierzchnie.
Jezeli nalaliémy zbyt malo wody do fiolki, to moze si¢ okazaé, ze nie jesteSmy

w stanie Scisnaé¢ butelki wystarczajaco mocno. Wtedy nalezy przyrzad poprawic.

Mozna oczywiscie fiolke ,,przebra¢ za prawdziwego nurka” i pokazywaé ,u cioci
na imieninach”. Nie dla wszystkich oczywiste bedzie, dlaczego nurek zachowuje
sie w opisany sposéb. Myéle jednak, ze nasi stali Czytelnicy nie beda mieli
problemu z ewentualnym wytlumaczeniem. W Delcie 6/1996 zrobili to Kubus
Puchatek z Prosiaczkiem.

Na podobnej zasadzie dziataja gestosciomierze stuzace np. do mierzenia stezenia
napojéw alkoholowych lub stopnia naladowania akumulatoréw (obecnie rzadko
uzywane ze wzgledu na rozpowszechnienie akumulatoréw bezobstugowych) oraz
pewien rodzaj dekoracyjnego termometru. Jest to szklany cylinder, w ktérym
znajduje si¢ kilka nurkéw z etykietkami odpowiadajacymi temperaturom
zblizonym do temperatury pokojowej, a aktualna temperature odczytuje sie,
odnajdujac nurka, ktory ,lewituje” miedzy dnem a powierzchnia. Przy odrobinie
cierpliwosci taki termometr rowniez mozna zrobié¢ samemu.

P. Z.

Pasy van Allena

Liczniki kosmicznych czastek naladowanych

nalezg do standardowego wyposazenia sztucznych
satelitow badawczych i sond kosmicznych od

zarania ery kosmicznej. Wyposazone w nie byly
pierwsze Sputniki i Explorery w roku 1957 i latach
nastepnych. Wyniki zliczen tych czastek byly

z poczatku zagadkowe. Wraz ze wzrostem wysokosci
liczniki sygnalizowaly wzrost gestosci czastek

i w pewnym momencie psuly sie, a w kazdym

razie tak to wygladalo. Jednak nie moze sie psué

w identyczny sposéb ile§ kolejnych licznikéw,

w dodatku ,réznych narodowosci”, totez rychto
zinterpretowano to zjawisko jako blokowanie si¢
licznikéw przy zbyt wielkiej — jak na ich mozliwosci

— gestosci czastek. Na orbite polecialy nowe liczniki

i okazalo sig, ze gestosci czastek maja maksima

i minima. I tak juz w 1958 r. za pomoca Explorera 3
grupa amerykanskich badaczy pod kierunkiem Jamesa
van Allena stwierdzila, ze Ziemie otaczaja co najmniej
dwa pierscienie, w ktorych uwiezione sg przez ziemskie
pole magnetyczne czastki naladowane. Najczesciej sa
one teraz nazywane pasami van Allena (inaczej:
pasami radiacyjnymi, pasami promieniowania

pierécieniowego).

Pierscienie te to potozone w ptaszczyznie rownika
(w zasadzie — magnetycznego) grube i szerokie
torusy o rogalikowatym przekroju. Wewnetrzny
pas van Allena rozciaga sie w granicach od 1,5 do
2 promieni Ziemi (liczac od jej srodka) i zawiera
protony o energiach rzedu 100 MeV, elektrony
o energiach 1 MeV i inne cigzsze czastki bedace
wtérnym promieniowaniem kosmicznym, czyli
produktami zderzen czastek promieniowania
kosmicznego z atomami bardzo rzadkiej tam
atmosfery. Pas zewnetrzny rozciaga sie od 3 do 4
promieni Ziemi i zawiera gléwnie protony i elektrony
o energiach w przyblizeniu o rzad wielko$ci nizszych
i pochodzace z wiatru slonecznego. Sam wiatr
stoneczny jest tacznikiem miedzy Stoncem i ziemska
magnetosfera, przez co struktura magnetosfery
i zawartych w niej paséw van Allena zmienia si¢
wraz ze stanem aktywnosci Stonca. Na ogoél unika
sie wyrzucania sztucznych satelitéw (tym bardziej
statkéw zalogowych) na orbity, na ktérych obiekty te
mialyby dlugo przebywa¢ w pasach radiacyjnych, gdyz
wplyw wysokoenergetycznych czastek na aparature
czy na samych ludzi, choé¢ nie do konca poznany — jest
z pewnoscia szkodliwy.

T. K.



Slimak Pascala

&)

Jedli, majac na plaszczyznie jaka$ krzywa, ustalimy sobie dodatkowo

jeszeze jaki$ punkt B (dalej bedzie sie nazywal biegunem $limaka) i jakas
liczbe dodatnia p (promien $limaka), to mozemy narysowaé $limaka danej
krzywej (inna nazwa to konchoida; gr. konche, tac. concha — muszla). Polega
to na tym, aby kazdy punkt P krzywej zastapi¢ dwoma innymi, @ i R:

na prostej taczacej B z P, po obu stronach P odkladamy odcinek o dtugosci p.
W ten sposéb powstaja dwie nowe krzywe, ktére tacznie nazywa sie wlasnie

slimakiem lub konchoida.

Q Slimak Pascala to taki §limak okregu, ktérego biegun lezy na tym okregu.
W zaleznoéci od promienia slimaka moze on przybieraé rézne ksztalty, pokazane

Co ciekawe, $limak Pascala nie ma dwodch czesci, tylko jedna, choé np. slimak
prostej (zwany konchoida Nikomedesa) jest zawsze w dwdch kawalkach.

Q

4 na marginesie.
7
Q
0 Q
P P P,
N .
R R
B

Srodkowy $limak Pascala, czyli ten, dla
ktérego p jest réwne $rednicy okregu,
to kardioida, ktéra mozna uzyskacé tez
jako tor punktu okregu toczacego si¢ po
okregu o tym samym promieniu.

Kot Schrodingera

Zwiazek miedzy Swiatem mikroskopowym

a makroskopowym jest fundamentalnym zagadnieniem
teorii pomiaru kwantowego. W idealnym modelu
pomiaru oddzialywanie miedzy pomiarowym
urzadzeniem makroskopowym (,miernik”) a systemem
mikroskopwym (,atom”) powoduje ich splgtanie

i powstanie stanu kwantowej superpozycji uktadu
,miernik + atom”. Taka superpozycja nie jest jednak
nigdy obserwowana. Schrodinger zilustrowal ten
problem, biorac kota zamiast ,miernika” i rozwazajac
superpozycje dwoch stanéw kota: martwy lub zywy
(taki obrazek jest wprawdzie tylko pewnego rodzaju
metafora, ale kwantowe superpozycje obejmujace
stany pomiarowe sa czesto nazywane po prostu
kotami Schrédingera).

Wyobrazmy sobie duze zamkniete pudio

o nieprzenikliwych écianach. W srodku znajduje

sie kot i licznik Geigera z pewna iloscia
promieniotwércezej substancji. Substancja ta moze

z prawdopodobienstwem 1/2 ulec rozpadowi lub
nie. Jesli nastapi rozpad, to wyladowanie w liczniku
Geigera uruchomi mlotek rozstrzaskujacy fiolke

7 cyjankiem potasu. Z zewnatrz wiemy tylko tyle,

Dysponujac mozliwoscig rysowania slimakéw (sadze, ze bardzo prosty przyrzad
do ich rysowania Czytelnik sam obmy$li), mozna wykonaé szereg konstrukeji
niewykonalnych cyrklem i linijka, np. trysekcje dowolnego kata. Jak to zrobié¢
za pomoca $limaka Pascala, pisaliémy w Delcie 11/1996.

M. K.

e
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ze kot jest martwy lub nie, a wiec ze znajduje sie

w superpozycji stanéw |zywy) i [martwy). Dopiero
dokonujac pomiaru — czyli otwierajac pudlo, mozemy
dokona¢ redukeji tego stanu i znalez¢ kota zywego
badZ martwego. Jednak czy naprawde mozna
stosowaé procedury kwantowe do tak wielkiego

i ztozonego uktadu jak kot? Przeciez od pewnego
poziomu zlozonosci musza przesta¢ obowiazywaé
prawa mikroskopowe, ustepujac makroskopowym —
w ktérych nie ma miejsca na stwierdzenia typu ,kot
znajduje sie w liniowej superpozycji stanéw |zywy)

i [martwy)” — bo jak z punktu widzenia codziennego
do$wiadczenia mozna mowié o wspolistnieniu zycia

i dmierci? Czy istnieje wiec jakas granica stosowalnosci
mechaniki kwantowej? To zagadnienie stanowi istote
tzw. paradoksu kota Schrodingera.

Paradoks ten wyjaénia sie w ten sposéb, ze zlozone
stany kwantowe nie moga by¢ opisywane za
pomocy stanow kwantowych, a raczej tak zwanej
macierzy gestosci, ktéra uwzglednia klasyczne
prawdopodobienstwa i kwantowe amplitudy. I caly
problem kota zostaje zredukowany do zagadnienia
ze zwyklej, niekwantowej fizyki statystyczne;j.

E. Cz



Maia delld

Mathi Pitagorasa Iudaropossr mrassb
C KasKION CTOPOHLI PaBHLI.

Termin majtki Pitagorasa zostal prawdopodobnie wymyslony przez
Kisielowa, autora najpopularniejszego, wydawanego wiele dziesiatek lat
podrecznika matematyki.

Bierze sie on z sugestii, iz kolorowa czes¢ ponizszego rysunku przypomina
wlasdnie te czesé garderoby, choé trudno sie zgodzi¢, aby byly one z kazdej
strony jednakowe.

P
Q
A . R B
K
C
L

Problemem, jakie mianowicie sg w rzeczywisto$ci nogawki majtek
Pitagorasa, zajeli si¢ juz Starozytni, co mamy picknie udokumentowane
w Elementach Euklidesa.

Euklides zauwazyl, ze przedtuzenie wysokosci (rozporek?) trojkata
prostokatnego, wokot ktorego uszyte sa majtki, dzieli ich goérna czeéé
na kawatki réwnowazne odpowiednim, lezacym po tej samej stronie
nogawkom.

Wykazemy to dla lewej nogawki (bo dowéd dla prawej jest zupelnie
analogiczny).

Poniewaz QR jest przedtuzeniem wysokosci C'R i poniewaz AP | QR,
wiec

2-SAPC:2-%-AP-PQ:AP-PQ:SAPQR.
7Z kolei poniewaz trojkat ABC' jest prostokatny i, wobec tego, punkty
B, C'i L leza na jednej prostej i poniewaz AK || LC, wiec
2~SABK:2~%~AK~KL:AK~KL:SAKLC.

Teraz zauwazmy, ze trojkaty APC i ABK sa przystajace. Istotnie,
AP = AB, bo to boki tego samego kwadratu, podobnie AC' = AK
i wreszcie

JPAC =< BAC +90° =<4 BAK.
Wobec tego

Sapc = Sapk, a zatem Sapor = Sakrc.

) Oczywiscie to twierdzenie o nogawkach jest tez dowodem twierdzenia
Myt Fitgerasa o catych majtkach, czyli twierdzenia Pitagorasa.
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Wstega Mobiusa

Jezeli pasek papieru skrecimy o 180° i skleimy jego
konce, to bedziemy dysponowali wstega Mobiusa.

Jest to bardzo interesujacy obiekt. Z kazdego jego
punktu mozna zawedrowaé¢ do kazdego innego

nie przekraczajac jego brzegu. Nie ma w tym

nic dziwnego, ale idac np. wzdluz linii $rodkowej
sklejonego paska po pewnym czasie znajdziemy sie
w tym samym miejscu, lecz ,do géry nogami”. Taka
wlasnosé powierzchni nazywa sie jednostronnosciq.

Zauwazmy, ze zawsze towarzyszy jej inna wlasno$é
— nieorientowalnos¢. Oznacza ona, ze male kétko

z zaznaczong orientacja po przebyciu poprzednio
opisanej drogi bedzie zorientowane przeciwnie.

Wstega Mobiusa ma brzeg w jednym kawatku

— podobnie jak koto. Jesli spojrze¢ na ten brzeg

z punktu widzenia weztéw i splotéw (patrz

Delta 4/2002 i 5/2002), to okaze sie, Ze jest to wezel
trywialny, czyli gdyby usunaé¢ wstege i zostawié

sam brzeg, byltby to zwyczajny okrag, tylko troche
zdeformowany.

Ciekawe rzeczy dzieja sie ze wstega, gdy ja przecinad.
Oczywiscie przecigcie w poprzek daje zwykly pasek
papieru, wiec przecinajmy wzdtuz, po liniach réwno
odlegtych do brzegu. Okazuje sie, ze wstega Mobiusa
wie, gdzie ma swoja linie srodkowa. Przetnijmy

ja bowiem wzdluz tej linii, a potem troche obok,

np. w % szerokosci od brzegu. Okaze sig, ze drugie
rozciecie bedzie zawsze dwukrotnie dluzsze od
pierwszego. I inne tez beda jego efekty.

W wyniku pierwszego ciecia otrzymamy jedna
powierzchnie, ale z powrotem dwustronna. Jej

dwa brzegi beda tworzyly splot dwoch okregdw
zaczepionych jeden w drugim. W wyniku drugiego
ciecia otrzymamy dwie zaplecione powierzchnie;
jedna bedzie taka sama wstega Mobiusa, jak

byta rozcinana, druga zas bedzie powierzchnia
dwustronna (a wiec dwubrzezna, orientowalna),
ktéra mozna uzyskaé z paska papieru podobnie jak
wstege Mobiusa, tylko po skreceniu paska o 360°.
Zauwazmy jednak, ze nie jest to taka powierzchnia,
jak otrzymana przez rozcigcie wstegi Mobiusa
wzdluz linii srodkowej — tamta powstaje z paska
skreconego o 720°.

Skoro juz zdecydowalidmy si¢ skrecaé papier o rézne wielokrotnosci

kata 180°, to zobaczmy, co sie stanie, gdy skleimy pasek papieru skrecony
o 540°. Sadze, ze kazdy z tatwoscig sprawdzi, ze jest to powierzchnia
jednostronna, nieorientowalna, o jednym brzegu, ale tym razem
tworzacym wezel zwany trojlistnikiem.
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Igta Buffona

DO~

powietrze

szklo

W wydanym w 1777 roku dodatku do swojej 44-tomowej Historii Naturalnej
ksiaze Georges Louis Leclerc de Buffon pytal: jakie jest prawdopodobienstwo
tego, ze igla o dtugosci [/, rzucona na wielki arkusz papieru podzielony
réwnoleglymi prostymi na pasy o szerokosci s wiekszej od [, przetnie jedna

z tych prostych? Sam udzielil prawidlowej odpowiedzi: prawdopodobienstwo jest
réwne 2—l

ST
Proste sa proste, papier jest ptaski, wiec skad n?7 Wszystkie proste i pasy sa
takie same, wiec polozenie igly (zwanej igla Buffona) po upadku mozna opisaé
za pomoca tylko dwéch parametrow: odleglosci d érodka igly od najblizszej
prostej oraz kata «, niewigkszego z dwoch katéw, jakie igla tworzy z prostopadla
do wszystkich prostych oddzielajacych pasy. Tak wiec

s 7r
0<d<§ oraz 0<a<§.

Niech wiec zbiér wszystkich par (d, «) spelniajacych te warunki, a wiec
prostokat s T
1={(.a): 0<d< 3 0<a< T},

bedzie przestrzenia zdarzen elementarnych. Ktére zdarzenia sa sprzyjajace?
Gdy igta dotyka koncem prostej, odleglos¢ d jest réwna %cos «, zatem igla
przetnie prosta, gdy d < %cos «. Pozostaje znalezé stosunek pola, jakie

w prostokacie I zajmuje zbiér Z elementarnych zdarzen sprzyjajacych, do pola
calego prostokata (to prawdopodobiefistwo geometryczne). Pole I to 5 - 7,
natomiast pole zbioru Z to pole obszaru pod wykresem funkcji d = % cos a,
ograniczonego osiami wspétrzednych. Po obliczeniu odpowiedniej catki
oznaczonej otrzymujemy prawdopodobienstwo zdarzenia Z:

L
pz)— -2 -2

5.
379 ST

To prawdopodobienstwo wyglada szczegdlnie sympatycznie, gdy s = 2.
Wystarczyloby zatem rzucac¢ dostatecznie wiele razy igla, zeby uzyskaé
przyblizenie liczby 7. Taka préba, wykonana w potowie XIX wieku, przyniosta
jednak (po okolo 5000 rzutéw) wynik niezbyt zachecajacy: m &~ 3,159. Moze
trzeba byto rzucaé dalej?

Pierscienie Newtona

Sa to prazki interferencyjne powstajace w $wietle przechodzacym lub odbitym
w poblizu zetkniecia sie powierzchni wypuklej (np. soczewki) z plaszczyzna.
Niech R oznacza promien krzywizny powierzchni wypuklej soczewki, r —
promien danego pier$cienia Newtona, a d — grubos¢ warstwy powietrza w tym
punkcie. Widzimy, ze

R*=7*+ (R —d)*

> =R?2— R?2+2Rd— d?> = 2Rd — d°.

Ale d < R, zatem 12 ~ 2Rd i d ~ r?/2R. Stad wynika, ze odleglosci miedzy
zewnetrznymi pierScieniami zmniejszaja sie. Maksima interferencyjne powstaja
wtedy, gdy réznica drog optycznych jest rowna nA, przy czym A jest dlugoscia
fali padajacego swiatla, a n jaka$ liczba naturalna.

Tak wiec dla $wiatta przechodzacego

e maksima powstaja, gdy 12 ~ nAR,

. . 2 1
e a minima, gdy oA (n + 5))\R.
Zmajac dlugosé swiatla X\ mozna, mierzac promienie pierscieni, wyznaczy¢
promien soczewki. I takie wlasnie jest ich zastosowanie: obserwacja pierscieni
Newtona shuzy do pomiaru promieni krzywizny soczewek oraz kontroli
regularnosci ksztaltu powierzchni.

FE. Cz.
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Rozwigzanie zadania M 1000.
Brzeg kazdego wycigtego obszaru jest
krzywa, ktérej czes¢ moze mieé ksztalt
tuku okregu.

Dla kazdego obszaru T taczng dlugosé
tuku mierzona w radianach, brang

+ 7, jesli tuk zwrécony jest
wypukloscig na zewnatrz T i ze znakiem

5

ze znakiem ’

? — 7 w przeciwnym przypadku, oznaczmy

przez f(T). Na przyktad, dla obszaru
z rysunku

) =a+~y-p.

Zauwazmy, ze przy podziale kwadratu
na obszary mozemy zalozyé, iz kazdy tuk
zawiera si¢ w brzegu dokladnie dwéch
obszaréw (w razie potrzeby kazdy tuk
wystepujacy na brzegu obszaru mozna
podzieli¢ na kilka czesci). Oczywiscie
wowczas ,wypuklosci” kazdego tuku si¢

> s =o,
T

gdzie T sg obszarami, na ktére zostal
pociety kwadrat.

zZnoszg i

W przypadku podzialu kota kilka
obszaréw lezy na brzegu okregu. Luki
tego okregu ,wchodza” w sklad ZT F(T)
tylko ze znakiem ” + 7, a zatem

D H@) = 2
T

tym razem T sg obszarami, na ktére
zostato pociete koto.

Nie jest wigc mozliwe, aby kolo i kwadrat
sktadaly sie¢ z tych samych obszaréw.

Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Paleofosfatometria

Tytulowy termin prawdopodobnie sie nie przyjmie, ale kryjace sie za nim
badania wyjasnily, przynajmniej w pewnej czesci, jedna z gtownych zagadek
paleontologii: dlaczego bardzo dtugo trzeba byto czeka¢ na wytworzenie
zblizonego do wspdlczesnego stezenia tlenu czasteczkowego Oy w atmosferze [1].

Jak wiadomo, obecnos¢ tego niezbednego do oddychania gazu zawdzieczamy
nieustannej pracy roslin (w tym glonéw) i bakterii. Jak dawno pojawily sie
cyjanobakterie, pierwsze organizmy produkujace tlen w procesie fotosyntezy,

nie zostalo jeszcze ostatecznie rozstrzygniete, ale nastapilo to nie pdzniej niz
2,75 miliardow lat temu, czyli w gérnym archaiku. Natomiast istotny wzrost
stezenia tlenu w atmosferze nastapit dopiero 2 miliardy lat pdzniej. Uwaza si¢
tak, poniewaz dopiero w paleozoiku, czyli 600 milionéw lat temu, pojawily sie na
Ziemi pierwsze zwierzeta wielokomorkowe. Wezedniej nie byto ich, bo widocznie
nie miatyby czym oddychac.

O niskim stezeniu tlenu $wiadczy tez m.in. stwierdzenie wystepowania
siarkowodoru w glebokim oceanie w poprzedzajacym paleozoik gérnym
proterozoiku. Gdyby stezenie tlenu w gérnych warstwach oceanu (a wiec

i w atmosferze) bylo duze, to koncentracja tlenu w dolnych warstwach bylaby
wystarczajaca do utlenienia siarkowodoru.

Jeszcze wezedniej, ponad 1,8 miliarda lat temu, w oceanach musialy by¢
rozpuszczone wegliki, siarczki i fosforki zelaza oraz tlenek zelazawy, gdyz
wystepowanie warstw wzbogaconych w te zwigzki odkrywa sie w skatach
osadowych z tego okresu. Swiadczy to o nieobecnosci tlenu czasteczkowego

w glebokim oceanie. W przeciwnym przypadku zelazo ulegtoby III stopniu
utlenienia, a zwiazki zelaza wytracalyby sie zbyt szybko (przy panujacym
woéwezas stopniu zasadowosci, ustalonemu na podstawie tworzenia sie wapieni).

Podsumowujac te sytuacje, mozna stwierdzi¢, ze przez 2 miliardy lat
fotosyntetyzujace organizmy nie byly w stanie wzbogaci¢ w czasteczkowy

tlen ziemskiej biosfery. W zasadzie istnieja tylko dwa rozwiazania. Albo za

malo tlenu byto produkowane, albo za duzo wiazane w osadach oceanicznych.
Poczatkowo myslano tylko o drugiej z podanych mozliwosci. Jednak w 1984
roku Holland zwrécil uwage na to, ze produkcja tlenu moze by¢ limitowana
przez niedobér pierwiastkéw koniecznych do funkcjonowania fotosyntetyzujacych
organizmdw. Niedostatek ten ograniczalby namnazanie komérek, a wiec

i globalng efektywnosé procesu fotosyntezy.

Idea ta znalazla wlasnie iloSciowe potwierdzenie. Autorzy pracy [3], analizujac
zawartos¢ zelaza i fosforu w warstwach osadowych z okresu od 3,2 do 1,9
miliarda lat temu (czyli z archaiku i dolnego proterozoiku), stwierdzili, ze we
wezesnym oceanie adsorpcja fosforu przez wytracajacy sie tlenek zelaza byta
istotnym czynnikiem zmniejszajacym koncentracje jonéw ortofosfatowych POZ_.
Stezenie tej postaci fosforu bylo na poziomie 10-25% obecnej jego wartosci,
powodujac zmniejszenie tempa fotosyntezy o 75-90%.

Niedobér fosforu skonczyl sie jednak w gérnym proterozoiku (poczawszy od
1,8 miliarda lat temu). Niedostatek fotosyntezy mdgtby by¢ wtedy tlumaczony
niedoborem innych niz fosfor niezbednych do zycia pierwiastkéw. Podejrzenia
padaja np. na azot lub $ladowe metale, nie wylaczajac zelaza [4].

Jedno jest pewne — problemy z nawozeniem sa tak stare jak zycie na Ziemi.

Piotr ZALEWSKI

[1] John M. Hayes, A lowdown on oxzygen, Nature 417 (2002) 127.

[2] H.D. Holland, The Chemical Evolution of the Atmosphere and Oceans, Princeton Univ. Press,
1984.

[3] Chrystian J. Bjerrum, Donald E. Canfield, Ocean productivity before about 1.9 Gyr ago limited
by phosphorus adsorption onto iron oxides, Nature 417 (2002) 159.

[4] A.D. Anbar, A.H. Knoll, Trace metal limitation of primary production 1.85-1.25 Ga., American
Geophysical Union Fall Meeting, 1999, www.agu.org/meetings/fm99top.html.
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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéow, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002.

Zadania z matematyki nr 445, 446
Redaguje Marcin E. KUCZMA

445. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace dla z,y € R réwnanie
F(f@—y)) = f@) = fy) + f(2)f(y) — 2y

zadan 433 (WT = 2,53) i 434 (WT = 1,14) 446. Liczby calkowite a, b sa zwiazane réwnoscia 2a + a = 3b? + b. Dowiesé, ze

z numeru 1/2002

Jacek Klisowski — Lublin 41,57
Tomasz Rawlik — Braunschweig 37,40

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 330 (WT = 1,72) i 331 (WT = 2,80)
z numeru 1/2002

Tomasz Wietecha — Tarnéw 43,48
Andrzej Nowogrodzki — Chocianéw 42,62
Aleksander Surma — Myszkéw 40,79

Marek Wojcicki — Szczecin 37,65

réznica a — b jest kwadratem liczby catkowite;j.

Zadanie 446 zaproponowat pan Pawel Kubit z Krosna.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 5/2002
Przypominamy tres¢ zadan:

441. Rozwazamy wielomian VV(I) = z* + ax® + b2 + cx + d o wspélezynnikach rzeczywistych a, b,
¢, d oraz tréjmian kwadratowy T'(z) = 22 + pz + q ze wspélczynnikamip =2 —a + b, q = W(-1).
Dowie$é, ze jezeli tréjmian T'(z) ma co najmniej jeden pierwiastek nieujemny, to wielomian W (z) ma
co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

442. Niech J oznacza zbidér wszystkich liczb rzeczywistych nie mniejszych niz 1. Czy istnieje funkcja
f: J — J, ciagta, cidle rosngca i taka, ze wartosci funkcji g(x) = f(x)/x wypelniajg zbiér wszystkich
liczb dodatnich?

441. Niech a bedzie nieujemnym pierwiastkiem tréjmianu 7" i niech 3 = v/a + 1.
Wielomiany W i T sa zwiazane tozsamoscia

W(x) =T (x* — 1)+ (z + 1)(az® + ¢).
Podstawiamy w niej = § oraz x = —f 1 otrzymujemy zwiazki

W(E6) = (1 B)(af? +0),

ktoére mnozymy stronami:

W(BW(~B) = (1 - 2)(aB? + ) < 0.
Stad wynika, ze w przedziale (—3; 3) znajduje sie co najmniej jedno miejsce

zerowe wielomianu W.

442. Takie funkcje istnieja. Oto jedna z mozliwych konstrukcji: okreslamy dwa
ciagi (), (yn) wzorami g = yo = 1 oraz

(z ) = (n!4+1, (n+1)!) dla parzystych n > 0,
noYn) = ((n+1)!, n!+1) dla nieparzystych n > 0.

Latwo sprawdzi¢, ze oba te ciagi sa Scisle rosnace. Definiujemy funkcje f przez

warunki
o f(xy) =y, dlan=0,1,2,...;

e [ jest liniowa w kazdym przedziale (x,; T, y1).
Ta funkcja jest ciagla i Scisle rosnaca. Przy tym

. Yok . Y2k+1
lim =— =00 lim —— =0,
k—oo Top k—oo Tok+1

a wiec funkcja g(z) = f(x)/x przyjmuje zaréwno wartosci dowolnie wielkie, jak
i wartosci dowolnie bliskie 0. Z ciagloéci wynika, ze jej wartosci wypelniaja zbior
wszystkich liczb dodatnich.
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Zadania z fizyki nr 342, 343
Redaguje Jerzy B. BROJAN

342. Czy mozna tak ustawi¢ dwie radiowe anteny nadawcze i dobrac
przesuniecie fazy miedzy sygnalami emitowanymi przez nie, aby natezenie
promieniowania wynosilo 0 w kierunkach péinocnym i wschodnim (i tylko

w tych dwéch kierunkach), a byto maksymalne w kierunkach poludniowym

Termin nadsylania rozwiazan:
30 XI 2002

i zachodnim? Kazda z anten osobno wysyla fale harmoniczng o danej dlugosci A

jednakowo we wszystkich kierunkach poziomych (np. anteny sa pionowymi
masztami), a natezenie ich promieniowania jest jednakowe.

343. a) Na szeScian o boku a = 5 cm wykonany ze szkla o wspélezynniku
zalamania n = 1,5 pada pod niewielkim katem e promien $wiatla (rys. 1).

Rys. 1

Poda¢ wzor na warto$é przesuniecia rownoleglego tego promienia.

b) W jednej z metod szybkiego filmowania zamiast migawki stosowany jest
obracajacy sie sze$cian, umieszczony miedzy obiektywem a tasma filmowa.

Tasma porusza si¢ wtedy ruchem jednostajnym, a jednostajny obrét szescianu
powoduje, ze kazdy kolejny obraz jest wzgledem niej nieruchomy. Jesli szescian
opisany w punkcie a) wykonuje f = 200 obrotéw na sekunde, to z jaka
predkoscig powinna przesuwac si¢ tasma?

c¢) Jakie zalety moze mieé¢ zastosowanie takiego urzadzenia zamiast tradycyjnego
mechanizmu chwytakowego, w ktérym film porusza sie ruchem skokowym?

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 5/2002

F
338. Na dwa
jednorodne r
i jednakowe walce
spoczywajace
na poziomym stole
dziataja poziome sity, 7
przy czym w jednym

z tych przypadkéw Rys. 2
sila jest przylozona do osi walca, a w drugim — do goérnej krawedzi
(rys. 2). Jesli wspélczynnik tarcia o stél ma dla obu walcéw

338. W przypadku sity zaczepionej w osi walca
roéwnanie ruchu postepowego ma posta¢ ma = F — T,
gdzie T jest sila tarcia statycznego, skierowana
przeciwnie do F. Ruchem obrotowym wokét srodka
walca rzadzi natomiast réwnanie Tr = Ie, gdzie
jest momentem bezwladnosci, a € — przyspieszeniem
katowym. Po podstawieniu wartoéci I = mr?/2 oraz
zwiazku € = a/r znajdujemy F = 3T, a = 2T /m.
W drugim rozpatrywanym przypadku sita tarcia ma
zwrot zgodny z F (przyjecie niezmienionego zwrotu
doprowadzi do wyniku T' < 0), a réwnania przybieraja
postaé

ma=F+T (F—T)r = Ie.
Okazuje sie, ze maksymalna sita I, ktéra nie
doprowadzi do poslizgu walca, jest réwna poprzedniej

(F = 3T), ale przyspieszenie jest dwukrotnie wieksze
(a =4T/m).

339. Rozwazmy promien padajacy na potkule
w miejscu wyznaczonym przez warto$é kata a (rys. 3).
Kat § mozemy wyznaczy¢ ze wzoru
rsin o
tgf= —
gf h+r(l—cosa)
gdzie r jest promieniem potkuli, a h — wysokosScia
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Przypominamy tres¢ zadan:

jednakowsg wartos¢, to na ktéry walec mozemy podziataé¢ wigksza
sila, nie wprawiajac go przy tym w poslizg? Ktory walec bedzie sig
wtedy toczyl z wigkszym przyspieszeniem?

339. Pétkula o promieniu 10 cm wykonana ze szkta

o wspoltczynniku zalamania 1,5 lezy na stole plaska strong do dotu.
Nad wierzchotkiem pétkuli na wysokosci 3 cm znajduje sie punktowe
zrédlo swiatta. Ile wynosi promien oswietlonego kota na powierzchni
stolu pod pétkula?

zrodla $wiatta nad jej wierzchotkiem. Z kolei kat ~
jest réwny sumie katéw o i 3, kat § wyznaczymy zas
z prawa Snella (siny = nsind). Odleglto$¢ punktu
trafienia promienia w stél od $rodka potkuli jest dana
wyrazeniem

x=rsina+rcosatg(d —a) =rsind/ cos(d — a).

Maksymalna warto$é¢ x jako funkcji kata o mozna
wyznaczy¢ prawdopodobnie tylko numerycznie.
Dla podanych
wartosci h, rin
otrzymujemy
B Tmax = 6,69 cm
h (dla o = 0,599 rad).
Y Ciekawe, ze
maksymalna wartosé
g x nie odpowiada tu
maksymalnej wartosci
a, tzn. takiej, dla
ktorej promien pada
na poétkule stycznie
(v =90°).

Rys. 3



Patrz w niebo

Powierzchnia Ksiezyca, usiana niezliczonymi

kraterami, jest niezbitym dowodem, ze w przesztosci

na naszego satelite spadaly ogromne nieraz
bryly kosmicznej materii, wybijajace w nim
dziury o $rednicy przekraczajacej 200 km.

To na Ziemie nie spadaly? Ot6z spadaly, tak
samo czesto, tylko ze Ziemia — jako obiekt
masywniejszy — utrzymala swoja atmosfere,

co pociagneto za soba utrzymanie hydrosfery —
czyli po prostu powierzchniowych wéd. Te dwie
wsfery” wybitnie przyczyniaja sie do zacierania
Sladoéw dawnych kataklizméw, a nazywa sie to
erozja atmosferyczna i wodna. Na Ksiezycu

nie doszlo do zatarcia $ladéw z powodu braku
atmosfery, tak samo na Merkurym, natomiast
na Ziemi takich krateréw wlasciwie nie ma, erozja
wszystko zatarta. Doskonale zachowany jest — bo
mlody — meteorytowy krater w Arizonie, ale ma
on zaledwie 1200 m $érednicy, znamy kilka ledwo
widocznych pierscieniowych tancuchow wzgérz
lub dziwnie okraglych jezior, i to wszystko.

Za to wspanialy dowdd gigantycznego kataklizmu
wida¢ — jak na dloni — na Merkurym. Znajduje si¢
tam tzw. Rownina Upalu (Caloris Basin), czyli
ogromna kotlina, bynajmniej nie tak réwna, jak
mogloby wynikaé¢ z nazwy, otoczona podwdjnym
kolistym walem gérskim o $rednicy 1400 km.

Jest ona efektem spadku wielkiego meteorytu

—

Labedz, okazaly gwiazdozbiér letniego nieba, we wrzedniowe wieczory

Wrzesien

prawdopodobnie 3,8 mld lat temu. Fala sejsmiczna
obieglszy caly glob planety zogniskowala sie

w punkcie antypodycznym tworzac tam niezwykle
chaotyczna grupe gér. Potezniejszy, choé nie

tak wyraznie widoczny basen uderzeniowy,
zlokalizowano na odwrotnej stronie Ksiezyca

w 1994 r. w wyniku topograficznych obserwacji
wykonanych przez sonde Clementine. Basen

ten, nazwany Aitken, o srednicy 2300 km, byt
wowcezas uwazany za najwiekszy tego rodzaju obiekt
w Uktadzie Stonecznym. Ale jeszcze wiekszy basen
uderzeniowy wykryto niedawno na Marsie, a wlasciwie
zbadano go ponownie. Bo obiekt ten obserwowany
byt z Ziemi juz od dawna i jest znany jako basen
Hellas. Przez kilka ubiegtych lat sonda Mars Global
Surveyor prowadzila m.in. systematyczne pomiary
wysoko$ci obiektéw na powierzchni Marsa. Okazalo
sie, ze wzgledem poziomu uznanego za zerowy (taki
marsyjski umowny ,poziom morza”) Hellas jest
zaglebieniem o Srednicy okoto 2300 km. Otaczaja

go jednak géry, ktérych uksztaltowanie sugeruje, ze
cala ,dziura” ma rozmiary niemal 4000 km. Bylby

to wiec najwiekszy krater uderzeniowy w Ukladzie
Stonecznym, w duzym stopniu zerodowany, przez co
stabo widoczny. Mars bylby wiec posiadaczem dwoch
rekordéw: najwiekszy krater uderzeniowy i najwyzsza
gora (wygasly wulkan Olympus Mons).

Tomasz KWAST

znajduje sie blisko zenitu. Bardzo bogata jest na jego obszarze

Droga Mleczna. Zgodnie z oczekiwaniami jest tam réwniez wielka ilosé
i materii miedzygwiazdowej, ktorej, oczywiscie, bezposrednio nie widac,

a widaé tylko obszary pozornie pozbawione gwiazd. To skutek przesltaniania

Rozwigzanie zadania M 1002.
Mamy

PC +CG = PD oraz PA+ AG = PE,
skad
obwéd(APC) = PD + PE =

przez nia bardziej odleglych obszaréw naszej Galaktyki. Droge Mleczna

w Fabedziu rozcina wzdhuz tzw. Ciemna Szczelina, czyli warstwa ciemnych
mglawic rozciggajaca sie w odlegtosci od okoto 1 kpc w glab. Galaktyk

w Labedziu praktycznie nie ma. Za to widac liczne otwarte gromady gwiazd

= érednica duzego okregu. 1 jasne mglawice. Mglawice dobrze wida¢ wprawdzie dopiero na zdjeciach,
niemniej jednak np. Ameryke Pétnocna mozna zobaczy¢ juz przez lornetke.

D Mglawice te o$wietla Deneb, najjasniejsza gwiazda Labedzia, a nazwe
zawdziecza ona, oczywiscie, podobienstwu do zaryséw kontynentu
G amerykanskiego, czego — niestety — przez lornetke nie zobaczymy. Jednak obszar
F

FLabedzia wart jest nawet tego, by dla samego relaksu pogapié sie przez lornetke
na zgromadzone tam miliony gwiazd.

Na poczatku miesiaca mozna wieczorami prébowaé szuka¢ Merkurego, gdyz
1 IX znajdzie si¢ on w najwiekszej katowej odleglosci od Stonica. Wenus widaé
wieczorami w Pannie, a 26 IX osiagnie najwigksza jasno$¢. Mars jest w Lwie,

Aby dowiesé, ze
obwéd(APC) = obwéd(PBC),
wystarczy wykazadé, ze
AG + AP = BF + BP.

Ale obie strony to promien duzego

a wiec jeszcze bardzo blisko Stonca, mozna jednak probowaé go zobaczyé nad
ranem — im blizej kofica miesiaca, tym wicksza szansa. Jowisz jest w Raku

i wschodzi w drugiej polowie nocy, a Saturn na granicy Byka i Blizniat, a wiec
wschodzi kolo péinocy. Néw Ksiezyca wypada 7 IX, a pelnia 21 IX. Zadnych
efektownych zakry¢ we wrzeéniu nie ma. 23 IX Stonce wejdzie w znak Wagi,

okregu. bedzie to wiec réwnonoc jesienna i poczatek astronomicznej jesieni.
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DZIEWIATYCH POTEG

Ponizej dwie réwnosci zawierajace 10 dziewiatych poteg:
(9.5.5) 192° 4+101° +91° + 30° 4 26° =
= 1807 4 1757 + 116° + 177 4 127,
(9.4.6) 90° +64° + 357 + 357 =
=86 + 807 + 62 + 437 + 277 + 16°.
Na uwage zastuguje tez rownosé
(9.6.6) 323™ +289™ 4 269" + 173" + 91" + 7" =

= 313" 4+ 311" 4 247" + 193" + 59" + 29"
spetniona dlan =1,3,5,7,9.

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (31')

Wyjasnienie oszustwa (31): Sprawa jest dosy¢ subtelna, nie
spos6éb w jednej linijce wyczerpujaco zdemaskowaé bledu
w przedstawionym poprzednio rozumowaniu.

Z grubsza rzecz biorac, w definicji obiektu A nie mozna
uzywaé obiektu B, ktéry nie jest dobrze zdefiniowany,
dopdki nie okreslimy, czym jest A. W czasie, kiedy
usitujemy sprecyzowaé reguly definiowania liczb w jednej
linijce, nie jest jeszcze okreslone, ktore liczby naturalne
daja si¢ w jednej linijce zdefiniowaé. To bedzie wiadomo
nie wczesniej, niz w momencie zakonczenia procesu
doprecyzowania tych regul. Nie mozemy wiec

uzywacé okreslenia ,liczba naturalna, ktérej nie mozna
zdefiniowac w jednej linijece” jako legalnego okreslenia
definiujacego liczby, w trakcie ustalania tych regut. Jedyne,
co byloby dopuszczalne, to ustalenie pewnego zbioru
regul definiujacych liczby (nazwijmy go A), a nastepnie
uzywanie okreslenia ,liczbe mozna zdefiniowaé przy uiyciu
requl ze zbioru A” przy tworzeniu nowego, nadrzednego
zbioru regul B.

Aby lepiej to zrozumieé, przyjrzyjmy sie sytuacjom
pokrewnym.

Zbiér wszystkich zbioréw, czyli antynomia
Russella

Naiwne przekonanie, ze zbiorem jest cokolwiek, co

w zrozumialy sposéb mozemy zdefiniowaé stowami,
prowadzi w naturalny sposéb do zbioru wszystkich
zbioréw, ktéry oznaczymy przez X. Skoro X jest zbiorem,
to musi by¢ swoim elementem, czyli X € X. Drobny
niepokéj moze budzié¢ fakt, ze aby rozumieé, czym jest
dany zbidr, trzeba znaé¢ najpierw jego elementy, podczas
gdy element X zbioru X nie bedzie znany, zanim caty
zbidr nie zostanie utworzony.

Na pierwszy rzut oka nie prowadzi to do jawnej
sprzecznosci, jesli jednak wyrdznimy w X zbiér Z zbioréw,
ktére nie sa swoimi elementami, Z = {A € X; A & A},

to staniemy przed pytaniem: czy Z € Z 7 Dla dowolnego
zbioru A mamy A € Z <= A ¢ A, codla A= Z daje

7 € Z <= Z ¢ Z isprzecznosé¢ gotowa.

Zbioér wszystkich zbioréw nie istnieje.

Ksiazeczka ze zdaniami

Ksigzeczka ma 100 stron, na ktérych kolejno napisane sg
zdania:

W tej ksigice wszystkie zdania sq falszywe.

W tej ksigzice jest dokladnie jedno zdanie prawdziwe.
W tej ksigzce sq dokladnie dwa zdania prawdziwe.
W tej ksigzce sq dokladnie trzy zdania prawdziwe.

W tej ksigzice jest doktadnie 99 zdan prawdziwych.

Z radosng beztrosks zabieramy si¢ za powyzsza
tamigtowke. Popatrzmy, zdania sie wykluczaja, wiec zdan
prawdziwych moze by¢ 0 lub 1. Jedli jest ich 0, to pierwsze
zdanie jest prawdziwe, wiec to odrzucamy. Zatem musi by¢é
jedno zdanie prawdziwe. .. Swietnie, wszystko si¢ zgadza

— jest jedno zdanie prawdziwe, to na stronie drugiej,
pozostate sa falszywe.

A co by byto, gdyby ksiazeczka wygladata jak nizej?

W tej ksigzce wszystkie zdania sq falszywe.

W tej ksigice sq dokladnie dwa zdania prawdziwe.
W tej ksigice sq dokladnie trzy zdania prawdziwe.
W tej ksigzce sq dokladnie cztery zdania prawdziwe.

W tej ksigzice jest doktadnie 100 zdarn prawdziwych.

Znowu, zdania sie wykluczaja, wiec liczba zdan
prawdziwych jest réwna 0 lub 1. Podobnie jak poprzednio,
nie moze by¢ réwna 0, bo wéwczas zdanie na pierwszej
stronie byloby prawdziwe. Aha, znowu jest réwna 1.

W tej ksiagzeczce jest doktadnie jedno zdanie prawdziwe!
A przepraszam, ktére?

Zdanie, ktore powatpiewa w swoja prawdziwosé

Czy prawdziwe jest nastepujace zdanie?
To zdanie jest falszywe.

A to?

To zdanie jest prawdziwe.
Jesli uméwimy sie oznaczaé wartos¢ logiczna zdania liczba,
0 (falsz) lub 1 (prawda), to warto$é logiczna x pierwszego
zdania spelnia réwnanie x = 1 — x, co nie ma rozwigzan
w zbiorze {0, 1}.

Natomiast warto$é¢ logiczna y drugiego zdania spelnia
warunek y = y, ktéry nie daje podstaw do jej wyznaczenia.

Widzimy, ze takie petle w definicji powoduja, ze usilowanie
okreslenia wartosci logicznej zdania prowadzi do réwnania
lub uktadu réwnan, ktére moga nie mieé¢ rozwiazan lub
mieé ich wiele. Zaden problem, jesli réwnanie, np. liczbowe,
nie ma rozwiazan, gorzej — gdy brak rozwiazan (czyli
sprzecznosé) pojawia si¢ w logice — na poziomie jezyka,
ktérym chcemy sie postugiwaé. Réwnanie z = z 4 1 nie ma
rozwigzan rzeczywistych, w porzadku, jesteSmy do takich
sytuacji przyzwyczajeni. Ale czy wyobrazacie sobie
matematyke (analize, geometrie, trygonometrie), w ktérej
liczba 7 bytaby zdefiniowana réwnaniem © = 7 + 17
Mozemy mieé¢ réwnania niemajace rozwigzan, ale nie
mozemy budowaé matematyki, ktéra w swoim jezyku
uzywa tych nieistniejacych rozwiazan. Na zakonczenie dwa
zdania, z ktérych kazde jest zaprzeczeniem drugiego, a oba
sa prawdziwe!

Liczba wyrazéw w tym zdaniu jest réwna osiem.

Liczba wyrazow w tym zdaniu nie jest réwna osiem.

Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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XLVI OLIMPIADA ASTRONOMICZNA 2002/2003

ZADANIA ZAWODOW I STOPNIA (pierwsza seria)

1. Dwie gwiazdy maja takie same temperatury
efektywne i jednakowe okresy obrotu, a promien jednej
z nich jest dwa razy wigkszy od promienia drugiej.

Jaki jest stosunek mocy promieniowania tych gwiazd,
a jaka jest roznica diugosci fal odpowiadajacych
maksymalnym natezeniom promieniowania w ich
widmach i réznica ich absolutnych wielkosci
gwiazdowych? Co mozna powiedzie¢ o szerokosci linii
w ich widmach?

2. Orbita satelity jest okregiem lezacym

w plaszczyznie réwnika Ziemi. W przypadku
obserwatora znajdujacego sie na réwniku ziemskim
przedyskutuj ruch takiego satelity na tle gwiazd oraz
ruch wzgledem horyzontu — w zaleznosci od promienia
jego orbity.

3. Ksiezyc Saturna Tytan, jako jedyny w Ukladzie
Planetarnym ma gesta atmosfere o cinieniu przy
powierzchni okoto 1,5 - 10° Pa (150% ciénienia
atmosfery ziemskiej). Znajac parametry tego
ksiezyca (promien 2575 km, masa 1,35 - 10 kg)
poréwnaj wlasnosci jego atmosfery z atmosfera
Ziemi. W szczegdlnosci oblicz jej mase catkowita
oraz mase stupa o podstawie 1 m? i poréwnaj

z analogicznymi wartosciami dla atmosfery ziemskiej
(promien Ziemi 6400 km, masa 6 - 10?4 kg).

W obliczeniach przyjmij, ze przyspieszenie
grawitacyjne na réznych wysokosciach atmosfery jest
stale, takie samo jak przy powierzchni.

4. Kroétko opisz perspektywy badan Marsa.



Rozwigzanie zadania obserwacyjnego powinno zawierac:
dane dotyczqce przyrzadow uzytych do obserwacyi

i pomiaréw, opis metody i programu obserwacyi,
standardowe dane dotyczgce przeprowadzonej obserwacyi
(m.in. date, czas, wspdlrzedne geograficzne, warunki
atmosferyczne), wyniki obserwacyi i ich opracowanie oraz
ocene dokladnosci uzyskanych rezultatéow. W przypadku
zastosowania metody fotograficznej nalezy dolaczyé negatyw.

Rozwigzanie jednego zadania obserwacyjnego nalezy
nadestaé wraz z rozwigzaniams drugiej serii zadan zawodow
1 stopnia — do dnia 18 listopada 2002 r.

ZADANIA OBSERWACYJNE

1. Dowolng metoda wyznacz katowa $rednice pierscieni
Saturna.

2. Podczas dobrych warunkéw obserwacyjnych sprobuyj
okredli¢ w wielkosciach gwiazdowych rzeczywisty,
maksymalny zasieg oraz zdolno$¢ rozdzielcza
dostepnego Ci instrumentu obserwacyjnego.

3. Jako rozwiazanie zadania obserwacyjnego mozna
réwniez nadesta¢ opracowane wyniki innych wlasnych
obserwacji prowadzonych w ostatnich dwoch latach.

INFORMACJE REGULAMINOWE

1. Olimpiada Astronomiczna jest organizowana dla
uczniéw szkoél ponadgimnazjalnych i innych typéw
szkot dajacych mozliwosé uzyskania $wiadectwa
dojrzatosci.

2. Zawody olimpiady sa tréjstopniowe. W zawodach
I stopnia (szkolnych) kazdy uczestnik rozwiazuje
dwie serie zadan, w tym zadanie obserwacyjne.
Rozwiazywanie zadan zawodéw II stopnia

i IIT stopnia odbywa sie w warunkach kontrolowanej
samodzielnosci.

3. W pierwszej serii zadan zawodéw I stopnia nalezy
nadestaé¢, do 14 pazdziernika 2002 r., rozwigzania

3 zadan, dowolnie wybranych przez uczestnika sposrod
zestawu zawierajacego 4 zadania.

4. Uczniowie, ktérzy przysla rozwiazania zadan
pierwsze]j serii, otrzymaja do konca pazdziernika
biezacego roku tematy drugiej serii zadan.

5. Rozwiazanie zadania obserwacyjnego nalezy
przestaé¢ wraz z rozwiazaniami zadan drugiej serii
zawodow I stopnia, do 18 listopada b.r. Decyduje
data stempla pocztowego. Nadestanie rozwiazania
zadania obserwacyjnego jest warunkiem koniecznym
dalszego udziatu w olimpiadzie.

6. W przypadku nadestania rozwigzan wiekszej liczby
zadan z danego zestawu, do klasyfikacji zaliczane
beda rozwiazania ocenione najwyzej (po trzy zadania
z kazdej serii i jedno zadanie obserwacyjne).

7. Rozwiazania zadan zawodoéw I stopnia nalezy
przestaé za posrednictwem szkoty pod adresem:
KOMITET GEOWNY OLIMPIADY
ASTRONOMICZNEJ, Planetarium Slqskie,
41-500 Chorzéw, skr. poczt. 10, w terminach
podanych w p. 3 i 5. Decyduje data stempla
pocztowego.

8. Rozwigzania zadan powinny by¢ krétkie i zwiezle,
ale z wystarczajacym uzasadnieniem. W przypadku
polecenia samodzielnego wyszukania danych, nalezy
podad ich zrédlo. Jako dane traktuje sie rowniez
podrecznikowe stale astronomiczne i fizyczne.

9. Rozwiazanie kazdego zadania nalezy napisac

na oddzielnym arkuszu papieru formatu A-4.
Kazdy arkusz oraz wszelkie zalaczniki (mapki,
wykresy, tabele itp.) nalezy podpisaé¢ imieniem

i nazwiskiem. W nagléwku zadania o najnizszej
numeracji nalezy umiesci¢ dodatkowo: rok i miejsce
urodzenia, pelng nazwe szkoly, jej adres, klase i jej
profil oraz adres prywatny (z kodami pocztowymi).

10. O uprawnieniach laureatow i finalistow decyduja
senaty wyzszych uczelni.

ZALECANA LITERATURA:

e obowiazujace w szkotach srednich podreczniki do
przedmiotéw Scistych;

e H. Chrupala, M.T. Szczepanski, 25 lat olimpiad
astronomicznych; Zadania olimpiad astronomicznych
XXVI-XXXV (w dwéch czesciach);

e H. Chrupala, J. Kreiner, M. Szczepanski, Zadania

Z astronomii z TozZWiGZaniams;

J.M. Kreiner, Astronomia z astrofizykq;

D. H. Levy, NIEBO - Poradnik uzytkownika;

J. Mietelski, Astronomia w geografii;

E. Rybka, Astronomia ogdlna;

Stownik szkolny — Astronomia — praca zbiorowa;

atlas nieba;

obrotowa mapa nieba;

czasopisma: Delta, Fizyka w Szkole, Swiat Nauki,

Urania — Postepy Astronomii, Wiedza i Zycie.



LIV OLIMPIADA MATEMATYCZNA

ZADANIA KONKURSOWE ZAWODOW I STOPNIA

I SERIA

1. Znalez¢ wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich
x, y spelniajacych réwnanie (z + y)? — 2(zy)? = 1.

2. Dana jest liczba rzeczywista a; > 1. Definiujemy
ciag (an) wzorem a1 = a% —ap+1dlan>1.
Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi

nierowno$¢ — 4+ —+ — + ...+ — < .
al a9 as anp a; —1
3. Trzy rézne punkty A, B, C leza na okregu o. Proste

styczne do okregu o w punktach A i B przecinaja sie

w punkcie P. Prosta styczna do okregu o w punkcie C
przecina prosta AB w punkcie Q). Udowodnié, ze
PQ? = PB? + QC~>.

4. Rozpatrujemy zbiér wszystkich k-wyrazowych
ciagbéw o wyrazach ze zbioru {1, 2, 3, ..., m}.

7 kazdego takiego ciaggu wybieramy wyraz najmniejszy
i sumujemy wybrane wyrazy. Udowodnié¢, ze
otrzymana suma jest réwna

1% 42k 138+ 4 mF.

IT SERIA

5. Liczba naturalna n; zapisana jest w uktadzie
dziesigtnym za pomocg 333 cyfr, z ktérych zadna
nie jest zerem. Dla ¢ =1, 2, 3, ..., 332 liczba n;11
powstaje z liczby n; przez przeniesienie cyfry
jednoéci na poczatek. Dowiesé, ze albo wszystkie
liczby n1, ns, ns, ..., n3ss sa podzielne przez 333,
albo zadna z nich.

6. Punkty A, B, C, D leza w tej wtasnie kolejnosci
na okregu o. Punkt M jest srodkiem tego tuku AB
okregu o, ktory nie zawiera punktow C' i D; punkt NV
jest srodkiem tego tuku C'D okregu o, ktory

nie zawiera punktow A i B. Dowiesé, ze

AN? — BN?  DM?*— CM?
AB o CD '

7. U cioci Reni spotkalo sie (lacznie z ciocia)

n > 4 oséb. Kazdy z obecnych podarowal co najmniej
jednej z pozostalych oséb co najmniej jeden prezent.
Okazalo sie, ze kazdy podarowal trzykrotnie wiecej
prezentéw niz sam otrzymal, z jednym wyjatkiem:
ciocia Renia podarowata zaledwie % liczby prezentow,
ktore dostata. Wyznaczy¢, w zaleznosci od n,
najmniejsza mozliwg liczbe prezentéw, ktoére mogta
otrzymac ciocia Renia.

8. W czworoscianie ABC'D punkty M i N sa
odpowiednio $rodkami krawedzi AB i CD. Punkt P
lezy na odcinku M N, przy czym M P = CN oraz
NP = AM. Punkt O jest $érodkiem sfery opisanej
na czworoscianie ABCD. Dowiesé, ze jezeli O # P,
to OP L MN.

ITT SERIA

9. Znalez¢ wszystkie wielomiany W o wspdlczynnikach
rzeczywistych, majace nastepujaca wiasnosé:

jesli @ + y jest liczba wymierna, to W (z) + W (y) jest
liczba wymierna.

10. Mamy talie 52 kart. Tasowaniem bedziemy
nazywaé wykonanie nastepujacych czynnosci: dowolny
podziat talii na cze$¢ goérna i dolna, a nastepnie
dowolne zmieszanie kart z zachowaniem porzadku

w obrebie kazdej czesci. Mdéwiac formalnie, tasowaniem
jest dowolne przemieszanie kart, w ktérym i-ta karta
od wierzchu przechodzi na pozycje p;, przy czym
istnieje takie m € {1, 2, 3, ..., 51}, ze p; < piy1

dla i < m oraz dla ¢ > m.

Rozstrzygnaé, czy rozpoczynajac od ustalonego
poczatkowego uporzadkowania kart, mozna uzyskac
kazde inne uporzadkowanie wykonujac pie¢ tasowan.

11. Dany jest czworokat wypukly ABC'D. Punkty

P i Q, rézne od wierzcholkéw czworokata, leza
odpowiednio na bokach BC' i CD, przy czym

JABAP =<4DAQ. Udowodnié, ze tréjkaty ABP

i ADQ@ maja réwne pola wtedy i tylko wtedy, gdy ich
ortocentra leza na prostej prostopadiej do AC.
Uwaga: Ortocentrum tréjkata to punkt przecigcia
wysokosci.

12. Dla liczb dodatnich a, b, ¢, d okreslamy
A=ad3+ 3+ +d% B =bed+ cda+ dab + abe.
Udowodnié¢ nier6wnosé (a + b+ ¢ + d)3 <4A + 24B.

Rozwigzania powyzszych zadati (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) nalezy wystaé pod adresem komitetu okregowego

Olimpiady wlasciwego terytorialnie dla szkoly, najpézniej dnia

10 pazdziernika 2002 r. — I seria
12 listopada 2002 r. — II seria
10 grudnia 2002 r. — III seria
(decydugje data stempla pocztowego). Rozwigzania przeslane w terminie pézniejszym nie bedq rozpatrywane.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje mozna znalezé w internecie pod adresem:
www.mimuw.edu.pl/0M
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@ ADRESY KOMITETOW OKREGOWYCH
OLIMPIADY MATEMATYCZNEJ

Dla wojew6dztwa pomorskiego:
KOOM - Instytut Matematyczny PAN, Oddzial w Gdansku, ul. Abrahama 18, 81-825 Sopot.

Dla wojewddztwa Slaskiego:
KOOM - Instytut Matematyki Uniwersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-005 Katowice.

Dla wojew6dztwa matopolskiego:
KOOM - Instytut Matematyki Uniwersytetu Jagiellonskiego, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakdw.

Dla wojewddztwa lubelskiego i podkarpackiego:
KOOM - Oddzial Lubelski Polskiego Towarzystwa Matematycznego, pl. Marii Sktodowskiej-Curie 1, pok. 223,
20-031 Lublin.

Dla wojewddztwa todzkiego i $wietokrzyskiego:
KOOM — Wydzial Matematyki Uniwersytetu f.6dzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 Lédz.

Dla wojewddztwa wielkopolskiego:
KOOM - Instytut Geologii Uniwersytetu Adama Mickiewicza, ul. Makéw Polnych 16, 61-606 Poznan.

Dla wojewédztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego:
KOOM, ul. Wielkopolska 15, 70-251 Szczecin.

Dla wojewddztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:
KOOM - Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Mikolaja Kopernika, ul. Chopina 12/18, 87-100 Torun.

Dla wojewédztwa mazowieckiego i podlaskiego:
KOOM - Instytut Matematyczny PAN, ul. Sniadeckich 8, 00-656 Warszawa.

Dla wojewédztwa dolnoslaskiego i opolskiego:
KOOM - Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroclaw.

ADRESY KOMITETOW OKREGOWYCH
OLIMPIADY FIZYCZNEJ

KOOF w Bialymstoku, ul. Lipowa 41, 15-224 Bialystok (woj. podlaskie, powiaty: ketrzynski, mragowski, piski,
gizycki, olecko-gotdapski, elcki).

KOOF w Czestochowie, Al. Armii Krajowej 13/15, 42-201 Czestochowa (woj. opolskie, woj. $wietokrzyskie, powiaty:
czestochowski, klobucki, lubliniecki, myszkowski).

KOOF w Gdansku, ul. Narutowicza 11/12, 80-952 Gdansk-Wrzeszcz (woj. pomorskie, woj. warmifisko-mazurskie

z wylaczeniem powiatéw: ketrzynskiego, mragowskiego, piskiego, gizyckiego, olecko-goldapskiego, elckiego).

KOOF w Gliwicach, ul. Bolestawa Krzywoustego 2, 44-100 Gliwice (woj. katowickie z wylaczeniem powiatéw:
czestochowskiego, klobuckiego, lublinieckiego, myszkowskiego).

KOOF w Krakowie, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakéw (woj. malopolskie).

KOOF w Lublinie, pl. Marii Sktodowskiej-Curie 1, 20-031 Lublin (woj. lubelskie).

KOOF w Lodzi, ul. Pomorska 149, 90-236 L6dZ (woj. 16dzkie).

KOOFw Poznaniu, ul. Umultowska 85, 60-780 Poznan (woj. wielkopolskie).

KOOF w Rzeszowie, ul. Reytana 16A, 35-310 Rzeszéw (woj. podkarpackie).

KOOF w Szczecinie, ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin (woj. zachodnio-pomorskie, woj. lubuskie).
KOOF w Toruniu, ul. Grudziadzka 5, 87-100 Torun (woj. kujawsko-pomorskie).

KOOF w Warszawie, ul. Koszykowa 75, 00-662 Warszawa (woj. mazowieckie).

KOOF we Wroctawiu, pl. M. Borna 9, 50-205 Wroclaw (woj. wroctawskie).

iv



LII OLIMPIADA FIZYCZNA
ZADANIA ZAWODOW I STOPNIA

Rozwiazania zadan I stopnia nalezy przesyla¢ do Okregowych Komitetéw Olimpiady Fizycznej
w terminach: cze$¢ I — do 25 pazdziernika br., cz¢s¢ II — do 20 listopada br. O kwalifikacji do
zawodow II stopnia bedzie decydowaé suma punktéw uzyskanych za rozwiagzania zadan czesci I i II.

Szczegbly dotyczace regulaminu oraz organizacji Olimpiady mozna znalezé w broszurze i na afiszu
rozestanych do szkdl drednich oraz na stronie internetowej http://www.kgof.edu.pl.

CZESC I (termin wysylania rozwigzan — 25 pazdziernika 2002 r.)

Uwaga: Rozwigzania zadan nalezy zamie$ci¢ w kolejnosci zgodnej z ich numeracja. Wszystkie strony pracy powinny byé ponumerowane.
Na kazdym arkuszu nalezy umiesci¢ nazwisko i imie¢ oraz adres autora pracy. Na pierwszym arkuszu pracy dodatkowo nalezy podaé

nazwe, adres szkoly i klase oraz nazwisko i imie nauczyciela fizyki.

Podaj lub wybierz i krétko uzasadnij prawidlowa odpowiedz
(za kazde z 15 zadan mozna otrzymaé¢ maksimum 4 punkty).

1. Dwa jednakowe weze ogrodowe umieszczono
poziomo jeden nad drugim. Z wezy tryska woda w taki
sposéb, ze obydwa strumienie spadaja dokladnie

w to samo miejsce — rysunek 1.

Rys. 1

Czy masa wody zawartej w gérnym strumieniu

(woda, ktéra juz wyplynela z weza, ale jeszcze

nie spadla na ziemie) jest wieksza niz masa wody
zawartej w dolnym strumieniu, czy tez jest odwrotnie?
Opor powietrza zaniedbujemy.

2. Na réwni pochylej nachylonej pod katem «

do poziomu spoczywa klocek. Wspolczynnik tarcia
statycznego i kinetycznego miedzy klockiem a réwnia
wynosi i > tg a. W pewnej chwili réwnia zaczyna
drze¢ powodujac zsuwanie sie klocka, ktory osiaga
pewng stala, graniczna predko$é — rysunek 2.

—
+u -u

Rys. 2

Przyjmijmy, ze drzenie polega na bardzo szybkich
zmianach poprzecznej predkosci réwni z +u na —u

\")

i vice versa — rysunek 3.

\/

Rys. 3
Ile wynosi graniczna predkos$é zsuwania sie klocka?

3. Na cienka plytke plasko-réwnolegla pada
prostopadle wiazka promieniowania laserowego.
Natezenie Swiatla w wigzce zmniejsza sie wraz

z odlegloscia od jej srodka w sposob ciagty.

Plytka wykonana jest z materialu o wspdtezynniku
zalamania n zaleznym od natezenia padajacego
Swiatla I:

(1) n=mnoy+al.

W jaki sposob nalezy dobraé wspélczynniki ng oraz «,
aby wiazka przechodzaca przez plytke byta skupiana?
Przyjmij, ze al < ng.

4. 7 samolotu lecacego na wysokosci 3000 m

wyskoczyto jednoczeénie dwdch skoczkéw — blizniakdéw

z identycznymi spadochronami. Pierwszy z nich

otworzyt spadochron natychmiast po opuszczeniu

samolotu, natomiast drugi otworzyl swéj identyczny

spadochron dopiero na wysokosci 1500 m. Ilos¢ ciepta

wydzielonego do atmosfery byta:

a) dwukrotnie wigksza w przypadku pierwszego
skoczka;

b) V2 razy wieksza w przypadku pierwszego skoczka;

¢) taka sama dla obu skoczkdw;

d) V2 razy mniejsza w przypadku pierwszego skoczka;

e) dwukrotnie mniejsza w przypadku pierwszego
skoczka.



5. Jakie powietrze ma wigksza gesto$¢ w warunkach
normalnych: suche czy wilgotne?

6. Jednorodny, sztywny pret o ciezarze P = 10 N
wisi na trzech drutach wykonanych z jednakowego
materiatu i o jednakowej dlugosci swobodnej —
rysunek 4.

Rys. 4

Lewy i érodkowy drut maja te sama S$rednice, a prawy
dwukrotnie wieksza. Punkty zawieszenia drutéw

leza na jednej prostej poziomej i sg réwnoodlegle.
Oblicz sile napinajaca kazdy drut.

7. Do sprezyny przechodzacej przez otwor

w przegrodzie (rysunek 5) przyczepiono kule,

przy czym w polozeniu rownowagi sprezyna jest juz
napieta.

- ()

Rys. 5

Odciagamy kule w prawo, puszczamy i mierzymy okres
drgan. Czy po zwickszeniu poczatkowego wychylenia
okres ten wzrosnie, zmaleje, czy tez pozostanie
niezmieniony? Zal6z, ze odbicia kuli od przegrody sa
doskonale sprezyste.

8. Na stole znajduje si¢ kwadratowa ramka o boku
a = 10 cm wykonana z drutu miedzianego o gestosci

Vi

d = 8,9 g/cm? i oporze wlasciwym p = 1,68 - 1078 Qm.
Jaka powinna by¢ indukcja jednorodnego pola
magnetycznego, aby przy wlaczaniu tego pola

co najmniej trzy boki ramki uniosty si¢ ponad
powierzchnie stotu. Zaléz, ze indukcja pola roénie
jednostajnie w czasie T = 1073 s od zera do tej
poszukiwanej wartosci oraz ze jest prostopadta

do jednego z bokéw ramki i skierowana pod

katem o = 30° do normalnej do powierzchni stotu.
Pomin samoindukcje.

9. Dwie kulki o jednakowych promieniach
przymocowano do dtugiego preta i zanurzono

w wodzie tak, ze jeden koniec preta byl oparty o dno
(rysunek 6).

Rys. 6

Masa kulki znajdujacej sie na koncu preta oraz masa
preta sa zaniedbywalnie mate w poréwnaniu z masa
kulki nanizanej na pret i zamocowanej na srodku.
Okazalo sig, ze stosunek objetosci zanurzonej czesci
kulki gérnej do jej catkowitej objetosci wynosil a.
Dla jakich wartosci a uklad przeniesiony na gleboka
wode nie zatonie?

10. Po torach kolejowych pedzi pociag z predkoscig v.
W pewnej chwili maszynista uruchomit hamulec

i po krotkiej chwili pociag sie zatrzymal. Energia
kinetyczna ruchu zostala zamieniona na rozgrzanie
torow, kot, itp. Zdarzenie to obserwowal kierowca
samochodu jadacego wzdluz toréw z predkoscia v.

W jego uktadzie odniesienia pociag poczatkowo
spoczywal, a od chwili uruchomienia hamulcéw
zaczal sie coraz szybciej poruszaé¢ do tytu. Poniewaz
kierowca byt fizykiem, zastanowilo go skad wzigla sie
energia tego ruchu. Nie dos¢, ze pojawila sie energia
kinetyczna, to jeszcze rozgrzaly sie tory. Co jest
zrodlem tej energii?

11. Podczas jazdy samochodem mozna zauwazy¢,
ze przydrozne drzewa pozornie si¢ obracaja. Co jest
przyczyna tego obrotu? Od czego zalezy i ile wynosi
jego predkosé katowa?



12. Oszacuj przeciazenie jakiego doznaje konik polny
podczas odbijania si¢ do skoku.

13. Poruszajaca sie kulka zderza sie centralnie

z druga, spoczywajaca. Czy w zderzeniu niesprezystym
w pordéwnaniu ze zderzeniem sprezystym strata energii
kinetycznej poruszajacej sie kulki jest:

a) zawsze wieksza,;

b) wigksza gdy masy kulek sa zblizone;

¢) mniejsza gdy masy kulek sa zblizone;

d) zawsze mniejsza.

14. Ptaski kondensator prézniowy natadowano
tadunkiem @ i odlaczono od Zrédla napiecia.
Nastepnie w poblizu srodka jednej z oktadek
kondensatora umieszczono natadowang czastke, ktora
rozpedzila sie osiagajac predkosé v tuz przy drugiej
oktadce. Jesli po natadowaniu rozsuneliby$my

okladki na dwukrotnie wieksza odleglosé, to koncowa
predkos¢ czastki:

a) wzrostaby dwukrotnie;

b) wzrostaby v/2 razy;

¢) pozostalaby niezmieniona;

d) zmniejszylaby sie v/2 razy;

e) zmniejszylaby sie dwukrotnie.

15. Okres drgan wahadla matematycznego

po umieszczeniu w satelicie okrazajacym Ziemie

na wysokoéci rownej dwém promieniom ziemskim:

a) wzrosnie trzykrotnie w poréwnaniem z okresem
wahan na Ziemi;

b) wzrosnie v/3 razy;

c¢) zmaleje trzykrotnie;

d) zmaleje sze$ciokrotnie;

e) zadna z powyzszych odpowiedzi nie jest poprawna.

Przyjmij, ze satelita nie wiruje.

CZESC II (termin wysylania rozwigzan — 20 listopada 2002 r.)

Uwaga: Rozwiagzanie kazdego zadania powinno by¢ napisane na oddzielnym arkuszu papieru podaniowego. Na kazdym arkuszu nalezy
umiescié¢ nazwisko i imie oraz adres autora pracy, a takze nazwe i adres szkoly i klase oraz nazwisko i imie¢ nauczyciela fizyki. Do pracy

nalezy dotaczy¢ koperte zaadresowana do siebie.

ZADANIA TEORETYCZNE

Za kazde z trzech zadan mozna otrzymaé maksimum 20 punktéw.

T1. Zaproponowano pewien uproszczony model
utrzymywania réwnowagi podczas jazdy rowerem.
Przyjeto, ze rowerzysta jest sztywno zwiazany

z ramg roweru (nie balansuje cialem), a rower jest
tak zbudowany, ze oS kierownicy jest prostopadla

do prostej laczacej srodki kél roweru odlegte od siebie
od=1m.

W czasie jazdy z predkosdcia v = 5 m/s rower wraz

z rowerzysta odchylil sie od pionu o kat ¢ = 2°.
Gdyby nie réwnoczesny skret kierownicy o pewien

kat o rowerzysta by upadl. W ktéra strone i o jaki kat
rowerzysta skrecil kierownica?

Stosujac zaproponowany model oszacuj predkosé,
ponizej ktérej jazda na rowerze staje sie trudna.
Przedstaw i uzasadnij przyjete kryterium fizyczne.
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T2. Pani Dyrektor Okulla ma trudnoéci z czytaniem
drobnego druku. W zwiazku z tym nosi okulary dla
dalekowidzéw. Pewnego dnia, gdy okulary zsunety

sie jej na koniec nosa, ze zdumieniem zauwazyta,

ze literki wydaja sie wieksze niz zwykle. Wyjasnij

to zjawisko i znajdz polozenie okularéw, w ktérym
rozmiary katowe liter bedg maksymalne przy ustalonej
odlegtoéci miedzy glowa pani Okulli i kartka papieru.
Przyjmij, ze po zsunieciu sie okularéw pani dyrektor
nadal widzi druk ostro.

T3. Dwa réznoimienne tadunki elektryczne ¢; 1 —qq
umieszczono w odlegloéci d od siebie. Rozwazmy linig
pola elektrycznego wychodzaca z tadunku ¢; pod
katem « do prostej taczacej tadunki. Pod jakim katem
linia ta wejdzie do tadunku —gs?



ZADANIA DOSWIADCZALNE

Przestaé nalezy rozwigzania dwéch (i tylko dwéch) zadan dowolnie wybranych z trzech podanych zadan do$wiadczalnych.

Za kazde zadanie mozna otrzymaé maksimum 40 punktéw.

D1. Masz do dyspozycji:

e drut miedziany o znanej srednicy,

e odwazniki,

e szalke umozliwiajaca obciazenie drutu odwaznikami,
szczypezyki do przenoszenia odwaznikéw,

e deske z dwoma gwozdziami wbitymi w poblizu jej
koncow,

e elementy umozliwiajace podparcie (lub
zamocowanie) deski,

o linijke, tasme miernicza,

e papier milimetrowy, taséme klejaca, nozyczki.

Wyznacz modul Younga miedzi.

Uwagi:

a) Do do$wiadczenia nalezy uzy¢ drutu o $rednicy
0,1-0,3 mm.

b) Deska powinna mieé¢ dtugosé w granicach 0,5-1 m.

¢) Jako odwaznikéw mozesz uzyé dowolnych
przedmiotéw o znanej masie, np. monet, spinaczy
biurowych itp. Mozesz je zwazy¢ uzywajac wagi
dostepnej w szkole. W razie potrzeby mozesz tez
zwazy¢ szalke.

D2. Cialo o masie m poruszajace sie, niezbyt szybko,
ruchem przyspieszonym w nieograniczonym osrodku
cieklym, zachowuje sie tak, jak ciatlo o masie:

M =m + myq,

gdzie mq > 0 nosi nazwe masy dotaczone;j.

Masz do dyspozycji:

e duzy i gleboki pojemnik z woda (np. wanne),

e mocne nici,

e kulke stalowa o znanej masie i §rednicy, wyposazona
w zaczep umozliwiajacy jej zawieszenie na nitce,

e statyw,

e stoper.

Wyznacz stosunek mgq/ms, dla kuli w wodzie
(my oznacza mase wody wypartej przez kule).
Przyjmij, ze gestoéé wody wynosi 1 g/cm?.
Jesli uznasz to za konieczne mozesz uzy¢ linijki.
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D3. Masz do dyspozycji:

e dwie identyczne diody $wiecace,

e zaréweczke z oprawka,

e 7rodlo pradu o napieciu regulowanym
w zakresie 0-5 V, umozliwiajace zasilanie diod
oraz zaroweczki,

opornik o znanej opornosci (np. 100 Q),

woltomierz o duzej opornosci wewnetrznej

(np. multimetr cyfrowy),

e przewody elektryczne z koncéwkami, uchwyty,
podstawki itp. elementy umozliwiajace odpowiednie
zamocowanie zaréweczki i diod,

e linijke lub tasme miernicza,

e papier milimetrowy.

Podlaczajac jedna z diod bezposérednio do woltomierza
zauwazysz, ze po zblizeniu jej do Swiecacej zaroweczki,
na diodzie pojawi sie napiecie. Podobny efekt
zaobserwujesz jesli uzyjesz jako zrodla swiatla drugiej
diody.

Wyznacz zaleznos¢ natezenia $wiatla emitowanego
przez diode od natezenia plynacego przez nia pradu.
Pomiary natezenia swiatla emitowanego przez diode
wykonaj dla mozliwie szerokiego zakresu natezen
pradéw plynacych przez diode, nie przekraczajac
jednak wartosci maksymalnej natezenia pradu podanej
przez producenta. Wynik przedstaw na wykresie.
Natezenie swiatla I wyraz w jednostkach wzglednych
przyjmujac Iy = 1 dla maksymalnej wartosci pradu
plynacego przez diode.

Wskazéwka! Mozna przyjaé, ze w odlegtosci R
od zarowki, znacznie wigkszej od jej rozmiardw,
natezenie emitowanego przez nig $wiatla jest
proporcjonalne do 1/R2.




