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Rozwigzanie zadania F 577.

Dany uktad przewodzacych ptyt

jest réwnowazny ukladowi trzech
kondensatoréw o pojemnosci C' = €¢S/d
kazdy.
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Rozwigzanie zadania F 578.
Miedzy punktami A i B na ponizszym
rysunku

4 B
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mamy dwa kondensatory o pojemnosciach
Cy1 =¢€0S1/d1 1 C2 = e09S2/d2 polaczone
réwnolegle.
Zatem:
S1Ss
Cap=co7— 77—
S1dy + Sadz

Miedzy punktami A i D — D lezy
na metalowej powierzchni — mamy
uktad o pojemnosci C1, a miedzy
punktami B i D o pojemnosci Cs.

Pluton — planeta czy planetoida?

Magdalena KOZUCHOWSKA

W starozytnosci wszystkie jasne obiekty na sklepieniu niebieskim, ktére
wedrowaly wsrod gwiazd, tzn. poruszaly sie na ich praktycznie niezmiennym tle,
nazywano planetami (pomijajac komety, ktére pojawiaja sie rzadko,

oraz meteory, ktére bardzo dlugo uwazano za obiekty atmosferyczne).

Greckie stowo planeo znaczy wtasnie ,btadze, wedruje”. Do planet zaliczano
zatem Slonce, Ksiezyc, Marsa, Merkurego, Jowisza, Wenus i Saturna (wszystkie
dobrze widoczne nieuzbrojonym okiem). Byto takich obiektéw siedem

i ta magiczna liczba Swietnie pasowala do éwczesnych wyobrazen o tym, jak

by¢ powinno.

Ten porzadek zostal zaburzony w roku 1781, kiedy to William Herschel
odkryl wérdd gwiazd cos, co poczatkowo wzial za komete, a co okazalo

sie nieznang wezesniej planeta. Odkrycia dokonal za pomoca 6,6-calowego
(okolo 18 cm $rednicy) teleskopu, ale obiekt byl widoczny takze goltym
okiem. Tyle ze trudno go bylo wytowi¢ miedzy licznymi, podobnie stabymi
(bo na granicy widzialnosci golym okiem) gwiazdami. Planeta otrzymala imie
Uran.

Wkrétce jednak stwierdzono, ze nowo odkryta planeta nie porusza sie

doktadnie tak, jak wynikaloby z praw Keplera. W 1835 roku rozbieznosé
miedzy rzeczywistym a wyliczonym polozeniem planety wynosila juz 30”!

To za$ sugerowalo, ze moze istnie¢ dodatkowa planeta, jeszcze bardziej niz Uran
odlegla od Stonca, i to ona zaburza ruchy poprzedniej. Znajac odchylenia
potozen Urana na niebie od miejsca przewidywanego, mozna bylo pokusi¢

sie o wyznaczenie jej potozenia. Pierwszy prawidtowo wyliczyt pozycje tej
nieznanej jeszcze planety mtody Brytyjczyk, John Couch Adams — jego
obliczenia zlekcewazyl jednak dyrektor Obserwatorium, George Biddell Airy.
Podobne klopoty mial Francuz Urbain Jean Joseph Le Verrier (czasem pisany
Leverrier), ale postal wyniki swych rachunkéw do Obserwatorium w Berlinie.
Mial tam bowiem przyjaciela-obserwatora — Johanna Gottfrieda Gallego.
Wieczorem tego samego dnia, w ktérym dotarta do Berlina poczta

z listem Le Verriera (23 wrzesnia 1846), Galle wraz ze swym studentem,
Heinrichem Louisem d’Arrestem, za pomocy 9,5-calowego refraktora, odkryli
sgwiazde, ktérej nie ma na mapie!” (tak krzyknal Arrest do Gallego po godzinie
pracy polegajacej na tym, ze Galle podawal pozycje i jasnosci gwiazd pola,

a Arrest sprawdzal dane na mapie nieba).

Byla to ,gwiazda” 6smej wielkosci. Le Verrier otrzymal wtedy nastepujaca
wiadomosé: ,,Planeta, ktérej polozenie wskazates, FAKTYCZNIE ISTNIEJE”.
Odnaleziono ja w odlegloéci 55" od pozycji wskazanej przez Le Verriera i 155
od pozycji wskazanej przez Adamsa (czyli nieomal dokladnie ,na wlasciwym
miejscu”). Bylo to wspaniale potwierdzenie poprawnosci teorii Newtona.
Zgodnie 7z tradycja Le Verrier (jako odkrywca) mial prawo ,ochrzcié” planete.
Zaproponowal nazwe Neptun i choé¢ potem bylo wiele nieporozumien — nazwa
pozostala.

Okazalo si¢ jednak niebawem, ze odkrycie Neptuna nie ttumaczy wszystkich
niejasnoéci w ruchach Urana. Rozpoczeto zatem poszukiwania dalszej,
dziewiatej tym razem, planety. Zajmowali sie tym gloéwnie Percival Lowell

i William H. Pickering. Obliczali domniemane polozenia nowej planety na niebie
(potem je korygowali), ale. .. nie dawalo sie jej odnalezé. Czas upltywal,
przegladano — bez rezultatéw — niebo w podejrzanych okolicach. Entuzjazm
stabl. Ale Lowell nie poddawal sie. Wraz z zona Konstancja ufundowal
Obserwatorium we Flagstaff (Arizona), gdzie poszukiwania prowadzono
najintensywniej i zarzadzil w testamencie (zmart w 1916 r.) kontynuacje
poszukiwan dziewiatej planety.
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Szes$¢ stopni na niebie to dwanascie tarcz
Ksigzyca. Jak si¢ udato odnalezé obiekt
tak daleko od podejrzanego miejsca?
Clyde byt bardzo pracowity i bardzo
sprytny. Wymyslil urzadzenie zwane
komparatorem (ang. blink comparator).
Pozwalato ono obserwowaé¢ naprzemiennie
dwie klisze tego samego rejonu nieba
na$wietlone w dwu réznych momentach.
Obiekty state wida¢ wtedy nieustannie,
takie za$, ktérych wczes$niej nie byto

(bo np. planeta weszta w pole widzenia
teleskopu), migaja — raz je wida¢ a raz
nie. Dzi$ cala te¢ prace robig za ludzi
komputery (przy technice CCD jest

to standard).

Odkrycie Urana bylo przypadkiem,
Neptuna — sukcesem mechaniki nieba,
a Plutona — wynikiem inteligencji

i pracowitosci Clyde’a Tombaugha.

-]

Rozwigzanie zadania M 998.
Mozemy zatozy¢, ze 6 centralnych
klockéw jest nieruchomych, a ruszaja si¢
jedynie ,Sciany”

Na kazdym z klockéw na srodku krawedzi
rysujemy strzalke (w dowolny sposéb).
Kazdej z krawedzi szescianu nadajemy
zwrot (rysunek).

yx 2

11 4

6 /

Klockom na $rodku krawedzi
przypisujemy liczby (orientacje)

1 jesli strzalka na i-tym
klocku ma ten sam zwrot

a; = co krawedz szescianu
—1 w przeciwnym przypadku
dlai=1,2,...,12. Na przyktad:

1:(11 = x3 — (g — (¥11.
Zauwazmy, ze przy obrocie o 90° gérnej
lub dolnej sciany zadna z liczb «; sig
nie zmienia, a przy obrotach $cian
bocznych doktadnie dwie spoéréd liczb
«a; zmieniajg znak. Zatem iloczyn

12

| | a;

i=1

nie ulega zmianie.

Przy nieprawidlowym wtozeniu klocka

jego orientacja, a zatem i nasz iloczyn,
zmieni si¢. Nie da si¢ wigc takiej kostki
utozyé.

Wobec fiaska staran obserwacyjnych w 1929 roku rodzina Lowella dostarczyta
do Flagstaff nowy, 13-calowy refraktor do dalszych badan. Zawodowi
astronomowie z tego Obserwatorium, znudzeni zmudna i bezowocna praca

nad poszukiwaniem kolejnej planety, wynajeli do niej mtodego wowczas
milosnika astronomii — Clyde’a Tombaugha (wczedniej pracujacego po prostu

na rodzinnej farmie w Kansas). I — o zgrozo! — 18 lutego 1930 roku, w odlegtosci
6° od pozycji wyliczonej 15 lat wezedniej przez Lowella, Swiezo zatrudniony
amator odkryt to, czego zawodowcy poszukiwali od wielu lat! Obiekt mial
jasno$¢ 13,6 mag!

Mozna sadzi¢, ze w Obserwatorium Flagstaff fetowano sukces. Niestety — zawis¢
jest uczuciem bardzo silnym! Gdy w 75. rocznice urodzin Percivala Lowella,

13 marca 1930 roku, ogltoszono odkrycie, nie podano, kto personalnie

go dokonal. W Obserwatorium Flagstaff odkryto dziewiata planete w miejscu
przewidzianym przez Percivala Lowella” — tak mniej wiecej brzmial komunikat
wystany do Biura Telegraméw Miedzynarodowej Unii Astronomicznej. Potem
zaczely sie klopoty z nazwa. Wdowa po Percivalu Lowellu do tego stopnia
poczula sie ,wlascicielka” planety, ze proponowala, by planete nazwac. ..
Konstancja. Na szczescie odkrywca przekonal ja, ze w slowie ,,Pluton” pierwsze
dwie litery to inicjaly jej $p. meza. No i tak juz zostato!

Wyznaczenie orbity nowej planety bardzo szybko ujawnilo wiele jej nietypowych
wlasnosdci (patrz tabelka na str. 4):
e orbita Plutona jest bardzo ekscentryczna; jej aphelium znajduje sie
w odleglosci 7,4 mld km od Stonca, peryhelium za$ 4,5 mld km,
e orbita jest znacznie nachylona do ptaszczyzny ekliptyki,
e rzuty orbit Plutona i Neptuna na plaszczyzne ekliptyki przecinaja sie,
e czasami Pluton bywa blizej Stofica niz Neptun.

Mimo to Pluton dotaczyt do Uktadu Stonecznego jako najbardziej oddalona
od Stonca planeta. Nie bylo co prawda wiadomo, jak jest duza i jak masywna.
Pierwsze przymiarki w XIX wieku robiono dla masy rzedu 10 mas Ziemi.

W roku 1915 Lowell przewidywal, ze dziewiagta planeta jest 6,6 razy ciezsza

od naszej. Jednak odkryty Pluton okazal sie znacznie stabszy niz oczekiwano
— stad spodziewano sie, ze bedzie tez 1zejszy. Ciagle jednak méwito sie o kilku
masach Ziemi. W 1955 roku Pluton ,wazyt” juz tylko 0,8 masy Ziemi,

w 1968 — zaledwie 0,18. Na poczatku lat 70. XX wieku okazalo sie (z badan

w podczerwieni), ze Pluton znéw kilkakrotnie ,schudl”. Mase szacowano
wtedy z jasnodci obiektu, nie wiedzac, ze powierzchnia jest pokryta doskonale
odbijajacym $wiatto metanem, zatem ponownie uzyskano wynik zawyzony.
Dzi$ wiadomo, ze masa Plutona to zaledwie 0,03 masy Ziemi. Podobnie trudno
byto z szacowaniem rozmiaréw Plutona. Pierwsze oszacowania byly autorstwa
Gerarda Kuipera, ktéry w 1950 roku za pomoca 200-calowego teleskopu

na Mount Palomar (wéwczas najwigkszego na $wiecie) poréwnywal rozmiary
tarczki Plutona z tarczkami rozmaitych cial niebieskich i doszed! do wniosku,
ze Pluton ma $rednice katowa okoto 0/23, co odpowiadalo mniej wigcej potowie
$rednicy Ziemi (6114 km). Biorac pod uwage fakt, ze atmosferyczne rozmycie
obrazu (ang. seeing) to efekt rzedu 1” — sam autor ostroznie podchodzil

do swego wyniku.

W 1965 r. oczekiwano zakrycia gwiazdy przez Plutona i chociaz tego zjawiska
nie bylo widaé¢ — udalo sie z cala pewnoscia stwierdzié¢, ze Pluton musi mieé¢
Srednice nie wigksza niz 5790 km. Szacowana wowczas masa Plutona i jego
rozmiary pozwalaly na wyliczenie sredniej gestosci obiektu. I tu niespodzianka
— wynik zblizony byl do gestosci. .. otowiu! Trudno bylo da¢ temu wiare,
probowano wiec innymi metodami znalezé podstawowe parametry planety.
Tymczasem Pluton nie tylko chudl i kurczyt sie, ale w dodatku dziwnie —

z okresem 6,4 dnia — zmienial swa jasno$é¢. Uznano wiec, ze przyczyna tego
musi by¢ obrét niejednorodnie $wiecacej planety, ale okazalo sie, ze zmienia sig
zaréwno calkowita jasno$é¢ absolutna obiektu, jak i amplituda zmian jasnosci!

W 1976 r. zbadano na Ziemi lody metanu, po czym wykryto (w podczerwieni,
spektrograficznie) obecno$é zestalonego metanu na powierzchni Plutona.
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Rozwigzanie zadania M 999.
Zakladamy, ze kolor §ciany jest
wyznaczony przez kolor jej centralnego
klocka, ktéry jest nieruchomy.
Przyjmijmy, ze gérna i dolna Sciana maja
odpowiednio kolory czerwony i niebieski.
Zauwazmy, ze kazdy z naroznych klockéw
ma dokladnie jedna Sciang koloru
niebieskiego lub czerwonego. Dokonujac
obrotu naroznego klocka wokét gtéwnej
przekatnej szescianu o kat 0°, 120°

lub 240°, mozna doprowadzié do sytuacji,

w ktérej gérna lub dolna $ciana klocka
jest niebieska lub czerwona. Umawiamy
si¢, ze obracamy zawsze w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara,
patrzac w kierunku srodka szescianu.
Ow kat obrotu i-tego klocka oznaczmy
przez (3;,1=1,2,...,8. Na przyktad:

Ba = PBs =0°,

B2 = Br = 120°,

B1 = B3 = PBs = 240°.

3

. 8

Zauwazmy, ze

a. przy obrocie o 90° gérnej lub dolnej
$ciany liczby (; nie zmieniaja sig,

b. przy obrocie o 90° éciany bocznej
dwie z liczb [3; zmieniaja sie o 120°
(tj. Bi := Bi + 120° mod 360°), a dwie
pozostate o 240°.

Zatem
8

E 3; mod 360°

i=1
nie zmienia si¢. Nalezy wigc wpasowac
brakujacy klocek tak, by

8
E B; = 0 mod 360°.
=1

Juz wtedy spodziewano sig, ze moze on sublimowa¢ pod wplywem ciepla

od Slofica i tworzyé cieniutefika atmosfere (ci$nienie milion razy nizsze niz

na Ziemi). W 1978 roku James W. Christy zauwazyl, ze obraz Plutona
systematycznie, na wszystkich zdjeciach, wygladal jak batlwanek, a nie

kotko. Glowa balwanka wystawala na kliszy raz na poéinoc, raz na potudnie.

Co wiecej, wybrzuszenie regularnie przemieszczalo si¢ z okresem ponad 6 dni
(wezedniej, jak pamietamy, ten okres zmian uwazano wylacznie za okres obrotu
planety wokét osi). Szybko uznano jednak, ze Pluton po prostu ma satelite.
Separacja tych dwu obiektéw na niebie to maksymalnie 0,9 (odkrycia dokonano
przy 0.'75). Czyz mozna wiec dziwié¢ sig, ze satelita tak dlugo ukrywal

sie? Christy nadal ksiezycowi imi¢ Charon, na czes¢ swej zony Charlene.

Ale poza tym Charon to mitologiczny przewoznik dusz zmartych do Hadesu

— krélestwa Plutona. Warto dodaé, ze Christy odkryl Charona w Naval
Observatory w Arizonie, niecate 7 km od miejsca, gdzie Clyde Tombaugh odkryt
Plutona! I ze odkrycia dokonano za pomoca $rednich rozmiaréw instrumentéw
naziemnych — wystarczylo mie¢ wyobraZnie!

Charon krazy wokot Plutona podwdjnie synchronicznie — nie tylko ksiezyc
stale zwraca si¢ ku planecie tg sama strona, ale i planeta robi to samo!
Wygladaja jak obracajace sie hantle bez tacznika. Co zabawne — srodek masy
uktadu planeta-ksiezyc znajduje sie 1200 km nad powierzchnig Plutona.

Jest to jedyny taki przypadek w Ukladzie Stonecznym ($rodek masy uktadu
Ziemia-Ksiezyc znajduje si¢ w odleglodci 3/4 promienia Ziemi od jej $rodka,
a wiec gleboko pod jej powierzchnia). Zmierzony okres obiegu ksiezyca
wokél planety pozwolil dokladnie wyznaczy¢ mase Plutona (z Charonem)

— okazalo sie, ze znow schudl. Co dowcipniejsi przewidywali wowczas, ze

w latach 80. XX wieku Pluton zniknie zupelnie. Oczywiste sie stalo, ze
obiekt tak maty i lekki nie moze byé odpowiedzialny za perturbacje w ruchu
dwu duzych planet, Urana i Neptuna. Ta brutalna prawda uruchomita, rzecz
jasna, poszukiwaczy dziesiatej planety, ale to juz inna historia.

W ukladzie planeta-ksigzyc moga sie oczywiscie zdarzaé za¢mienia,

ale nie musza by¢ widoczne dla obserwatora na Ziemi. Jednak los

sprzyjat tu astronomom: co 125 lat nastepuja serie za¢mien uktadu
Pluton-Charon, a najblizsza miala sie zaczaé¢ tuz po odkryciu samego Charona,
w latach 1985-1990. Gdy seria juz sie zaczela, szczedcie sprzyjato astronomom
podwdjnie — Pluton byl tak blisko Ziemi, ze znalazl sie w zasiegu fotometrii
$rednich teleskopéw wyposazonych w detektory CCD. (Po prostu w latach
1987-1989 to Neptun, a nie Pluton, byl najbardziej oddalona od Stonca planeta!
Pluton poruszal sie wtedy akurat w poblizu swego peryhelium, ktére minat

5 wrzesnia 1989.) Analiza uzyskanych podczas za¢mien krzywych blasku
pozwolita na dokladne wyznaczenie promieni i Plutona, i Charona. I znow
okazalo sig, ze Pluton (i Charon) sa znacznie mniejsze niz sadzono wezesniej.
Przy okazji stwierdzono, ze satelita jest znacznie ciemniejszy niz planeta i wnosi
niewielki wklad do ogdélnej jasnosci miedzy za¢mieniami. Gdy sam zakrywa
planete — blask uktadu maleje, a gdy planeta zakrywa Charona — nie widaé
znaczacego spadku jasnoéci. Udato si¢ tez odtworzy¢ albedowa mape Plutona.
Wiemy z niej, ze jest to glob niejednorodnie jasny, z wyraznymi jasnymi
czapami polarnymi. Ze spektroskopowych badan wiemy, ze Pluton jest bardziej
czerwonawy (pokryty metanem), a Charon — szary (lodowy). Na nastepna serie
zalmien ziemscy obserwatorzy musza poczekaé¢ do XXII wieku.

Zaémienia to ciggle nie koniec milych niespodzianek ze strony Plutona.

W 1988 roku zostala odkryta (bezposrednio) jego atmosfera! Stalo sie to,

gdy astronomowie znéw czekali na zakrycie gwiazdy przez planete. Zamiast
jednak gwaltownego znikniecia gwiazdy zaobserwowano stopniowy spadek jej
blasku. Gwiazda (dla obserwatora) zanurzala si¢ najpierw w atmosferze planety,
a po czasie zakrycia — podobnie, stopniowo sie wylaniala. Dzis juz wiadomo, ze
atmosfera Plutona jest tworem sezonowym — pojawia sie podczas plutonskiego
lata, a potem zamarza. Dla pélnocnej poétkuli Plutona réwnonoc wiosenna
nastepuje praktycznie wtedy, gdy planeta jest w peryhelium. Taki uktad
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Rozwigzanie zadania M 997.

Pionki zajmujace biate pola powinny
znalez¢ si¢ na czarnych. Ale bialych pol
jest wiecej niz czarnych!

por roku thumaczy tez opisywane wczesniej zmiany jasnosci Plutona.

Jak wiadomo, 0§ obrotu planety zachowuje w przestrzeni swéj kierunek

— na eliptycznej orbicie w 1954 r. Pluton ustawiony byt tak, ze promienie
stoneczne padaly niemal prostopadle na jego biegun pdélnocny (Stonce byto
tam w zenicie). W 1973 r. bylo w zenicie na plutofiskim réwniku. Zatem

w 1954 r. widzielidmy Plutona od strony bieguna, a w 1973 r. ustawil si¢ do nas
réwnikiem. Dlaczego jego $rednia jasno$¢ w tym czasie malala? (Wiadomo,

ze Pluton faktycznie ciemnial przez ostatnie 30 lat.) Po prostu w poblizu
peryhelium metanowe $niegi w okolicach rownikowych przemieniaja sie

w atmosfere i odkrywa sie ciemna, bogata w weglowodory powierzchnia globu.
Atmosfera, choé cienka, ma ponadto decydujacy wplyw na klimat Plutona —
staly cykl sublimacji metanu po stronie nastonecznionej i jego zestalanie si¢
po nocnej wyréownuja temperatury na catej powierzchni Plutona. Wreszcie

7 jego gestosci (2 g/cm?, podobnej do gestosci duzych satelitéw duzych planet
jowiszowych) mozna wnosié, ze okolo 75% jego masy stanowia skaly — zatem
obserwowany metan stanowi drobny utamek calej masy.

Reasumujac — okres obiegu Plutona wokot Stonca wynosi okoto 250 lat.

Od momentu odkrycia — 1930 r. — uplynelo zatem raptem troche ponad

¢wieré plutonskiego roku, a juz w tym czasie dostarczyl on bardzo wielu
niespodzianek i do samego konca XX wieku nie dawal spoczaé¢ astronomom.
Zaczal mianowicie. . . traci¢ tozsamo$¢! Poczynajac od wezesnych lat 90.
zaczeto odkrywaé na niebie (bardzo wydajna technika CCD) coraz wiecej
obiektow na podobnych do plutonowej orbitach i o podobnych rozmiarach.
Pod koniec roku 2001 znano ich juz okoto 400. To, rzecz jasna, nie mégt

by¢ przypadek. Wydaje sie dzisiaj, ze na skraju Ukladu Stonecznego, za orbita
Neptuna, nie krazy jedna planeta, ale caly r6j drobnych (jak Pluton) obiektéw.
Nazwano je planetoidami lodowymi (te dobrze znane planetoidy blizsze

sa skalne) albo obiektami pasa Kuipera (od nazwiska uczonego, ktéry pierwszy
przewidywat, iz w odleglych rejonach Uktadu istnieje ,lodowy rezerwuar”
komet).

Czymze zatem jest Pluton? Czy planeta — choé¢ mniejszy od wielu ksiezycoéw
(w tym od naszego)? Nie pasuje do schematu: planety ziemiopodobne

lub jowiszowe. Wplywa mniej na ruchy innych planet niz planetoida Ceres.

I porusza sie po nietypowej dla planet orbicie. Wiele wskazuje na to, ze jest
wlasnie lodowa planetoida z pasa Kuipera, moze i najwieksza, ale na pewno
nie jedyna. Natomiast spér o nazwe przypomina dylemat ,czym rézni sie
malenki kamyk od duzego ziarna piasku”. Miedzynarodowa Unia Astronomiczna
— jedyny organ mogacy ,formalnie” rozstrzygna¢ spér — postanowila (jak do tej
pory) nie wypowiadaé sie na ten temat. Natomiast budujace jest w tej sprawie
stanowisko niezyjacego juz Clyde’a Tombaugha. Wydawaé by sie moglo, ze
bedzie mu przykro, gdy pod koniec dlugiego zycia okaze sig, iz nie odkryt
planety, lecz tylko jedna z kilkuset drobnych planetoid na skraju Uktadu
Stonecznego. Tymczasem on cieszyl sie do konca swoich dni, ze ,jego” Pluton
stale znajduje sie w centrum zainteresowania astronomow!

Parametry ukladu Pluton-Charon

Pluton Charon
Promien 1151 km 591 km
Jasnos¢ absolutna —0,648 mag | 1,350 mag
Albedo 0,618 0,372
Nachylenie réwnika do plaszczyzny orbity 90,7
Temperatura 58 K
Masa uktadu 1,47 x 10?2 kg
Srednia gestos¢ cial 2,032 g/cm?
Okres obiegu (gwiazdowy) 6,387 d




Krzywe eliptyczne

Lev KOURLIANDTCHIK, Boris LURJE

Krzywa nazywa sie eliptyczna, jezeli za pomoca
pewnych przeksztalcen (z ktérych czesé bedzie
zademonstrowana dalej) moze byé przedstawiona
w postaci y2 = f(z), gdzie f jest wielomianem
stopnia trzeciego bez pierwiastkow wielokrotnych.
Jest oczywiste, ze taka krzywa jest symetryczna
wzgledem osi odcietych.

Szczegblna wlasnoscia krzywych eliptycznych jest fakt,
ze punkty na tych krzywych mozna ,dodawad”.

Niech P; i P, beda dwoma réznymi punktami krzywej
eliptycznej, niesymetrycznymi wzgledem osi odcietych.
Poprowadzmy prosta przez te punkty. Gdy prosta ta
przecina krzywa w punkcie Ps, punkt P, symetryczny
do punktu Ps; wzgledem osi odcietych, nazywa sie
sumg punktéw Py i Py. Oznaczmy ja przez P & Ps.
Jezeli prosta P Py jest styczna do krzywej w jednym
z tych dwéch punktéw, to ten punkt stycznosci
przyjmujemy jako Ps. Dalej, gdy P; = Ps, zamiast
siecznej bierzemy styczna. Gdy wreszcie prosta P P
jest réwnolegta do osi rzednych, za sume uwazamy
oddalony w nieskoficzonos¢ punkt O, ktéry odgrywa
role zera wzgledem definiowanego dodawania, to
ZNaczy

OdpA=Ad0=A
Okazuje sie, ze tak zdefiniowane dodawanie punktéw
ma ,zwykle” wlasnosci dodawania, mianowicie

A B=B®A,
(AeB)®C=A®(B®C),
a réwnanie A X = B ma tylko jedno rozwiazanie.

Zinterpretujemy teraz to dodawanie analitycznie.

Niech sieczna (styczna) ma réwnanie y = kx + b.
Podstawiajac y do réwnania krzywej y? = f(x),
otrzymujemy réwnanie trzeciego stopnia
f(x) — (kz +b)? = 0. Znane sa nam dwa
pierwiastki z; i 22 tego réwnania (odpowiadajace
punktom P i Py). Trzeci pierwiastek x3 wyraza sie
przez x1 i xa, na mocy wzordéw Viete’a, w sposéb
wymierny. Ponadto

P1 ) PQ = (503, 7([6563 + b))
Jesli wspétezynniki wielomianu f sa liczbami
wymiernymi, a dodawane punkty krzywej
maja wspélrzedne wymierne (punkt O tez
uwazamy za wymierny), to ich suma jest punktem
o wspoélrzednych wymiernych.

Rzeczywiscie, wspélczynnik kierunkowy prostej
taczacej punkty wymierne jest liczba wymierna

(wsp6lezynnik kierunkowy stycznej tez jest wymierny).

Zatem na mocy twierdzenia Viete’a odcigta sumy

(a wiec 1 rzedna) jest liczba wymierna. Na przyklad
na krzywej 32 = 22 + x + 6 latwo znalezé dwa punkty
o wspélrzednych wymiernych, mianowicie (2,4)
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O krzywych eliptycznych mozna tez przeczytaé
np. w Delcie 1/2001.

i(3,—6), ktére w sumie daja punkt zupelnie
nieoczywisty, mianowicie (95, 926).

Idea dodawania punktow krzywej eliptycznej okazata
sie wyjatkowo owocna i pozwolita uzyskaé¢ do$é
glebokie wyniki. Na przyklad jeden z najbardziej
znaczacych wynikow konca dwudziestego wieku,
mianowicie dowod Wielkiego Twierdzenia Fermata,
przeprowadzony przez Andrew Wilesa, opiera sie

na glebokim badaniu pewnej krzywej eliptycznej.

Tu zajmiemy si¢ sprawa liczby punktéow wymiernych
na krzywej

(1) v =a(r+1)(z+9).

O krzywej tej pisaliémy juz w Delcie 7/2002, gdzie
wykazalidémy, iz fakt istnienia na niej tylko siedmiu
punktéw o obu wspolrzednych wymiernych pociaga za
soba nieistnienie tréjkata rownoramiennego o bokach

i sSrodkowych dtugosci catkowitej. Niemniej jednak
zliczenie punktoéw wymiernych na tej krzywej jest
interesujace samo w sobie.

Punkty wymierne rozpatrywanej krzywej to, jak tatwo sprawdzié
A1 =(=9,0), Ay =(-3,6), As=(-3,-6),
Ay = (—-1,0), As =1(0,0), Ag=(3,12), A;=(3,-12).

Prosimy tez sprawdzié, ze ponizsza tabelka opisuje ich dodawanie.

D |O |A1|Ax | A3 |As| A5 | As | A
O |O A |As | A3 | Ay | As | As | A7
Ay |A1L O A7 | Ag |As | Ay | Az | Ay
Ax | As |A7 | A5 |O | A6 | Az | A1 | Ay
Ag | As | A6 |O | As | Ar | Ao | As | A
Ay | As | As | Ao | A7 | O | As | As | Ag
Ay | As | As | As | Az | A1 | O | A7 | Ag
Ao | Ao | As | AL | Aa | Az | A7 [ A5 | O
A; | A | Ao | As | A1 | A3 | Ag |O | A5

Wykazemy, ze nie ma ich wiegcej.

Sposéb bedzie taki, ze zamiast badac te krzywa,
bedziemy badaé inna, na ktorej punktéw wymiernych
jest jeszcze mniej. Skorzystamy z dosé czesto
stosowanej metody.

Poprowadzmy prosta y = kx przez poczatek ukladu
wspolrzednych i dowolny inny punkt (x, y) badanej
krzywej. Jesli wybrany punkt jest wymierny, to liczba
k oczywiscie tez bedzie wymierna. Otrzymujemy

(kx)? = z(z+1)(x+9), stad 2®+ (10 —k*)z+9=0.
A wiec wyrdznik tej funkeji kwadratowej
(10 — k%)% — 36 = (k? — 4)(k* — 16)

jest kwadratem liczby wymiernej.
Niech k = 2p. Wtedy

(k* = 4)(k* - 16) = 16(p* — 1)(p* — 4),
i liczba p?(p? — 1)(p? — 4) jest kwadratem. Oznaczmy
t=p2.



Mamy 22 = t(t — 1)(t — 4), gdzie z jest liczba
wymierna.

A wiec kazdy punkt wymierny krzywej (1) generuje
punkt wymierny krzywej

(2) y? =x(x —1)(z —4).

Stosujac takie samo rozumowanie, dojdziemy

do wniosku, ze kazdy punkt wymierny krzywej (2)
generuje punkt wymierny krzywej (1). Takie krzywe
nazywamy biwymiernie rOwnowaznymsi.

Dalej wykazemy, ze na krzywej (2) sa tylko trzy
punkty o obu wspélrzednych wymiernych, mianowicie
(0, 0), (1,0) i (4, 0). Punkty te tworza siedem
wymiernych punktéw krzywej (1) w nastepujacy
sposob:

e dla punktu (0, 0) krzywej (2) mamy t =p =k =0,
co prowadzi do punktéw Ay, Ay i As krzywej (1);

e punkt (1, 0) krzywej (2) odpowiada liczbie t = 1,
co oznacza, ze p = —1 lub p =1, a wiec k = —2 lub
k = 2, co daje punkty Ay i Az krzywej (1);

e wreszcie punkt (4, 0) generuje punkty Ag i Az.

Aby wiec wykazaé, ze na krzywej (1) jest dokladnie
siedem punktéw wymiernych wystarczy wykazaé, ze
na krzywej (2) jest ich dokladnie trzy.

W tym celu warto udowodni¢ najpierw dwa lematy.
* % K

Lemat 1. Niech C = (x9, yo) bedzie punktem wymiernym
krzywej (2), przy czym yo # 0. Wtedy odcieta punktu C' @ C
jest liczba wymierna.
Dowdéd. Réwnanie stycznej do krzywej (2) w punkcie C' ma postaé
y =y (zo)(z — o) + yo-
Otrzymujemy
(' (zo)(x — o) + yo)2 =2% —52% + 4x.
Stad
@® = (54 (y'(20))*)a” + pz + ¢ = 0.
Niech z1 bedzie odcigty punktu C' @ C. Wtedy liczby z¢ i 1 beda
pierwiastkami tego réwnania. Co wigcej, xo jest pierwiastkiem
podwdjnym.
Zatem na mocy twierdzenia Viete’a uzyskujemy

2z0 + 21 = 5+ (3 (20))°.

Poniewaz
y? = () = ® — 52® + 4z,
wigc
’ ’ 2
2y-y = f =3z — 10z + 4.
Wobec tego
O N (S i
2y 4y? 4f -
A wigc
(f'(x0))? (3zg — 10z0 + 4)2
=5+ —— -2 =54+ ——2 =
o * 4f(zo0) o + 4(z3 — bak + 4zo) *o
_ x378zg+16 _ (x§74)2
4f(zo0) 2yo

co konczy dowdd lematu 1.

* k x

Lemat 2. Jesli na krzywej (2) istnieja punkty wymierne rézne
od trzech oczywistych, to na tej krzywej istnieje punkt
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wymierny Cq = (z1, y1), taki ze

1) z1 >4,

2) z1 jest kwadratem liczby wymiernej,

3) licznik liczby 1 w postaci nieskracalnej jest liczba parzysta.

Dowéd. Niech Cy = (x0, yo) bedzie dowolnym punktem wymiernym
na krzywej (2) réznym od trzech oczywistych. Oznaczmy

By = (0, 0), Ba = (1, 0), Bg = (4, 0). Znajdziemy odci¢te punktéw
Co @ B1, Co ® B2, Co @ Bs.

4
Doé¢ prosty rachunek wykazuje, ze odcieta Co @ By wynosi —.

)
Odcieta punktu Cy @ Bz jest rowna

(Ig — 1)2I0 -

yg zo(xo — 1)(zo — 4) _xo—4
(CEO — 1)210 xro — 1.
Wreszcie, odcigta punktu Co @ B3 wynosi

(4y0)? _A(mo— 1)
(zo — 4)%4xg zg—4

Na mocy lematu 1 mozna przyjaé, ze xo jest kwadratem liczby
wymiernej. Wtedy odcigte czterech rozwazanych punktéw

Co, Co @ B, Co @ Bz, Co @ Bs beda kwadratami liczb
wymiernych.

Te odcigte wynoszg odpowiednio

4 o — 4 4(xo — 1)
;’ zo—1" zo—4
Wszystkie te liczby naleza do zbioru (0, 1) U (4, co).

Zo,

Zatem dokladnie dwie liczby nalezg do przedziatu (0, 1), dwie
pozostate za$ sa wigksze od czterech.

4
Zaznaczmy, iz w parze xg i — przynajmniej jeden z licznikow
o

jest liczba parzysta. To samo jest prawdziwe dla drugiej pary
liczb. Latwo sprawdzié, ze jedna sposréd czterech liczb spelnia
warunki 1) i 3). Na przyktad jezeli liczba 0 < z¢p < 1 ma parzysty

. . . . . To — 4
licznik, to zadang liczba bedzie .
xo — 1
A to konczy dowdd lematu 2.
* Kk Kk

Powr6émy do dowodu, ze na krzywej (2) istnieja tylko
trzy, podane wyzej, punkty o obu wspoélrzednych
wymiernych.

Przypusémy zatem, ze na krzywej (2) istnieje czwarty
punkt wymierny. Niech C; = (21, y1) bedzie punktem,
ktorego istnienie gwarantuje lemat 2, czyli niech dla

2
pewnych liczb naturalnych a i b bedzie z1 = biQ’ gdzie
b jest liczba nieparzysta, a > b i (a,b) = 1.

Poniewaz x1(x1 — 1)(x1 — 4) jest kwadratem, wiec
(4a% — b?)(a® — b?) jest kwadratem liczby naturalne;.
Poniewaz liczby a i b sa wzglednie pierwsze, wiec
liczby naturalne 4a? — b? i a® — b maja najwickszy
wspoélny dzielnik rowny 1 lub 3. Poniewaz liczba

4a® — b? przy dzieleniu przez 4 daje reszte 3, wiec
nie moze by¢ kwadratem.

Zatem

a? —b% =3¢, 4a® —b* = 3d%,
gdzie liczby ¢ i d sa wzglednie pierwszymi liczbami
naturalnymi.

Stad

a?=d%2 -2, v =d%— 482

Z réwnosci b? + (2¢)? = d? wynika, ze

c=uv, b=u?—-0% d=u?+%



gdzie u i v sa wzglednie pierwszymi liczbami
catkowitymi o réznej parzystosci. Wobec tego

a? =% — & = (u® + v?)? — u20? = ut +u0? + ot
Zauwazmy, ze wynika stad, iz liczba a jest nieparzysta.

Jezeli u jest liczba nieparzysta, polézmy z = a — u?,

w przeciwnym razie z = a — v2. Dla ustalenia uwagi
przyjmijmy, ze ma miejsce ta pierwsza sytuacja.
Wtedy

(u? + 2)? = ut + uv? + ot

zatem
2% — vt = u?(v? - 22).
Oznaczajac z1 = —2z, otrzymujemy
22— 4t = 4u? (V2 + 21).
Stad

(21 — 20%) (21 + 20%) (21 + v?) = 4u’ (2, +v?)* =

= (2u(z1 + 1)2))2
202 + 2,
v2
ay(wy — 1) (2 —4) = (v3)°,
stwierdzamy, iz punkt (x5, y5) jest punktem
wymiernym krzywej (2). A wiec znajduje si¢ na tej

Potézmy xf, = Wtedy biorac y5, takie ze

krzywej punkt wymierny o odcigtej xe = —-.
)

* Kk ok

Lemat 3. Liczba z2 jest kwadratem liczby wymierne;j.

Dowéd. Mamy

402 202 202
To = e =

_ 2v2(u2+v2+a) -
202 — 2z v2 — 2z v2 +u2 —a -

(u2 + ’112)2 — a2

2712(712 + 0% + a) _ 2(u2 + 0% + a)
= 5 ,

u?v? u
taks v
a takze r9 = —————.
v24u2—a
p)

2 2
Wykazemy, ze liczby wﬂ i 2w’ +0°+a)

nie majg wspolnych nieparzystych dzielnikéw pierwszych.

Przypusémy, ze p jest takim dzielnikiem. Poniewaz iloczyn tych liczb
jest réwny u?v?, wiec p jest dzielnikiem ww.

Jezeli p jest dzielnikiem u, to jest tez dzielnikiem v? 4+ a i v? — a,

a co za tym idzie dzielnikiem v, co jest sprzeczne z zalozeniem,

ze liczby w i v sa wzglednie pierwsze. Analogicznie p nie moze by¢
dzielnikiem v. R )

v 4+ ut —a
_ i 2(u2+v2+a)
moze by¢ tylko potega dwdjki, a ich iloczyn (uv)2 jest kwadratem.
Oznacza to, ze liczby te sa kwadratami albo podwojonymi

A wigc wspélnym dzielnikiem liczb

kwadratami. Zatem liczba xs jest albo kwadratem liczby wymiernej,
albo podwojonym kwadratem liczby wymiernej.

Wykazemy, ze druga z tych ewentualnosci jest niemozliwa.
Rzeczywiscie, jezeli wo = 2t2, to 2t%(2t2 — 1)(2t% — 4) jest
kwadratem, skad wynika, iz (2t% — 1)(t? — 2) jest kwadratem.

Dalej, jesli licznik lub mianownik liczby t jest parzysty, to licznik
liczby (21&2 — 1)(152 — 2) dzieli si¢ przez 2, nie dzieli si¢ za$ przez 4.

Jesli natomiast i licznik, i mianownik liczby ¢ sg nieparzyste, to
licznik liczby (262 — 1)(t? — 2) daje reszte 3 przy dzieleniu przez 4.
W obu przypadkach licznik nie bedzie kwadratem, mianownik za$
kwadratem bedzie.

A wigc xg jest kwadratem i lemat zostal udowodniony.

* k x

Poniewaz

2(v? +a)

To =2+ 3 >2 i x9€(0;1)U(4; 00),

wiec liczba x4 jest wicksza od 4.

Jezeli liczba u jest nieparzysta, to mianownik xo jest
nieparzysty, a wiec licznik xo jest parzysty.

Jezeli liczba v jest nieparzysta, to — wobec rownosci

2 +1v2 +a
tma—? iy = 2TV FA)
v

— mianownik xo jest nieparzysty, a wiec licznik x5 jest
parzysty.

Podsumowujac, okazato sie, ze uzyskaliémy punkt
Cy = (x4, y2) réwniez spelniajacy warunki lematu 2.

Teraz zastosujemy metode regresji. W tym celu wezmy
pod uwage funkcje ¢(A), ktéra punktowi A = (x, y)

o wspoélrzednych wymiernych przyporzadkowuje sume

licznika i mianownika liczby x w postaci nieskracalnej.

Wykazemy, ze ¢(Ca) < ¢(Ch).

Przypomnijmy, ze
_ 4a? v 2P+ v +a)
T = ?’ T2 = v24u2—a u2 !
2
Wobec tego licznik x5 jest dzielnikiem v~, mianownik
xo jest dzielnikiem u?, a wigc ¢(Co) < u? + v2.

2

Zatem istotnie
#(C1) = 4a®> +b* = 4((u2 +0?)? — u21)2) + (u? —v?)? =

= 5u* + 50t + 20%0% > u? + 0% > d(C2).
Wobec tego dowdd nieistnienia na krzywej (2) innych
punktéow wymiernych od trzech podanych na poczatku
mozna zakonczyé.

Gdyby bowiem istnial taki punkt C, za jego pomoca
uzyskaliby$Smy punkt Cs, potem Cjs itd. Ale wtedy
byloby ¢(C1) > ¢(Ca) > ¢(C3) >..., a przeciez
malejacy ciag liczb naturalnych nie moze by¢é
nieskonczony.

Kazdemu z Czytelnikow, ktéry doczytal do tego
miejsca, proponujemy sprawdzenie, ze na krzywej

y* = (e +1)(z+4)
jest tylko siedem, tatwych do odgadniecia, punktéw
o obu wspélrzednych wymiernych. Przypominamy, ze
dowodzi to faktu, iz nie istnieje trojkat prostokatny,
ktérego boki i srodkowe maja dlugosci wymierne.

Droga jest podobna do przedstawionej wyzej.

Dla zachety podamy, ze pomocnicza krzywa jest tu
y* =a(z —1)(z - 9);

na niej sa tylko trzy oczywiste punkty

0 wspélrzednych wymiernych. Aby to wykazac,

trzeba skorzysta¢ z faktu (poprzednio lemat 2),

ze gdyby byl jeszcze jeden taki punkt, to bylby

tez punkt Dy = (a1, y1), taki ze 21 > 9, liczba x4

bytaby kwadratem liczby wymiernej i miataby licznik

podzielny przez 3. Potem. .., ale zostawmy co$

inwencji Czytelnika.



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Certyfikat dziwnosci?

Przestrzen kosmiczna skrywa jeszcze niejedna zagadke.
Odkrywane sg i identyfikowane coraz dziwniejsze

obiekty. Czasami identyfikacja ta nie jest calkowicie
pewna. Nie przeszkadza to jednak dziennikarzom

w przedstawianiu tego, co jest zaledwie hipoteza,

jako w pelni udokumentowane odkrycie. Czasami taki
optymizm jest o tyle uzasadniony, ze cho¢ tozsamosci
obiektu nie udalo si¢ jeszcze w pelni potwierdzi¢, to obiekt
taki powinien istnieé, jak nie w tym, to w jakim$ innym
miejscu.

Ostatnio narasta przekonanie, ze powinny istnie¢ gwiazdy
dziwne. Jak dobrze sie¢ zastanowi¢, to kazda gwiazda

jest mniej lub bardziej zadziwiajaca, ale tu chodzi o ich
specjalny gatunek. Gwiazdy te miatyby byé zbudowane

z tzw. plazmy kwarkowo-gluonowej, czyli z niepowigzanych
w hadrony, swobodnych, oddzialujacych za pomoca
gluonéw kwarkéw. Biorge pod uwage gesto$é materii,
bytoby to stadium posrednie miedzy gwiazda neutronows
a czarna dziura. Powstawaé miatyby, podobnie jak gwiazdy
neutronowe, po wybuchu supernowej. Przewiduje sig,

ze w plazmie kwarkowo-gluonowej stezenie kwarkow
dziwnych powinno by¢ duzo wigksze niz w normalnej
materii jadrowej (gdzie ich w zasadzie nie ma) i stad
nazwa ,gwiazda dziwna”, wystepujaca prawie na réwnych
prawach z okresleniem ,gwiazda kwarkowa”.

Przekonanie o istnieniu gwiazd dziwnych jest zwigzane
miedzy innymi z poglebiajaca sie ewidencja obserwacji
plazmy kwarkowo-gluonowej w ziemskich laboratoriach.
Jestedmy bliscy pewnodci, ze taki stan materii tworzy

sie na krétka chwile w zderzeniach relatywistycznych
jader. Pierwsze wskazania pochodzily z CERNu [1],

a obecnie ma ich dostarczy¢ RHIC (Relativistic Heavy Ion
Collider) dzialajacy w Brookhaven National Laboratory

w Nowym Jorku. Jezeli taki stan materii mozna uzyskaé
w laboratorium, to nie ma powodu, zeby wlasne,
odpowiednio silne pole grawitacyjne, nie zamienito gwiazdy
neutronowej w gwiazde kwarkowa.

Samo przekonanie o mozliwosci istnienia czego$ dziwnego
to jednak, z naukowego punktu widzenia, troche mato.
Chciatoby sie taki obiekt odkry¢ i zidentyfikowaé. Na tym
polu nastapit pewien postep. Ostatnio udalo si¢ znalezé
dwie, do$¢ przekonujace kandydatki na gwiazdy dziwne.

Pierwsza z nich jest obiekt oznaczony RXJ1856.

O przynaleznoéci do gwiazd gestszych miatby $wiadczy¢
za maly, jak na gwiazde neutronowa, promien. Promien ten
jest jednak wyznaczany w sposob posredni. W literaturze
trwa wlasnie ozywiona dyskusja na temat RXJ1856.
Ostatni glos za gwiazda dziwng mozna znalezé w [2],

a glos ,niekoniecznie” w [3]. Obiekt ten znajduje sie

w odleglosci zaledwie 117 £ 17 parsekéw [3]. Gdyby
odleglo$é byta istotnie wigksza, to stosowane metody
badawcze (angazujace chyba wszystkie mozliwe
instrumenty z teleskopem Hubble’a i rentgenowskim
obserwatorium kosmicznym Chandra na czele) nie bylyby
wystarczajaco czute. Jezeli identyfikacja RXJ1856 jako
gwiazdy kwarkowej ostatecznie sie powiedzie, to bedzie
to wskazywac, ze obiekty takie sg dos¢ rozpowszechnione,
skoro jest nia pierwsza z brzegu gwiazda zbudowana

z materii jadrowe;j.

Druga kandydatka jest gwiazda oznaczona 3C58,

a utozsamiana z pozostaloscia po zaobserwowanym przez
chinskich astronoméw wybuchu supernowej w 1181 roku.
W tym przypadku o ewentualnej ,dziwnosci” gwiazdy
miatoby $wiadczy¢ jej szybsze niz dopuszczalne dla
gwiazdy neutronowej stygniecie [4]. Ponownie sugerowaloby
to powszechno$¢ wystepowania gwiazd dziwnych.

Mozliwe, ze do przyjecia przez srodowisko naukowe takiego
rozwiazania wystarczy ostateczne potwierdzenie uzyskania
plazmy kwarkowo-gluonowej w ziemskich laboratoriach
oraz zbadanie jej podstawowych wtasnosci.

Wréémy wiec na Ziemie. Stwierdzenie powstawania nowego
stanu materii jadrowej w zderzeniach poruszajacych

sie z relatywistycznymi predkosciami jader nie jest

sprawa prosta. Pomijajac nawet olbrzymie technologiczne
problemy zwigzane z rozpedzaniem i zderzaniem
przeciwbieznych wiazek jader ztota uzywanych w RHICu,
pozostaje problem niezwyklej nietrwalosci tak wytworzonej
plazmy kwarkowo-gluonowej. O jej powstaniu mozna sie¢
dowiedzie¢ tylko w sposob posredni.

W dodatku nie dysponujemy $cista teoria, ktora
pozwalataby na bezwzglednie stuszne przewidywania.
Teoria taka mogtaby by¢ chromodynamika kwantowa.
Niestety oddziatywania kwarkéw i gluonéw sa tak silne,
ze stosowanie tzw. rachunku zaburzen (podstawowej
metody teoretycznej uzywanej w skomplikowanych
przypadkach oddzialywania wielu cial, traktujacej
oddzialywanie jako mate odstepstwo od przypadku
nieoddzialujacych czastek) jest mocno ograniczone.
Pozostaja rozwazania modelowe, ktore zaleza od
poczynionych uproszczen.

Jak wiec rozpoznaé plazme kwarkowo-gluonowa?

Po pierwsze, po zmniejszeniu ilosci produkowanego
czarmonium, czyli stanéw zwigzanych masywnego kwarku

i antykwarku powabnego cé. Miatoby to by¢é spowodowane
tatwiejszym rozdzieleniem pary c¢ na dwie czastki
powabne. Taka wlasnie sygnature zaobserwowano juz

dwa lata temu w CERNie. Po drugie, oczekuje sie istotnego
zwiekszania produkcji czastek dziwnych.

Jest jeszcze wiele podobnych sygnatur. Na odbywajacych
sie obecnie letnich konferencjach zespoty badawcze
eksperymentéw dziatajacych przy RHICu prawdopodobnie
raportuja ich odnalezienie.

Piotr ZALEWSKI

[1] New State of Matter created at CERN, http://press.web.cern.ch/
Press/Releases00/PR01.00EQuarkGluonMatter.html

[2] J.J. Drake i inni, Is RXJ1856.5-3754 a Quark Star?,
astro-ph/0204159, 9 kwietnia 2002.

[3] F.M. Walter i J. Lattimer, A Revised Parallaz and its
Implications for RX J185635-375/, astro-ph/0204199,
11 kwietnia 2002.

[4] P. Slane, D.J. Helfand i S.S. Murray, New Constraints
on Neutron Star Cooling from Chandra Observations of 3C58,
astro-ph/0204151, 9 kwietnia 2002.



Doskonale tasowanie kart
Tomasz BARTNICKI, Jarostaw GRYTCZUK

Wstep

Problemy zwiazane z tasowaniem kart spedzaly ludziom sen z powiek od dawien
+> dawna. Interesowali sie nimi jednak gléwnie zawodowi szulerzy i iluzjonisci.
*_, Dla tych pierwszych umiejetnoéé¢ odpowiedniego tasowania wiazala sie
z wymy$laniem nowych oszustw, dla drugich za$ byta konieczna umiejetnoscia
<o niezbedna do prezentacji réznych karcianych sztuczek. Dla przecietnego
czlowieka grajacego w karty tasowanie jest tylko koniecznym zabiegiem

wykonywanym przed wlasciwag rozgrywka i samo w sobie nie jest godne

% zainteresowania. Potwierdza to definicja zaczerpnieta ze Stownika jezyka

% polskiego PWN:
/

rozdaniem.

tasowaé (z fr.) ndk IV mieszajgc przekladaé, zwlaszcza: mieszaé talie kart przed

Nawet w Miedzynarodowym prawie brydzowym (III6A) o tasowaniu czytamy

tylko tyle:

Tasowanie — przed rozpoczeciem gry kazdg talie starannie sie tasuje; przeloZenie
jej ma miejsce, gdy przeciwnik tasujgcego tego zazgda.

Zadziwiajace, ze tak blaha czynno$é, jaka jest tasowanie, moze interesowac nie
tylko iluzjonistéw i szuleréw, lecz takze matematykow. Zaznaczmy jednak, iz
wymienione profesje wcale nie musza si¢ wykluczaé. Na przyktad, matematyk
amerykanski, Persi Diaconis byl swego czasu zawodowym magikiem i tasowanie
kart od strony praktycznej mial opanowane do perfekcji. Nic wiec dziwnego, ze
jest on obecnie najwybitniejszym specjalista zajmujacym sie matematycznym

ujeciem tej dziedziny.

Krétka historia kart do gry

Historia kart do gry siega okolo osmiu wiekéw
wstecz. Karty swéj rodowdd, uchwytny dla badaczy,
wywodza z Dalekiego Wschodu. Zaréwno wzmianki
podréznikow, jak i zachowane egzemplarze kart

z XII wieku, wskazuja, ze sa one wytworem kunsztu
chinskich i koreanskich artystéw. Przypuszcza sie,

ze pomyst stworzenia kart zostal zaczerpniety z gry
w szachy. Karty byly bowiem pierwotnie dwukolorowe
i miaty by¢ odzwierciedleniem figur szachowych.
Poézniejszy podzial na cztery kolory wiaze sie

z legenda, ze karty mialy symbolizowaé¢ podzial roku,
a mianowicie: 4 kolory — 4 kwartaly (4 pory roku),
12 figur — 12 miesiecy, 52 karty — 52 tygodnie.

Dzi$ brak jest zrédlowych danych potwierdzajacych
lub zaprzeczajacych tym hipotezom. Nie wiadomo
tez, jakie reguly obowiazywaly przy rozgrywkach
wynalazcow i tych, dla ktérych ten rodzaj zabawy
wynaleziono.

Wraz z wyprawami kupieckimi i podbojami
zbrojnymi karty przenikaja do Indii, a nastepnie

do krajéw Bliskiego Wschodu. W wiekach XIIT-XIV,
z krzyzowcami, karty przywedrowaly do Europy, gdzie
wreszcie znalazty podatny grunt do rozwoju i skad
rozpoczely triumfalny podbdj $wiata.
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Pierwsza historyczna wzmianka o kartach w Polsce
pochodzi z artykutu De Ludorum abstinenta

z roku 1456 i co ciekawe, jest zwieztym zakazem

ich uzywania. Musialy wiec by¢ szeroko znane duzo
wczesniej. Potwierdzaly to coraz czedciej wzmianki
pamietnikarzy, ze znali karty mozni i pospélstwo,

a i na pierwszego kréla karciarza nie musieliémy diugo
czekaé¢ — byt nim Zygmunt Stary.

7 roku 1499 pochodzi pierwsza informacja

o zwiazku kart z matematyka. Jej autorem byt
franciszkanin Tomasz Murner, wedrowny bakalarz,
ktory przemierzal Europe, jezdzac od uniwersytetu
do uniwersytetu, gdzie wyktadat i zdobywat
wiedze. Gdy dotart do Paryza, trafil na wyklad

do Lefevre’a d’Etaplesa, ktéry zauwazyl, ze
starszenstwo masci i figur karcianych latwiej trafia
do zakéw niz formuly i wzory, i na talii kart uczyt
tajnikow matematyki. Pomyst ten tak spodobat

sie Murnerowi, ze opracowal system tlumaczenia
praw logiki za pomoca kart i ruszyl z powrotem

do Krakowa, aby go wyprébowaé. Powodzenie jego
wyktadéw przeszlo najémielsze oczekiwania, méwiono,
ze w miesiac potrafil da¢ shuchaczom wiecej wiedzy
niz inni przez rok. Murner swoja metode opisat



w dziele Chartiludium logices, ktore, niestety,
nie zachowalo si¢ do naszych czaséow, ale znane bylo
jeszcze po stuleciu od wydania.

Tymczasem Europe przetomu XVI-XVII wieku
ogarnia juz prawdziwe karciane szalenstwo, pojawiaja
sie zawodowi szulerzy i kuglarze zyjacy wylacznie

z karcianego rzemiosta. Nie pomagaja surowe kary
wymierzane oszustom ani kolejne zakazy wydawane
przez wladcow. Karty staly sie nieodlacznym
atrybutem zjazdow szlacheckich, wypraw kupieckich

i wojennych. A przyklad szedt z géry, kolejni polscy
krélowie, Henryk Walezy i Zygmunt III Waza uznani
byli za namigtnych hazardzistow.

Wiek XVII przyniost nowa jako$é¢ w historii

kart. Zaczely bowiem pojawiaé sie, oprécz gier
czysto hazardowych, gry logiczne i kombinacyjne.
Natomiast ksztalt graficzny kart poszedt w kierunku
niezwiazanym z istota gry. Od potowy XIX wieku

w grach karcianych szala zaczela sie zdecydowanie
przechylaé¢ na korzysé gier koncepcyjnych. Triumfy
w Europie swiecil wist, potem pojawil sie preferans,
a nastepnie wint — bezposredni przodek dzisiejszego
brydza. Ta ostatnia gra podbila swiat, trafila

do akademii i uniwersytetow, jej teoriag zajmuja sie
stawy naukowe, stata sie sportem, pasja milionéw

i lukratywnym zawodem dla tysiecy.

Dzi$, na poczatku XXI wieku, gdy wynaleziono

tyle ,ztodziei czasu”, jak telewizja, komputery,
motoryzacja, mozna by wysnué¢ wniosek, ze karty
stracity racje bytu. Jednakze obserwujemy zjawisko
odwrotne, karty zyskuja coraz wieksza popularnosé
i to szczegblnie wsrod mlodziezy. Na podstawie ich
dotychczasowej historii wydaje sie, ze nasze wnuki
roéwniez beda zasiada¢ do stolu, aby wzia¢ do reki
plik zadrukowanych kartonikéw i oddaé sie rozrywce
pradziadkéw.

Tasowania doskonale

dwa uktady:

1,6,2,7,3,8,4,9,5,10  lub

Na poczatek zajmiemy sie pewnym szczegélnym rodzajem tasowania, zwanym
umownie doskonatym. Dzielimy poczatkowo talie w potowie na dwie réwne
kupki, a nastepnie splatamy je, upuszczajac pojedynczo spodnie karty,

na przemian, raz z jednej, raz z drugiej kupki. Wezmy, na przyklad, mata
talie zlozona z dziesieciu kart jednego koloru, od asa do dziesiatki, utozona
poczatkowo w kolejnosci

AA, A2, 43, ... K10,

(asa czesto traktujemy jako 1). W wyniku tasowania doskonalego mozliwe sa

6,1,7,2,8,3,9,4, 10,5,

w zaleznosci od tego, z ktérej kupki pochodzila pierwsza upuszczona karta.
Z powodu miejsca, w jakim znalazl si¢ as, pierwsze tasowanie nazywamy
zewnetrznym, a drugie wewnetrznym.

Na pozér wydaje sie, ze wielokrotne powtarzanie

tej operacji skutecznie pomiesza karty w talii.

Nic bardziej mylnego! Po wykonaniu pigciu nastepnych
tasowan zewnetrznych nasza dziesiecioelementowa
talia powrdci do pierwotnej kolejnosci. Mozemy wiec
uzyskaé¢ w ten sposob jedynie 6 réznych uktadéw na
10! = 3628 800 wszystkich mozliwych:

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10
1,6,2,7,3,8,4,9,5,10
1,8,6,4,2,9,7,5,3,10
1,9,8,7,6,5,4,3,2,10
1,5,9,4,8,3,7,2,6,10
1,3,5,7,9,2,4,6,8,10.

A jak bedzie w przypadku prawdziwej talii
sktadajacej sie z 52 kart? Jak wiele réznych ukladéw
mozemy otrzymacé, tasujac sposobem zewnetrznym?
Tym razem przeprowadzenie eksperymentu moze by¢
nieco klopotliwe, ale od czego jest matematyka.
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Oczywistym narzedziem do rozwiazania tego problemu
sa permutacje. Dla dowolnej liczby naturalnej n
rozwazmy wiec talie skltadajaca sie z 2n kart,
oznaczonych tym razem liczbami

0,1,2,....2n — 1.
Tasowanie doskonale zewnetrzne mozemy zapisac
réwniez, nieco inaczej niz poprzednio, jako
permutacje p tych liczb, w ktérej p(i) = j oznacza,
ze karta z numerem ¢ znajduje sie na miejscu j.
W tradycyjnym zapisie dwurzedowym

:(O 12 ... n—1 nn+1...2n—2 2n—1)
024 ...2n—-2 1 3 . 2n—3 2n—1

Nietrudno dostrzec prosta regule okreslajaca miejsce
zajmowane przez i-ta karte:

p(i) = 2i mod(2n — 1).
W naszym poprzednim przykladzie mamy n = 5 oraz

:(0123456789)
0246813579/



Zatem, aby wyznaczy¢ liczbe tasowan, po ktérych
talia wréci do pierwotnej kolejnosci, a zarazem liczbe
roznych mozliwych uktadow, wystarczy znalezé
najmniejsza liczbe k, taka ze k-krotne zlozenie
funkcji p bedzie identycznodcia, co jest réwnoznaczne
z warunkiem

2k =i mod(2n — 1)
dlai=0,1,...,2n — 1. OczywiScie wystarczy, aby
powyzsza kongruencja zachodzita dla ¢ = 1, tak wiec
k jest najmniejsza liczba spetniajaca warunek

2F =1 mod(2n — 1).
Stosujac ten wzor dla talii zlozonej z 52 kart,
dostajemy k = 8, co jest szokujaco niska liczba, tym
bardziej ze wszystkich permutacji jest teraz 52!.

Co sig¢ tyczy tasowania wewnetrznego 2n kart, to
wystarczy zauwazy¢, ze jest ono tym samym

co tasowanie zewnetrzne 2n + 2 kart z dotaczona karta
pierwsza i ostatnia. Wobec tego prostego faktu liczba
mozliwych uktadéw przy wielokrotnym tasowaniu
wewnetrznym jest okreslona warunkiem

2% =1 mod(2n + 1).
Na przyktad, dla 10 kart dostajemy k& = 10,
a w przypadku tradycyjnej talii otrzymujemy k = 52,
co rOwniez nie jest zbyt imponujace.

Tak czy inaczej wida¢ z tego jasno, ze posiadanie
umiejetnosci doskonalego tasowania pozwala na niemal
catkowita kontrole nad rozktadem kart w talii.

Dlatego strzezmy sie perfekcyjnie tasujacych graczy!
Podobno wspomniany juz wczesniej ex-iluzjonista
Persi Diaconis potrafi wykona¢ 8 doskonatych tasowan
7z rzedu!

52! =80658175170943 878 571 660 636 856 403 766 975 289 505 440 883 277 824 000 000 000 000.

Grupy tasowan binarnych

Grupa to zbiér X wraz z wyréznionym Skoro powtarzanie w kéltko tego samego rodzaju tasowania, zewnetrznego czy

elementem e € X oraz dodawaniem
spelniajgcym warunki:

) (+y)t+z=z+y+2)
dla kazdego z,y,z € X,

2) z+e=et+z=ux

wewnetrznego, nie jest zbyt owocne, to moze wykonywanie ich na zmiane,
w dowolnej kolejnosci, przyniesie wigkszg liczbe réznych ukladéw. A moze nawet
uzyskamy kazda permutacje talii kart w wyniku ich odpowiedniej kombinacji?

W tym miejscu warto skorzystaé z jezyka algebry, aby precyzyjniej
dla kazdego = € X, sformutowaé problem. Przypomnijmy, ze zbior S,, wszystkich permutacji zbioru

3)  dla kazdego x € X istnieje element 70 elementowego tworzy grupe ze wzgledu na skladanie permutacji. Ponadto,
odwrotny ', taki, ze
er:c':x’Jr:n:e.

kazdy podzbiér G C S, ktéry wraz z dowolnymi elementami p i ¢ zawiera ich
zlozenie, jest podgrupg w S,. Interesujacym nas obiektem jest wiec najmniejsza

podgrupa grupy Sa,, zawierajaca permutacje z i w, czyli tasowanie zewnetrzne
i wewnetrzne. Podgrupe te oznaczamy symbolem Gz 2, i nazywamy grupg
tasowan doskonalych binarnych. Uzywajac jeszcze innych stéw, Gg oy, jest
podgrupa grupy Sa, generowang przez permutacje z i w.

Grupy G322, zostaly doszczetnie zbadane juz na poczatku lat 80. ubiegtego
wieku. Znamy nie tylko rzad (liczbe elementéw) kazdej z tych grup,

ale i doktadna strukture. Wyczynu tego dokonato trio w sktadzie: Persi Diaconis,
Ronald Graham i William Kantor. Z uwagi na zaawansowang terminologie

nie przedstawimy tu owej kompletnej klasyfikacji ze wszystkimi szczegdtami.
Przytoczymy jedynie kilka prostych faktow.

Kluczowym okazalo sie spostrzezenie pewnej wspolnej wlasnosci wszystkich
grup Ga op, zwanej symetrig srodkowg, ktéra wyjasnimy na przyktadzie. Wezmy
10 kart, tym razem w dwéch kolorach, po 5 w kazdym kolorze i utézmy je
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w nastepujacy sposdb:

AL, A2 A3, AL A5 | 95,94 93 92 9]
Zobaczmy, jaki bedzie uklad talii po jednokrotnym przetasowaniu:
AL, 95 A2 V1 A3 | 93, 64,92 &5 91
V5, 01,94 42,93 | 43,92, &4, V1 &5
Widaé, ze dowolna para kart {#i, ®i} nadal jest polozona symetrycznie

wzgledem érodka talii. Wynika stad, ze elementami grupy Gs 2, moga by¢
jedynie permutacje srodkowosymetryczne, zachowujace symetryczne polozenie



wzgledem $rodka kazdej pary. Oznaczajac grupe wszystkich permutacji
srodkowosymetrycznych przez B,,, mozemy wiec powiedzieé, ze

Rzad grupy skonczonej to liczba
elementéw grupy.

G2,2n g Bn C SQn-

Rzad grupy B,, mozna latwo obliczy¢, wynosi on 2"n!. Oczywiscie, grupa G2 25,
nie musi zawieraé¢ wszystkich permutacji $rodkowosymetrycznych, ale w zadnym

razie jej rzad nie moze przekroczy¢ liczby 2™n!l.

Klasyfikacja grup Gg 25, podana w pracy Diaconisa, Grahama i Kantora,

wyroznia b nieskonczonych klas, w zaleznosci od reszty z dzielenia przez 4

Ve “% liczby n i tego, czy 2n jest potega liczby 2, oraz dwa przypadki patologiczne:
% n =61 n = 12. Tak sie sklada, ze réwnoé¢ Gz 2, = B,, ma miejsce dokladnie
{ wtedy, gdy n = 2 (mod4) i n # 6, co obejmuje przypadek prawdziwej talii kart.
“% Liczba wszystkich mozliwych uktadéw jest teraz ogromna, wynosi bowiem

E 22626 = 27064 431 817 106 664 380 040 216 576 000 000.

Weigz jednak stanowi znikomy, bo wynoszacy zaledwie 3,3554 x 10734, utamek
wszystkich mozliwych uktadéw.

Tasowania potegowe

Jak to zwykle bywa, cala historia wcale sie na tym
nie konczy. Mozna przeciez p6jéé¢ dalej i rozwazaé
tasowania doskonale z poczatkowym podziatem

talii na dowolna liczbe k kupek, przy podobnym jak
poprzednio zaltozeniu o podzielnosci liczby wszystkich
kart przez k. Tasowanie przebiega podobnie jak
poprzednio, najpierw ustalamy kolejnosé kupek,

a potem upuszczamy w tej kolejnosci po jednej

karcie z kazdej kupki. Oto przebieg jednego z szesciu
mozliwych tasowan doskonatych 12 kart, przy k = 3.

&2 92 A2
&3 93 A3
&l 94 M4
&5 V5 A5.

1. Podzial na 3 kupki:

V2 A2 &2
V3 A3 &3
Vi B4 4
V5 A5 &5

2. Permutacja kupek:

V92
'Y
&2
¥3
a3
3. Tasowanie: &3
V¥4
' Y1
[ ¥

a>
&5 .

Nawet dla k = 3 praktyczne wykonanie tej czynnosci
jest raczej trudne, z uwagi na brak trzeciej reki,

ale przeciez dla uzyskania potasowanej talii réwnie
dobrze mozna $ciggaé karty z kupek w kolejnosci
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odwrotnej do kolejnosci upuszczania. Mozliwych jest
zatem k! réznych tasowan doskonalych, ktére moga
by¢ wielokrotnie ze soba przeplatane. W ten sposéb
otrzymamy, dla kazdego k > 3, cala plejade nowych
grup Gy in, z ktérych kazda jest generowana przez k!
permutacji zbioru {1,2,...,kn}.

Szczegdblnie interesujaca jest sytuacja, gdy liczba
kart w talii jest potega liczby kupek. Na poczatek
przypomnijmy znang karciana sztuczke, polegajaca
na odgadywaniu pomyslanej karty. Prosimy widza,
aby z talii ztozonej z 27 kart wybral i zapamigtal
jedna. Rozkladamy nastepnie karty w trzech
kolumnach i pytamy, w ktérej z nich znajduje

sie pomyslana karta. Sktadamy karty, tak aby
kolumna ta znalazta sie w $rodku i ponawiamy
cala operacje. Po trzecim zlozeniu kart nie patrzac
w talie, wyciagamy z niej jedna karte i pokazujemy
ja zdumionemu widzowi, ktéry, nie mogac wyjsé

z podziwu, stwierdza, ze wlasnie te karte wybral
na poczatku.

Sztuczka ta jest znana od dawna, a juz w roku 1813
M. Gergonne podal jej matematyczny opis i to

w uogoélnionym przypadku, gdy talia ztozona jest

z m'™ kart. Sekret tej sztuczki opiera sie na ciekawych
wlasnosciach grupy tasowan Gy, ;= . Proponujemy
Czytelnikowi wykonanie eksperymentu na talii 27 kart,
zlozonej z trzech koloréow od asa do dziewiatki.
Umozliwi to rozpoznanie struktury grupy Gs 27

i ewentualne odkrycie ogdlnej prawidtowosci.

Grupami Gy, jm zajal sie po raz pierwszy student
politechniki w Kalifornii, Steve Medvedoff w swojej
pracy magisterskiej. Jego gléwnym rezultatem bylo
wyliczenie rzedu tej grupy, a wynosi on m(k!)™.

Gdy jednak przedstawil swoja prace promotorowi,
Kentowi Morrisonowi, obaj postanowili zajaé sie tym
problemem doglebniej i dokladnie zbadaé strukture
tych grup. Ustalili oni, ze grupa G, 1= jest iloczynem
polprostym grupy Sk X Sk X ... X Sk (m czynnikéw)



przez grupe cykliczna Z,,, co w zwartym zapisie ma

postag:
Gk,km = (Sk)m [ Zm.

W tym miejscu przepraszamy Czytelnikéw za te
odrobine przerazajacego formalizmu, ale nie zawsze
uda sie w Judzkim” jezyku wyrazi¢ wszystkie
subtelnosci matematycznej struktury. Niemniej jednak
mozemy wyobrazaé sobie elementy grupy G, im jako
m-wyrazowe ciagi permutacji z grupy Sy pokolorowane
liczbami 0,1, ..., m — 1. Dzialanie za$ polega,

z grubsza, na sktadaniu permutacji znajdujacych sie
na tych samych wspélrzednych (po wezesniejszym
cyklicznym przesunigciu wspélrzednych drugiego
ciagu, odpowiadajacym pokolorowaniu), wraz

z jednoczesna zmiang kolorow wedtug reguty

modulo m. Na przyktad, jezeli a = (p1, p2, p3; 1)
ib=(q1,q2,qs;2) sa elementami grupy Gs o7, to

aob=(p1oqz,p204q3,p3°4qi;0),

poniewaz 1 + 2 = 0 modulo 3, a wspolrzedne ciagu b
zostaly, ze wzgledu na jego kolor, przesuniete
cyklicznie o 2.

Pomimo sukcesu w rozpoznaniu struktury grup
tasowan potegowych o ogdélnym przypadku grup G kn
niewiele wiadomo. Nawet dla k = 3 istnieje jedynie
hipoteza, wedle ktorej mozliwe sg tylko trzy
nastepujace sytuacje.

Hipoteza. Klasyfikacja grup Gs s, obejmuje trzy
nastepugjgoce klasy:

(1) G335, = Asp, jesli n jest wielokrotnoscig 4
(Asy, oznacza podgrupe permutacji parzystych,
ktorej rzqd jest rowny polowie liczby wszystkich
permutacyi).

(2) G335, = Ssp, jesli n nie jest wielokrotnoscig 4 ani
potegq 3.
(3) G330 = (S3)™ <1 Zs, gdy n = 3™ (to zostalo

udowodnione).

Hipoteza ta byla oczywiscie weryfikowana za pomoca
komputera, ale jak dotad nie natrafiono na zaden
kontrprzyktad. Mozna, na przyktad, sprawdzié, ze

w grupie G321 wystapia wszystkie mozliwe permutacje
21 kart. Wreszcie, mozna pusci¢ wodze fantazji

i postawié¢ szereg podobnych hipotez dla kolejnych
wartosci k. Szczegdlnie interesujaca wydaje sie jednak
kwestia, dla jakich n, przy ustalonym k, grupa G kn
jest pelna grupa permutacji Sk, .

W tym miejscu przerwiemy nasza dyskusje

o tasowaniach doskonatych, ktéra niepostrzezenie
oderwala si¢ od realnego $wiata, w ktérym talie
o wigkszej niz 52 liczbie kart nie istnieja i pewnie
nigdy nie beda istnialy.

i Zadania

Redaguje Ewa CZUCHRY

Prészynski 1 S-ka.

F 577. Mamy cztery jednakowe cienkie plyty
przewodzace, polozone tak jak na rysunku 1. Pole
powierzchni kazdej plyty wynosi S, a odlegltosé¢ miedzy
dwiema sasiednimi jest rowna d. Skrajne powierzchnie
zostaly polaczone przewodnikiem. Znalez¢é pojemnosé
uktadu srodkowych dwoch plyt.

Rozwigzanie na str. 1

d

/\'A
d
d 5

Rys. 1

F 578. Do duzej metalowej powierzchni zblizono
réwnolegle dwa male plaskie kawalki metalu o polach
powierzchni Sy i1 S, znajdujace sie¢ w odleglosci
odpowiednio d; i dz od plaszczyzny przewodzacej.
Jaka jest pojemnos¢ powstalego w ten sposéb
kondensatora, ktorego koncéwki znajduja sie w dwoch
dowolnych punktach powierzchni lub ptytek? Plytki
znajduja si¢ wzajemnie odpowiednio daleko, a ich
odlegtosci od metalowej powierzchni d; i ds sa duzo
mniejsze od ich rozmiarow.

Rozwiazanie na str. 1
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Nieustajacy konkurs Wirtualnego Wszech$wiata i Delty!

Rozwigz wrzesniowe (tak, wrzesniowe) zadanie z myszka i wygraj ksiazke z Wydawnictwa

Wigcej informacji: http://www.wiw.pl/delta/konkurs

Redaguje Mikolaj ROTKIEWICZ

M 997. Na kazdym polu tablicy 5 x 7 stoi pionek.
Czy mozliwe jest takie ponowne ustawienie

pionkéw, by kazdy z nich zajmowal pole sasiadujace

7 zajmowanym pierwotnie? Pola nazywamy
sasiadujacymi, jeéli maja dokladnie jeden bok wspdlny.
Rozwigzanie na str. 4

M 998. Z kostki Rubika wypadt klocek na $rodku
krawedzi (rys. 2). Klocek dawal sie wlozy¢ ponownie,
ale tylko odwrotng strona. Czy taka kostke Rubika
da sie utozy¢?

Rozwigzanie na str. 2

Rys. 2 Rys. 3

M 999. Klocek na srodku krawedzi udalo sie

w koncu wlozy¢ wlasciwa strona, ale przy okazji
wypadl klocek naroznikowy (rys. 3). Niestety nie
pamietamy, jak byl on potozony. Jak na podstawie
polozenia pozostalych klockéw rozstrzygnaé, ktéra
strong nalezy go wlozy¢ ?

Rozwiazanie na str. 3



Klub 44

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 328 (WT = 1,36) i 329 (WT = 2,98),
z numeru 12/2001

Jacek Piotrowski — Razeszéw 46,56
Andrzej Nowogrodzki — Chocianéw 42,62
Aleksander Surma — Myszkéw 39,95
Tomasz Wietecha — Tarnéw 39,24
Marek Wojcicki — Szczecin 33,69
Marian Lupiezowiec — Gliwice 16,71

Po dlugiej przerwie przybyl nowy cztonek
Klubu 44 F — p. Jacek Piotrowski.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiagzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 4/2002
Redagugje Jerzy B. BROJAN
Przypominamy tres¢ zadan:

336. Szescian o boku a lezy na dwéch réwnoleglych i znajdujacych si¢ na tej samej wysokosci
poziomych pretach odleglych wzajemnie takze o a. W jakim zakresie katéw o (zob. rys. 1) szescian
moze by¢ w réwnowadze, jesli wspétczynnik tarcia miedzy pretami a szeScianem jest rowny p = 0,27

337. Magnes wytwarza w przestrzeni miedzy wewnetrznym walcem (biegunem N) a zewnegtrzng
powloka walcowa (biegunem S) radialne pole magnetyczne (rys. 2), ktérego indukcja w odleglosci a
od osi walca wynosi B,; warto$¢ ta jest niezalezna od wspoélrzednej pionowej. Linie pola zamykaja
si¢ od dotu (tzn. w zewnetrznej powloce biegna w dél, a dalej do wewnatrz i wzdluz wewnegtrznego
walca do géry). Jesli w przestrzeni migdzy biegunami spada swobodnie pieréciefi o wewnetrznym
promieniu a i zewnetrznym b oraz grubosci d, wykonany z niemagnetycznego metalu o gestosci p

336. Oznaczmy
sity reakcji
dzialajace

na szeécian

ze strony pretéw
przez Ri i Ro,

a sity tarcia —
przez T1 1 T (zob. rys. 1). Zwroty sil tarcia zostaly
wybrane tak, aby ,sprzeciwialy si¢” one powrotowi
szescianu do polozenia rownowagi, w ktérym o = 45°.
Warunkiem réwnowagi szescianu jest spelnienie
réwnan

ai

Rys. 1

Rosina+ Ty sina + Th cosa = Ry cos a,

Ty +TQg = RQ(G2 - g) +R1(g - al)-
Nalezy tu podstawié

a1 =asina, as =acosa, Ty < puRy, To < pRo.
Po przeksztalceniach dochodzimy do wniosku, ze dla
sit réznych od zera powyzsze rownania beda spelnione,
jesli
(1 + p%)(cos o — sin @) + 2 sin 2a > 2 cos 2a.

Dalsza analiza prawdopodobnie musi juz opieraé sie
na obliczeniach numerycznych. Dla p = 0,2 dozwolony
zakres katéw a to przedzial od 36,2° do 45°. Do tego
nalezy, oczywiscie, dodaé¢ symetryczny przedzial

od 45° do 53,8° (wtedy sily tarcia mialyby przeciwne
zZwroty).

337. Gdy pierscien opada o dh, strumien pola
obejmowanego przez dowolny okrag w tym pierscieniu
zmienia sie o

d® = B, - 2ma -dh,
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i przewodnictwie wlasciwym o, to jaka predkosc osiggnie po dlugim czasie?
Wariant nieco latwiejszy: rozwazy¢ cienki pierscien, tzn. b niewiele wigksze od a.

zatem SEM indukcji
w kazdym takim okregu
wynosi

& =2mwavB,.

Rozwazmy fragment
pierscienia zawarty pomiedzy
promieniami r i r + dr.

Opor tego fragmentu wynosi Rys. 2

R = 27r/(dodr),

czyli poplynie przez niego prad o natezeniu
€
dI = = advo Bydr /T,

a sila dzialajaca na taki przewodnik w radialnym
polu magnetycznym bedzie zgodnie z reguta Lenza
skierowana do géry i rowna

dF =dI - 2nrB,

gdzie B = B,a/r (wedlug prawa Gaussa radialne pole
maleje ze wzrostem odleglosci r od osi jak 1/r). Zatem

dF = 2ra*dvoB2dr/r,
co po scatkowaniu daje

F = 2ra*dvoB? In(b/a).
Te site przyrownamy teraz do cigzaru pierécienia

P = 7(b* — a*)dpg,

skad ostatecznie wyznaczamy
(b°/a® — 1)og
20B21n(b/a)’
co dla b niewiele wigkszych od a sprowadza sie do

=%
oB2’



Klub 44

VE1-44

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan

zadaii 431 (WT = 1,95) i 432 (WT = 1,64),

z numeru 12/2001

Jacek Klisowski — Lublin 41,57
Tomasz Rawlik — Braunschweig 36,38

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 4/2002
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tre$¢ zadan:

439. Rozwazamy graf skierowany o skoniczonym zbiorze wierzcholkéw V. Kazde dwa rézne punkty
(wierzcholki) vi,ve € V laczy co najwyzej jedna z dwéch zorientowanych krawedzi: v1 — vo lub
vy — v1. Punkt w jest ostqgalny z punktu v, jesli startujac z v mozna dotrze¢ do w idac wzdluz
krawedzi grafu zgodnie z ich orientacjg. Zbiér Z C V jest docelowy, gdy spelnia warunki:

(i) z kazdego punktu v € V jest osiggalny pewien punkt z € Z;

(ii) z zadnego punktu z € Z nie jest osiagalny zaden inny punkt 2’ € Z.

Udowodnié, ze wszystkie zbiory docelowe sg réwnoliczne.

440. Wyznaczy¢ najwieksza warto$é, jaka moze mieé¢ suma pol dwéch kot bez wspdlnych punktéw
wewnetrznych, umieszczonych w kwadracie o boku dlugosci 1.

439. Napis v — w bedzie oznaczal, ze punkt w jest osiagalny z punktu v.
Niech Y i Z beda dwoma réznymi zbiorami docelowymi. Wykazemy nastepujace

dwie wlasnosci:

(1) jezeli yeY,z€ Z, z—ry, to y—>z;

(2) jezeli y,yo €Y,z € Z,z—>y1,2—> Y2, to y1 = ya.
Przyjmijmy przestanki zdania (1). Z punktu y jest osiagalny pewien punkt
z' € Z (warunek (i) z tredci zadania): y — z’. Z przechodniodci relacji —

wynika, ze z —> 2’. Zatem z = 2z’ na mocy warunku (ii), wiec y —> z.

Przyjmijmy teraz przestanki zdania (2). Z wlasnosci (1) wynika, ze y3 —> z;

stad (wobec z —> yo) wnosimy, ze y1 —> y2 1 z warunku (ii) y1 = yo.
Wtasnoscei (1) 1 (2) zostaly wykazane. Warunek (i) gwarantuje, ze

(3) VyeY dzeZ:y—>rz oraz VzeZdyeY: z—ry.
Wiasnosci (1), (2) i (3) pokazuja, ze laczac kazdy punkt z € Z w pare z jedynym

punktem y € Y speliajacym réwnowazne warunki z —> y, y —»> z, otrzymujemy
bijekcje miedzy zbiorami Z i Y. Zatem zbiory Y i Z sa rownoliczne.

440. Zalbézmy, ze koto o srodku P i promieniu x oraz koto o srodku @
i promieniu y leza w kwadracie jednostkowym i nie maja wspolnych punktow
wewnetrznych. Prosta PQ tworzy kat o < 45° z ktéras para réwnoleglych bokow
kwadratu. Niech P’ i Q" beda rzutami prostokatnymi punktéw P i @ na jeden
7z tych bokéw; oznaczmy jego konice przez A (blizej punktu P’) i B (blizej Q).
Mamy nieréwnosci

L= [AP/|+[P'Q|+|Q'B| > v + (vty)cosa+y > (1 +y)(1 + 3v2);

stad v +y <2 — V2.
Mozna przyjaé, ze x > y. Jezeliz —y < V2 — 1, to
2(2* +y°) = (x+y)* + (2 - y)* <

<@2-v2) '+ (vV2-1)"=9-6v2,

9
czyli 22 + 9% < 5 —3V2.
Jedlizas x —y > 2 — 1 (wicc y < 2+ 1 — /2), to takze

z2+y2<z2+(z+1—\/§)2<
1\? /1 2 9
< (= S+1-V2 ) =2 -3v2
\(2) +<2+ f) 5 3V2

W kazdym przypadku suma pél obu kol nie przekracza
(% — 3\/5)7r. Jest to szukane maksimum, bowiem dla
a =45° oraz © = %, Yy = % — /2 wszystkie napisane
nieréwnosci staja sie rownosciami; odpowiada to

sytuacji, gdy wieksze kolo jest wpisane w kwadrat,
a mniejsze jest styczne do wiekszego i do dwbch bokdéw
kwadratu.
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Patrz w niebo

Najbardziej spektakularnym widowiskiem, jakie moze urzadzi¢ zwykla gwiazda,
jest konczaca jej zycie eksplozja, znana jako zjawisko supernowej. Tak konczy sie
ewolucja dostatecznie masywnych gwiazd, z ktérych lzejsze zapewne detonuja
w calosci (SN I typu), w masywniejszych zas zapada sie jadro (tworzac gwiazde
neutronowa), a rozprasza si¢ reszta gwiazdy (SN II typu). W kazdym razie
zjawisku temu towarzyszy wydzielenie sie co najmniej 10** J (energii

we wszystkich mozliwych postaciach) w czasie kilku dni, co odpowiada mocy
przekraczajacej miliard razy moc Stonca. Poniewaz masa gwiazdy nie moze
wiele przekraczaé¢ stu mas Stonica, to i moc supernowej ma naturalne gérne
ograniczenie, okreslone przez moc eksplozji tych wlasnie najmasywniejszych
gwiazd.

Tymczasem niedawno odkryto obiekty, ktére nieodparcie zashuguja na nazwe
hipernowych. W niezbyt odleglej galaktyce M101 znaleziono (w zakresie
rentgenowskim dzigki satelicie Rosat) dwa ekspandujace bable materii.

7 pomiaréw tempa rozszerzania si¢ i ocen masy tych babli wynikalo, ze
dysponuja one energia co najmniej o dwa rzedy wielkosci wieksza niz wybuchy
supernowych. Jeden obiekt, lezacy na skraju galaktyki i majacy nawet wtasny
numer katalogowy NGC 5471B, liczy 30 000 lat. Wiek drugiego, polozonego
wewnatrz galaktyki, oceniono na okolo miliona lat, a sama mechaniczng energie
jego ekspansji na 3 x 10%6 J. Wprawdzie resztki podobnych babli znane sa

od dawna zaréwno w naszej Galaktyce, jak 1 w innych, jednak domniemane
pozostalosci po hipernowych w M101 sa stosunkowo male i mlode, przez

co ich parametry jest znacznie latwiej oceni¢. Nie wiadomo, czy obiekty te

sg skutkiem jakiego$ pojedynczego kataklizmu czy serii wybuchéw ciasno
zgrupowanych masywnych gwiazd. Skoro nie ma gwiazd dowolnie masywnych,
to musialaby to by¢ seria wybuchdw, ale wtedy co$ dziwnego powinno te
wybuchy synchronizowa¢. Wysunieto wiec hipoteze, ze jezeli bardzo masywna
gwiazda zapada sie, tworzac szybko rotujaca czarng dziure z silnym polem
magnetycznym, to wlasnie owo pole moze przyczynié¢ sie do przekazania energii
ruchu obrotowego od czarnej dziury do resztek zapadajacej sie gwiazdy. Proces
ten moze jakoby trwaé krocej niz minute, energia grawitacyjna wraz z energia
rotacji wyzwala sie wiec z ogromna moca, a towarzyszacy temu btysk twardego
promieniowania méglby ponadto by¢ — wedlug entuzjastow tego dosé zawitego
scenariusza — owym ,,blyskiem gamma”, ktére to blyski czesto sie obserwuje,

a ktorych natura do dzi$ nie jest do konca wyjasniona.

Tomasz KWAST
Sierpien
Skorpion, widoczny w sierpniowe wieczory nisko w nim orbita Ziemi). Ma goraca gwiazde za
na poludniowym zachodzie, lezy wprawdzie cze$ciowo towarzysza, co mozna dostrzec za pomoca nieduzej
poza Droga Mleczna, ale na jego granicy ze Strzelcem lunetki. Catly uklad znajduje si¢ w odlegtosci 130 pc.

znajduje si¢ centrum naszej Galaktyki, a wiec obszar
nieba bardzo gesto wypelniony gwiazdami. Z naszej
szerokosci geograficznej widaé tylko pdinocna

czesé Skorpiona, mozna przy tym zobaczy¢ jego
najjasniejsza gwiazde, Antaresa. Jest to jedna

z najchlodniejszych gwiazd widocznych golym okiem
na calym niebie, a zapewne najchtodniejsza widoczna
w sierpniowy wieczor. Jest typu widmowego M1 i ma
temperature okoto 3500 K, przez co jest wyraznie
czerwona; kazdy metr kwadratowy jej powierzchni
emituje 0,13 tej energii, jaka emituje jednostka
powierzchni Stonca. Niemniej jednak Antares Swieci

z mocg 10 000 razy przekraczajaca moc Stonca,

jest bowiem nadolbrzymem o rozmiarach 300 razy
wigkszych od rozmiaréw Sltonica (zmiescilaby sie T. K.

Wenus jest w Pannie i §wieci wieczorami na zachodnim
niebie. 22 VIII znajdzie si¢ w najwiekszej katowej
odlegtosci od Stonica. Mars jest w Lwie i nie wida¢ go,
bo jest za Stoncem. Koto péinocy wschodzi Saturn
znajdujacy sie na granicy Byka i Blizniat, a nad
ranem Jowisz znajdujacy sie w Raku, a wiec jeszcze
doé¢ blisko Stonica. Zaréwno Uran, jak i Neptun

maja w sierpniu opozycje, czyli obie te planety
widoczne sa w zasadzie przez cala noc — niestety tylko
za pomocy przyrzadéw optycznych (w kazdym razie
Neptun) i w ogdle nielatwo odréznié je od gwiazd.
Now Ksiezyca wypada 8 VIII, a petnia 22 VIII.
Zadnych efektownych zakryé w sierpniu nie bedzie.
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Najbardziej imponujace jest rozwiazanie, ktére odkryt
w 2000 roku Scott I. Chase, a ktére zawiera tylko osiem
6smych poteg:
(8.3.5) 966° + 539° + 81°% =
= 954% 4 725% + 481% + 310° + 158°.

A oto réznego typu rozwigzania uzywajace dziewieciu
6smych poteg:
(8.2.7) 1303% +1127% =

= 1334° 4 976° + 648° + 623° + 516° + 401° + 272°

(8.1.8) 1409® =
= 13245 + 1190% + 1088 + 748% + 524 4 478% + 223% + 908

(8.4.5) 2218 4 108% + 94% + 94® =
= 195% + 1948 + 188% + 126° + 38%.

Podajemy tez préobke réwnan spetnionych dla kilku
wyktadnikéw:

313™ + 301™ + 188™ + 100™ + 99™ =
= 308" + 307" + 180™ + 131" + 71"
dlan =2,4,6,8,
515™ + 452™ 4 366™ + 189™ + 103" =
= 508" + 471" + 331" + 245™ 4 18"
dlan =2,4,6,8,
36" + 31" + 30" + 17"+ 7"+ 1" =
35" 4+ 34" 4+ 27" + 19" + 4™ + 3"
dlan=1,2,4,6,8,
501™ 4 447" + 443™ 4 321" + 283" 4 169" + 159" + 77" =
= 491" 4 481" + 399" 4 363" + 237" 4 213" + 137" 4+ 79"
dlan=1,2,3,4,5,6,8,
198™ + 174™ + 168" + 115" + 112" + 65" +41" + 17" + 1" =
= 197" + 181" + 157" + 133™ + 86™ + 83" + 30™ + 24"
dlan=1,2,3,4,5,6,7,8,
348"+ 322"+ 306"+ 224" + 182" 4 111"+ 55" + 13"+ 5" =
= 343" + 335" + 293" + 237" + 166™ + 124™ 4 42" + 26"
dlan=1,2,3,4,5,6,7,8.

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (31)

Liczba pierwszg Mersenne’a nazywamy kazda

liczbe pierwsza postaci 2P — 1. Liczbami pierwszymi
Mersenne’a sa, na przyklad, 31 i 127 (31. liczba pierwsza),
dlatego tez MNO 31 jest wlasnie poswiecone liczbom
Mersenne’a. Dotychczas znanych jest 38 liczb pierwszych
Mersenne’a i do dzi$ nie wiadomo byto, czy jest ich
skonczenie wiele. Do dzis, bo ponizej przedstawiamy
twierdzenie, ktore te kwestie ostatecznie rozstrzyga.

Twierdzenie. Wéréd liczb Mersenne’a jest skonczenie
wiele liczb pierwszych.

Twierdzenie wynika w oczywisty sposéb z nastepujacego
lematu.

Lemat 1. Zbiér wszystkich liczb pierwszych jest
skonczony.

Lemat 1 jest prosta konsekwencja nastepujacego faktu.
Lemat 2. Liczb naturalnych (catkowitych dodatnich) jest
skonczenie wiele.

Dowdéd. W zbiorze N wszystkich liczb naturalnych
wyréznijmy wszystkie te liczby, ktére mozna zdefiniowaé
w jednej linijce. Nie bedziemy wymieniaé¢ tu wszystkich
regut, ktére wolno stosowacé przy takim definiowaniu,
okreslimy je w zarysie, rozumiejac, ze potrzebne szczegdly
mozna sobie doprecyzowaé. Linijka sklada si¢ z maksimum
80 znakéw (liter, spacji, powszechnie stosowanych symboli
matematycznych — to tez wymaga doprecyzowania, ktore
symbole sa dopuszczalne). Linijka tekstu definiuje liczbe,
jesli daje sie ja jednoznacznie zinterpretowaé jako liczbe
zapisana za pomocy symboli matematycznych i tekstu

w jezyku polskim i angielskim, z mozliwymi odsytaczami
do istniejacych w literaturze liczb lub definicji.

Tak wiec poprawnymi definicjami w jednej linijce
liczby 6 sa np.:

szesé

SiT

24+2+2

2-3

6

nagmniejsza liczba doskonala

(1+2)!

liczba miesiecy w pdtroczu.

Nie sg natomiast definicjami liczb napisy uchybiajace
zasadom ortografii, nawet jesli wiekszo$¢ ludzi domysli sie,
o jaka liczbe chodzi:

szejset siedemnascie

dwa tysigcee czysta dwadziescia piné

liczba podzbioruw zbioru czteroelementowego.

Niech N; oznacza zbiér wszystkich liczb, ktére dadza sie
zdefiniowaé¢ w jednej linijce. Zbior ten jest skonczony, gdyz
linijke tekstu mozna skomponowaé na s+ s + s> + ... 4+ s5°
sposobéw, gdzie s jest liczba znakéw (liter i symboli), ktére
zgodzimy sie mie¢ do dyspozycji. Znakomita wiekszosé
takich napiséw to betkot, ktéry niczego nie definiuje.

A wielokro¢ rézne sensowne napisy definiuja te sama
liczbe.

Niech teraz No = N\ Ny bedzie zbiorem wszystkich liczb
naturalnych, ktére w jednej linijce tekstu zapisaé sie nie
dadza.

Jezeli zbiér Ny jest niepusty, to istnieje w nim liczba
najmniejsza, oznaczmy ja n. Czym jest wowczas liczba n?
Otéz n to

najmniejsza liczba naturalna, ktérej nie mozna zdefiniowaé w jednej linijce

Powyzszy napis jednoznacznie definiuje liczbe n i sktada
sie z 75 znakow, jest wiec definicjg liczby n w jednej
linijce, skad n € N; wbrew zalozeniu, ze n € Np. Bledne
byto wiec przypuszczenie, ze zbiér No jest niepusty.

Zatem Ny = (), skad N =N i w konsekwencji zbiér
wszystkich liczb naturalnych jest skonczony, co konczy
dowdd lematu 2.

Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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Kiedy nalezy si¢ spodziewaé konca swiata?
Sprobujmy ustalié, ile ruchéw potrzeba, by
wykonaé zadanie Brahmy. Jesli nie wiemy jeszcze,
jak sie do tego zabra¢, zacznijmy od prostych
przypadkow. Gdyby na pierwszej igle znajdowat
sie tylko jeden krazek, wystarczylby jeden ruch,
by przetozyé¢ go na druga. Gdyby na pierwszej
igle znajdowaly sie 2 krazki, moglibysmy
przetozyé gérny na trzecia igle, dolny na druga,

a na koniec przetozy¢ mniejszy krazek z trzeciej
na drugg iglte. Razem 1+ 1+ 1 = 3 ruchy. Gdyby
na pierwszej igle byly 3 krazki... Aby przetozyé
na drugg iglte najwigkszy z nich, musimy najpierw
przenies¢ na trzecia iglte pozostate dwa, a to,

jak wiemy, wymaga 3 ruchéw. Po przetozeniu
najwiekszego na wlasciwe miejsce trzeba przenies¢
na te sama igle dwa mniejsze krazki (3 ruchy).
Razem 3+ 1+ 3 =7 ruchéw. A 4 krazki? Juz sie
domys$lamy: 74+ 1+ 7 = 15 ruchéw. A n krazkow?
Jesli R,, oznacza liczbe ruchéw potrzebnych

do prawidlowego przeniesienia n krazkéw, to
mozna przypuszczaé, ze dla n > 1 zachodzi

Maia delld

Wieze Hanoi

Legenda powiada, ze gdy bég Brahma po raz pierwszy poruszyt

czas, umiescil na jednej z trzech diamentowych igiet, umocowanych

na wspélnej podstawce, 64 zlote krazki. Na podstawce spoczywal krazek
najszerszy, a nad nim l$nity pozostale o coraz mniejszych srednicach.
Bég polecit mnichom z goérskiej samotni, by bez spoczynku przektadali
krazki, tak aby wszystkie znalazty si¢ na drugiej diamentowej igle,

z zachowaniem tego samego utozenia. Gdy zadanie zostanie zakonczone,
nastapi koniec pierwszego $wiata, a na nastepny, wskrzeszony przez
Brahme, wypadnie czekaé¢ wiele tysiecy lat. Nie wolno jednak przekladaé
krazkéw byle jak. Po pierwsze, w kazdym ruchu mozna przetozyé tylko
jeden krazek, a po drugie — pod zadnym pozorem nie wolno ktasé
wigkszego krazka na mniejszy. Wolno natomiast korzystaé z trzeciej,
pomocniczej diamentowej igly i przektadaé na nia krazki, oczywiscie

z zachowaniem tych dwoch zasadniczych regut.

réwnosé R,+1 = 2R, + 1. Istotnie, aby przeniesé
najwiekszy z n + 1 krazkow, trzeba w R,, ruchach
przenies¢ pozostate na trzecig igle, jednym
ruchem przetozy¢ najwigkszy na druga i wreszcie
w R, ruchach nalozy¢ nan mniejsze krazki.

Ile zatem wystarczy ruchow, by przetozy¢

64 krazki? Jaka liczba jest Rg4?7 Zobaczmy:

R1 :1, R2:3, R3:15, R4:31, R5:63,
Domyslasz sie¢, droga Czytelniczko i drogi
Czytelniku, jak R, zalezy od n? Jesli sie
domyslasz i znasz zasade indukcji matematycznej,
mozesz sprobowaé¢ udowodnié, ze masz racje.

My stwierdzimy tylko, ze Rg4 jest liczba wigksza
od 10'. Do konca $wiata jeszcze daleko.

A co ma do tego Hanoi? Lamigléwke z krazkami
(ale tylko o$mioma) zaproponowal francuski
matematyk Edouard Lucas w konicu XIX wieku
i nazwal ja wlasnie ,wieze Hanoi”. I on réwniez
ozdobit ja pickna, hinduska legenda. ..

W. B.



Kreciotki

Wykonanie modulu

Moduty sktadamy z kwadratowych kartek
papieru. Wszystkie kartki powinny by¢ tej samej
wielkosci. Wielkos¢ kartek mozna wybraé
dowolnie, ale wykonanie modutéw z kartek

zbyt malych (mniejszych niz 5 x 5 centymetréw)
lub za duzych (powyzej 21 x 21 centymetréw)

jest trudne, a model nie wyglada wtedy najlepiej.

Bardzo dobrym papierem na ,kreciotki” jest
papier kserograficzny: zwykly lub brokatowy.
Wykonanie modutu zaczynamy od zlozenia bazy
strojkat” (kartke kwadratowa sktadamy wzdluz

Rys. 1

przekatnych kwadratu, a nastepnie po odwrdceniu
kartki na polowy réwnolegle do bokéw kwadratu,
po czym zamykamy baze ,tréjkat”). Baza
stréjkat” ma cztery wypustki (ich grzbietami

sa polowy przekatnych kwadratu). Kazda z nich
zwijamy w stozek, pamietajac, aby wszystkie
wypustki zwinaé¢ w te sama strone (na rysunku 1
— zgodnie z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara).
Po zwinieciu takiej jednej spiralki musimy ja
chwile przytrzymaé w zwinietej postaci, gdyz
papier ma tendencje do rozwijania sie.

Sposéb laczenia moduléow

FLaczenie modultow polega na taczeniu spiralek poszczegdlnych modutow.
Robimy to, wsuwajac delikatnie spiralke jednego modutu do spiralki
drugiego, starajac si¢ przy tym jak najmniej rozwija¢ spiralki.
Rozpoczynamy od potaczenia dwdch modutow.

Rys. 2

(©) HERMAN VAN GOUBERQGEA 2090

Kazdy z modutéw ma 4 spiralki. Laczac moduly, zaczepiamy

dwie sasiednie spiralki jednego modutu z dwiema sasiednimi spiralkami
drugiego modutu. Powstaje wéwczas potaczenie odpowiadajace bokowi
wielokata (krawedzi wieloScianu): wierzcholki moduléw sa wierzchotkami
wielo$cianu, a dwie stykajace sie spiralki, tworza krawedz. Po obu



Rys. 4a Rys. 4b

Model

szeSciooSmioScianu

o TR

Rys. 6

e
e

stronach krawedzi pojawia si¢ wiry ztozone z dwoch spiralek.

W analogiczny sposéb bedziemy przylaczaé kolejne moduty, przy czym
musimy pamieta¢ o tym, aby za kazdym razem zaplata¢ dwie spiralki
oraz aby w jednym wirze nie pojawitly sie dwie spiralki z tego samego
modutu.

Laczenie moduléw w wiry

FLaczenie modultéow rozpoczynamy od zaplecenia dwéch modutéw.
Do potaczonych dwéch spiralek pierwszych dwoch modutéw dotaczamy
spiralke trzeciego modulu. W ten sposéb utworzymy wir z 3 spiralek.

2 Q,%D 2 @B
2% @ HERMAN VAN GOUBERGEAS 2000

Rys. 3

Mozemy go juz zamknaé, ale mozemy réwniez dotaczy¢ kolejne modutly
tworzac wiry 4-, 5- lub 6-spiralkowe (fotografie 1, 2 1 3 z oktadki oraz
rys. 4 irys. 5). O wirze zlozonym z trzech spiralek mozemy mysle¢

jak o trojkacie, a o wirze z czterech spiralek — jak o kwadracie, itd.
Zaplatajac spiralki kolejnych dotaczanych moduléw, réwnoczesnie
zaplatamy spiralki na bokach otrzymywanego wielokata.

©

Rys. ba Rys. 5b

Wir zlozony z 4-spiralek (kwadrat) mozemy obudowaé, dodajac pas
ztozony z wiréw 3-spiralkowych (tréjkatéw) i wiréw 4-spiralkowych
(kwadratéw) — na przemian — kwadrat przy boku wielokata, tréjkat
przy wierzchotku (rys. 6). Kolejnym etapem tworzenia modelu
szescioo$mioscianu bedzie dodanie pasa ztozonego z samych wirdéw
4-spiralkowych (kwadratéw), a nastepnie powtdrzenie pasa ztozonego
z 3- i 4-spiralkowych wiréw. Na konicu zamykamy ostatni wir 4-spiralkowy
(kwadrat). Gotowy model przedstawiony jest na fotografii 4 z oktadki.
W analogiczny sposob mozemy stworzy¢ modele innych wielo$cianow
(fotografie 5 i 6 z okladki). Mozemy réwniez sprébowaé stworzy¢ formy
przestrzenne wedlug wlasnych pomystéw.

Krystyna BURCZYK

Bibliografia:

[1] Herman Van Goubergen ,,Curls Unit”, BOS, 2000
http:/www.worthhall.demon.co.uk/theory/curler.htm.

[2] Tomoko Fuse ,,Unit Origami. Multidimensional transformation.”, Japan Publications,
Tokyo, 1990.



Hustawka

Czy kazde siedmioletnie dziecko zna zasade zachowania momentu pedu?

Do dzisiejszego doswiadczenia potrzebna

bedzie hustawka. Jeszcze lepszy bylby diugi,
spuszczony z galtezi sznur z poprzeczka na
koncu. Kazdy chyba umie rozhustaé sie. Ale czy
zastanawialiscie si¢ kiedys, dlaczego to jest
mozliwe i dlaczego wszyscy robia to w prawie
identyczny sposéb? Moze jest to spowodowane
nasladownictwem? Kiedys, kiedy uczylismy sie
hustaé, podpatrywalismy tych, co juz te sztuke
opanowali, starajac si¢ wykona¢ ja w podobny
sposob. Nie wiem jednak, czy pamigtacie, ze
przez pewien czas nic z tych préb nie wychodzilo.
Kiwaliscie si¢ zawziecie w przéd i w tyt,

ale zadnego efektu rezonansowego nie byto
widac¢. Bo to, ze hustanie sie¢ jest zjawiskiem
rezonansowym, to chyba wiecie? Ruchy

yhustajace” nalezy wykonywaé z czestoscig rowna
czestosci drgan wilasnych hustawki, aby uzyskaé
zamierzony efekt.

O ile jednak dziatanie silty wymuszajacej jest
proste do zrozumienia w przypadku hustania
dziecka przez stojacego na ziemi dorostego,

o tyle mozliwosé rozhustywania sie samemu jest
zastanawiajace. Przeciez zgodnie z 111 zasada
dynamiki Newtona akcja powinna réwnacé sie¢
reakcji, a wiec zadnego efektu nie powinno
hustanie dawaé. Poniewaz jednak doswiadczenie
mowi nam co innego, to czego$ musimy nie
rozumie¢ albo nie zauwazacé. (Mozliwosé, ze prawa
dynamiki Newtona nie stosuja sie do hustawki,
mozemy spokojnie odrzucic).

Zacznijmy sie wiec w koncu hustaé. Jak to robimy? Najpierw nabieramy
troche rozpedu, odsuwajac hustawke w jedna strone, a pdzniej... Zaraz,
czy to poczatkowe wychylenie z poziomu rownowagi jest konieczne, czy
tylko wygodne? To jest wlasnie pierwsza rzecz, ktora nalezy sprawdzié
do$wiadczalnie. Sprébujcie rozhustaé zatrzymana hustawke, nie dotykajac
ziemi. Okaze sie, ze cho¢ to nie jest niemozliwe, jest to zadziwiajaco

T trudne i tym trudniejsze, im dluzsza jest hustawka. Dlatego wlasnie
na poczatku namawialem Was na prébe z dlugim sznurem.

Wiemy wiec juz, ze do efektywnego hustania sie potrzebna jest pewna

/

poczatkowa amplituda drgan. Nadal jednak nie wiemy, dlaczego

mozemy sie husta¢. W tym celu, zamiast na hu$tawce siedziec,

Rys. 1

stanmy na niej. Wykorzystamy ten sposob hustania sie, gdyz jest on

tatwiejszy do wytlumaczenia. Zeby si¢ hustaé¢ stojac, wystarczy, jezeli
juz sie troche bujamy, za kazdym przejéciem przez punkt réwnowagi
,podnies¢ swoj érodek ciezkosci, przesuwajac go w kierunku punktu
zawieszenia hustawki” — czyli wyprostowaé nogi (rys. 1), a nastepnie
po osiaggnieciu maksymalnego wychylenia pozwoli¢ mu opasé — czyli
/ ugia¢ nogi w kolanach (rys. 2). Przy pierwszym z opisywanych ruchéw

wykonujemy prace dodatnia, dziatajac silg przeciwng do i przewyzszajaca
wypadkowa sily ciezkosci i sity odérodkowej, a przy drugim prace

Q\ ujemna, ale zwiazana jedynie ze skladowa sity ciezkosci skierowana
wzdtuz ramienia hustawki. Netto wykonujemy wiec prace dodatnia,

Rys. 2

ktora zuzywamy na zwiekszanie energii ruchu drgajacego (hustania)

i na pokonywanie oporéw ruchu.

Aby do konca przekonaé sie, ze takie wyttumaczenie moze by¢
wystarczajace, nalezy zrobi¢ kolejne doswiadczenie. Przez goérna
poprzeczke zatrzymanej hustawki przerzucamy sznurek obciazony np.
kamieniem. Stajemy w pewnej odleglosci od hustawki, trzymajac drugi
koniec sznurka w reku. Teraz nalezy sprobowaé rozhustaé¢ kamien,
pociagajac w odpowiednim rytmie za trzymany w reku koniec sznurka
(rys. 3). Jezeli kamien poczatkowo wykonywal nawet niewielkie drgania,
to okazuje sie to dos¢ proste. Jak juz sie nauczycie, to sprawdzcie, czy
postepujecie wedlug podanej wyzej ,instrukcji hustania”.

Opisane zjawisko nosi fachowa nazwe ,rezonansu parametrycznego” albo
Rys. 3 ,parametrycznego wzbudzania drgan”. Nazwa bierze sie stad, ze zamiast
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uzywaé zewnetrznej, periodycznej sity wymuszajacej, wykorzystujemy
periodyczna zmiang pewnego parametru drgajacego ukltadu. Rezonans
pojawia sie, jezeli stosunek okresu zmiany parametru jest zblizony

do catkowitej wielokrotnosci potowy okresu drgania wlasnego uktadu.
W naszym przypadku parametrem tym jest dlugos¢ wahadta-hustawki
mierzona od punktu zamocowania do $rodka masy ruchomej czesci
hustawki (wraz z hustajacym sie). Za zmieniajacy sie parametr

mozna takze uzna¢ moment bezwladnosci hustawki wzgledem punktu
zaczepienia. Jest to z definicji iloczyn masy i kwadratu ramienia.

7 zasady zachowania momentu pedu wynika, ze zmniejszenie momentu
bezwladnosci przez przesuniecie srodka masy w gére (przy przechodzeniu
przez punkt réwnowagi) musi powodowaé przyspieszenie katowe.
Podobnie, jak zlozenie rak tyzwiarza zwigksza czesto$é¢ krecenia piruetu.
Natomiast powigkszaniu momentu bezwladnosci nie towarzyszy
opdznienie, bo hustawka w punkcie najwickszego wychylenia nie
porusza sie.

O ile przywotana zasada zachowania momentu pedu nie jest konieczna
do (zrozumienia) hustania sie na stojaco, to trudno sie bez niej obejsé,
gdy sie na hustawce usiadzie. Jest tak dlatego, ze w tym przypadku
ciezko dopatrzeé si¢ zmiany potozenia Srodka cigzkosci. Gdy glowa
przemieszcza sie w tyl, nogi wysuwane sa do przodu i na odwrét. Srodek
ciezkosci zmienialby potozenie przod-tyl, gdyby hustaé sie tak jak

na rysunku 4. Mozecie sprobowac¢. Nie wydaje si¢ jednak, zeby byt to
sposéb efektywny. Moze to tylko kwestia braku wprawy? Raczej nie.

Tradycyjny sposéb hustania wykorzystuje wlasnie zasade zachowania
momentu pedu. Poruszajac sie w przéd, po przekroczeniu polozenia
réwnowagi obracamy sie wokot naszego $rodka ciezko$ci w przod.
Powoduje to obrét hustawki w przeciwna strone (patrz rysunek 5),

czyli tez w przéd! Dochodzac do maksymalnego wychylenia, gwaltownie
zatrzymujemy obroét, ktéry zgodnie z zasada zachowania momentu

pedu ,musi by¢ przejety” przez hustawke, powodujac jej obrét w tyl,
czyli w kierunku, w ktérym powinna zaczaé sie poruszaé (rys. 6).
Sytuacja powtarza sie w sposéb analogiczny po drugiej stronie.

W opisanej sekwencji ruchéw najtatwiejsze do uchwycenia jest gwaltowne
zatrzymanie ruchu obrotowego hustajacego sie¢ w momencie najwigkszego
wychylenia. Od tego zalezy efektywnos¢ rozhustywania sie. Jak widac,
kazde siedmioletnie dziecko umie praktycznie zastosowaé zasade
zachowania momentu pedu, nawet gdy nie potrafi jej sformutowac.

Na koniec wroé¢my jeszcze do problemu rozhuétywania zatrzymane;j
hustawki. Mozna sobie postawi¢ akademicki problem ,czy mozliwe jest
rozbujanie si¢ punktu materialnego na niewazkiej, poruszajacej si¢ bez
oporu hustawce?” Chwila zastanowienia wystarcza, zeby stwierdzi¢, iz
nie jest to mozliwe. Punkt materialny, choéby nie wiem jak sie starat,
to bez poczatkowej, chocby najmniejszej amplitudy drgan, nie moze
wysunac sie w bok od linii wyznaczonej przez kierunek natezenia pola
grawitacyjnego i punkt zawieszenia hustawki. Pozwala to wymysli¢, co
nalezy zrobié, zeby sie samemu zacza¢ hustaé. Najlepiej podzieli¢ sie
na dwie czesci, z ktorych jedna wyrzucamy w przéd w gore, a drugiej
pozwalamy wykona¢ 3/4 wahniecia do momentu zlapania pierwszej
czesci. Przyktad takiej pozornie niewykonalnej sekwencji ruchéw jest
przedstawiony na rysunku 7. Wigkszo$¢ dochodzi do opanowania tej
(lub podobnej) sekwencji metoda préb i bledéw. Moim zdaniem efekty
przychodza szybciej, gdy sie wie, jak je uzyskac.

P. 7.



Kwadratowe okreggi Kwadratowe okregi — czy to nie to samo, co gruszki na wierzbie? Przeciez
od zawsze kwadraty sg kwadratowe, okregi okragle, a masto maslane. ..
Tymczasem nasze doswiadczenie, zwigzane nierozerwalnie ze $wiatem,
w ktérym przyszlo nam zy¢, myli sie szepczac

TO NIEMOZLIWE, ABY OKRAG BYEL, KWADRATOWY.

Jak si¢ zaraz przekonamy, okrag nie tylko nie musi by¢ takim, do jakiego
przywykliémy, moze réowniez przyjmowac roézny ksztalt w zaleznosci od
polozenia srodka okregu. Znajdzmy wspoélnie wytrych do zapowiadanych
juz ,kanciastych” okregéw. Okrag o(S,r), jak uczono nas w szkole,

to zbiér punktéw plaszczyzny réwno odleglych o r od ustalonego

punktu S = (p,q), zwanego srodkiem okregu. Wytrychem w podanym
sformutowaniu jest stowo réwnoodleglych. Co kryje w sobie ten
wyraz? Punkty, o ktérych mowa, to takie, ktérych odlegtosé od punktu S
wynosi doktadnie r. Czy w definicji okregu jest podany sposéb mierzenia
odlegtosci miedzy dwoma punktami? Nie podano, jak mamy to robi¢.
Wrzigcie pod lupe jednego stowa doprowadzito nas do malej rozterki i na
pozér nic nie wnoszacego pytania: jak okresli¢ odlegto$é¢ miedzy dwoma
Przyzwoite sposoby micrzenia odleglosci ~ punktami? Zmierzmy odleglos¢ tak, jak robimy to na co dzien. Wéwczas
muszg spetniaé trzy warunki: dowolny punkt lezacy na dobrze znanej krzywej z rysunku 1 spetnia

e odleglo$é punktu od niego samego, pODiZSZG réwnanie:
i tylko od niego, jest réwna zeru;

L
AT

o odlegtosé dwéch punktéw jest taka Y
sama, niezaleznie od tego, w ktéra

strone ja przemierzamy;

e jesli w drodze z punktu do innego q

punktu odwiedzimy jakis jeszcze ! \/((E — p)2 + (y - q)2 =r

inny punkt, to przebyta odlegtos$é
nie zmniejszy sig.

Wszystkie opisane tu sposoby sa
przyzwoite.

Rys. 1

Lewa strona réwnania opisuje wybrana przez nas dotychczas metode
obliczania odleglo$ci miedzy dwoma punktami X i S, prawa natomiast

to zyczenie, aby ta odlegto$¢ wynosita doktadnie r. Punkty spelniajace to
rownanie utworzg ksztalt, ktéry zwykliSmy nazywaé okregiem. Jak juz
wspomnielidémy, definicja okregu nie méwi, ze mamy mierzy¢ w ten
jedynie stuszny sposob. Udajmy si¢ wiec do krain, gdzie odleglo$é mierzy
si¢ zupelnie inaczej. Jak wobec tego wygladaja tam okregi?

y A B Przyjmijmy nastepujacy sposéb mierzenia odlegtosci miedzy punktami
p A1 B. Zalézmy, ze punkty te stanowia przeciwlegle wierzchotki
o |4 Bic prostokata o bokach réwnoleglych do jednej badz drugiej osi uktadu

wspoélrzednych (rys. 2). Odlegltoéé zdefiniujemy jako dtugosé dluzszego
boku prostokata (dlugoéé odcinka AB’). Przyjmujemy, ze punkty C' i D
sg wierzchotkami prostokata, ktorego jeden z bokéw ma dtugoséé 0.

Gdy uwzglednimy te zasade mierzenia odleglosci i zyczenie, ze chodzi
nam o punkty X = (z,y) odleglte od punktu S = (p,q) o r, réwnanie
okregu przyjmie nastepujaca postac:

max{|z —pl, [y —q|} = 7.
Punkty, ktére spelniaja to réwnanie, maja przynajmniej jedna
wspolrzedna odlegla od odpowiadajacej jej wspotrzednej srodka okregu
doktadnie o r, odleglo$¢ pozostalych wspoétrzednych jest mniejsza
lub réwna r. Przy mierzeniu odlegltosci w ten sposéb okrag wyglada
doktadnie tak jak... kwadrat. Na rysunku 2 przedstawiono okregi

0(0,2),0(Q,1),0(T,3), gdzie O =(0,0),Q = (3,5),T = (7,0).

Rys. 2
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Zmienmy sposOb mierzenia odleglosci. Odlegtoéé miedzy dwoma
punktami zdefiniujemy jako polowe obwodu prostokata zbudowanego
w opisany wczesniej sposob. Innymi stowy wyobrazmy sobie, ze
punkt A to dom, w ktérym mieszkamy, a punkt B to szkota. Wszystkie
ulice w miescie maja tylko dwa kierunki — dwie ulice sa do siebie zawsze
prostopadte lub réwnoleglte, a po miescie mozna poruszaé sie tylko
takséwkami. Aby dojechaé¢ z domu do szkotly, nalezy jechaé¢ ulica AK,
a potem K B. Mozna tez jecha¢ innymi ulicami znajdujacymi sie
wewnatrz prostokata AK BL, byle tylko wybiera¢ trasy, ktérych skrécié
sie nie da. W kazdym przypadku pokonana przez nas droga bedzie réwna
sumie dlugosci odcinkéw AK i K B. Réwnanie okregu o(S,r) w tym
miedcie przyjmuje postac:

|z —pl+ly—ql=r
Punkty, ktére spelniaja te réwnos¢, tworza na plaszczyznie okrag,
ale zamiast znanego od dziecinstwa ksztaltu widzimy... obrécone
kwadraty. Na rysunku 3 umieszczono okregi

0(0,2), o(Q,1), oT,3).
Nietrudno teraz narysowaé dowolny okrag w miescie taksowek.

Tym razem skomplikujemy sposéb pomiaru odlegltosci, aby pokazaé,

ze okrag, mimo stosowania tej samej zasady, moze mieé¢ rézny ksztalt,

w zaleznosci od potozenia srodka okregu. Wyobrazmy sobie, ze
przebywamy na obozie w wiosce nad rzeka plynaca z zachodu na wschod.
Role rzeki na rysunku bedzie pelnita 0§ Ox. Wioska rézni sie¢ od innych
wiosek tym, ze znajduje sie w puszczy. Drzewa rosna tam tak gesto, ze
w wiosce utworzono tylko $ciezki z péinocy na poludnie, tak aby kazdy

z mieszkancow wioski mial dostep do rzeki. Jak wiec mierzymy odleglosé
miedzy dwoma gospodarstwami? Analogicznie jak w poprzedniej
miejscowoéci zakladamy, ze nie jest mozliwe poruszanie si¢ na skroty.
Gdy oba gospodarstwa leza przy tej samej $ciezce, sprawa jest prosta.
WeZzmy domy oznaczone na rysunku 4 jako Q1 i Q2. Wowczas odlegltosé
miedzy nimi to dlugosé Sciezki, ktéra musimy przejsé, aby dotrzeé

z domu @, do @2 (2 jednostki). Sprawa sie komplikuje, gdy domy nie
leza przy jednej Sciezce. Gdy gospodarz A chee odwiedzié gospodarza B,
musi dojé¢ do rzeki po istniejacej Sciezce, nastepnie przejsé sie wzdluz
rzeki (drzewa nie rosna wzdtuz brzegéw) tak dlugo, az dojdzie do Sciezki,
przy ktorej stoi dom gospodarza B, aby po niej przejs¢ ostatni odcinek
drogi i dotrze¢ do domu gospodarza B. Réwnanie okregu o(S,r) w tej
specyficznej wiosce przyjmuje postac:

ly —q| =, gdy x = p,

|z —pl+ |yl + lq| =, gdy = # p.

Okrag, ktorego $rodek lezy na osi Oz, ma taki sam ksztalt, jak okrag

w miescie takséwek, np. 0(O,2). Gdy tak nie jest, a promien r okregu
jest niewystarczajacy, aby ze srodka okregu dojs¢ do ,rzeki”, okrag
sktada sie z dwbch, symetrycznie potozonych wzgledem srodka okregu,
punktéw, np. o(Q,1). W kazdym innym przypadku okrag beda stanowity
wspomniane symetrycznie potozone punkty oraz ,niepetny” okrag

z miasta takséwek o promieniu réwnym réznicy odlegtosci srodka okregu
od ,rzeki” i promienia r, np. o(U, 3), gdzie U = (7, 2).

Dorota DANIECKA
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Gwiazdy to ciala czarne

Zwyczajne rozgrzewanie kawaltka metalu w ptomieniu dowodzi, ze metal
chlodny nie Swieci, cieplejszy moze juz parzy¢, ale nadal nie Swieci, gdy
jest jeszcze goretszy, to Swieci czerwono, a w miare dalszego ogrzewania
Swieci coraz jaskrawiej i jego $wiatto staje sie coraz bielsze. Nic w tym
osobliwego. Tylko czy aby nie plynie z tego wniosek, ze obiekt goracy jest
zarazem $wiecacy i odwrotnie? Otéz jest to prawda tylko w jedna strone,
bo ,odwrotnie” byé nie musi. Swiecaca §wictléwka jest calkiem zimna,
Swiecacy ekran telewizyjny tez, pogodne dzienne niebo $wieci catkiem
mocno, a przeciez jest to zaledwie kilkudziesieciokilometrowa warstwa
na og6t chtodnej atmosfery przechodzaca w préznieg, i takich przyktadow
mozna by przytaczaé jeszcze wiele.

Okazuje sie wiec, ze zrédla promieniowania dziela si¢ na dwa typy.

O takich, jak goracy kawalek metalu, méwimy, ze sa to zrédta
termiczne, te drugie to nietermiczne. Nie jest tatwo na oko odréznié
promieniowanie termiczne od nietermicznego. Pozwala na to zbadanie
widma promieniowania, a do tego potrzebny jest przyrzad zwany
spektrografem. W najprostszym przypadku mozna promien badanego
Swiatla przepuscié¢ przez szklany pryzmat i obejrze¢ powstajaca

wtedy tecze (jesli powstanie), czyli wlasnie widmo. Gdy $wiatlo jest
pochodzenia termicznego (w szczegélnoscei np. swiatto zaréwki lub
stoneczne), to jego widmem jest pelna tecza (plus zakresy podczerwony,
nadfioletowy i inne, na ktére oko jest nieczule). Swiatlo nietermiczne
niesie energie tylko w jakich$ szczegdlnych, zazwyczaj dosé¢ waskich
zakresach i takie wlasnie jest widmo, na przyktad, Swietléwki, choé niezle
udaje ona $wiatlo biate.

Tak wiec gwiazdy, cho¢ sa to kule gazowe, a nie metalowe, sa Zrodtami
termicznymi, ich widmo za$ dostarcza informacji o panujacych tam
warunkach fizycznych. Na przyklad na podstawie dos¢ prostego
pomiaru zawartosci w Swietle gwiazdy promieniowania niebieskiego

i czerwonego mozna okresli¢ jej temperature. Wiadomo bowiem, ze

w widmie termicznym wktad poszczegdlnych ,barw” do catkowitej
energii promieniowania jest w pewien sposéb okreslony i zalezy od
temperatury ciata. Ciato, ktérego widmo promieniowania jest opisane
pewng funkcja, zwang funkcja Plancka, jest nazywane cialem doskonale
czarnym. Nazwa ta oznacza takze, ze cialo takie pochtania kazde
padajace promieniowanie. W pewnym przyblizeniu Stonce jest ciatem
doskonale czarnym o temperaturze 5770 K.

Swiatlo sloneczne najwiecej energii niesie w zakresie z6ltym, na ktére
ludzkie oczy sa najczulsze. Swiatto gwiazd chlodniejszych zawiera
wiecej czerwieni, a goretszych wiecej blekitu i fioletu, ponadto réwniez
nadfioletu. Stonce produkuje energie w niewielkim jadrze, gdzie panuje
temperatura co najmniej 10 mln K, a najwiecej energii powstaje

w postaci promieniowania rentgenowskiego. Reszta materii Stonca
jedynie przetwarza fotony o wysokiej energii (rentgenowskie) stopniowo
na mniej energetyczne, az w koncu powierzchnie Stonca opuszczaja
fotony widzialne. Gdyby Stonice nagle pozbawié¢ warstw zewnetrznych,
to z odstonietego tak goracego jego jadra zaczetoby dobiegaé do Ziemi
wprawdzie tyle samo energii co teraz, ale gléwnie w postaci wlasnie
promieniowania X. Na szczescie to fantazja, choé sa planety, ktérych
macierzysta gwiazda jest gwiazda neutronowa, $wiecaca niemal tak jak
jadro naszego Stonca.

T. K.
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