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Ciagi Pisota, czyli jak ZOBACZYC rekurencje liniowa

Ciagiem Pisota nazywamy ciag liczb catkowitych
dodatnich, w ktérym pierwsze dwa wyrazy sa dowolne,
a kazdy kolejny wybrany jest tak, aby wraz z dwoma
poprzednimi z najlepszym przyblizeniem tworzyt

cigg geometryczny. Dokladniej, dla danych a; i as
ciag Pisota (oznaczany E(aq,as)) zdefiniowany jest
wzorem rekurencyjnym

a’? 1
an+y2 = [ ntl —].
an 2

Okazuje sie, ze ciagi Pisota ,lubia” spelniaé¢ rekurencje
liniowe, np. najprostszy nietrywialny ciag Pisota
E(2,3) jest ciagiem Fibonacciego z rekurencja
drugiego stopnia

Ap4+2 = Gpt1 + An.

Dowolny ciag Pisota z a1 < 3 spelnia rekurencje
liniowa stopnia co najwyzej trzeciego: np. ciag E(3,7)
spelnia rekurencje

(p43 = 3an+2 - 2an-l—l + an.

Z kolei o ciagu E(4,13) udowodniono, ze nie
spelnia zadnej rekurencji liniowej. Jednakze dla
n=1,2,...,18 zachodzi wzér

An+6 = 3an+5 + Ap+4 — An4-3 + Ap+2 — Ap+41 + Qp,y

tzn. ciag E(4,13) spelnia rekurencje liniowa szdstego
stopnia do wyrazu asq wlacznie.

Wiele ciagow Pisota ma takaz wladnie kapry$na
nature: spelniaja rekurencje liniowa, ale do czasu.
Moim ulubionym przykladem jest ciag E(10,219),
ktory spelnia rekurencje stopnia 4, a mianowicie

ntd = 22apn+4+3 — 3any2 + 18an+1 — 1lay,

jednak tylko dla
n+ 4 < 1402.

Wyrazu a1403 juz si¢ powyzszym wzorem otrzymac
nie da.

Dlaczego ciagi Pisota lubia spelniaé¢ rekurencje liniowe,
jak tez i uwielbiaja sie z nimi rozstawaé¢ po wspdélnym
przejsciu wielu wyrazow? Pytanie to nalezy odwrdécié.
Dlaczego ciagi liniowo rekurencyjne bywaja ciggami
Pisota, czasami na zawsze, a czasami tylko na kilkaset
wyrazow?

Co sprawia, ze dany ciag (a,) jest ciagiem Pisota?
Ot6z musi on spelnia¢ warunek

1 a2, 1
—— <2 g, <= dlan>3.
Q\anz a <2 an

Przyjrzyjmy sie wiec liczbom

2

ap_1

T'n = — Qn,

Ap—2
ktére dalej bedziemy nazywaé zaokragleniami.

1

Jarostaw WROBLEWSKI

Jedli ciag (ay,) spelnia rekurencje liniowa stopnia k,
powiedzmy
Atk = Ak_lan+k_1 + ...+ Alan+1 + Apan,
to mozemy zwiazaé¢ z nim wielomian charakterystyczny
b — A2 — = Az — A

W typowej sytuacji pierwiastki zespolone x1, 2o, ..., Tk
tego wielomianu sg rézne i woéwezas ciag (a,,) jest

postaci
ap = 12y + caxy + ... + cpxy,

gdzie ¢y, ca, ..., ¢y sa liczbami zespolonymi.

Przypusémy, ze pierwiastki wielomianu
charakterystycznego uporzadkowane sg nierosnaco
wedlug wartoéci bezwzglednej, tzn.

21| = 22| > ... = |zk]-

0,5%
0,4
0,3]
0,2l
0,1

—0,14
—0,2]
—0,3]
—0,4
—0,5]

Cigg F(3,7) spelnia rekurencje trzeciego stopnia, przy czym
pierwiastki xo i x3 sg male. Wykres pokazuje to wyraznie, chociaz
zbyt ciekawy nie jest — r,, dazy szybko do zera.

Ciag F(10,119) spelnia rekurencje liniowa stopnia 4 do 856. wyrazu.
Pierwiastki 2 i 3 sa zespolone sprze¢zone o module ~ 1,0004657.

0,54
0,41

Ciag E(10,219) spelnia rekurencje liniowa stopnia 4
do 1402. wyrazu. Pierwiastki x2 i 3 sg zespolone sprzezone
o module ~ 1,0002811.



W typowej, interesujacej nas sytuacji, kiedy ciag
liniowo rekurencyjny jest (trwale lub chwilowo)
ciagiem Pisota, tzn. kiedy zachowuje sie prawie jak
ciag geometryczny, najwigkszy pierwiastek xp jest
dodatni, istotnie wiekszy od pozostalych pierwiastkow
i od 1. Natomiast dla duzych n mamy

rn R dowy +daxh + ...+ dpzy,

czyli zachowanie ciagu zaokraglen (r,,) zalezy od
drugiego co do wielko$ci pierwiastka wielomianu
charakterystycznego (liczby da,ds, ..., dy sa tu
pewnymi liczbami zespolonymi).

Jedli x| < 1, to (zaniedbujac wplyw pozostalych,
mniejszych pierwiastkéw) nalezy oczekiwaé, ze wraz
ze wzrostem n liczba r, bedzie coraz bardziej zblizaé¢
sie do zera, wiec skoro nieréwnosé
1 < 1
T3Sy
byta spelniona przez czas jakis, to im dalej,

tym latwiej bedzie ona spelniona.

Ciag E(10, 181) spelnia rekurencje liniowa czwartego stopnia.
Pierwiastki x2 i 3 sg zespolone sprz¢zone o module ~ 0,99956939.

Jesli |xo| = 1, to wraz ze wzrostem n liczba r,

nie ma tendencji do oddalania sie ani zblizania

do zera; jesli wiec przez dlugi czas miescita si¢ ona
w przedziale [f%, %), to jest $wietna szansa, ze nigdy
z niego nie wyjdzie.

Ciag F(10, 19) spelnia rekurencje liniowg czwartego stopnia.
Pierwiastki x2 i 3 sg zespolone sprz¢zone o module 1.

Jesli za$ |z2| > 1 (nieznacznie), to wyjsécie r, poza

przedzial [f%, %) jest zagwarantowane.

W przypadku wspomnianego juz ciagu E(10,219)
pierwiastki xs i x3 sa zespolone sprzezone

o module =~ 1,0002811. Dlatego potrzeba

ponad 1000 wyrazow, aby r, ,wyszlo” poza

przedziat [—1, 3).

W ciekawych przykladach wladnie taka sytuacja jest
typowa: jeden duzy pierwiastek, para pierwiastkow
zespolonych sprzezonych o module bliskim 1, pozostale
pierwiastki mate.

Jak zobaczy¢ rekurencje liniowg?

Popatrzmy na wykres ciagu zaokraglen (ry,)
zwiazanych z ciagiem FE(6,52).
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Ciag E(6,52) spelnia rekurencje¢ czwartego stopnia do 205. wyrazu.
Na rysunku wida¢ to jak na dloni.

Zalamujaca sie regularnos¢ wykresu nie wynika z tego,
ze komputer nagle przestal sobie radzi¢ z duzymi
liczbami i popelnia bledy. Po prostu do 205. wyrazu
ciag E(6,52) spelnia rekurencje stopnia 5

Up45 = 9an+4 - 3an+3 + any2 + 4an+1 + 3an.
A potem przestaje, o co postarala sie para

pierwiastkow zespolonych sprzezonych réwnania
charakterystycznego rekurencji, o module ~ 1,00126.

Patrzac na wykres zaokraglen ciagu E(4,13), tatwo
teraz uwierzy¢, ze nie spelnia on zadnej rekurencji
liniowe;j.

Skoro udalo mi sie zbudowaé¢ przekonanie, ze patrzac
na rysunek, mozna zobaczy¢, czy ciag Pisota speinia
rekurencje liniowa, czy tez nie, postaram si¢ teraz to
przekonanie troche zburzyc¢.

0,54

Dla ciagu E(4, 13) mamy rekurencj¢ széstego stopnia, ktéra urywa
sie po 24. wyrazie (na wykresie r,, dla n <50)...
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...a potem juz tylko losowa sieczka.

Rekurencja, ktérej nie widaé

Popatrzmy na wykres zaokraglen dla ciagu
E(313580,401583). Widzimy losowy uklad punktéw,
pewnie ten ciag nie spelnia rekurencji liniowej, gdyz
takowa wymusitaby przeciez pewng regularnoscé
rysunku. To teraz posieje niepokdj: jak to sie dzieje,
ze losowo wybrane liczby z przedzialu [—%, %) sa
wszystkie dodatnie? A jesli wybierzemy punkty
odpowiadajace indeksom n = 0(mod 78), to czy dalej
wierzymy w losowos$¢ wykresu?
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Zaokraglenia ciggu F(313580,401583) sprawiajg wrazenie
losowosci. . .
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...,chyba ze wybierzemy co 78. punkt wykresu.

Okazuje sie, ze ciag ten spelnia rekurencje stopnia 9:
Ap+9 = Gn+t8 + Apt6 — Ant3 — Ap4+1 + An,

ktérej wielomian charakterystyczny ma najwiekszy

3

pierwiastek ~ 1,28 oraz siedem pierwiastkéw
o module 1: jedynke i trzy pary pierwiastkéw
zespolonych sprzezonych. Jedynka odpowiada za
podniesienie wykresu do gory, a pary pierwiastkéw
sprzezonych sa odpowiedzialne za sinusoidalne
wahania r,, jednak nalozenie trzech takich wahan
o roznych czestosciach daje ztudzenie catkowitej
losowosci.
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Rekurencja 14. stopnia spelniona do wyrazu 126. Z uwagi

na wysoki stopien rekurencji punkty wykresu nie tworzg linii,

ale brak losowosci widoczny jest jako obszar, w ktérym nie ma
zadnych punktéw wykresu. Az sze$é pierwiastkéw wielomianu
charakterystycznego jest bezwzglednie wigkszych od 1, przy czym
x2 = 1,0096218.
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Rekurencja ésmego stopnia psuje si¢ dla wyrazu 54.
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Rekurencja ésmego stopnia psuje si¢ dla wyrazu 50.

Ciag FE(14,128) spelnia rekurencje piatego stopnia
ants = 10an4+4 — 8an43 + ant2 + 3ant1 + 2an

do wyrazu aso15 wlacznie (na wykresie zaokraglenia do r6o00)-
Wielomian charakterystyczny ma par¢ pierwiastkéw zespolonych
sprz¢zonych o module ~ 1,0001216657.



O mierzeniu linijka Marek W. GUTOWSKI

Rozwigzanie zadania M 994.
Okres$lamy ciagi z,,, y, € 7Z za pomoca
réwnosci

en +ynV2=(1+V2)"
Poréwnujac rozwiniecie (1 + v/2)™ oraz
(1 —+/2)™ tatwo spostrzec, ze

T —ynV2 = (1-V2)",
skad
-Li - 2?/721 = <51’n + Yn ﬁ)(in - Zl/n\/i) =

= (14 V2" (1 —V2)" = (—-1)".

Wystarczy teraz wziaé m = Zl?i

dla n parzystego i m = .Li + 1 dla
n nieparzystego. Dla przyktadu, gdy
n jest parzyste, to

Vm+vVm—1=z, + /a2 —1=

=z +4/202 = 1+ V2)"

L]

Rozwigzanie zadania M 995.
Niech

b=T+5V2, c=7-5V2, a= Vb+ Je.

Mamy

a® =b+c+3Vbe(Vb+ ) =14 — 3a.

Wystarczy zauwazy¢, ze jedynym

pierwiastkiem rzeczywistym wielomianu
2 43z —14= (z —2)(z> + 22+ 7)

jest 2. Zatem a = 2.

Pomiar — co to takiego?

Pomiar to poréwnanie wielkosci mierzonej ze wzorcem. Tyle zazwyczaj
dowiadujemy si¢ w szkole. Zeby niepotrzebnie nie komplikowaé, zajmijmy sie
tzw. pomiarami bezposrednimi, a konkretnie mierzeniem dlugosci.

Majac do dyspozycji odcinek o dltugosci jednostkowej, mozemy za jego pomoca
wyznaczaé¢ dlugosci innych odcinkéow, to znaczy wyrazaé ich dlugosé jako pewna
liczbe. Rasowy fizyk wtraci w tym miejscu, ze wynik naszego pomiaru jest liczba
mianowana. Oznacza to, ze wynik sktada sie z dwoch czedci: liczby i nazwy
jednostki (ewentualnie jej wielokrotnosci), np. 6 m = 600 cm = 0,006 km.

Juz starozytni Grecy... mieli klopot

Skonstruowaé odcinek o z géry zadanej dtugoéci jest stosunkowo tatwo,
zwlaszcza jesli ta dlugo$é ma sie wyrazac liczbg calkowita. Poradzimy sobie
takze z konstrukcja odcinkéw o dlugosci wyrazonej utamkiem o postaci 7%,
gdzie m i n sa liczbami catkowitymi. Wynika stad, ze umiemy skonstruowaé
sobie linijke do pomiaréw dtugosci. Jednak mierzenie nie jest zadaniem
konstrukcyjnym z geometrii. Juz starozytni Grecy, a konkretnie matematycy
ze szkoly Pitagorasa odkryli, ze istnieja odcinki niewspotmierne z odcinkiem
jednostkowym (np. przekatna kwadratu jednostkowego), ktérych — nawet

w teorii — nie da si¢ dokladnie zmierzyc¢.

Jak matematyk wyobraza sobie proces pomiaru dlugosci? Trzeba najpierw
ustawi¢ odcinek jednostkowy tak, by jeden z jego koncéw pokryl sie z koncem
odcinka mierzonego. Przypusémy, ze odcinek mierzony jest dluzszy (przypadek
przeciwny nie wymaga oddzielnego omawiania). Wobec tego odktadamy

na odcinku mierzonym ponownie odcinek jednostkowy, tak aby mial doktadnie
jeden punkt wspdlny ze swoim , poprzednim wcieleniem”. Postepujemy tak
dotad, az kolejna préba okaze sie nieudana w tym sensie, ze kolejna kopia
odcinka jednostkowego nie bedzie w calosci zawieraé¢ sie w odcinku mierzonym,
a mowiac zwyczajnie — bedzie wystawaé. Jesli k kopii odcinka jednostkowego
miesci sie w odcinku mierzonym, a k + 1 nie, to powiemy, ze odcinek mierzony
ma dlugosé bedaca liczba z przedziatu [k, k + 1). (Pominmy przypadek, kiedy
odcinek mierzony ma dlugosé¢ wyrazona catkowita wielokrotnos$cia dlugosci
odcinka jednostkowego.) Jedli tak osiagniety wynik nas nie zadowala, bo jest
niedokladny (albo tylko za malo dokladny), to mozemy pozostajacy odcinek
wymierzy¢ za pomoca odcinka, np. o dlugosci %0 jednostki, gdyz umiemy

go przeciez skonstruowaé¢ (uzyjemy np. twierdzenia Talesa). Uzyskamy tym
sposobem lepsze oszacowanie wyniku albo i koncowy wynik. Biorac, w razie
potrzeby, jako ,miarke” odcinki o dlugosci kolejno Wlo’ ﬁ, 10(1)00, ... jednostki
bedziemy otrzymywaé przedzialy o coraz mniejszej szerokosci, z ktérych kazdy
zawiera liczbe bedaca dlugoscig odcinka mierzonego. Dla matematyka sprawa
jest jasna: albo proces ten si¢ zakonczy (wtedy szukana dlugo$é da sie zapisaé
jako ulamek dziesietny o skonczonej dlugosci), albo nie. Jesli sie nie zakonczy,
to jako wynik matematyk przyjmie wspolna granice dwéch ciggdéw tworzonych
podczas procedury pomiaru.

A jak widzi ten proces fizyk? Z jednej strony jest mito, ze kazdy kolejny etap
pomiaru dostarcza pewnej, czy jak kto woli gwarantowanej, kolejnej cyfry
dziesietnej wyniku. Ale:

e fizyk nie dysponuje nieskoniczonym czasem na wykonanie pomiaru, a ponadto

e nie moze sobie dowolnie zmniejsza¢ (np. dzielac za kazdym razem na dziesie¢
réwnych czesci) swojego przyrzadu pomiarowego.

Fizyk chcialby jeszcze, aby cala procedura mogta byé¢ zautomatyzowana, to
znaczy, aby mogta byé¢ wykonywana przez odpowiednio skonstruowany przyrzad
pomiarowy, bez $wiadomego udziatu eksperymentatora. Chodzi o to, aby
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Wielkosé % X 100%, ktéra nazwaliby$my
wzgledng niepewnosciq pomiaru,
(dawniej: bledem wzglednym) jest
niedost¢pna, gdyz nie znamy prawdziwej
warto$ci L i mozemy sensownie
postugiwac si¢ wylacznie wielkoscia
zmierzong L. Jest jasne, ze sg to dwie
rézne liczby, bo L # L. 7 tego powodu
niepewnos$é wzgledna ma sens jedynie
jako orientacyjna ocena jakosci pomiaru
i nie powinna by¢ uzywana jako miara
iloSciowa niepewno$ci pomiarowej.

otrzymany wynik byl obiektywny, czyli rzetelny, bez zadnego ,naciagania”,

do ktorego mogtaby mie¢ sktonnos$é¢ osoba wykonujaca pomiar. Krotko méwiac:
rezultat pomiaru dlugosci ustalonego odcinka powinien by¢ zawsze taki sam,
niezaleznie od tego, kto wykonal pomiar.

Blad czy niepewnos¢?

Przypuéémy, ze wykonaliémy pomiar dtugosci odcinka, tak jak mégl to

zrobi¢ fizyk, tj. przerywajac procedure po skonczonej liczbie krokow. Jako wynik
otrzymalidmy przedzial [I1,15], gdzie oczywiscie I3 # la. Co to oznacza? Weiaz
nie wiemy, ile rzeczywiscie wynosi dlugosé¢ badanego odcinka L, ale wiemy, ze

z cala pewnoscia miesci sie ona w podanym przedziale.

Jak mozna zapisa¢ otrzymany rezultat? Matematyk zrobi to pewnie tak:
Le [ll,lg] albo [y < L < lQ,

natomiast fizyk albo inzynier woli zapis typu

L=1L+Al,
gdzie L = 1(l1 + l3) oraz Al = 1|l — l1]. Nietrudno si¢ przekonad, ze zachodzi
zwiazek

IL - L] <AL
Szczerze mowiac, umyslnie zdefiniowalismy wielkosci L oraz Al w taki Sposob,
aby ten zwigzek zachodzil. Wielkos¢ L — L, bedaca réznica miedzy wartoscia
zmierzong (L) a nieznana, prawdziwa dlugoscia odcinka (L), przyjelo sie
nazywac w literaturze matematycznej bledem. Widzimy, ze mozemy mieé¢
do czynienia z bledami dodatnimi lub ujemnymi, zaleznie od tego, czy
wynik pomiaru, L, bedzie z nadmiarem czy niedomiarem, innymi stowy wiekszy
czy mniejszy od wartosci prawdziwej L. Nie ma przy tym raz na zawsze
ustalonej konwencji, czy bledem nazywamy wielko$¢ L — L czy tez L — L;
w jednych tekstach spotyka sie jeden zapis, w innych — drugi.

Do niedawna fizyk takze nazywal te wielko$é¢ bledem, wielkosé |L — L| zas
bledem bezwzglednym. Jest jednak istotna réznica miedzy tym, jak ten problem
widzi fizyk i matematyk. Matematyk — w zasadzie — méglby obliczyé, ile
wlasciwie wynosi blad, a wiec i blad bezwzgledny. Mogtby, cho¢ zwykle tego
nie robi, zadowalajac sie oszacowaniem bledu lub jego wartoséci bezwzgledne;j.
Fizyk nie ma wyboru: nie ma zadnych innych informacji na temat wielko$ci
mierzonej, oprocz tych, ktore uzyskal poprzez wykonanie pomiaru. Moze on
wiec jedynie szacowaé blad. Samo stowo blad wywoluje niewlasciwe skojarzenia
i wobec tego, zamiast niego powinnismy uzywaé okreslenia niepewnosé
pomiarowa, zaleconego w roku 1995 przez 7 miedzynarodowych organizacji,

w tym, m.in. ISO (International Organization for Standardization) oraz TUPAP
(International Union of Pure and Applied Physics). Wiecej na ten temat mozna
przeczytaé w pracy przytoczonej na koncu.

Pomiar dlugosci fragmentu dowolnej krzywej, ktéra nie jest odcinkiem, jest znacznie
trudniejszym zagadnieniem. Wcale nie jest oczywiste, czy stosujac przytoczona metode,
otrzymamy w kazdym kroku przedzial liczbowy, ktéry na pewno zawiera liczbe poszukiwana.
Jak bowiem znalez¢ tamana, ktéra aproksymuje krzywga i ktéra z pewnodcia jest juz

»za diuga”? Problem jest nieblahy i z pewnoscig wykracza poza zakres abecadta fizyki, tym
bardziej ze matematycy wymyslili krzywe (fraktalne), ktérych dlugo$é pomiedzy dwoma
punktami jest nieskonczona, choé¢ ,na oko” zupelnie tego nie widaé. Fizycy nie powinni tak
po prostu ignorowaé tego faktu, chocby dlatego, ze od dawna znaja zjawisko zwane ruchami
Browna. Trajektoria czastki wykonujacej ruchy Browna jest wlasnie fizyczna realizacja
(modelem) takiej zwariowanej krzywej — wszedzie ciaglej, lecz nigdzie nierézniczkowalne;j.

Widzimy, ze w sytuacji idealnej, to znaczy przy nieobecnosci jakichkolwiek
zaklécen, prosty pomiar sprowadza sie do zliczania dzialek elementarnych
przyrzadu pomiarowego. W tym artykule byla to linijka, ale réwnie dobrze
moglby to by¢ katomierz, amperomierz, szybkoSciomierz, manometr, termometr,
dynamometr, waga dwuszalkowa z kompletem odwaznikow, itp. Jako regule
warto zapamietaé, ze w tych prostych przypadkach niepewnosé pomiaru jest
réwna polowie dzialki elementarnej przyrzadu pomiarowego.
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Dobrym sposobem zapisu wyniku pomiaru jest podanie przedziatu (interwatu),
w ktérym prawdziwa warto$¢ miedci sie z calg pewnoscia, co wymaga podania
dwoch liczb. Autor jest goracym zwolennikiem takiej formy raportowania
wynikéw pomiaréw, poniewaz znane sa (por. Delta 9/1993, str. 1) i dobrze
okreslone reguly operowania wynikami pomiaréw podawanymi w tej wlasnie
postaci. Drugim argumentem, poza poprawnoscig matematyczna, jest to, ze
ostateczny rezultat operowania takimi wielko$ciami, ktory jest oczywiscie
interwalem, zawiera na pewno poszukiwana liczbe. Jesli kto$ woli inne
sformulowanie, to zawsze moze powiedzieé, ze poszukiwana liczba znajduje si¢
w ostatecznym interwale z prawdopodobienstwem réwnym 1.

Typowa forma prezentacji wyniku, spotykana w literaturze najczesciej, jest
wynik £ niepewno$é. Forma ta ma zwykle nieco inna interpretacje, niz ta
naszkicowana powyzej. Bedzie to jednak temat innego artykutu.

Patrz tez

Henryk Szydtowski, Miedzynarodowe normy oceny niepewnosci pomiaréw, Postepy Fizyki 51(2),
92-97, 2000

Nieustajacy konkurs Wirtualnego Wszechswiata i Delty!
Rozwiaz sierpniowe (tak, sierpniowe) zadanie z myszka i wygraj ksiazke z Wydawnictwa Prészynski i S-ka.

Zadania
A
B
Rys. 1
A
B
Rys. 2

Wiecej informacji:
http://www.wiw.pl/delta/konkurs

Redaguje Mikotaj ROTKIEWICZ
M 994. Wykazaé, ze dla dowolnego n € N istnieje takie m € N, ze

(1+V2)" = Vm+vVm — 1.

Rozwiazanie na str. 4

M 995. Czy {/7 +5V2 + 6/7 — 5v/2 jest liczbg wymierng?
Rozwiazanie na str. 4

M 996. Rozwazmy ciag

gdzie qn, Ty, Spn, tn sa liczbami calkowitymi. Znalezé granice

Tn Sn tn

lim —, lim —, lim —.
n—00 gn n—o gy, n—o gy,

Rozwiazanie na str. 11

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 575. Znalezé op6r miedzy punktami A i B figury na rysunku 1, wykonanej
z bardzo cienkiego drutu o opornosci wlasciwej p, rozmiar boku figury wynosi a.
Rozwiazanie na str. 12

F 576. Podobnie jak w poprzednim zadaniu, znalez¢ opor miedzy punktami A
i B figury z rysunku 2. Liczba kwadratéw w srodku bardzo duza.
Rozwiazanie na str. 16
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Koniec zagadki neutrin slonecznych

Smazac sie na stonicu nie zdajemy sobie sprawy, ze

$wiatlo do nas docierajace wzieto swbj poczatek w reakcji
termojadrowej, ktéra zaszta we wnetrzu Stonca jakies. . .
milion lat temu. Tak dtugo trwa proces przekazywania
energii z wnetrza naszej gwiazdy. Dociera do nas jednak
strumien informacji o aktualnym stanie stonecznego

pieca. Cho¢ jest on bardzo intensywny, to niezwykle
trudny do wykrycia. Stanowig go tworzone w trakcie
reakcji termojadrowych neutrina elektronowe. Od prawie
40 lat strumien ten jest mierzony za pomoca niezwykle
pomystowych i wyrafinowanych sposobéw. Pierwszy z nich
wymagal odnalezienia pojedynczych atomoéw, ktorych jadra
ulegly reakcji z neutrinami, w zbiorniku o objetosci wielu
metréow szesciennych.

Od poczatku pomiary te wykazywaly deficyt neutrin.
Biorac pod uwage komplikacje eksperymentéw z jednej,
a konieczno$¢ postuzenia sie¢ modelem tak samego
Stonca, jak i skomplikowanego tancucha reakcji w nim
zachodzacych z drugiej strony, o deficyt obwiniano albo
pomiar, albo model. Istniata jednak inna mozliwosé

— wyjasnieniem mogtlo byé zachowanie samych

neutrin. Gdyby miaty one choéby niewielka mase, to
mogtlyby oscylowaé, tzn. zmieniaé¢ tzw. zapach, czyli
rodzaj. Zjawisko to jest dozwolone na mocy ,prawa
amerykanskiego”: oscylacje dla masywnych neutrin

sa dozwolone, bo nie sa zabronione. Przemieniajac

si¢ z neutrin elektronowych w neutrina mionowe lub
taonowe, stawalyby sie niewykrywalne, gdyz warunkiem
ich wykrycia w dotychczasowych eksperymentach

byto wytworzenie odpowiedniego leptonu w wyniku
oddzialywania z materia detektora. Nie jest to jednak
mozliwe, gdyz neutrina stoneczne maja za mata energie, by
w zderzeniu z materig wytworzy¢ czastke tak masywna jak
dwustukrotnie cigzszy od elektronu mion, nie méwiac juz
o jeszcze siedemnastokrotnie bardziej masywnym taonie.

Przyszedt wreszcie moment, w ktérym utrzymujace sie
stwierdzanie deficytu przestato fizykom wystarczac.
Kolejna generacja genialnych eksperymentéw jest juz
wrazliwa na dotad niewykrywalne, pochodzace ze Storica
neutrina mionowe i taonowe. Jest to mozliwe dzigki
wykorzystaniu dwéch dodatkowych reakcji. Oprocz
opisanego wyzej oddzialywania przez prad natadowany
(charge current CC), tzn. oddzialywania z materig

za pomoca natadowanego bozonu posredniczacego

W lub W™, w wyniku ktérego neutrino staje sig
natadowanym leptonem, mozliwe jest oddziatywanie przez
prad neutralny (neutral current NC), czyli za pomoca
neutralnego bozonu posredniczacego Z°. W wyniku

tego oddzialywania neutrino pozostaje niewykrywalnym
neutrinem, ale do rejestracji pozostaje to, z czym neutrino
oddziatato. Tylko ze rejestracja ta jest bardzo trudna.

Do niedawna udawalo si¢ jedynie rejestrowac tzw.
elastyczne rozpraszanie neutrin na elektronach (elastic
scatering ES), ktére jest tylko w czesci tak efektywne dla
neutrin mionowych i taonowych, jak dla elektronowych.
W potowie kwietnia jednak pojawito sie dtugo oczekiwane
doniesienie z SNO [1] dotyczace w pelni egalitarnej reakcji
typu NC neutrin z jadrami.

SNO (Sudbury Neutrino Observatory) znajduje sie

dwa kilometry pod ziemig w kopalni INCO, Ltd.
Creighton niedaleko Sudbury w Ontario. Detektor
wykorzystuje okragly zbiornik o srednicy 12 metréw
napetniony ultraczysta cigzka woda D2O. Zbiornik ten
jest oblozony 9456 fotopowielaczami zamontowanymi

na stalowym rusztowaniu o érednicy 17,8 metra, a calosé
jest zanurzona w ultraczystej zwyktej wodzie H2O.
Fotopowielacze rejestruja promieniowanie Czerenkowa
generowane przez poruszajace sie z predkoscia wieksza
od predkosci swiatta w wodzie czastki naladowane.
Wykorzystanie wypozyczonego przez Kanade deuteru
pozwala na rejestracje reakcji vz +d — p+n + vg,
inicjowanej przez neutrina stoneczne pochodzace

z przejécia 8B — 8Be 4+ e 4 v.. Uwolniony w wyniku
oddzialywania neutrina z deuterem neutron moze byé
nastepnie wytapany przez inne jadro deuteru, powodujac
emisje kwantu gamma o energii 6,25 GeV, inicjujaca

z kolei kaskade elektromagnetyczna, ktorej rozwdj
wywoluje promieniowanie Czerenkowa wykrywalne przez
fotopowielacze.

Podkreslana przez zespo6t eksperymentu SNO czysto$é
uzytych materialéw ma olbrzymie znaczenie, gdyz
pozwala na redukcje tta pochodzacego od §ladowych ilosci
pierwiastkéw promieniotwérczych. Natomiast przed tltem
zwigzanym z promieniowaniem kosmicznym eksperyment
chroniony jest przez umieszczenie gteboko pod ziemia.

SNO mierzy oczywiscie i dwie pozostate reakcje CC i ES.
Pozwala to na jednoczesne wyznaczenie strumienia neutrin
stonecznych docierajacych w postaci neutrin elektronowych
¢e oraz strumienia docierajacego w postaci neutrin
nieelektronowych, ale oddzialujacych za pomoca pradu
neutralnego z materia ¢,-. Okazuje si¢, ze strumien ¢,
jest dwa razy wiekszy niz ¢e.

Oznacza to, ze tylko jedna trzecia neutrin stonecznych
dociera do Ziemi w oryginalnej postaci neutrin
elektronowych. Calkowity strumien neutrin stonecznych
zgadza si¢ bardzo dobrze z przewidywaniami
standardowego modelu Stonica. Wyglada na to, ze
rozumiemy, jak dziata Stonce, a neutrina maja mase

i podlegaja oscylacjom. Tak wiec najbardziej ekscytujace
rozwiazanie problemu neutrin stonecznych okazato sie
prawdziwe.

Tego samego dnia zespdl eksperymentu SNO opublikowat
doniesienie [2] dotyczace asymetrii dzief-noc strumienia
neutrin elektronowych. Wynik jest pozytywny, cho¢
jeszcze umiarkowanie istotny statystycznie. Preferuje on
modele, w ktorych oscylacje neutrin sa wzmacniane przez
oddziatywanie z materia.

Piotr ZALEWSKI

[1] SNO Collaboration, Direct Evidence for Neutrino Flavor
Transformation from Neutral-Current Interactions in the
Sudbury Neutrino Observatory, 19 kwietnia 2002

[2] SNO Collaboration, Measurement of Day Night Neutrino
Energy Spectra at SNO and Constraints on Neutrino Mizing
Parameters, 19 kwietnia 2002



Pole powierzchni tréjkata
krzywoliniowego na dowolnej powierzchni
o stalej krzywiznie wyraza si¢ wzorem
kS = (a+ B+~ — ), gdzie k jest
krzywizng tej powierzchni. Na ogdt

k zmienia si¢ od punktu do punktu,
wzér ten wigc dotyczy bardzo matych
tréjkatéw — takich, ze na ich obszarze

k jest stala. Dla sfery o promieniu R
krzywizna jest stala i réwna k = 1/R2.

Wielkos¢ kS jest miara ,znieksztatcenia”
powierzchni. W przypadku euklidesowym
oczywiscie jest kS = 0.

Maia delld

Zakrzywiona czasoprzestrzen

Czym jest przestrzen zakrzywiona?
Mozemy ja zdefiniowaé

jako przestrzen, ktorej geometria
rozni sie od geometrii euklidesowej,
czyli tej, z ktéra spotykamy sie

na co dzien. Przyjrzyjmy sie

dwém przyktadom dwuwymiarowych
przestrzeni zakrzywionych.

Jednym z nich niech bedzie sfera

(rys. 1).

Narysujmy na tej powierzchni linie geodezyjne, czyli krzywe bedace
(lokalnie) najkrétszymi drogami. Cienka gumka naciagnieta na takiej
powierzchni uktada si¢ wlasnie
wzdhuz linii geodezyjnej. W ptaskiej
przestrzeni linie geodezyjne sa liniami
prostymi, w geometrii na powierzchni
sfery geodezyjne sa fragmentami kot
wielkich. W geometrii euklidesowej
geodezyjne przecinaja si¢ co najwyzej
raz i moga by¢ nieskonczone, na sferze
sg one zamkniete 1 przecinaja sie

dwa razy; dwie linie geodezyjne
poczatkowo rownolegte, zblizaja

sie do siebie, moga si¢ nawet

w koncu przecia¢. W przestrzeni euklidesowej — zgodnej z nasza

intuicjg przestrzenna — dwie proste réwnolegle nigdy si¢ nie przecinaja.

Rys. 1

Rys. 2

Mozemy tez na takiej powierzchni zbudowaé tréojkat, ktorego suma
katéw jest wieksza od stu osiemdziesieciu stopni, czyli od 7 (rys. 2),
a jego pole powierzchni jest (dla sfery
jednostkowej) dane tadnym wzorem

S=a+pf+y-m,
gdzie «, 3, v to katy w wierzchotkach

trojkata. W przypadku euklidesowym

wzér ten nie ma sensu, bo
a+f+vy=m=180°,

i dla okreslenia pola powierzchni

trojkata musimy jeszcze znaé dlugosé

jednego z bokdéw.

WeZmy z kolei inny przyktad Rys. 3

zakrzywionej powierzchni: powierzchnie
siodla (rys. 3).
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Widzimy, ze teraz dwie linie

geodezyjne poczatkowo réownolegle,

zaczynaja sie od siebie oddalad,

a suma katow w trojkacie moze by¢ —
mniejsza od stu osiemdziesieciu stopni

(rys. 4). Q'é\

Innym praypadkiem powierzchni Pole powierzchni tréjkata

o ujemnej krzywiznie jest pseudosfera, . . . .
powstala przez obrét traktrysy wokét jej Wynosi tuta‘-] (dla‘ siodla o Sta‘le-]

asymptoty. krzywiz’nie *1)
S=m—(a+8+7). Rys. 4

A jaki ma to wszystko zwiazek z czasoprzestrzenia — bedaca

zbiorem zdarzen, czyli punktéw charakteryzowanych przez ich

miejsce w przestrzeni (trzy wspélrzedne przestrzenne) i chwile, w ktérej
, o o zaistnialty — punktéw typu ,teraz-tutaj”’? Zakrzywienie czasoprzestrzeni

Jej krzywizna jest stata i réwna . . , . . ) A

k= —1/R2. jest zwiazane bezposrednio z wystepowaniem pola grawitacyjnego,

Traktrysa to krzywa, ktérej odcinek generowanego przez jakie$ zrédla. Mozna na to patrze¢ w ten sposob,

stycznej od punktu stycznosci do OX ma  ze materia powoduje zakrzywienie czasoprzestrzeni, co z kolei

stalg dlugoséé. Ta dlugosé to wlasnie R. . . . . . . , . .

zmienia tor ruchu cial; te zmiane mozemy interpretowaé dziataniem

jakiejs sity, a wlasciwie pola. Pole, ktérego dziatanie przejawia sie

zakrzywieniem czasoprzestrzeni, nazywamy polem grawitacyjnym,

dziata ono na wszystkie obiekty we Wszechswiecie obdarzone energia

lub réwnowaznie masa.

Jak sobie wyobrazi¢ zakrzywienie czasoprzestrzeni? O sferze, na ktérej
poczatkowo rownolegte linie geodezyjne zblizaja sie do siebie, mowimy;,
ze ma ,krzywizne dodatnia”, a o powierzchni siodta — gdzie poczatkowo
réwnolegte linie geodezyjne oddalaja sie od siebie — ze ma ,krzywizne
ujemna’. W czasoprzestrzeni linie Swiata (historie) czastek spadajacych
swobodnie sg wlaénie liniami geodezyjnymi, jesli wiec dwie poczatkowo
réwnolegle linie $wiata czastek swobodnych zblizaja sie¢ do siebie,
moéwimy, ze czasoprzestrzen ma krzywizne dodatnia, a gdy oddalaja

sie od siebie — ze ma krzywizne ujemna. Gdy pozostaja w takiej samej
odleglosci mowimy, ze czasoprzestrzen jest plaska.

Geometria czasoprzestrzeni Wszechswiata opisana jest trzema gtéwnymi
modelami; réznia sie one znakami krzywizny: k = —1 (tréjwymiarowe
przestrzenne powierzchnie stalego czasu mialtyby wtedy ujemna krzywizne
przestrzenna, jak w przypadku powierzchni siodlowej), k = +1
(trojwymiarowe powierzchnie stalego czasu bylyby wtedy
tréjwymiarowymi sferami), lub & = 0 (model plaski, przestrzenne
powierzchnie stalego czasu mialyby geometrie euklidesowa,).

Wartos¢ k zalezy od ilosci materii we Wszechswiecie. Jesliby byto

jej bardzo mato, krzywizna bylaby réwna —1, a obserwowana

ekspansja Wszech$wiata trwaltaby nieskonczenie dlugo. Jesli jest

jej troche wiecej, k réwnaltoby sie zeru, a jesli jeszcze wiecej, wtedy

k = 41, i powinien nastapi¢ taki moment, w ktorym ekspansja
przesztaby w proces odwrotny — zapadanie sie. Paradoksalne jest to,

ze Wszechswiat wypelniony mata iloscia materii mialby geometrie rézna
od naszej intuicyjnej: dlugo$é okregu jednostkowego bytaby wicksza

od 27, suma katéw w trojkacie mniejsza od 7 itd. Geometria euklidesowa
pojawitaby sie dopiero wtedy, gdy materii bytoby odpowiednio duzo.

Malqg Delte przygotowata Fwa CZUCHRY



Trojkaty o bokach i Srodkowych catkowitej dlugosci

Lev Kourliandtchik pracuje

na Uniwersytecie Mikotaja Kopernika
w Toruniu, a Boris Lurje — w Instytucie
Matematyki w Sankt-Petersburgu.

Np. tréjkat o dwéch bokach 24375

i trzecim 13650 ma takze wysokosci

i dwusieczne calkowitej dlugosci. Mozna
to samemu sprawdzié¢ lub zajrzeé

do wspomnianego w tekscie artykutu.

Yy
Ag
A
Ay A5
x
As
Az
Rys. 1
A
b
2
2my,
my b
My 2

Lev KOURLIANDTCHIK, Boris LURJE

Istnieja trojkaty, ktore maja zaréwno boki, jak wysokosci i dwusieczne katéw
calkowitej dlugosci (pisali$émy o tym w Delcie 6/2002: O pewnym problemie
Eulera). Okazuje sie jednak, ze zbudowanie tréjkata, w ktérym réwniez srodkowe
mialyby calkowita dlugos$c, nikomu si¢ — jak dotad — nie udalo.

Trojkaty o catkowitych dlugosciach bokéw i srodkowych istnieja. Caly szereg
przykltadéw podal Jaroslaw Wroblewski. Oto trzy z nich:

boki 136 170 174 i $rodkowe 127 131 158,
254 262 316 204 255 261,
226 486 580 244 367  523.

Ale juz wymagania, aby dlugosci bokéw, srodkowych i wysokosci byly catkowite,
nie udalo sie dotad zrealizowa¢. Nie wiadomo tez, czy w ogdle zadanie takie jest
wykonalne.

Tutaj pokazemy, jak mozna, postugujac sie pewnymi krzywymi, wykazaé, ze nie
ma takich tréjkatow wérdd tréjkatéw réwnoramiennych ani prostokatnych.

Okazuje sie, ze informacja wystarczajaca do stwierdzenia, iz nie ma tréjkata
rownoramiennego o bokach i $rodkowych catkowitej dtugosci, to fakt, ze

na krzywej y?* = x(x + 1)(z + 9) jest doktadnie siedem punktéw o wspétrzednych
wymiernych.
O tym, ze siedem punktéw o wspdlrzednych wymiernych mozna na tej krzywej
znalezé, kazdy z Czytelnikéw moze si¢ tatwo przekonac¢ sprawdzajac, iz leza
na niej punkty (rys. 1):
Al = (_97 0)7 A2 = (_33 6)7 A3 = (_37 _6)7 A4 = (_17 0)7
As =1(0,0), As=(3,12), A;=(3, —12),

ktérych wspdlrzedne sa nawet calkowite.

Cata sztuka to stwierdzenie, ze innych punktéw o obu wspétrzednych
wymiernych na tej krzywej nie ma. Do tej sprawy powrdcimy w jednym

z nastepnych numeréw Delty i udowodnimy to stwierdzenie — w tym artykule
przyjmiemy ten fakt bez dowodu.

Sprawdzmy jednak, ze skoro tak jest, to trojkat rownoramienny o bokach
i érodkowych catkowitej dlugosci nie istnieje.

Przypu$émy przeciwnie, ze ABC' (rys. 2) jest takim tréjkatem. Przedtuzamy
jego podstawe dwukrotnie. Bez trudu stwierdzamy, iz

a\? 3a 2
(o) v, (5) i

Niech teraz

Wtedy

)2 = dmy 4b°  16mj

e z(z+1)(x +9).
Poniewaz liczby a, b, m,, m; sa calkowite, wigc liczby z i y sa wymierne, przy
czym z jest kwadratem liczby wymiernej. Lecz na krzywej wiazacej te wielkosci
jest tylko siedem punktéw o wspolrzednych wymiernych, a wsréd nich tylko
jedna pierwsza wspolrzedna jest kwadratem. Wtedy jedna ze srodkowych jest
rowna zeru. Zatem tréjkat réwnoramienny, majacy zarowno boki, jak i srodkowe
dtugosci catkowitej, nie istnieje.

Tak wiec znajomosé punktow o wspolrzednych wymiernych na rozpatrywane;j
krzywej rozwiazuje problem istnienia zadanego tréjkata.
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Tréjkat pitagorejski to tréjkat W podobny sposéb mozna sie przekonaé, ze nie istnieje tréjkat pitagorejski

tokat tkowitych dlugosciach P - . : L o
Ech{sozk% o catiowilych clugosciac o choéby jednej érodkowej wychodzacej z kata ostrego o dlugosci catkowite;j.

Przypusémy, ze mamy taki tréjkat prostokatny o przyprostokatnych 2a i 2b
oraz przeciwprostokatnej 2¢, w ktérym takze srodkowa, poprowadzona do boku
o dlugosci 2a, ma catkowita dlugosé¢ my,.

Mamy wiec
a2+ =2, a4+ 4 = mi.
Niech
2 acmg
T YT
Wtedy
P () = S el D0

Problem zostal sprowadzony do poszukiwania punktow wymiernych na krzywej
y'=a(z+1)(z +4),
ktérych odciete sa kwadratami liczb wymiernych. Ale

na krzywej y* = x(x + 1)(z + 4) jest dokladnie siedem punktéw o wspétrzednych
wymiernych,

a sa nimi
(_4’ 0)7 (_27 2)7 (_2’ _2) (_17 0)7 (0, 0)7 (27 6)7 (27 _6)3
skad (jak poprzednio) wynika, ze zadany tréjkat nie istnieje.

i Pozostaje wobec tego kwestia dowodu, ze faktycznie na obu uzytych krzywych
Rozwigzanie zadania M 996. jest doktadnie siedem punktéow o obu wspétrzednych wymiernych. Krzywe
Niech te nalezg do klasy krzywych eliptycznych. O takich krzywych napiszemy
M=14 V24 VB, w jednym z najblizszych numeréw Delty, zamieszczajac przy okazji dowdéd obu
A2 =1-V2+ V3, zastosowanych w tym artykule stwierdzen.
Az =142 -3,
A=1-V2-3 * Kk ok

Wéwezas A7y, m = 1,2,3,4, jest sumg , . , . .
wyrazen postaci Kué i oraé¢ w dzzen zawzigee,

1 (V2 (VB it i+ k=n. bo plonow niema bez trudu

Zatem zlocisty szczescia okrecie

(1a) AT = g + V2 + 50V3 + t, V6, koly/szesz. -
Kué. My nie czekamy cudu
(2a) Ay = gn — rn V2 + 5, V3 — £, V6,

robota to potega ludu.
(3a) AL =g + V2 — 503 — 1, V6,
(42) A} = qn — 7aV2 = 5, V3 + 1, V6.

(Nie ma wéwczas pisano razem.)

Sumujac (1a) — (4a) otrzymamy Jest to wiersz K. Cwojdzinskiego. I choé¢ nie wzrusza swym subtelnym pieknem,
o AP 4+ A+ AT+ AY znany jest jako mnemotechniczny sposéb zapamigtania cyfr rozwiniecia
" 4 ' dziesietnego liczby 7. Otz liczby liter w kolejnych stowach uktadaja sie

Dzielimy teraz kazda z réwnosci (1la)—(4a)

: . . w rozwiniecie
przez qn i przechodzimy do granicy.

Poniewaz A1 jest najwigksza co do ™ = 3,14159265358979323846264 .
modutu sposrdd liczb A1, Az, A3, A4,
wige otrzymamy Moze ktos z Was, Drodzy Czytelnicy, ulozy wiersz pozwalajacy na zapamietanie

(1b) 4 =1+ lim (V2 + s, /3 + t/,1/6), rozwinie¢ dziesietnych innych liczb, takich jak V2, e...?

n— oo

(2b) 0 =1+ Tim (=", VE + 53— 1/, V), Mozna tez tak:

n—s00 Zbrodnia to niestychana, ... = 8211...

3b) 0 =1+ lim (r,v2 — 5.,v/3 — t/,\/G). . L . N
(3P) 7Hx<"‘ " nv6) Czy ten lub jakikolwiek inny wiersz (oczywiscie po dopisaniu dalszych
gdzie kilkunastu stéw) odpowiada rozwinieciu dziesigtnemu jakiej$ w miare prostej

S T liczby, czego$ w rodzaju

" T e e (\/5+\/§)1n2+€?
Stad juz latwo (dodajac stronami (1b) Piotr HAJEASZ
i (2b)) otrzymujemy, ze S’/H. — %

’ ’
ie r 1 < 1
Podobnie r, — 5 oraz t,

VG: Czekamy na propozycje, najciekawsze wydrukujemy.
Redakcja
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Cigg geometryczny — Janusz MATKOWSKI

metoda rozwigzywania réwnan rekurencyjnych

Niech C oznacza zbiér liczb zespolonych. Ciag (z,)52 liczb zespolonych
nazywany jest geometrycznym, jesli istnieje takie g € C, ze

Tn = Toq", neNy={0,1,2,...}.

Uwaga. Cigg (x,)52 liczb zespolonych jest ciggiem geometrycznym wtedy

1 tylko wtedy, gdy

Tyl = qTnp, n € Np.

Zobaczymy, ze ten zupelie oczywisty fakt pozwala w prosty sposéb
rozwigzywaé¢ réwnania rekurencyjne

(1) Tpgk = Qk—1Tpik—1 + ... + 012py1 + a0Tn, 1 € Ny,
gdzie k € N, oraz ag, a1, ...,ax—1 € R (C), ag # 0, sa ustalone.

Rozwazmy najpierw przypadek k& = 2. Niech p, ¢ beda takimi liczbami
rzeczywistymi lub zespolonymi, ze

p+q=ai, pq = —ayg.
Wtedy réwnanie (1) mozemy zapisa¢ w postaci
(2) Tn+2 = (P + @)Tnt1 — Pa2n, n € No.

Przypuséémy, ze p # q. Zapisujac to rownanie na dwa sposoby:
Tnt2 = qTnt1 =P (Tnt1 — qTn) n € No;

Tnt2 = PTnt1 = ¢ (Tn+1 —pTn),  n €N,
stwierdzamy, ze ciagi

(Z'nJrl - qzn)zo:() , (Z'nJrl - pzn)zo:()

sa geometryczne, a wiec
Tnt1 — qxn = (21 — qo)p", n € Ny,

Tpt1 — prn = (21 — pr0)q", n € Ny.

Odejmujac stronami te réwnania, otrzymujemy szukane rozwiazanie

n n n—1 n—1
b —q p —q N
i Ty =T1——— — Topq—————, n € No.
: - p—q p—q
Rozwigzanie zadania F 575. Gdy ¢ dazy do p, otrzymujemy ciag
Jesli do punktéw A i B przylozy sie n—1
jakie$ napigcie, potencjaly w punktach Tn = [(xl - pZL'())TL + pzo]p ) ne NO;

CiD oraz Ei F beda rowne. ktory jest rozwiazaniem réwnania (2) w przypadku, gdy ¢ = p.

A D Ostatnie dwa wzory daja pelne rozwiazanie réwnania rekurencyjnego (2).
/// W podobny sposéb mozemy rozwiazywaé rownania rekurencyjne, gdy k > 2.
7 Jedli np. k& = 3, to réwnanie (1) mozemy napisaé¢ w postaci
ok’ \ (3) @nts = (p+q+r)Tns2 = (g7 + 1P + PQ)Tni1 + paran, n € No,
,// gdzie p, g, r sa takim liczbami zespolonymi, ze
5 ptq+r=as,  qr+rpHpg=-—a1,  pqr=ag.
E

Rozpocznijmy od przypadku, gdy p, ¢ i r sa parami rézne. Zapisujac
réwnanie (3) na trzy sposoby:
Zatem odcinki CD i EF mozna pomingc¢

w rozwazaniach. Opér pozostalych czesci Tn43 — (q + T).’L'n_i,_g + qrTn41 =P [l‘n"rQ - (’I" + q)l‘n"rl + qrxn] , ne NOa
figury jest réwny
. ap-Lp Tpys — (P +D)Tng2 + 1PTng1 = ¢ [Tngp2 — (1 +p)Tps1 +rpr,], n €N,
RAB:_GM*fzaﬂp):ﬂ, B N
2\2° apt G 2 V2" Znys = (P+ Q)Tng2 + pqingr =7 [Tnye — (P + @)Tngr + pgaa], 1 € No,
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Uwaga. Przedstawiona metoda wymaga
znajomosci pierwiastkéw wielomianu

g tFt

—...—ait — ao,
zwanego wielomianem
charakterystycznym réwnania

rekurencyjnego (1).

stwierdzamy, ze ciagi w nawiasach prostokatnych sa geometryczne, a wiec
Tpt2 — (@ +7)Tpt1 + qro, = [z2 — (¢ + 7)1 + grao]p™;
Tpya — (1 +P)Tpgr + 102y = [22 — (r + p)z1 + 7PT0]G";
Tnt2 = (P + QTnt1 + pgan = [22 — (p+ Q)21 + paaolr”.
Zwiazki te tworzg uklad réwnan liniowych z niewiadomymi x, 42, Tpni1, Tn-

Eliminujac @42, Zn+1 (lub stosujac twierdzenia Cramera), otrzymujemy stad

o = D)+ g —p)

p’(r—q)+q*(p—r)+r2(¢—p)
P —¢®) + " (p® — 1) + 1" (¢ — p?)
- 2 2 2 T1+
P(r=a+¢p—r)+r’(q¢—p)
prir -+ p—r) +1" g —p)
P(r—a+¢p—r)+r2(q¢—p)
Aby rozwiazaé réwnanie (3) w przypadku, gdy r = p # ¢, wystarczy
w powyzszym wzorze dokonaé przejscia granicznego z r do p.

+pqr xo, n € Np.

Otrzymamy wtedy

_ n n 2 _ 2 n_ 9 20,0 _ N
(4) 2, = LZAP tpdt (p” —q*)np pz(p ), .
p(p—q) p(p—q)
o —1 n+ 2. n
+q(p q)}()f(tp_;f2 P e,

Poniewaz w tym wzorze nie istnieje granica wspélczynnika przy xs, gdy ¢ dazy
do p, wiec przypadek p = ¢ = r wymaga dodatkowych rozwazan. Teraz rownanie
(3) ma postaé
Tpis = 3PTnio — 3P°Tns1 + pox,, n€Np.
Zapisujac je w réwnowaznej formie
Tnis = 2pTni2 + P Tns1 = P(Tnga — 2pTnir +p2n), n €N
widzimy, ze ciag (Tni2 — 2DTnt1 + p2rn)SS, jest geometryczny, a wiec
Tpio — 2pTpi1 + D2Tn = (2 — 2px1 + p220)p", n € Np.
Biorac tutaj
Yn = Tpt1 — PTn, N € Npy, c:=1x9 — 2pxy +p2ﬂc0,
otrzymujemy
Ynt1—Pyn =cp",  n€No.
Stad, dla dowolnie ustalonego k € N,

k—1 k—1
vk =P 0 = Y 0" T e —pya) =Y pF = ckpt
n=0 n=0

a wiec yr = yop® + ckp*~1 i, w konsekwencji,
1

Tpt1 — PTn = Yop" +cnp” ™, neN.

Podobnie, ustalajac dowolnie k£ € N, otrzymujemy stad

k—1 k—1
o —plag = ) pF " (@agn — pra) = D pF " (wop™ + enp™ ) =
n=0 n=0
k-1 k-1
_ _ _ k—1k ,_
— g > P e St = gokpt 1+C( . ) P2
n=0 n=1
Zatem, dla n € Ny,
-1
n = xop" + yorp" ' + CL 5 )nPWQ =
n— 1)npn—2 n—2)(n—1)p"
— ( ; P To — (n _ 2)7’Lpn_l$1 + ( )(2 )p Z0.
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Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

® Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
— rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéow, w dowolnym czasie
i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002.

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 427 (WT= 2,06) i 428 (WT= 1,02)
z numeru 10/2001

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 3/2002

Przypominamy tres¢ zadan:

437. Liczba rzeczywista a > 1 oraz liczba zespolona z spetniaja warunki |z + a| < a oraz |2% + a| < a.
Dowiesé, ze |z| < a.

Witold Bednarek — L6dz 43,69

Jerzy Cisto — Wroclaw 42,95 438. Wykazad, ze jezeli n jest liczbg naturalna, taka ze p = 8n + 1 jest liczbg pierwszg, to réznica
Michal Adamaszek — Kety 42,87 24" _ 1 dzieli si¢ przez p.

Jacek Klisowski — Lublin 37,98

437. Podnosimy pierwsza nieréwno$¢ do kwadratu i korzystajac ze wzoru

|w|? = w - w, przeksztalcamy do postaci
(z4+a)(Z+a) < da?,

Czoléwka ligi zadaniowej CZyli
Klub 44 M 2 _
po uwzglednieniu ocen rozwigzan (1) |Z| < 70’(2 + Z) :

zadan 429 (WT= 2,58) i 430 (WT= 1,44) Postepujgc analogicznie z druga nieréwnoscia, mamy
z numeru 11/2001

4 2 ()2
Jerzy Cisto ~ Wroctaw 46,97 (2) l2[* < a(z +(2) )
Michal Adamaszek — Kety 46,63 Lewa strona nieréwnosci (1) jest liczba nieujemna, wiec prawa tez. Mozna zatem
Witold Bednarek — Lédz 45,13 Ny s 2 .
Jacek Klisowski  — Lublin 37.98 podniesé te nierownosé do kwadratu, otrzymujac

Tomasz Rawlik — Braunschweig 36,38

4 2(.2 =\2 2
|2]* < a®(2% + (2)% + 2|2]7),
Trzech uczestnikéw ligi jednoczesnym czyli
rzutem na tasme mija lini¢ mety:

J. Cislo po raz pierwszy, M. Adamaszek (3)
i W. Bednarek po raz drugi.

a1zt = 2022 a(z® + (2)?).
Jedli z = 0, to oczywiscie teza jest spelniona. Jesli z # 0, dodajemy stronami
nieréwnoéci (2) i (3) i po podzieleniu przez |z|* dostajemy
(I14+a ") |z)>—2a<0.
Stad
2
anL 1 <d’

|z:|2 < (bo a>1),

wiec ostatecznie |z| < a.

438. Zgodnie z malym twierdzeniem Fermata

p jest dzielnikiem liczby 2P~! — 1, czyli iloczynu

(24" — 1)(2%" 4 1). Aby dowies¢, ze 21" — 1 dzieli sig
przez p, wystarczy wykazaé, ze 2™ 4 1 sie przez p nie
dzieli.

Przypusémy wiec, whrew tej tezie, ze
21" = —1(mod p).

Wezmy pod uwage liczbe a = 27 + 2" oraz jej
kwadrat

a2:214n+22n+2.28n:

=2%"((2"")3+1) 4+ 2(2'")* = 2 (mod p).
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Korzystajac ponownie z malego twierdzenia Fermata,
mamy

a? = a (mod p);
po pomnozeniu stronami przez a:
a’™ =% =2 (mod p).

Jednoczesdnie
aPtt = (a?)intl = 24ntl — 2. 21" = _9 (mod p).
7 uzyskanych zwiazkow wynika, ze

2 = -2 (modp).

Ale p jest liczba pierwsza nieparzysta. Sprzeczno$é
konczy dowdd.



Rys. 1

Redagugje Jerzy B. BROJAN
Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 3/2002

Przypominamy tres¢ zadan:

334. Krasnoludki budujg most o rozpietosci 5 piedzi postugujac si¢ przy tym kartami (cienkimi,
sztywnymi i jednorodnymi plytkami prostokatnymi) o dlugosci 1 piedzi i drugim boku znacznie
krétszym. Kart si¢ nie skleja i mozna je tylko ukladac jedna na drugiej. Ile wynosi minimalna liczba
kart potrzebnych do tego, aby po moscie mégt przejsé¢ krasnoludek o masie réwnej masie 2 kart?
Nie ma potrzeby analizowaé trudnosci wynikltych w trakcie samej budowy — np. krasnoludki moga
uzy¢ rusztowania, ktére usung po zakonczeniu pracy.

335. Dmuchajac w wylot butelki mozna spowodowa¢ wystapienie dzwigku. Obliczy¢ przyblizong
warto$é jego czestotliwosci, jesli dana jest objetosé butelki V, wymiary szyjki (pole przekroju
poprzecznego S, dlugo$é L — zob. rys. 1) oraz parametry powietrza (np. gestos$é p, ciénienie p

i stosunek ciepet wlasciwych v = ¢, /co, albo tez predkosé dzwigku v).

Wskazéwka: przyjac, ze powietrze w szyjce butelki jest ,tltokiem”, ktéry drgajac spreza i rozpreza
reszt¢ powietrza w butelce.

334. Schemat konstrukeji mostu przedstawia rysunek 2. Oczywiste jest, ze gérna
karta powinna by¢ podparta na swoich koncach, a pozostate karty moga by¢é
wysuniete jedna nad druga tylko tyle, aby pozostaly w réwnowadze przy kazdym
polozeniu krasnoludka. Najwicksze zagrozenie konstrukeji wystapi w chwili, gdy
krasnoludek znajdzie sie na jednym z koncéw gérnej karty, gdyz wtedy caly

jego ciezar (plus polowa cigzaru gérnej karty) obciaza jedna polowe mostu,

a ramie tej sily wzgledem kazdego z ewentualnych punktéw obrotu kart jest
maksymalne.

Rys. 2

Czoltéwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 326 (WT = 2,95) i 327 (WT = 1,08)
z numeru 11/2001

Jacek Piotrowski — Rzeszéw 42,82
Andrzej Nowogrodzki — Chocianéw 42,62
Aleksander Surma — Myszkéw 39,95

Tomasz Wietecha — Tarnéw 35,77
Marek Wojcicki — Szczecin 32,03

Rys. 3

Rozpatrzmy réwnowage karty podpierajacej obciazony koniec (oznaczonej

na rysunku 3 numerem 1), ktéra jest przesunieta wzgledem poprzedniej karty 2
o x1 jednostek. Przyjmujac koniec karty 2 jako punkt odniesienia, stwierdzamy,
ze maksymalna wartos¢ z; jest rozwiazaniem réwnania

2,51‘1 = 0,5 — T,

a wiec 1 = 1/7. Rozpatrujac réwnowage karty 2 wzgledem konca karty 3,
wyznaczamy x2 = 1/9, dalej x5 = 1/11 itd., a suma Y x; musi przekroczy¢
2 jednostki (gdyz jest to polowa rozpietosci mostu, liczonej bez srodkowego
przesta). Jak wynika z obliczen, trzeba dodaé¢ 162 wyrazy ciagu, czyli lacznie
potrzeba 325 kart. (Ma sie rozumieé, ta liczba wystarczy tylko wtedy, gdy
krasnoludek bedzie przechodzil po moscie bardzo ostroznie!)

335. Sprezanie i rozprezanie powietrza zawartego w butelce zachodzi tak szybko,
ze cieplo nie zdazy przeptynaé z otoczenia, czyli zjawisko mozna uznaé za proces
adiabatyczny (podobnie jak w odniesieniu do rozchodzenia si¢ fali dzwiekowej).
Vv

Dlatego spetnione jest rownanie bl —77, gdzie Ap jest zmiang cisnienia
spowodowana przez zmiang objetosci gazu o AV. Niech Ax bedzie przesunieciem
Stloka”; wtedy AV = SAx, a sila przywracajaca polozenie rownowagi wynosi
_ps*

V
Utamek wystepujacy przed Az mozemy uznaé za ,stala sprezystoséci” k,
a po skorzystaniu ze znanego wzoru na czestotliwos¢ drgan harmonicznych

1 |k
f = —1/— i podstawieniu masy powietrza w szyjce m = SLp mozemy
m

27
wyznaczy¢ f:
1 [Sw v S
I=o\[vip, =V v
Na przyklad, podstawiajac v = 330 m/s, S =2 cm?, L =3 cm, V =1 dm?,
otrzymujemy f =~ 136 Hz.

F=SAp=
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Patrz w niebo

Zalozenie, ze Wszechswiat obserwowany w dostatecznie duzej skali
wyglada mniej wiecej tak samo z kazdego miejsca, jest w kosmologii bardzo
mile widziane. Gdyby jeszcze mozna bylo przyja¢, ze Wszechswiat wyglada
tak samo w kazdej chwilil Z réwnan grawitacji wyprowadzonych przez
Einsteina wynikalo, ze Wszechéwiat jednak musi ewoluowaé, co autor tych
réwnan uznal za rzecz tak niesympatyczna, iz wprowadzil do nich (1917),
wladciwie na sile, czlon (tzw. kosmologiczny) zapewniajacy, ze moga one mieé
rozwiazania odpowiadajace Wszechswiatowi stacjonarnemu. Niestety, w tym
czasie istnialy juz obserwacje widm galaktyk dowodzace, ze odlegte galaktyki
rozbiegaja sie we wszystkie strony. W roku 1929 E. Hubble sformutowal prawo
zwane teraz jego nazwiskiem, z ktérego nieodparcie wynikalo, ze Wszechswiat
i ekspanduje — czy nam sie to podoba, czy nie. Czlon kosmologiczny przestat
Rozwigzanie zadania F 576. by.é p(?trzebny, opracowano mod'ele .ekspanduja(.:ego Wszechswiata, teorie
Uprosémy schemat jak na rysunku. Wielkiego Wybuchu i zdawato sie, ze kosmologia zyskata trwalte podstawy.

Jednak w ostatnich latach sprawa realnosci cztonu kosmologicznego odzyta.
Przyczyna jest wieksza, niz wiek temu, doktadnosé obserwacji, w szczegélnosci
wyznaczania odlegltosci galaktyk. Odleglosci te wyznacza sie bowiem na kilka
sposobéw (patrz np. Delta 10/2001) i oczywiscie dobrze by byto, aby sposoby

te prowadzily do zbieznych wynikow. Tymczasem tak nie jest. Na przyktad

nie od dzi$ wiadomo, ze przesuniecie widma ku czerwieni nie jest doktadnie
wprost proporcjonalne do odlegtosci wyznaczonej innymi metodami (np. jasnos$ci
galaktyk, supernowych itd.). Prawo Hubble’a jest w przyblizeniu zaleznoscia
liniowa dla malych odleglosci, a dla odleglosci wiekszych wydaje sie, ze
galaktyki sa stabsze, niz wynikaloby to z ich przesunecia ku czerwieni.
Niezgodnoéci sa na granicy czulosci dzisiejszych metod, ale sa. Jest bardzo

. ; ) ) trudno orzec, co moze by¢ przyczyna tego ostabienia Swiatta galaktyk. Moze jest
i C4, w ktorych potencjaly sa jednakowe. . A T, L. . .

Poza tym polaczmy na chwile punkty 4, 0 efekt ewolucyjny (galaktyki bardziej odlegle widzimy jako mlodsze), moze

i Ay oraz By i Ba. Otrzymamy wtedy powoduje je materia miedzygalaktyczna. Ale moze tez na wielkich odleglo$ciach
schemat jak na rysunku. przejawia sie — reprezentowane przez odrzucony kiedy$ czton kosmologiczny —
powszechne odpychanie, przez co odlegte obszary Wszechswiata ekspanduja
wecale nie coraz wolniej, tylko coraz szybciej. A to byloby sprawa niezwykle
powazna, oznaczaloby bowiem, ze ,najwicksza pomylka Einsteina” wcale nie
byla pomytka. Rozstrzygniecie chyba jednak nastapi niepredko.

A As

RozdzieliliSmy punkty C7 i C3 oraz Cs

Tomasz KWAST

Lipiec

W lipcowe wieczory niemal na poludniu widaé¢ gwiazdozbiér Wezownika.

7 dziwnych powodéw nie jest on gwiazdozbiorem zodiakalnym, mimo ze tuk
ekliptyki na jego obszarze jest wiekszy niz na obszarze sasiedniego Skorpiona,
Widzimy, ze miedzy punktami A* i B*  ktory jest gwiazdozbiorem zodiakalnym. Jest to dos¢ rozlegly gwiazdozbior
jest taki sam kwadrat jak wyjsciowy, potozony w poblizu Drogi Mlecznej. Dlatego mozna by sie spodziewaé, ze
tylko dwa razy mniejszych rozmiaréw. . . . . s . .

A opér tego kwadratu jest te dwa razy  Dateria miedzygwiazdowa, skupiona wszak w plaszczyznie Drogi Mlecznej,
mniejszy (bo proporcjonalny do diugosci b@dme skutecznie przeslaniaé wszelkie dalsze obiekty. Tymczasem W W@ZOWHiku
boku). za pomoca niewielkiego teleskopu mozna dostrzec siedem gromad kulistych
Wiedzac to, mozemy wiec juz roztaczy¢  nhie stabszych od okolo 8 mag, polozonych w poblizu centralnego zgeszczenia
punkty Ay i As oraz By i B» i przystapic - Galaktyki, ktére dzieli od nas odlegtosé 8,5 kpc. Oto one: M 9 (odleglosé

do wlasciwego rozwiazania. Oznaczmy 7,6 kpC), M 10 (473 kpC), M 12 (5,3 kpC), M 14 (9’7 kpC), M 19 (6,3 kpC),

opor calego kwadratu przez R, opér

jednego boku przez r — ap. Mamy wiee, M 62 (5,7 kpe) i M 107 (7,1 kpc). Nie wszystkie sa tak zwarte, jak widoczna tez

ze: w lipcu gromada M 13 w Herkulesie, ale ich liczba jest imponujaca, jak na jeden
R= ’5 S ! — gwiazdozbidr.
/2 o R/24r
eV vy Jowisz jest w Bliznigtach, a Mars w Raku, planet tych wiec nie widaé¢ wskutek
PowyZsze réwnanie “pmszcia sig do bliskosci Stonca (20 VII Jowisz ma zlaczenie ze Sloncem). Wieczorem w Lwie,
P+ (V2—1Do— —= =0, ale bardzo kréotko po zachodzie Stonca wida¢ Wenus, a przed wschodem w Byku

V2 — Saturna. Now Ksiezyca wypada 10 VII, a pelnia 24 VII. Zadnych za¢mien

; ani efektownych zakry¢ w tym miesiacu nie ma. 6 VII Ziemia przechodzi przez
Rap=R=5(1- V2+V3) = aphelium, czyli punkt orbity najdalszy od Slonca, co nie przeszkadza, ze lato
= %(1 — V24 V3). mamy w pelni.

gdzie x = R/r. Stad

T. K.
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Oto réznego typu rozwigzania zawierajace osiem siédmych
poteg:

(7.4.4) 1497 4+ 1237 + 147 + 107 = 1467 + 1297 + 907 + 157,
(7.3.5) 96" + 417 + 17" = 86" + 777 4+ 777 4 687 4 567,
(7.2.6) 1257 4+ 247 = 1217 + 947 + 837 + 617 + 577 + 277,
(7.1.7) 5687 = 525" 4 4397 4+ 4307 + 4137 + 2667 + 2587+ 1277.

Na uwage zastuguja rowniez nastepujace réwnosci

6987 + 5567 + 4437 + 1847 = 673" + 6257 + 3537 + 2307,
698% + 556° + 443° + 184% = 673% + 625° + 353% + 2302,
698 + 556 + 443 + 184 = 673 + 625 + 353 + 230.

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (30%)

Wyjasnienie oszustwa (30): Teza zadania jest falszywal
Niech bowiem ABC bedzie dowolnym tréjkatem

o kacie prostym przy wierzchotku C'. Wéwczas srodek
boku AB jest zarazem srodkiem okregu opisanego

na trojkacie ABC, zatem podane w tresci zadania
punkty leza na jednej prostej. Poprawna teza zadania
powinna brzmie¢: tréjkat ABC' jest rownoramienny

lub prostokatny. Dowéd jak podany poprzednio —

nie zaszkodzitoby uzupelnié¢ go rysunkiem w przypadku,
gdy kat przy wierzchotku C' jest rozwarty.

DWIE HIPOTEZY (2)

Hipoteza. Istnieje 65000 kolejnych liczb naturalnych,
wéréd ktérych wiecej niz 10% liczb jest pierwszych.

Argumenty na poparcie hipotezy:

Nie udowodniono, ze liczb pierwszych blizniaczych (tzn.
par liczb pierwszych rézniagcych sie o 2) jest nieskoriczenie
wiele, ale uwierzy¢ w to nietrudno. Znajac gestos$é
wystepowania liczb pierwszych wéréd liczb okreslonej
wielkosci 1 czynigc zalozenie (niczym $cistym nie
uprawnione), ze liczby pierwsze sa rozmieszczone losowo
z taka gestoscia, mozna zabawi¢ si¢ w przewidywanie,

jak duzo par liczb blizniaczych spodziewamy sie znalezé
w okre$lonym przedziale. No, moze niezupelnie losowo, bo
dwie kolejne liczby naturalne pierwszymi raczej nie beda,
ale nietrudno w owej losowosci uwzglednié¢ takie efekty,
jak parzystosé czy reszta z dzielenia przez 3, 5 i co$ tam
jeszcze, w zaleznosci od tego, jak precyzyjnymi chcemy
uczynié¢ nasze przewidywania.

Otéz przewidywania w tak naiwny sposéb otrzymane
zgadzaja si¢ zadziwiajaco dobrze z danymi pochodzacymi
z bezposrednich poszukiwan liczb bliZzniaczych

za pomoca komputera. Podobnie mozna rozwazaé inne
konfiguracje postaci

p,p+7r2,p+7T3,..., D+ Tk,
gdzie

O<ra<ry<...<rg,

pytajac, czy wymienione liczby moga by¢ jednoczesnie
pierwsze i co wiecej, czy istnieje nieskonczenie wiele takich
uktadéw liczb pierwszych. Konfrontujac przewidywania
z do$wiadczeniem, mozna dojs¢ do wniosku, ze takie
uktady liczb pierwszych istnieja zawsze wtedy, gdy
nie wida¢ powodéw, dla ktorych istnie¢ by nie mogty.

Doktladniej, catkiem rozsadne jest sformulowanie hipotezy
pomocniczej:

Hipoteza pomocnicza. Jezeli liczby
rm=0<r<rs<...<rg

spelniaja warunek:

Dla dowolnej liczby pierwszej q wéréd reszt z dzielenia liczb
T1, T2, T3,..., 'k Drzez q nie wystepujqo wszystkie reszty
0,1,2,...,qg—1,

to istnieje nieskonczenie wiele takich liczb p, ze wszystkie
liczby p, p+ 12, p+1r3,...,p+ rr Sa pierwsze.

Nie mozemy bowiem tudzié sie, ze znajdziemy
nieskonczenie wiele trdjek liczb pierwszych p,p+2,p+ 4
z uwagi na to, ze jedna z tych liczb zawsze jest podzielna
przez 3.

Bez trudu jednak przychodzi znajdowanie czworaczkow
liczb pierwszych, tzn. ukltadow liczb pierwszych

postaci p, p+ 2, p+ 6, p+ 8. Wykluczamy przy tym
uktad powstajacy dla p = 5. Jak blisko siebie moga by¢
kolejne czworaczki? Doswiadczenie (lista czworaczkdéw

do 1000000) pokazuje, iz nie moga by¢ odlegte o mniej

niz 90. Jednak liczby 0, 2,6, 8, 30, 32, 36, 38 (jako r1,...,7s)
spelniaja zalozenia sformulowanej wyzej hipotezy,

wiec oczekiwaé nalezy istnienia czworaczkéw rézniacych sie
0 30. I rzeczywidcie, tak bliskie czworaczki otrzymujemy
zaraz za milionem dla p = 1006301 i p = 1006331.

Ten przyktad dowodzi, ze w poszukiwaniu bardziej
wymys$lnych konfiguracji liczb pierwszych nie obowiazuje
zasada: im dalej, tym gorzej.

Niech teraz P bedzie zbiorem wszystkich liczb pierwszych
wiekszych od 1455 i mniejszych od 32500 z nastepujacymi
wyjatkami: do zbioru P nalezg takze liczby 1019, 1129,
1277, 1279, 1319, 1367, 1373, 1381, 1399, 1409, 1439; do
zbioru P nie naleza liczby 1481, 1499, 1523, 1549, 1571,
1637.

Niech teraz R bedzie zbiorem wszystkich liczb postaci
32497 £ q, gdzie g € P.

Mozna sprawdzi¢ (komputer), ze tak okreslony zbiér

R ={r1, ra,...,res22} spelnia warunki hipotezy
pomocniczej. Najwigkszg liczbg w zbiorze R jest 64994,

a zbiér R ma 6522 elementow. Nalezy wiec oczekiwac,

ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych p,

dla ktérych wszystkie liczby p + r, gdzie r € R, sa pierwsze.
To daje 6522 liczby pierwsze wéréd 65000 kolejnych liczb
naturalnych i sktania do uwierzenia w sformutowana

na poczatku hipoteze.

Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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